Ubungen zur Vorlesung ,,Differentialgeometrie II¢
im SoSe 2013 bei Prof. V. Bangert
Blatt 3 07. Mai 2013

Bitte geben Sie auf Ihren Lisungen Ihren Namen an.

1. Sei Q@ C R" offen, F : Q — R™ Vektorfeld und « : [a,b]x] — ,e[— Q C?. Erfiillt
y,(t) := a(t,7) die Differentialgleichung g.(t) = F(y-(t)), so erfiillt Y (¢) := 22(¢,0) die
léngs yo linearisierte Differentialgleichung

Y'(t) = DF(yo(1))Y (2).

Auflerdem existiert zu jeder Integralkurve y : [a,b] — 2 von F und jedem v € R™ genau
eine Losung Y : [a,b] — R" von Y'(t) = DF(y(t))Y (t) mit Y (a) = v und eine Variation
' [a,b]x] — €, e[— Q wie oben mit 22(¢,0) = Y (¢) und a(t,0) = y(t).

2. Horosphdire. Sei H" = {z € R" | x, > 0} der obere Halbraum mit der hyperbolischen
Metrik (,) = g™P = ﬁgeum. Sei M ={r e H" |z, = 1}.
Zeigen Sie: M mit der induzierten Metrik ist flach. Berechnen Sie die 2. Fundamen-
talform h von M beziiglich (H", g"™P). Berechnen Sie die Schnittkriimmung K#" des

hyperbolischen Raums mit Hilfe der Gau3-Gleichung:
KM (B) = K"(E) + (h(u,u), h(v,v)) = [h(u,v)[*,
falls £ € Go(TM) ist und u,v eine Orthonormalbasis von E bilden.

3. (a) Sei (V,(,)) ein m-dimensionaler euklidischer Vektorraum und b: V' x V' — R eine
symmetrische Bilinearform. Sei S™ ! = {v € V | |v| = 1} die Einheitssphére in V.
Zeigen Sie:

m—1
voltS™™ ) spur(b) = wy, spur(b),

/ b(v,v)dvol®" " =
Sm—1

wobei dvol®" " das Volumenelement von S™~! mit der von (V, (,}) induzierten Me-
trik ist und w,, das Volumen der m-dimensionalen euklidischen Einheitskugel.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass fiir eine beliebige ONB {ey,...,e,} von V die
Integrale [, (v,e;)%d vol®™ " fiir alle i € {1,...,m} iibereinstimmen.

(b) Sei (M,g) eine m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M, SM, =
{veTM,| |v| =1}. Zeigen Sie:
Fiir die Riccikriimmung Ric und die Skalarkriimmung S gilt:

m
S(p) = Ri dvol*Mr
(p) Vol 1 (5 1) /SMP ic,(v,v) dvo

(c¢) Fur v e SM,, sei S(v) ={u € SM, | (u,v) = 0} die Einheitssphére im orthogonalen
Komplement von v in T'M,,. Es gilt:

m—1

Ri S L
lC("U7 U) vol,, o (Sm_g) S)

K (span{u, v})d vol®™ (u).



4. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie:

(a) Ist (M, g) zusammenhéngend, vollstandig und nicht kompakt, so gibt es zu jedem
Punkt p € M einen Strahl (vgl. Anwesenheitsaufgabe) v mit v(0) = p.

Anleitung: Zeigen Sie, dass eine Folge p; € M mit d(p,p;) — oo existiert und
konstruieren Sie einen Strahl als Limes von Kiirzesten von p nach p;.

(b) Ist M kompakt, so existiert kein Strahl in (M, g).

Abgabe: Montag, 7. Mai, vor Beginn der Vorlesung. Bitte werfen Sie Ihre Losungen in den
dafiir vorgesehenen Briefkasten im Kellergeschoss der Eckerstr. 1

Anwesenheitsaufgaben

Definition: Eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve ¢ : [0,00) — M heifit Strahl, falls
fiir alle s <t € [0, 00) die Bedingung d(c(s), c(t)) = L(c|js,) gilt.
Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : [0,00) — M ein Strahl. Betrachten Sie zu
t € [0,00) die Funktion:
by : M — R, x> d(z,c(t)) —t.
Zeigen Sie:
1. Fiir festes p € M ist t — b;(p) monoton fallend und beschrénkt.
2. b, ist Lipschitz mit Lipschitz-Konstante 1.

3. Durch b : M — R, b(p) = limy_ by(p), wird eine Lipschitz-stetige Funktion mit
Lipschitz-Konstante 1 definiert. Diese Funktion wird Busemannfunktion zum Strahl c
genannt.

4. Sei (R™, (,)) euklidisch, () :=t - e,.

Dann ist die Busemannfunktion b : R® — R zum Strahl v gegeben durch b(p) = —(p, e,,)
und es gilt b~1(0) = R™! x {0}.

b=1(0) heifit Horosphidre.
Hinweis: Sie konnen die Abschétzung 1+ 2 < 1+ %x fir x > —1 benutzen.



