
Übungen zur Vorlesung
”
Differentialgeometrie II“

im SoSe 2013 bei Prof. V. Bangert
Blatt 4 14. Mai 2013

Bitte geben Sie auf Ihren Lösungen Ihren Namen an.

1. Seien (M̃m, g̃) und (Mm, g) vollständige, zusammenhängende Riemannsche Mannigfal-

tigkeiten und F : M̃ →M eine lokale Isometrie, d.h. F ∗g = g̃.

Zeigen Sie: F ist eine Überlagerung.

Bemerkung: Ist M̃ einfachzusammenhängend, so gilt für die Untergruppe Γ = {γ | γ ∈
Iso(M̃, g̃), F ◦ γ = F} der Gruppe der Isometrien: M̃m/Γ mit der von g̃ induzierten
Metrik ist isometrisch zu (M, g).

2. Sei (Mm, g) vollständige Mannigfaltigkeit konstanter Krümmung K0, p ∈ M ein Punkt,
(Sm−1, g0) die Einheitssphäre im Tangentialraum von p bezüglich des Skalarprodukts gp.
Weiterhin sei r : Sm−1×]0,∞[→]0,∞[ definiert durch r(v, ρ) = ρ und F : Sm−1×]0,∞[→
M , (v, ρ) 7→ expp(ρv).

Zeigen Sie:

F ∗g =


dr2 + 1

K0
sin2(
√
K0r)g0, falls K > 0

dr2 + r2g0, falls K = 0
dr2 + 1

−K0
sinh2(

√
−K0r)g0, falls K < 0

3. Sei Mm glatte Mannigfaltigkeit und ∇ linearer Zusammenhang auf TM . Dann induziert
∇ einen linearen Zusammenhang auf TsM (vgl. DG, Blatt 14, 3a).

Zeigen Sie: Ist T ∈ TsM , γ :]−ε, ε[→M eine glatte Kurve und E1, . . . , Em :]−ε, ε[→ TM
ein paralleles Basisfeld von TM längs γ, so gilt:

(∇γ̇(t)T )(Ei1(t), . . . , Eis(t)) =
d

dt

∣∣∣
t
T (Ei1(t), . . . , Eis(t)),

wobei i1, . . . , is ∈ {1, . . . , m} beliebig.

Folgern Sie daraus, dass

∇γ̇(t)T =
∑

1≤i1,..., is≤m

T ′i1...is(t)E
∗
i1
⊗ · · · ⊗ E∗is ,

wobei E∗1 , . . . , E
∗
m die zu E1, . . . , Em dualen Basisfelder von T ∗M längs γ und Ti1...is(t) =

T (Ei1(t), . . . , Eis(t)) bezeichnet.

4. Jacobifelder auf Standardräumen II:

(a) Sei (Smr ,
rg) die Standardsphäre mit Radius r > 0 im euklidischen Raum

(Rm+1, geukl). Bestimmen Sie explizit die Jacobifelder längs der Geodätischen c(t) =
r(0 . . . , 0, sin(t), cos(t)).

(b) Sei rMm
L = {x ∈ Rm+1 | xm+1 > 0, 〈x, x〉1 = −r}, r > 0, versehen mit der

von 〈 , 〉1 induzierten Metrik rgL. Bestimmen Sie explizit die Jacobifelder längs der
Geodätischen c(t) = r(0, . . . , 0, sinh(t), cosh(t)).

Abgabe: Montag, 28. Mai, vor Beginn der Vorlesung. Bitte werfen Sie Ihre Lösungen in den
dafür vorgesehenen Briefkasten im Kellergeschoss der Eckerstr. 1



Anwesenheitsaufgaben

1. Jacobifelder auf Standardräumen I:

Sei (Rm, geukl) der euklidische Raum. Bestimmen Sie explizit die Jacobifelder längs der
Geodätischen c(t) = (0 . . . , 0, t).


