Ubungen zur Vorlesung ,,Differentialgeometrie II¢
im SoSe 2013 bei Prof. V. Bangert

Blatt 6 04. Juni 2013

Bitte geben Sie auf Ihren Lisungen Ihren Namen an.

1.

(4 Punkte) Sei f € CHR™ R™). Fiir jedes x € R™ sei die Taylorentwicklung 3. Ordnung
von ¢g,(t) := f(tx) um t = 0 durch

G2 (1) = F(0) + ta(z) + 5 b(z) + 55 e(x) + Ot
geg(;ieben. 1Dann gilt a(x) = Df(0)z, b(x) = (D?*f)(0)(z,z) und c(z) = (D*f)(0)(x, z, )
und es gilt

() = F(0) + ala) + 5 b(z) + 57 (&) + Ol

. (4 Punkte) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V ein linearer Zusammenhang auf

TM.
Definiere V : T(TM) x T(T!M) — T(T} M) durch

(VXT) (Xl oo ,Xs) :Vx(T(Xl, e ,XS)) - T(VxXl,XQ, .. ,Xs)
—=T(Xy, ..., X5 1, Vx Xs),

wobei fur alle Xy,..., X, € I'(T'M)

Zeigen Sie:

(a) Es gelten folgende Eigenschaften:
i. VyT e T(TM)
ii. V:T(TM)xT(T'M) — T(T}M) ist ein linearer Zusammenhang auf T} M, d.h.
fir alle f € C*(M,R), Y e I'(TM) und T € I'(T; M) gilt:
a) VT = fVyT.
B) Vy(fT) =Y (/)T + fVy(T).
(b) Ist (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, V Riemannscher linerare Zusammenhang

auf M und T € T(T,;1 M) fiir T € T(T'M) definiert durch T(Xy,..., X,, X) =
g(T(Xy,...,X,),X), so gilt fir alle X|Y, X;,..., X, e I(T'M):

VyT(X1,. .., Xs, X) = VyT(X0, . .., Xy, X).

(8 Punkte) Sei (M, g) pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Zeigen Sie, dass fiir die pseudo-Riemannsche Metrik g, der Riccikriimmung Ric und der
Skalarkriimmung S gilt:

div(Ric —%S -g) =0, (%)



wobei die Divergenz divT € T'(TYM) fiir einen symmetrischen Tensor T € I'(T9 M) und
eine beliebige ONB ey, ...e,, € TM,, ; = g(e;, e;), durch

(divT)(v) := Zai(veiT)(ei,v)

definiert ist. Gehen Sie dazu folgendermaflen vor:

(a) Zeigen Sie: Ist f € C*°(M,R), so gilt: div(fg) = df.
Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3b) von Blatt 14 (Differentialgeometrie I).

(b) Zeigen Sie: dS = 2 - div Ric.
Hinweis: Fiihren Sie die Rechnung an einem festen Punkt p € M in normalen Koor-
dinaten aus.

(c) Zeigen Sie Gleichung (x).

Abgabe: Montag, 11. Juni, vor Beginn der Vorlesung. Bitte werfen Sie Thre Losungen in den
dafiir vorgesehenen Briefkasten im Kellergeschoss der Eckerstr. 1

Anwesenheitsaufgaben

1. Auf einer glatten Mannigfaltigkeit M* sei ein symmetrischen Tensor T' € T'(T9M), der
sogenannte Energie-Impuls-Tensor, gegeben. In der Relativitédtstheorie wird nach Lor-
entzmetriken g auf M gesucht, die die Einsteingleichung

1
c~T:Ric—§S-g+A-g

16sen, wobei ¢ eine Konstante, Ric die Riccikriimmung, S die Skalarkriimmung und A die
sogenannte kosmologische Konstante bezeichnet. Eine Vakuumlosung dieser Gleichung
erhalt man, wenn man 7" = 0 betrachtet.

Zeigen Sie, dass fiir den Fall A = 0 die Metrik g genau dann Vakuumlosung der Einstein-
gleichung ist, falls (M, g) Ricci-flach ist, d.h. Ric = 0.



