Ubungen zur Vorlesung ,,Differentialgeometrie II¢
im SoSe 2013 bei Prof. V. Bangert

Blatt 10 2. Juli 2013

Bitte geben Sie auf Ihren Lisungen Ihren Namen an.

1. (4 Punkte) Sei (M, g) einfach zusammenhéngende, vollstindige Riemannsche Mannigfal-
tigkeit nichtpositiver Schnittkriimmung und p € M ein Punkt.

Zeigen Sie, dass die quadratische Abstandsfunktion f, : M — R, f,(z) = d(p, x)?, eine
konvexe Funktion ist, vgl. Anwesenheitsaufgabe 1 auf Blatt 2.

2. Das FEnergiefunktional (6 Punkte) Sei (M, g) eine zusammenhingende, vollstiandige
Riemannsche Mannigfaltigkeit, p, ¢ € M und Q = Q(p,q) = {c : [0,1] — M |
¢ stetig und stw. C*, ¢(0) = p, ¢(1) = ¢}, vgl. auch Aufg. 1 auf Blatt 8.

Die Energie einer Kurve ¢ € 2 von a bis b mit 0 < a < b < 1 wird definiert durch

E(c) = / E()[2 dt.

Zeigen Sie:

(a)

(b)

(d)

Fir alle ¢ € Q gilt: (L(c|[a,b}))2 < Ec) - (b —a) mit ,, = “ genau dann, wenn c
proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist.
Hinweis: Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Folgern Sie aus (2a), dass die Funktion F := Fj} : Q — R genau dann an der Stelle
~v € Q ihr Minimum annimmt, wenn vy minimale Geodé&tische von p nach ¢ ist.

Sei ¢ € Q und « : [0,1] x (—¢,6) — M stetige Variation von oy = ¢, so dass es
eine Zerlegung 0 =ty < t; < --- < t, = 1 gibt, fiir die « auf [t;_1,%;] x (—¢,¢),
i=1,...,n, C®ist und a(0,7) = p, (1, 7) = ¢ fiir alle 7 € (—¢,¢) gilt. Dann gilt:

dEd(:zT),T:O =2 (i(?—f(ti,o),Ati@ +/O (g—i(t,o),vaaté(t»dt) ,

=1

wobei A, (¢) = ¢(t}) — ¢(t;) mit ¢(t]) = limyyy, ¢(t) und é(t; ) = limyy, ¢(t) definiert
1st.

Folgern Sie aus (2c), dass v €  genau dann kritischer Punkt von E ist, d.h.

%ﬁ”hzo = 0 fiir jede Variation wie oben, wenn ~ Geodétische.

Endlich dimensionale Approximation des Kurvenraums (6 Punkte)

Sei (M, g) zusammenhéngende, kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit, p, ¢ € M, Q
und E wie in Aufgabe 2 definiert. Fiir e > 0 bezeichne Q¢ = {c € Q | E(¢) < e}.
Wir betrachten 2 als metrischen Raum mit der von d¢ induzierten Metrik d(ci,cs) =
max{d?(cy(t),ca(t)) | t € [0,1]}.



(a)

Zeigen Sie: Zu jedem e > 0 existiert eine Zerlegung 0 =ty < t; < --- < t, = 1, so
dass fiir alle ¢ € Q¢ eindeutig bestimmte kiirzeste Geodétische von ¢(t;—1) nach c(t;),
1 =1,...n existieren.

Hinweis: Verwenden Sie die Anwesenheitsaufgabe und Aufgabe (2a).

Fiir e > 0 und eine beliebige Zerlegung 0 = ¢y < t; < .-+ < t, = 1 wie in (3a)
bezeichne Q°(to, ..., t,) = {c € Q°| ¢|,_, 1) Geodatische ,i =1,...n} C Q°. Zeigen
Sie: Die Abbildung

¢=&5 4, (o, ) > M XX M, e (c(th), .o c(ty1))

—1
(n—1)—mal

ist ein Homdomorphismus auf eine offene Teilmenge von M x --- x M. Machen Sie
sich klar, dass dadurch Q¢(¢, ..., t,) mit der Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit
versehen werden kann.

Bezeichne fiir e > 0 und eine feste Zerlegung 0 = tg < t; < --- < t,, = 1 das Bild von
Q°(to, ..., t,) unter ¢ = @5,  mit P.
Zeigen Sie, dass die Aleitung des Energiefunktionals

— - = a? iy Pi— 2
E:P—R, E(p,....pu1)=) j—t@_i 1)
=1 T

fir (vi,...,v,) € TPy, p,) gegeben ist durch

,,,,,

i
L

E*(pl ~~~~~ pn)(vh cee 7'Un) = — <Ui7 Atié>,

s
Il
R

wobei ¢ = ¢ (p1,...,pn) € Q%(to, ..., t,) und A;.¢ wie in Aufgabe 2 definiert ist.
Hinweis: E o ¢ stimmt mit E|Q¢(to,...,t,) iiberein.

Abgabe: Montag, 9. Juli, vor Beginn der Vorlesung. Bitte werfen Sie Thre Losungen in den
dafiir vorgesehenen Briefkasten im Kellergeschoss der Eckerstr. 1

Anwesenheitsaufgaben

1. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Injektivitatsradius inj(p) an einem Punkt

p € M ist definiert durch:

inj(p) = sup{r > 0| exp |p(o,r) : B(0p,7) = B(p,r) ist Diffeomorphismus }.

Zeigen Sie: Ist M kompakt, so ist inj(M) = inf{inj(p) | p € M} > 0.



