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Bewertung: Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet. Falls nichts anderes angegeben ist, werden

die Punkte gleichmdf$ig auf die Teilaufgaben verteilt.

Aufgabe 1: Es seien 2 C C ein Gebiet und f,g: Q2 — C zwei holomorphe Funktionen. Zeigen
Sie: Falls fg holomorph ist, dann ist entweder f konstant oder g identisch 0.

Aufgabe 2: Es seien B1(0) = {z € C | |z| < 1} und f: B1(0) — C holomorph mit |f(z)| < 1.
Zeigen Sie: Falls z1, 29 € B1(0) mit 21 # 2o, f(21) = 21, und f(z2) = 22 existieren, dann f = id.

Aufgabe 3: Es sei die Kurve «: [0,27] — C gegeben durch «(t) = sin(2t) + i sin(t) cos(2t).

(a) Skizzieren Sie .
(b) Bestimmen Sie n.(v) fir z = +1 und z = +£.

(c) Ist v nullhomolog in Q = C\ {1, -1}?
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(d) Ist v nullhomolog in Q@ = C\ {4, —%}?

Falls die Antwort in (c) oder (d) "Nein” ist, geben Sie einen einfacheren, zu v in © homologen
Zykel wie in Folgerung 3.14 an. Falls die Antwort "Ja” ist, stellen Sie bitte die Kette [y] als
Linearkombination nullhomotoper Kurven in 2 dar.

Aufgabe 4: Fiir z1, 29, 23, 24 € C paarweise verschieden definiert man das Doppelverhdltnis als

Z1 — k3 22 — 24
[21,20,253,24]: = —— - ——— € C.
Z9 —Z3 21 — Z4
Falls eine der Zahlen oo ist, kann man das Doppelverhiltnis noch als Grenzwert definieren, z.B
22 — 24
Z9 — Z3

[00, 22, 23, 24] = lim |21, 29, 22, 24] = . Zeigen Sie:
21 —00
(a) (2 Punkte) Die paarweise verschiedene Punkte 21, 22, 23, 24 € C liegen genau dann auf einem
Kreis, wenn [z1, 29, 23, 24] € R.

(Unter einem "Kreis” in C verstehen wir einen Kreis in C oder g U {oo} fiir eine Gerade g in

C.)

(b) (1 Punkt) Fiir alle Mobiustransformationen My : C — C und alle 21,29, 23,24 € C paarweise
verschieden gilt
(21, 22, 23, 24] = [Ma(21), Ma(22), Ma(23), Ma(z4)].

(¢) (1 Punkt) Mébiustransformationen bilden Kreise in C auf Kreise ab.
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