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KAPITEL 1

Holomorphe und Analytische Funktionen

1l.a. Analytische Funktionen

1.1. WIEDERHOLUNG. Setze C = R2. Fiir z = (x,y) und w = (u,v) € C seien

z4+w=(r+uy+v), z-w = (xu—yv, 20+ Yu) ,
0=(0,0), 1=(1,0), i=(0,1),
2+ Zz (2 —2)i

z=(x,—y), Re(z) =z = 5

Fortan schreibe
z=ux+1iy = Re(z) +iIm(z) .

Die komplexe Konjugation z — Z ist ein Automorphismus, das heifit, es gilt

ztw=z+w, Z-Ww=7Zz 0, 1=1.
Wir identifizieren R mit der Teilmenge
Rz{zEC‘Imz:O}:{zEC‘Zzz}.
Es folgt zZ € R und 2z > 0 fiir alle z € C, und wir definieren den komplexen Absolutbetrag durch

2| = V22 = Va2 +y2.

Dann ist (C,+, -,0,1) ein Korper mit

( ) 1 z x Y
—2Z = \—XI.,— _—= — = —_ s
Y z 2z 2?2 +y? 2?2422

und R ist ein Teilkorper.

Wir kénnen C auch ,,graphisch® als Gauf$sche Zahlenebene darstellen. Dazu betrachten wir die
Ebene R? mit den Punkten 0 = (0,0) und 1 = (1,0) wie oben. Elemente von C sind Vektoren. Die
Addition in C ist Vektoraddition. Bei der Multiplikation lésst sich in Polarkoordinaten beschreiben:
man multipliziert die Langen (Absolutbetrige) der Faktoren, und addiert die Winkel zur xz-Achse
(Argumente).

Die komplexen Zahlen tragen die Euklidische Metrik d(z,w) = |z — w|. Die zugehérige Topologie
stimmt mit der {iblichen Topologie auf R? iiberein. Eine Teilmenge U C C ist genau dann offen,
wenn sie als Teilmenge von R? offen ist. Eine Folge (z,), komplexer Zahlen konvergiert in C genau
dann gegen z, wenn die entsprechende Punktfolge in R? gegen den Punkt z konvergiert.

Fiir offene Teilmengen von C ist ,zusammenhingend® gleichbedeutend mit ,, wegzusammen-
héngend“.

1.2. DEFINITION. Eine Teilmenge 2 C C heifit ein Gebiet, wenn sie offen und zusammenhangend
ist.



1.3. WIEDERHOLUNG. Eine komplexe Potenzreihe in z ist eine Reihe der Form

R(z) = Z an 2"
n=0
mit a, € C fiir alle n € N. Sie hat den Konvergenzradius
-1
p= (limsup Y ]an|> € [0, 00] .
n—0o0

Dann konvergiert R(z) fiir alle z € C mit |z| < p absolut und divergiert fiir alle z € C mit |z| > p.
Fiir z € C mit |z] = pist keine allgemeine Aussage moglich. Wir nennen R(z) konvergent, falls p > 0,
falls es also z # 0 gibt, fir die R(z) konvergiert, und ansonsten divergent. Wenn R(z) konvergent
ist, heiffit die Kreisscheibe

B,(0)={zeC]|l|z|<p}

der Konvergenzkreis von R(z).

1.4. DEFINITION. Essei Q C C ein Gebiet und f: @ — C eine Funktion. Dann heifit f (komplex)
analytisch im Punkt zp € ), wenn es eine konvergente Potenzreihe R(z) mit Konvergenzradius p > 0
und eine Umgebung U von zg in QN B,(29) C C gibt, so dass

f(z) = R(z — 20) fiir alle z € U .

Wir sagen auch, dass die Funktion f auf U um den Punkt zy herum durch die Potenzreihe R
dargestellt wird. Wir nennen f (komplez) analytisch auf 2, wenn f in jedem Punkt zy € Q komplex
analytisch ist.

1.5. BEISPIEL. Die komplexe Ezponentialfunktion wird durch die Potenzreihe

[e.e] n

exp(z) =Y =

n=0
gegeben. Thr Konvergenzradius ist p = oo. Mit Hilfe der Binomischen Formeln und des Umord-
nungssatzes flir absolut konvergente Reihen zeigt man wie in der reellen Analysis, dass
exp(z + w) = exp(z) - exp(w) .
Fiir rein imaginéres z = iy gilt
exp(iy) = cosy + isiny .
Hieraus ergibt sich eine Darstellung der komplexen Exponentialfunktion als
exp(x +iy) = e® cosy + ie”siny .

1.6. SATZ (Identitéts- fiir Potenzreihen). Es sei R(z) eine konvergente Potenzreihe mit Kon-
vergenzkreis B,(0). Wenn es eine Folge (z)n in B,(0) \ {0} gibt, die gegen O konvergiert, so
dass R(zp) = 0 fir allen € N, dann ist R(z) = 0, das heifst, alle Koeffizienten von R(z) verschwin-
den.

1.7. *PROPOSITION (Operationen mit Potenzreihen). Es seien R(z) =Y anz™, S(z) = > bpz"
zwei konvergente Potenzreihen mit Konvergenzradien p, o > 0.
(1) Summe: Es seien p, g € C, dann hat die Potenzreihe

o0

(PR+qS)(2) = D (pan + gby)="

n=0

Konvergenzradius > min(p, o), und auf ihrem Konvergenzkreis gilt
(PR +qS5)(2) = pR(2) +q5(z) -
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(2) Cauchy-Produkt: Die Potenzreihe

(R-S)(z) = i (kznjzo akbn_k> 2"

n=0
hat Konvergenzradius > min(p, o), und auf ihrem Konvergenzkreis gilt
(R-S)(z) =R(z)-5(2) .

(3) Einsetzen (Faa di Brunos Formel): Es gelte by = 0. Dann konvergiert die Potenzreihe

(ROS)(Z)zian< 3 k!.!b?”_bwzn’

SIRRRX]
n=0 O T
1i1+~~-+kik:n

und auf threm Konvergenzkreis gilt

(Ro5)(2) = R(S(2)) -

1.b. Komplexe Differenzierbarkeit

Aus der Sicht des Korpers R lassen sich ¢ und —i nicht unterscheiden. In der folgenden Propo-
sition identifizieren wir wieder C mit R2.

1.8. PROPOSITION UND DEFINITION (Linear- und Antilinearteil). Eine R-lineare Abbildung
M(R)2 A:C—C
heifsit C-antilinear, wenn A(zw) = z A(w) fir alle z, w € C gilt. Jede R-lineare Abbildung A: C — C
lisst sich in eindeutiger Weise zerlegen als
A=A+ A" mit A(z)=4d -z und A'(z)=4d" -z

mita’, a” € C, so dass A’ eine C-lineare und A” eine C-antilineare Abbildung ist. Dann heifst A’ der
Linearteil und A” der Antilinearteil von A. Insbesondere ist A genau dann C-linear, wenn A” = 0.

1.9. WIEDERHOLUNG. Reelle Differenzierbarkeit fiir Funktionen in einer und in mehreren Ver-
anderlichen (partiell, total, stetig partiell).
C2-Funktionen und der Satz von Schwarz.

1.10. DEFINITION. Es sei €2 C C ein Gebiet, f: £ — C eine Funktion und zy € 2 ein Punkt.
Dann heifit f komplez differenzierbar (holomorph) in zo mit Ableitung f'(z9) € C, wenn der folgende
Grenzwert existiert:

f(z) = lim f2) = f(z0) _  Flzot+h) = flzo)

= eC.
05z—20 Z— 20 C>h—0 h

Wenn f an jeder Stelle zg € Q) komplex differenzierbar ist, heifit f holomorphe Funktion.
Diese Definition entspricht der eindimensionalen Differentiation aus Analysis I.

1.11. DEFINITION. Es sei §2 ein Gebiet und f: 2 — C eine reell partiell differenzierbare Funk-
tion. Seien v = Re f und v = Im: 2 — R Real- und Imaginérteil von f. Definiere die Wirtinger-
Ableitungen

oz oy or Oy
of 10f +0f 1 <8u 81}) 7 <8v 8u>

9z 200 T20y 2\0z oy

of 10f iaf_1<8u+8v>+;'<8v 8u>’

8x+87y
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Wenn f an der Stelle p reell total differenzierbar ist mit Ableitung df|,, dann entspricht g—ﬁ dem
Linearteil und % dem Antilinearteil von df/,.

1.12. BEISPIEL. Betrachte z, z als Funktionen in z. Dann gilt

0z 0z 0z 0z

— =1 — =0 — =0 —

0z ’ 0z ’ 0z ’ 0z

1.13. LEMMA. Es sei Q ein Gebiet, zg € Q, und f: Q — C eine Funktion. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

=1.

(1) f ist komplex differenzierbar bei zp;
(2) Es gibt eine Funktion ¢: Q@ — C, die bei 2 stetig ist, so dass

f(2) = f(20) + (2 = 20) (2) ;

(3) f ist reell total differenzierbar bei zy mit C-linearer Ableitung;
(4) f ist reell total differenzierbar bei zy, und es gilt

af,
2 P

20

(5) f st reell total differenzierbar bei zo, und fir u = Re f und v =Im f gelten die Cauchy-
Riemann-Differentialgleichungen

Ju
ox

o
20 8y

_ Ov

ou
d __“v
un 20 6$

20 dy

20 '
Wenn f bei zo komplex differenzierbar ist, ist f bei zg insbesondere auch stetig.
1.14. BEISPIEL. Die komplexe Exponentialfunktion aus Beispiel [I.5] ist holomorph.

1.15. PROPOSITION. FEs gelten die folgenden Differentiationsregeln.

(1) Linearitdt. Linearkombinationen holomorpher Funktionen f, g sind wieder holomorph:
fir a, b e C gilt

(af +bg)(2) = af'(z) + bg'(2) -

(2) Kettenregel. Die Verkettung zweier holomorpher Funktionen f, g ist wieder holomorph,
mit

(fog)(z)=f'(9(2) 9'(2) .
(3) Produktregel. Das Produkt zweier holomorpher Funktionen f, g ist wieder holomorph, mit

(f-9)(2) = f'(2) - 9(2) + f(2) - 4 (2) -

1.16. SATZ (Ableitung von Potenzreihen). Es sei R(z) eine konvergente komplexe Potenzreihe.
Dann ist die von R dargestellte Funktion innerhalb des Konvergenzkreises holomorph, und die
komplexe Ableitung wird durch die gliedweise abgeleitete Potenzreihe dargestellt.

Sei f: Q= C um zp € Q durch die Potenzreihe R(z) = ), anz™ dargestellt, dann gilt insbe-
sondere

f20)=0,  flzo)=a1,  [f™(z)=nla,.
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1l.c. Das komplexe Kurvenintegral

1.17. WIEDERHOLUNG. Eine stiickweise C'-Kurve v: [a,b] — C ist eine stetige Abbildung 7,
fir diem € Nund a =tg < t; < --- < t,, = b existieren, so dass

'Y‘[ti,l,ti]i [ti—1,t:]) — R?2=C

fiir alle ¢ = 1, ..., n stetig differenzierbar ist (einschliefllich der jeweiligen Randpunkte). Fiir ¢ ¢
{to, ..., tn} sei¥(t) = dzl—gt) der Geschwindigkeitsvektor. Eine Kurve v: [a,b] — C heifit geschlossen,
wenn

v(b) =(a) .

1.18. DEFINITION. Es sei 2 C C ein Gebiet, f: Q@ — C eine stetige Funktion und 7: [a,b] —
eine stiickweise C'-Kurve. Definiere das kompleze Kurvenintegral

b
/ f(z)dz = / F/(1) -4t dt € C .
Yy a

Dabei werden Real- und Imaginérteil des Integranden einzeln integriert, und wir ignorieren die
endlich vielen Stellen, an denen %(¢) nicht definiert ist. Fiir unsere Zwecke reicht das Riemann-
Integral aus der Analysis I. Es seien also f = u + v und y(¢) = z(t) + iy(¢), dann gilt

b

b
/ f(2) dz = / (u(r(1)) - () — v(y() - §(8)) dt + i / (1)) - 5(t) + v((8) - £(0)) di
¥ a

a

Mithin steht ,,z“ im Kurvenintegral fiir v(¢), und das Tangentenelement ,,dz* fiir
dz =4(t)dt = ((t) +iy(t)) dt .

1.19. BEMERKUNG. Der Realteil des komplexen Kurvenintegrals entspricht dem Kurvenintegral
aus der Analysis iiber f, aufgefasst als Vektorfeld

- (Lngt) - (63).

siehe Skripten [7, Kap. 8, Def. 1.6], [10} Def. 17.10], [4, Kap. 5, (2)]. Der Imaginérteil des komplexen
Kurvenintegrals entspricht dem ,normalen Kurvenintegral“ des obigen Vektorfeldes aus dem Satz
von Gauf, siehe zum Beispiel [4], Def. 6.3].

1.20. PROPOSITION. Es sei v: [a,b] — Q eine stickweise C'-Kurve, f: Q — C eine steti-
ge Funktion und ¢: [c,d] — [a,b] ein stiickweiser C1-Diffeomorphismus. Dann hat ¢ konstantes

Vorzeichen, und es gilt
/ f(z)dz:signgb/f(z)dz.
Yoy v

1.21. FOLGERUNG (aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). FEs sei Q@ C C
ein Gebiet, f: Q — C eine komplex differenzierbare Funktion und ~y: [a,b] — Q eine stickweise
C'-Kurve. Dann gilt

/ f'(2)dz = F0)]
Y

1.22. BEMERKUNG. Wir mochten uns das Kurvenintegral gern als ,,Umkehroperation zum
komplexen Differenzieren vorstellen. Am liebsten wiirden wir eine stetige Funktion f: Q — C
vorgeben und einen Punkt p € Q wihlen. Zu g € Q sei v4: [a,b] — Q ein Weg von p = ~4(a)
nach ¢ = v4(b). Dann wiirden wir also hoffen, dass

b
Flg) = / Ya(2) dz *)



eine , komplexe Stammfunktion® von f ist, in dem Sinne, dass F' holomorph ist mit F'(z) = f(z).
Nach Folgerung wiirde das unter anderem implizieren, dass das obige Integral @ nicht von
der Wahl des Weges v, von p nach ¢ abhéngt. Das gilt aber nicht fiir beliebige Funktionen f, wie
die néchsten Abschnitte zeigen werden.

1.d. Der Cauchy-Integralsatz

1.23. DEFINITION. Eine stickweise C'-Homotopie zwischen zwei stiickweise C'-Kurven g
und 71 : [a,b] — C von p = 7g(a) = v1(a) nach ¢ = v(b) = v1(a) ist eine Abbildung h: [a,b] X
[0,1] - C, firdien,m e Nunda =1t <t1 < - <tp,=bund 0 =59 <81 < -+ < 8y, =1
existieren, so dass

h|[ti—17ti]><[5j—175]']: [tie1, ti] X [sj-1,85] = R*=C

stetig partiell differenzierbar ist (einschlielich des jeweiligen Randes) fiir alle ¢ = 1, ..., n und
alle j =1, ..., m, und so dass

h(t,0) = vo(t) und h(t,1) =y (t) fiir alle t € [a, b] ,

h(a,s) =p und h(b,s) =q fiir alle s € [0,1] .

Es sei Q C C ein Gebiet. Zwei stiickweise C'-Kurven o und 71 : [a,b] — Q heiflen (stiickweise
C*'-) homotop in (2, wenn eine stiickweise C'-Homotopie h: [a,b] x [0, 1] — € zwischen ihnen gibt.
Eine geschlossene stiickweise C'-Kurve 7: [a,b] — Q heifit (stiickweise C1-) nullhomotop in €,
wenn sie zur konstanten Kurve ¢ — v(a) = v(b) in © homotop ist.

Ein Gebiet  C C heiBt einfach zusammenhingend, wenn jede geschlossene (stiickweise C'1-)
Kurve nullhomotop in 2 ist.

1.24. SAaTz (Cauchyscher Integralsatz). Es sei Q@ C C ein Gebiet und f: & — C holomorph.
Sei y: [a,b] — Q eine geschlossene stiickweise C'-Kurve, die in Q nullhomotop ist. Dann gilt

Af(z)dz:o.

BEWEISSKIZZE. Es reicht zu zeigen: sei h: R = [a,b] X [¢,d] — § eine C'-Abbildung, und es
sei h(OR) die stiickweise C''-Randkurve des Bildes von R, dann gilt

/ f(z)dz=0.
h(OR)

Wir nehmen an, das sei nicht der Fall. Dann zerlegen wir [a,b] X [c,d] als Vereinigung immer
kleinerer Rechtecke und finden € > 0 und eine Folge von ineinander enthaltenen abgeschlossenen
Rechtecken R, mit Seitenléingen < 27§, so dass

/ f(z)dz
h(ORn)

Nach dem Satz iiber die Intervallschachtelung existiert (so,to) € [a,b] X [c,d] so dass [, Rn =

{(s0,t0)}
Nahe zy = h(so, to) schreibe f geméf Lemma als

f(z) = f(20) + f'(20) - (= — 20) +7(2 — 20) ,

wobei 7(w) = p(w) — f'(20) = o(Jw|). Da f(z0) + f'(20) - (2 — 20) als Differential einer holomorphen
Funktion geschrieben werden kann, und da die Lénge von h(9R,) von der Ordnung O(27") ist,

> 27 2ng
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ergibt sich mit Folgerung der Widerspruch

lim 22”/ flz dz> = lim (22”/ r(z — z dz> < lim (22"-0(27") - 0(2776)) =0.
OJ

1.25. FOLGERUNG. FEs sei 2 C C ein Gebiet und f: Q@ — C holomorph. Fir in € homotope
stiickweise Ct-Kurven 7y, 71 [a,b] — Q mit yo(a) = v1(a) und yo(b) = v1(b) gilt

(2)dz= [ f(2)dz.
Yo 7
Der Cauchysche Integralsatz ist verwandt mit den Integralsétzen von Stokes und Gaufl [4],

Kapitel 6], [8, Kapitel 10], [10, Kapitel 27], wie die folgende Verallgemeinerung zeigt.

1.26. *SaTz. Sei Q C C ein Gebiet, sei f: Q — C reell total differenzierbar, und % sei stetig.
Sei v: [a,b] — Q eine geschlossene stiickweise C'-Kurve, die eine Fliche A C 0 in positiver

Richtung umlduft. Dann gilt
. [ Of
z dz:22/ — dA(z) .
[ e [ 5L aa)

In der Tat ist der Realteil der Wirtinger-Ableitung % gerade die halbe Divergenz des Vektorfel-

des f aus Bemerkung Der Imaginérteil von % stimmt bis auf das Vorzeichen mit der halben
zweidimensionalen Rotation von f iiberein; diese entspricht der dufleren Ableitung der zugehorigen
Pfaffschen Form udz — v dy.

1l.e. Die Potenzreihen-Darstellung

Die folgenden Resultate zeigen deutlich den Unterschied zwischen reeller und komplexer Ana-
lysis.

1.27. SATZ (Cauchysche Integralformel). Es sei  C C ein Gebiet und f: Q — C holomorph.
Seizg € Q undr > 0, so dass die abgeschlossene Kreisscheibe By, (r) ganz in Q liegt. Fir~: [0,1] —
Q, v(t) = 20 + €™ und alle z € B,,(r) gilt dann

16 =g [ e

1.28. FOLGERUNG (Mittelwertsatz). Es sei @ C C ein Gebiet und f: Q — C holomorph.
Seien zg € Q und r > 0 wie oben, dann gilt

1
f(Z()) = /0 f(Z() + 7“62”“) dt .

1.29. BEISPIEL. Wir berechnen die Integrale

o 2
/ e cos(sin ) dp = 27 und / e“®¥sin(sinp) dp =0,
0 0

indem wir den Mittelwertsatz auf die Funktion f(z) = €* mit zp = 0 und r anwenden. Wenn
wir stattdessen den Cauchy-Integralsatz [I.24] anwenden, erhalten wir

2w 2
/ €% cos(p + sinp) dp =0 und / e“*?sin(p +sinp)dp =0.
0 0
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1.30. SATzZ (Potenzreihendarstellung). Es sei 2 C C ein Gebiet, f: Q — C holomorph und z €
Q. Dann ldsst sich f um zy in eine Potenzreihe

[e.e]

z) = an(z — 29)" mi a :L 7“)0(0
f()_nzzg) n( 0) t n QWi/y(CZO)n+1 d¢

entwickeln, dabei seien v und v wie oben. Fiir den Konvergenzradius p dieser Potenzreihe gilt
p=>sup{r>0|B.(2)CQ}.
1.31. FOLGERUNG. Holomorphe Funktionen sind analytisch und insbesondere C.

Ab sofort miissen wir zwischen ,holomorph* und ,analytisch® also nicht mehr unterschei-
den. Holomorphe Funktionen erfiillen eine sogenannte elliptische Differentialgleichung, ndmlich die
Cauchy-Riemann-Gleichung aus Lemma[I.13] Die obige Folgerung ist ein Spezialfall eines wichtigen
Resultats der Analysis, wonach Losungen elliptischer Differentialgleichungen (bei denen Koeffizi-
enten und rechte Seite C'*°-Funktionen sind) beliebig oft differenzierbar sind.

Mit Proposition und Folgerung koénnen wir Proposition [1.7] etwas leichter beweisen.

In Bemerkung haben wir die Stammfunktion F' einer Funktion f: 2 — C als holomorphe
Funktion mit F’ = f eingefiihrt.

1.32. FOLGERUNG. Fs sei ) C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann hat eine stetige
Funktion f: Q — C genau dann eine komplexe Stammfunktion F: Q@ — C, wenn f holomorph ist.

1.33. FOLGERUNG. [Identitdits- fiir holomorphe Funktionen] Sei Q) C C ein Gebiet und f: Q — C
holomorph. Wenn es eine Teilmenge A C Q gibt mit f|4 = 0 und A einen Hdaufungspunkt in Q hat,
dann folgt bereits f =0 auf ganz Q.

Der Identitatssatz ermoglicht es manchmal, die holomorphe Fortsetzung einer reellen Funktion
zu finden und aus dem Reellen bekannte Eigenschaften ins Komplexe zu iibertragen.

1.34. BEISPIEL. Die reelle Sinus-Funktion lisst sich eindeutig auf ganz C fortsetzen, und es gilt

& Z2k+1 eiz o e—iz ) - )
sin(z) = kzzo(_l)k @k 1) = 5 = sin(z) cosh(y) + i cos(x) sinh(y) ,
sin(z 4 27) = sin(w — z) = sin(z) = —sin(—2)

fir alle z =z + 1y € C.

Der Identitétssatz schréinkt aber auch die Moglichkeiten, holomorphe Funktionen zu konstru-
ieren, stark ein.

1.35. BEISPIEL. Im Folgenden sei €2 ein Gebiet mit 0 € €2.
(1) Es gibt keine holomorphe Funktion f auf Q\ {0}, so dass

f(z) = |=| fir allez e RNQ .
(2) Es gibt keine holomorphe Funktion f auf 2, so dass

@) = e x fir x € RN Q mit Rex > 0,
1o fir z € RNQ mit Rex <0,

obwohl die auf R N Q angegebene reellwertige Funktion beliebig oft differenzierbar ist.

Insbesondere gibt es keine holomorphen Abschneidefunktionen und keine holomorphen Partitionen
der Eins.
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1.36. SATZ (Morera). Es sei Q C C ein Gebiet und f: Q — C stetig, so dass

/aAf(z)dz:O

fiir alle Dreiecke A C . Dann ist f holomorph.
Dieser Satz wird spéter noch wichtig. Hier folgt erst einmal eine einfach Anwendung.

1.37. FOLGERUNG (Schwarzsches Spiegelungsprinzip). Es sei Q@ C C ein zur reellen Achse
symmetrisches Gebiet, das heif§t, fir alle z € C gilt z € Q genau dann, wenn Z € ). Setze

Q+:{z€Q‘Imz>0}, QO:{ZEQ|Imz:O}, Q_:{ZEQ‘Imz<O}.

Es sei f: QL UQy — C stetig, so dass f|a, holomorph und f|q, reellwertig ist. Dann existiert eine
holomorphe Fortsetzung f: Q0 — C mit

f(z)=f(z)  firalleze€Q_ .

1.38. BEISPIEL. Es sei = C, dann erfiillt sin |, o, die Voraussetzungen des Schwarzschen
Spiegelungsprinzips. Fiir alle z € C mit Im z < 0 gilt daher

sin(z) = sin(2) .
Nach dem Identitétssatz gilt diese Gleichung dann fiir alle z € C.

1.39. SATz (Abelscher Grenzwert-). FEs sei R(z) eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p €
(0,00), und es sei w € C mit |w| = p, so dass R(w) konvergiert. Fir ein beliebiges C > 1 betrachte

Qo= {2 By0) | lw—21<Clp—|2)} .
Dann ist R(w) der Grenzwert der durch R(z) auf Q¢ dargestellten Funktion im Randpunkt w.

Sei (z,) € Q¢ eine Folge, die gegen w konvergiert. Dann bleibt zwischen den Geraden durch z,
und w und der Tangenten an den Kreis um 0 durch w ein gewisser minimaler positiver Winkel.
Daher sagt man auch, R(w) sei nicht tangentialer Grenzwert von R(2)|p,(0)-

1.40. BEMERKUNG. Wir bezeichnen den Kreis um zy vom Radius r mit
Sy(z0) = {ZEC| |zfzo|:r}.

Es sei g: S,(20) — C stetig, und v(t) = 2o + re*™ sei eine Parametrisierung von S, (zp). Dann

konnen wir wie in der Integralformel eine holomorphe Funktion f: B,.(z9) — C definieren

durch ) ©)
_ g
1) =g | £

Jetzt kann man die Frage stellen, ob es ein Gebiet Q mit B,(z9) C © und eine holomorphe
Fortsetzung von f auf § gibt, so dass f|g,(.,) = g gilt. Aus dem Integralsatz folgt dann sofort

/ (2 — 20)g(2) dz = / (2~ 20)* f(z)dz =0 *)

o

fiir alle & > 0. Nicht so einfach ist die folgende Umkehrung einzusehen: wenn g eine C?-Funktion
ist und die obigen Bedingungen (*) gelten, dann besitzt g zumindest eine stetige Fortsetzung

auf By (zp), die auf B,(z9) holomorph ist. Die Bedingung (*) beschreibt also mogliche Randwerte
holomorpher Funktionen auf B, (zp).
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KAPITEL 2

Abbildungseigenschaften Holomorpher Funktionen

Wenn im Folgenden nichts anderes gesagt wird, ist €2 stets ein Gebiet, und f: 2 — C stets eine
holomorphe Funktion.

2.a. Nullstellen und Isolierte Singularitdten

2.1. DEFINITION. Fiir w € Q werde f in einer Umgebung von w dargestellt durch die Potenzreihe
oo
F2) = an(z —w)".
n=0

Dann ist die Ordnung ord,(f) von f an der Stelle w die kleinste Zahl n, so dass a, # 0.
Falls ord,,(f) # 0, heiit w auch eine Nullstelle der Ordnung ord,,(f) von f.

2.2. BEISPIEL. (1) Die Sinus-Funktion aus Beispiel hat Nullstellen genau an den Stel-
len km € C mit k € Z, und diese Nullstellen haben Ordnung 1.
(2) Die Cosinus-Funktion erfiillt cos(z) = sin(z + 5 ), daher hat sie Nullstellen genau an den

Stellen (k + %)W € C mit k € Z, und diese Nullstellen haben wiederum Ordnung 1.

Im Folgenden bezeichnen wir die punktierte Kreisscheibe um zg vom Radius r > 0 mit
B (20) = By(z0) \ {20} -
2.3. DEFINITION. Essei w € ©Q, und f: 2\ {w} — C sei holomorph, dann heifit w eine isolierte
Singularitdt von f.

(1) Wenn sich f zu einer holomorphen Funktion auf ganz  fortsetzen lidsst, dann heifit die
Singularitdt w hebbar, und wir definieren die Ordnung ord,(f) als die Ordnung dieser
Fortsetzung bei w.

(2) Wenn es m > 1 und Zahlen a_1, ..., a_,, € C mit a_,, # 0 gibt, so dass die Funktion
N a_
fe) -3
n=1 (Z - w)
bei w eine hebbare Singularitdt hat, dann heifit w eine Polstelle von f der Ordnung m mit
Hauptteil Y " ; a—p(z —w)~™. In diesem Fall setzen wir ord,,(f) = —m.
(3) Wenn fiir alle 7 > 0 mit B,(w) C Q das Bild von f|p.(,) in C dicht liegt, heiit w eine

wesentliche Singularitit von f, und wir setzen ord,(f) = —oc.

Die Fortsetzung in (1) ist eindeutig, da holomorphe Funktionen insbesondere stetig sind —
hierfiir brauchen wir den Identitéitssatz nicht.

Man beachte aulerdem, dass die Polstellen-Ordnung in (2) gerade durch — ord,, gegeben wird.

2.4. BEISPIEL. (1) Die Tangens-Funktion tan(z) = z:)r;(é)) hat Nullstellen der Ordnung 1

genau an den Stellen k7 € C und Polstellen der Ordnung 1 genau an den Stellen (k+ %)7‘(’ €

C fiir alle k € Z. Der Hauptteil ist jeweils —

1
zf(k+%)7r ’
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(2) Die Funktion f(z) = e hat eine wesentliche Singularitét an der Stelle 0. Mit Hilfe der
expliziten Darstellung in Beispiel iiberpriift man, dass fiir beliebig kleine r > 0 die
Abbildung f|p: () alle Werte in C\ {0} annimmt.

(3) Die Funktion g(z) = ™7 hat dann ebenfalls eine wesentliche Singularitdt an der Stel-
le 0, obwohl sie dort im Reellen beliebig oft differenzierbar ist. Man kann hier allerdings
Verdacht schopfen, da die Taylorreihe von glg um 0 verschwindet, und somit nicht die
Funktion g|r darstellt.

2.5. SATZ (Riemannscher Hebbarkeits-). Es sei f: Q\ {w} — C holomorph, und es gelte
lim (= — w) f() = 0.,
Dann ist w eine hebbare Singularitit von f.

2.6. BEISPIEL. Sei > 0. Es gibt keine holomorphe Funktion f auf B}(0), so dass f(z) = v
fiir alle z € (0,7).

2.7. BEMERKUNG. Die Ordnung einer Funktion f: Q\ {20} — C an einer Stelle zy € Q lasst
sich auch charakterisieren als grofite Zahl k € Z, so dass

9(2) = f(2) (z = 20) "
bei zg eine hebbare Singularitét hat.
2.8. SATZ (Casorati-Weierstrafl). Es sei w € Q und f: Q\ {w} — C holomorph. Dann trifft
genau eine der folgenden Aussagen zu:

(1) die Singularitit w ist hebbar;
(2) die Singularitdt w ist eine Polstelle;
(3) die Singularitit w ist wesentlich.

Der Satz von Casorati-Weierstraf3 14sst sich noch verschéirfen.

2.9. *SaTz (Picard, ,grofler). Sei zy eine wesentliche Singularitit von f: Q\ {z0} — C, und
sei v > 0 mit By(20) C 2. Dann nimmt f|ps (s, alle Werte in C mit hochstens einer Ausnahme
an.

2.b. Das Maximumprinzip und der Satz von Liouville

2.10. SATZ (Maximumprinzip). Wenn ein zy € ) existiert, so dass
|f(20)| = sup|f(z)| ,
z€Q
dann ist f bereits konstant.

2.11. BEISPIEL. Der reelle Cosinus hat bei 0 ein lokales Maximum. Fiir z = iy gilt aber cos(iy) =
cosh(y), so dass wir entlang der imaginéiren Achse ein lokales Minimum sehen. Insgesamt hat der
komplexe Cosinus also kein Extremum bei 0.

2.12. FOLGERUNG (Schwarz-Lemma). Es sei f: By(0) — B,(0) holomorph mit f(0) = 0. Dann
gilt
If(2)] < |7 fiir alle z € B,(0), und (1)
[fo)<1. (2)
Wenn in (1) Gleichheit gilt fir ein z € B,(0) \ {0} oder wenn in (2) Gleichheit gilt, dann existiert
ein A € C mit |\ =1, so dass f(z) = Az.
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2.13. DEFINITION. Es seien g, 21 C C Gebiete. Eine Abbildung f: Q¢ — €21 heifit biholomorph,
wenn f holomorph und bijektiv ist und die Umkehrabbildung ebenfalls holomorph ist.

Aus dem Satz iiber die Blatterzahl unten ergibt sich, dass wir die Holomorphie der Umkehr-
abbildung nicht fordern miissen — sie ergibt sich automatisch aus den anderen Voraussetzungen.

2.14. BEISPIEL. Fiir
a b
A= <c d> € GLy(C),
definieren wir die Mdbiustransformation M, durch

az+b
cz+d

My(z) =

fiir alle z, fiir die der Nenner nicht 0 wird (mehr dazu in den Ubungen).
Es sei A € U(1,1), das heift, es gilt
la> =[P =[d*=p>=1 und ab—ecd=0,
dann gilt M4(z) € B1(0) fiir alle z € B;(0). Die inverse Matrix

o (a -¢
= )

liegt ebenfalls in U(1,1), und M4-1 ist die Umkehrabbildung von M 4. Insbesondere ist die Mobi-
ustransformation M4: B1(0) — B1(0) biholomorph.

2.15. FOLGERUNG (aus dem Schwarz-Lemma). Es sei f: B1(0) — Bi(0) biholomorph, dann
ist f eine Mdobiustransformation; genauer: es existiert A € U(1,1), so dass f = Ma.

2.16. SAaTz (Liouville). Es sei f: C — C eine holomorphe Funktion. Wenn |f| auf ganz C
beschrinkt ist, dann ist f konstant.

2.17. SATz (Fundamental- der Algebra). Jedes nicht konstante Polynom iber C hat eine kom-
plexe Nullstelle.

2.18. BEMERKUNG. Mittels Polynomdivision folgt sofort, dass jedes normierte komplexe Poly-
nom iiber C in Linearfaktoren zerféllt, siehe [3, Folg. 5.22]. Jedes normierte reelle Polynom zerfillt
iiber R in Linearfaktoren und quadratische Faktoren vom Typ X? 4 aX + b mit Diskriminan-
te a? — 4b < 0. Beide Faktorisierungen sind bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

2.c. Das lokale Abbildungsverhalten holomorpher Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir das Verhalten holomorpher Funktionen in einer Umgebung
eines Punktes zp € 2. Wir beginnen mit einer einfachen Folgerung aus dem Umkehrsatz der reellen
Analysis [7, Kap. 9, Satz 1.2], [10, Theorem 16.15].

2.19. SATZ (Umkehrsatz). Es sei f'(20) # 0. Dann existiert eine Umgebung U C Q von zg und
eine Umgebung V- C C von f(z9), so dass f|ly: U — V biholomorph ist.

2.20. BEISPIEL. Wie im Reellen ist auch hier die Umkehrabbildung im Allgemeinen nur lokal
definierbar.

(1) Die Umkehrfunktion der Funktion z + 22 ist die Quadratwurzel. In Beispiel haben
wir gesehen, dass die Quadratwurzel nicht auf ganz C* = C\ {0} definiert werden kann.

(2) Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist der Logarithmus. In den Ubungen haben
wir gesehen, dass der Logarithmus nicht auf ganz C* definiert werden kann.
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2.21. PROPOSITION. (1) Es sei f(z9) # 0. Dann existiert eine Umgebung U C Q von zy
und eine holomorphe Funktion g: U — C, so dass f(z) = e9(2).
(2) Es sei zp € Q2 eine Nullstelle der Ordnung k von f. Dann existiert eine Umgebung U C Q
von zy und eine holomorphe Funktion g: U — C mit ¢'(20) # 0, so dass f(z) = g(2)* fiir
alle z € U.

2.22. BEISPIEL. Die Funktion z +— 1 — cos z hat eine Nullstelle der Ordnung 2 bei 0. In der Tat
gilt
2
1—cosz= (\/5 sin%) .

Achtung: da 1 — cos z gerade in z ist, existiert auch eine holomorphe Funktion g auf C, so dass

—cosz = g(z* mi w) = 3 et 2 )
1 o) mit g = >0 g

2.23. SaTz (Blétterzahl). FEs sei f(z9) = wo, und die Funktion z — f(z) — wo habe bei zy eine
Nullstelle der Ordnung k. Dann gibt es zu jedem hinreichend kleinen € > 0 ein § > 0, so dass
jedes w € Bs(wo) genau k Urbilder in B.(zy) hat.

Im Beweis zeigen wir, dass eine umkehrbare Funktion ¢ existiert, so dass f(z) = wg + g(2)*
nahe zg gilt. Aus dieser Uberlegung folgt sofort, dass wir in Definition die Holomorphie der
Umkehrabbildung nicht zu fordern brauchen.

2.24. SAaTz (Offene Abbildung; Gebietstreue). Nichtkonstante holomorphe Funktionen bilden
offene Teilmengen von C auf offene Teilmengen von C ab. Insbesondere bilden sie Gebiete auf
Gebiete ab.
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KAPITEL 3

Der Residuensatz

In diesem Kapitel wollen wir komplexe Kurvenintegrale weiter untersuchen. Wir wollen verste-
hen, wie ihre Werte von den zugrundeliegenden Kurven und vom globalen Verhalten des Integranden
abhingen. Nach wie vor sei €) ein Gebiet.

3.a. Umlaufzahl und Homologie

Unter eine , Kette* wollen wir uns ein geometrisches Objekt vorstellen, iiber das man wie in
Definition [1.18| integrieren kann. Nach Proposition kommt es bei einer Kurve nicht auf die ge-
naue Parametrisierung an, sondern nur auf die Richtung der Kurve. Wir wollen also eine riickwérts
durchlaufene Kurve mit dem negativen der urspriinglichen Kurve identifizieren. Ein Kurvenstiick,
das n-fach durchlaufen wird, wollen wir mit dem n-fachen der urspriinglichen Kurve identifizieren.
AuBlerdem wollen wir erlauben, dass das Definitionsintervall einer Kurve in Teilintervalle aufgespal-
ten wird, und die gesamte Kurve mit der Summe der Teilkurven gleichsetzen. Das fithrt unten auf
den Begriff der ,Kette“.

Einer geschlossenen Kurve entspricht eine geschlossene Kette, oder auch ein ,,Zykel“ In diesem
Fall verschwindet das Kurvenintegral iiber Ableitungen holomorpher Funktionen nach der Fol-
gerung [1.21] aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Diese Eigenschaften des
Kurvenintegrals haben wir bereits im Beweis des Cauchy-Integralsatzes verwendet.

Es sei M eine Menge. Eine formale Linearkombination von Elementen aus M ist eine endliche
Summe der Form

Z Am * M mit a,, € Z fiir alle m € M, so dass a,, = 0 fiir fast alle m € M .

Formale Linearkombinationen bilden ein Z-Modul oder auch eine abelsche Gruppe: man kann sie
addieren und das negative bestimmen, dabei gelten Kommutativ- und Assoziativgesetz, und 0 ist
neutrales Element. Auflerdem kann man ein Element mit einer ganzen Zahl multiplizieren, indem
man es entsprechend of addiert, siche [3, Abs. 2.2].
3.1. DEFINITION. Es sei 2 C C ein Gebiet.
(1) Zwei formale Linearkombinationen von Kurven in € heilen (als Ketten) dquivalent, wenn
ihre Differenz eine Summe von Ausdriicken der Form
n-y—nsigng- (yop) beziechungsweise ey =Yg =17 Ve (1)
ist. Hierbei sei v: [a,b] — Q jeweils eine stiickweise Cl-Kurve, n € Z, ¢: [r,s] — [a,b]
ein Diffeomorphismus, und ¢ € [a, b]. Eine Aquivalenzklasse solcher Linearkombinationen
heifit (ganzzahlige 1-) Kette in Q. Die Menge aller ganzzahligen 1-Ketten in  bezeichnen
wir mit C'(2).
(2) Der Rand Oc einer Kette
c:n171++nk7k

mit v;: [a;, b;] — € ist definiert als die formale Linearkombination

c=mn1 ([y1(01)] = [n(an)]) + -+ n (b)) = [yr(ar)])
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von Punkten aus 2. Eine Kette heifit geschlossen oder kurz Zykel, wenn ihr Rand ver-
schwindet. Die Menge aller (ganzzahligen 1-) Zykel in 2 bezeichnen wir mit Z((2).

Sowohl die Ketten C(2) als auch die Zykel Z () bilden abelsche Gruppen, siehe oben.
Hier sind sicher einige Erkldrungen und Beispiele notig.

3.2. BEISPIEL. (1) Es sei v: [a,b] — €2 eine geschlossene Kurve, dann ist [] eine geschlos-
sene Kette, denn

] =) - V()] = ()] - ()] =0.
Ubrigens beschreiben die eckigen Klammern hier keine Aquivalenzklassen, sondern dienen
der Unterscheidung zwischen n[z] und [nz] fiir n € Z und z € Q.
(2) Betrachte die Kurven 71, y2, v3: [0, 1] — C* mit
o] (t) — 627ri1t 7 Yo (t) _ _e2m't und "Yg(t) — _e—2m't )
Dann gilt [71] = [2] = —[73] € C(9).
3.3. BEMERKUNG. Sei ¢ € C(2) eine Kette.

(1) Der Rand Oc héngt nicht davon ab, durch welche Linearkombination die Kette ¢ représen-
tiert wird.
(2) Aquivalent sind:
(a) die Kette c ist geschlossen;
(b) es gibt eine formale Linearkombination geschlossener Kurven, die ¢ représentiert;
(c) es gibt eine geschlossene Kurve 7, so dass ¢ = [7].

3.4. DEFINITION. Es sei ¢ = ni[y] + -+ + ngy € C(2) eine Kette und f: Q@ — C eine nicht
notwendig holomorphe Funktion, dann definieren wir

/f(z)dz:m f(R)dz+ -+ ng (2) .

3.5. BEMERKUNG. Die Definitionen [3.1] und [3.4] orientieren sich stark an den Eigenschaften des
komplexen Kurvenintegrals.

(1) Das Integral in Definition dndert sich nicht, wenn man eine der Kurven wie in Pro-
position umparametrisiert oder eine der Kurven in zwei Teile aufspaltet wie in (7).
Daher ist das Integral wohldefiniert.

(2) Essei b= ny[z1]+---+ni[zx] eine formale Linearkombination von Punkten zi, ..., 2z €
wie in Definition (2). Dann setzen wir

fb) =ni f(z1) +---+np fze) €C.
Sei f: @ — C holomorph, dann gilt nach Folgerung dass
[rGraz=f0).
Fiir geschlossene Ketten gilt insbesondere fc f'(z)dz = 0.
Das werden wir hier aber nicht beweisen.

3.6. DEFINITION. Es sei ¢ € Z(2) ein Zykel und w € C\ 2. Dann definieren wir die Umlaufzahl

von c¢ als
(0) 1 / dz
ny(c) = — )
v 2 Joz —w

Wir nennen eine Kette ¢ nullhomolog in Q, wenn n,(c) = 0 fiir alle w € C\ Q. Zwei Ketten
heiflen homolog, wenn ihre Differenz nullhomolog ist. Die Menge aller zu einem gegebenen Zykel ¢
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homologen Zykel bilden eine Homologieklasse in 2, und die Menge aller Homologieklassen von
Zykeln heifit die (ganzzahlige erste) Homologie H(£2) von (.

3.7. BEISPIEL. Es sei Q = B;(0), k € Z, und ~v: [0,1] — § sei gegeben durch
,Y(t) — 627rikt )

Dann ,,umléuft* der Zykel [y] den Punkt 0 ¢ Q genau k-mal im mathematischen Drehsinn, und
tatsdchlich gilt

= —_— = — =k.
,2—=0 2w Jo y(t)—=0 2w J, e2mikt

no(f)) = 5.

1 / dz 1 [P A(t)dt 1 ['oriker™ Rt at

Auf der anderen Seite umlduft v den Punkt 2 ¢ €2 nicht, da er ,auflerhalb“ des Kreises 51(0)
liegt, und tatséchlich gilt
1 dz
= — = 0
n2(1]) 2WiLz—2

nach dem Cauchy-Integralsatz da f(z) = L5 auf ganz By(0) holomorph und ~ in By(0)
nullhomotop ist.

3.8. PROPOSITION. Sei §) ein Gebiet und c € Z(2) ein Zykel.

(1) Die Umlaufzahl ist stets ganzzahlig.

(2) Die Umlaufzahl ny(c) ist lokalkonstant in w, das heifit, fir alle wy € C\ Q ezistiert eine
offene Umgebung U C C von wy, so dass ny,(c) = ny,(c) fir alle w € U \ Q.

(3) Wenn ¢ eine Linearkombination in Q nullhomotoper Kurven ist, dann gilt ny(c) = 0 fir
alle w € C\ €.

Fiir den Beweis bendtigen wir einiges an reeller Analysis, unter anderem den Hauptsatz [6,
Kap. 5, Satz 2.2], [10, Thm. 8.27] fiir (1) und die stetige Abh#ngigkeit des (eindimensionalen)
Integrals vom Integranden [7, Kap. 7, Satz 4.1], [L0, Thm. 8.19] fiir (2).

3.9. BEISPIEL. (1) Betrachte die Kurven 71, y2: [0,1] — C* mit
y1(t) = 2™ und Yo (t) = 2e*™

Dann sind die Ketten [y;] und [v2] zwar nicht gleich, aber homolog.

(2) Nach Proposition (3) ist [y] nullhomolog in 2, wenn =y eine geschlossene nullhomotope
Kurve ist. In = C\ {0, 1} gibt es geschlossene, nicht nullhomotope Kurven =, so dass [7]
nullhomolog ist.

3.10. BEMERKUNG. Anschaulich gesprochen misst die Umlaufzahl, ob ein Zykel um ein ,,Loch“
in © (eine beschriankte Zusammenhangskomponente von C\ 2 wie {0} im Beispiel herumlduft
oder nicht. Denn nach Proposition (2) muss w in einer beschrénkten Zusammenhangskompo-
nente von C \ Q liegen, falls n,([y]) # 0 — ansonsten koénnten wir w stetig weit genug von ~y
wegbewegen, ohne n,,([7]) zu verdndern, und dann n,([y]) = 0 zeigen.

Die erste ganzzahlige Homologie H (2) ist ein Quotient von Z(€2) und selbst wieder eine abelsche
Gruppe. Sie ist umso grofier, je mehr Locher © hat. In einer Vorlesung ,,Algebraische Topologie®
erfahren Sie mehr iiber dieses Konzept.

3.b. Der Cauchy-Integralsatz in der Umlaufzahlversion

Wir beweisen eine etwas allgemeinere Version des Cauchy-Integralsatzes [1.24
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3.11. SATZ (Cauchyscher Integralsatz, Umlaufzahlversion). Es sei ) C C ein Gebiet und f: Q —
C holomorph. Sei c € Z(Q2) ein nullhomologer Zykel in 2, Dann gilt

/Cf(z)dz:o.

Dieser Satz folgt aus der Homotopieversion des Cauchy-Integralsatzes zusammen mit dem
folgenden technischen Lemma.

3.12. LEMMA (Artin). Es sei ¢ ein Zykel in Q. Dann sind dquivalent:

(1) Der Zykel c ist nullhomolog.
(2) Der Zykel c lisst sich als Linearkombination nullhomotoper Kurven darstellen.
(3) Der Zykel c ldsst sich durch eine nullhomotope Kurve darstellen.

Dieses Lemma erinnert an Bemerkung [3.3[ (2). Der Schritt (1) = (2) ist hier aber wesentlich
schwerer.

3.13. BEMERKUNG. In der algebraischen Topologie wiirde man einen Zykel nullhomolog nennen,
wenn er sich als Linearkombination hullhomotoper Kurven schreiben lédsst. Somit stellt Artin’s
Lemma einen Zusammenhang zwischen Definition [3.6| und der iiblichen topologischen Definition
her.

Ubrigens hat Satz eine einfache Umkehrung. Sei ¢ € Z() ein Zykel, so dass [ f(z)d =0
fiir alle holomorphen f: Q — C, dann ist ¢ nullhomolog. Denn unter den holomorphen Funktionen
auf ) sind insbesondere die Integranden ﬁ aus Definition fiir alle w € C\ Q.

Somit misst die Homologie H () auch, wieviele Zykel es in 2 gibt, iiber die das Kurvenintegrale
einer holomorphen Funktion unterschiedliche Werte annehmen kann.

Fiir z € C und r > 0 bezeichne S,(z) den durch die Kurve
[0,1] =C  mit t+> z4re™

repriisentierten Zykel. Wir benutzen das Symbol S, (z) also sowohl fiir die Menge der Punkte auf
dem bezeichneten Kreis als auch fiir einen Zykel. Sofern als Menge S, (z) C  fiir ein Gebiet €2 gilt,
folgt natiirlich S,(z) € Z().

3.14. FOLGERUNG. FEs sei 2 C C ein Gebiet, z1, ..., z, € Q, und r > 0 so klein, dass
die abgeschlossenen Bdlle B,(z;) fir j € 1, ..., k paarweise disjunkt und in Q enthalten sind.
Sei c € Z(QA\ {z1,...,2}) ein Zykel, der in Q nullhomolog ist, dann ist ¢ in Q\ {z1,...,2,})
homolog zum Zykel

Nz, (c) Sy(z1) + -+ +ny (c) Sp(zg) -
Analog seien zi, ..., zp € ) wie oben und ry, ..., r; > 0 so klein, dass die abgeschlossenen
Bille B, (z;) fiir j € 1, ..., k paarweise disjunkt sind. Dann finden wir ¢ > 0, so dass auch B, ¢(z;)

fiir j € 1, ..., k noch paarweise disjunkt sind. Dann ist jeder Zykel ¢ € Z(Q\(By, (21)U- - -UB;,(z)))
homolog zu

Nz, (€) Srite(21) + -+ - 4 1z (€) Spyte(21) -
3.c. Laurentreihen und das Residuum

In Deﬁnition (2) haben wir bereits Potenzreihen mit zusétzlichen Termen mit negativem Ex-
ponenten kennengelernt, und in Beispiel [2.4](2), (3) haben wir Potenzreihen in 1 statt in z betrach-
tet. Das fithrt uns auf die folgende Definition. Vorher fithren wir noch den Kreisring A, p(w) C C
mit den Radien 0 < r < R < 0o ein, mit

App(w)={z€eC|r<|z—w|<R}.
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3.15. PROPOSITION UND DEFINITION. Eine (komplexe) Laurentreihe ist ein Ausdruck der Form

[e.e]
L(z) = Z an 2" .
n=—oo

Die Summe iiber n < 0 heifst thr Hauptteil, die Summe tiber n > 0 ihr Nebenteil.

Es seien

r = limsup {/|a_,| und R= (limsup \"/\ano : € [0,00] .
n— o0 n—oo

Dann konvergiert die Reihe L(z) fir alle z € C mit r < |z| < R und divergiert fiir alle z mit |z| < r
oder |z| > R. Fir z mit |z| = r oder |z| = R ist keine allgemeine Aussage maglich. Wir nennen r
den inneren und R #ufleren Konvergenzradius von L(z). Falls r < R, nennen wir die Laurentreihe
konvergent und A, r(0) ihren Konvergenzring, ansonsten divergent.

Fine Funktion f: Q — C wird um zo € C durch die Laurentreihe L(z) auf der Menge U C
QN Ay r(z0) dargestellt, wenn f(z) = L(z — z) fir alle z € U. In diesem Fall ist f auf U
holomorph, und f' wird durch die gliedweise abgeleitete Laurentreihe dargestellt.

3.16. BEISPIEL. Die Laurententwicklung einer Funktion hangt nicht nur vom Entwicklungspunkt
ab, sondern auch vom betrachteten Kreisring.
(1) Es sei w € C*. Aus der Summenformel fiir die geometrische Reihe folgt
1 — >y Zr falls |2] < |w], und
S0y falls 2] > |wl.

zZ—Ww

Fiir z € C mit |z| = |w| erhalten wir keine Reihendarstellung.

Fiir |z] < |w| verschwindet der Hauptteil, das heifit, wir erhalten eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius p = |w|, siehe auch Satz[1.30} Somit gilt r = 0 und R = p = |w|.

Fiir |z| > |w| verschwindet der Nebenteil, somit ist der duflere Konvergenzradius R =
oo. Fiir den inneren Konvergenzradius iiberpriifen wir, dass tatséchlich

r=limsup {/|w|""! = |w| .
n—oo

(2) Es seien wg, w; € C* mit |wo| < |wi|. Indem wir die obigen Darstellungen fiir —

zZ—wo

und Z_lwl subtrahieren, erhalten wir drei Laurentreihen fiir die Funktion
. 1 1 o wo — Wi
1(z) = z—wy z—w (z2—wo)(z—wi)
auf den Gebieten Ag j,((0), Ajug], ;] (0) und Ay, |00 (0). Auf dem mittleren Gebiet sind alle
Koeffizienten der Laurentreihe von Null verschieden. Fiir z € C mit |z| = |wg| oder |z] =

|wy| erhalten wir keine Reihenentwicklung.

3.17. SATz (Laurent-Entwicklung). Es sei f: Q — C holomorph, zp € C und 0 < s < S < o0,
s0 dass Ag 5(z0) C Q. Es sei s < p < S, dann wird f auf As s(20) dargestellt durch eine eindeutige
Laurentreihe mit den Koeffizienten

1
an = 5— (C—20)"" " f(Q) d¢
270 J5,(2)
fiir alle n. Fir die Konvergenzradien r und R dieser Reihe gilt
r<inf{pe(0,9) ] A,s(20) CQ},

R >sup{ p € (s,00) | Asp(20) CQ} .
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3.18. BEMERKUNG. Es sei f(z) = Y o0 an(z — 20)" auf Ag r(z0) dargestellt durch eine
Laurentreihe mit innerem Konvergenzradius » = 0. Nach dem Satz von Casorati-Weierstrafl

konnen wir den Typ der Singularitit bei zg ablesen.

(1) Es gilt a,, = 0 fiir alle n < 0. Dann ist die Singularitit bei zo hebbar. Falls auerdem ag =
-+ =ag—1 = 0 und ay # 0 gilt, liegt eine Nullstelle der Ordnung ord,,(f) = k vor.

(2) Es gibt ein k& > 0, so dass a,, = 0 fiir alle n < —k und a_j # 0. In diesem Fall hat f einen
Pol der Ordnung k bei zp. Also gilt ord,,(f) = —k.

(3) Zu jedem k € N gibt es ein n € Z mit n < —k, so dass a,, # 0. Da Laurententwicklungen
eindeutig sind, kann f bei zg weder einen Pol noch eine hebbare Singularitit haben. Also
ist zg eine wesentliche Singularitdt von f.

Aber Achtung: hierzu muss der innere Konvergenzradius » = 0 sein, ansonsten kann (3) gelten,
ohne dass eine wesentliche Singularitét vorliegt, siche Beispiel

Die folgende Proposition enthélt drei dquivalente Definitionen des Residuums einer Funktion
auf einem Kreisring. Die Sonderrolle des Koeffizienten a_; rithrt daher, dass die Funktion z — 2"
auf C* nur fiir n = —1 keine Stammfunktion besitzt.

3.19. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei f: A, r(z0) — C eine holomorphe Funktion,
dargestellt durch die Laurentreihe

Dann hingt das Residuum

Resuoolf) = 5z [ SO A =an

von f bei z nicht von p € (r,R) ab. Die Funktion f(z) — ;% besitzt genau dann eine Stamm-

funktion auf A, r(z0), wenn a = Res, ,(f). Falls r = 0, schreiben wir kurz Res.,(f) = Res., ,(f)
fir p e (0,R).

3.20. BEISPIEL. In Beispiel (2) gilt
0 fir 0 < p < |wol,
Reso,(f) =<1 fiir jwg| < p < |wy|, und
0 fir |wi] < p.
Tatséchlich finden wir eine Stammfunktion der Form F(z) = log =% 4+ C auf einem Gebiet 2,
das aus C durch Weglassen der Verbindungstrecke von wg nach w; entsteht. Dabei sei log definiert

auf C \ (—o0, 0], siehe Definition unten, denn % ist genau dann eine negative reelle Zahl,
wenn z auf der Geraden zwischen wgy und w; liegt.

3.21. PROPOSITION. FEs sei zg € Q eine isolierte Singularitit von f: Q\ {20} — C.
(1) Wenn f bei zog einen Pol der Ordnung < k hat, dann gilt
1 ot K
Rl GREIRIC)E

(2) Wenn f =, wobei h bei zy eine einfache Nullstelle habe, dann gilt

Res,, f =

9(20)
W (20)

Res,, f =
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3.d. Der Residuensatz und erste Anwendungen

In Abschnitt [3.b]haben wir den Chauchy-Integralsatz verallgemeinert. Der Residuensatz ist eine
entsprechende Verallgemeinerung der Cauchy-Integralformel

3.22. SATZ (Residuensatz). Es sei w C C ein Gebiet und es seien z1, ..., z € S paarweise
verschieden. Sei f: Q\{z1,...,2,} — C holomorph und ¢ € Z(Q\{z1,...,2,}) ein Zykel, der in Q
nullhomolog ist. Dann gilt

k
/ f(z)dz =20y “n.,(c) - Resy,(f) .
c j=1

Falls f nur auf 2\ A fiir eine grofiere abgeschlossene Teilmenge A C Q definiert ist, konnen wir
den Residuensatz auch auf diese Situation verallgemeinern. Sei beispielsweise A in einer disjunkten
Vereinigung von Billen der Form By, (z1) U - -+ U By, (2;) enthalten und ~v: [a,b] = Q\ (B, (21) U

+++U By, (21)) geschlossen, dann gilt fiir € > 0 hinreichend klein, dass

k
/f(z) dz = 277@'2an (7) - Resz, r1e(f) -
Y j=1

Der Residuensatz wird hdufig benutzt, um reelle bestimmte Integrale explizit auszurechnen. Da-
bei verstehen wir unter einem rationalen Ausdruck R(X, ..., X}) iiber R oder C in den Gréflen X,
..., X} einen Ausdruck, der nur aus Xi, ..., X; und reellen beziehungsweise komplexen Zahlen
und nur durch Anwenden der vier Grundrechenarten (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Di-
vision) gebildet wurde. Ein Polynom P(Xj,...,X}) iiber R oder C in den Groflen X, ..., X} ist
ein rationaler Ausdruck, in dem die Division nicht benutzt wurde. Jeder rationale Ausdruck lésst
sich durch geeignetes Erweitern als Quotient zweier Polynome in den gleichen Gréflen darstellen.
Der Hauptnachteil der folgenden Rechenverfahren besteht darin, dass es nicht immer leicht ist, die
Nullstellen der jeweiligen Polynome im Nenner zu bestimmen.

3.23. FOLGERUNG. FEs sei R(cosz,sinx) ein rationaler Ausdruck in cosx und sinz, der fir

alle x € R wohldefiniert ist. Dann hat z — R(#, Z_infl) keine Pole auf S1(0) und nur endlich
viele in B1(0), und es gilt

2 1 —1 _ -1 d
/ R(cosm,sinx)da:z,/ R<Z+Z ,Z : )Z
0 1 Js(0) 2 24 z
1 _(z+2z7t z2—271
=2 20l — , - .
™ Z Res O<ZR< 5 2 )>

3.24. BEISPIEL. Fiir a € R, a > 1, betrachten wir das Integral

/2” de 1 dz
0 a+tcosz 2w Jg ) az+ (22 +1)/2°

Der Nenner hat Nullstellen bei z = —a &+ v/a? — 1, von denen 2y = va? — 1 — a im Einheitskreis
liegt. Mit Proposition (2) folgt

2 dx 1 27 27
T 97Res,, - = -
0 a-+cosw az+(22+1)/2 a4+ (Va2 —1-a) a?—1

Im Folgenden bezeichne C = C U {o0} die Riemannsche Zahlenkugel. Es sei K \ C kompakt
mit K C Bg(0) und f: C\ K — C holomorph. Dann sagen wir, dass f eine Null-, Polstelle
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der Ordnung k, hebbare oder wesentliche Singularitét bei oo hat, wenn die auf B 1 (0) definierte

1
wesentliche Singulgritéit bei w = 0 hat, siche Definitionen und
AuBlerdem bezeichne H = { zeC | Imz>0 } den oberen Halbraum.

Funktion w — f( ) entsprechend eine Null-, Polstelle der Ordnung k, hebbare beziehungsweise

3.25. FOLGERUNG. FEs sei R(z) ein rationaler Ausdruck in z, der keine Singularititen hat
fir alle z € R und eine Nullstelle der Ordnung > 2 bei co. Dann hat f(z) nur endlich viele
Singularitdten in H, und es gilt

oo
/ f(z)dx = 2mi Z Res,, R(z) .
o zo€EH
Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung lassen sich diese Integrale bereits mit Mitteln der reellen

Analysis ausrechnen. Mitunter ist der Umweg iiber den Residuensatz aber einfacher.

3.26. BEISPIEL. Wir betrachten die Funktion f(z) = H% Entlang der reellen Achse ist der
Arcustangens eine Stammfunktion, somit gilt

* dx .
/_oo o2 = fm (arctan(R) - arctan(~R)) = 7.

Die Funktion f(z) hat einen Pol in H, und zwar an der Stelle i. Mit Proposition (2) und
Folgerung [3.25] erhalten wir ebenfalls

*  dx 1 271
:2 ) R f —_—  —— —
/Oo T+a2 TR T Yy

Fiir die néchste Folgerung ist es wichtig, mit dem Riemann-Integral zu arbeiten, da die entspre-
chenden Lebesgue-Integrale unter Umstéinden divergieren. Auflerdem brauchen wir hier definitiv
einen reellen rationalen Ausdruck, damit wir im Laufe der Rechnung den Imaginér- beziehungswei-
se den Realteil nehmen konnen.

3.27. FOLGERUNG. Es sei R(z) ein rationaler Ausdruck iber R in z, der héchstens einfache
Pole hat fiir alle z € R und eine Nullstelle der Ordnung > 1 bei co. Dann hat f(z) nur endlich
viele Singularitdten in HUR.

(1) Wenn die reellen Polstellen von f alle in 7Z liegen, gilt
/ R(z) sinzxdr =27 Z Re(Resz0 (R(z)eiz)) 47 Z Re(ResZO (R(z>eiz)) .
oo z0€H 20€R
(2) Wenn die reellen Polstellen von f alle in nZ + 5 liegen, gilt
w . .
/ R(z) coszdr = —27 Z Im (Resz0 (R(z)e”)> -7 Z Im(ReszO (R(z)e”)) .
—o0 zo€H z0€ER

3.28. BEISPIEL. Wir berechnen mit der obigen Folgerung und Proposition [3.:21} dass

/Oosinxdle/oosinxdx:wRe Reso(iz -
0 x 2) & T 2 z 2

3.29. DEFINITION. Der Hauptwert des Logarithmus ist die auf C\ (—oo,0] definierte Stamm-
funktion der Funktion z — %, die an der Stelle 1 den Wert 0 hat, somit

Log: C\ (—0,0] — R x (—m,m) C C,
Log(z) = log|z| +iargz mit argz € (—m,m) .
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3.30. FOLGERUNG. Es sei A € (0,1), und es sei R(x) ein rationaler Ausdruck in x, der fir alle
reellen © > 0 wohldefiniert ist, mit einer Nullstelle der Ordnung > 1 bei co. Dann gilt

/00 2 R(z) dr = T Z Res,, (e()‘_l) Log 2 R(—z)) :

0 _sin()\w) vl

3.31. BEIspIEL. Fiir A € (0,2) gilt

oo Al m(l—A
/ dr = ( ) .
o (1+x)? sin(Ar)
Um allgemeinere Anwendungsmoglichkeiten fiir den Residuensatz erkennen zu konnen, ist es
wichtiger, die Begriindungen der obigen Formeln zu verstehen, als die Formeln selbst zu lernen.
Beispielsweise brauchen wir nur, dass es im jeweiligen Gebiet in C nur endlich viele isolierte Sin-

gularitédten gibt, diese diirfen jedoch auch wesentlich sein. Daher kénnen wir an manchen Stellen
auch allgemeinere als nur rationale Ausdriicke zulassen.

3.e. Das Null- und Polstellen zidhlende Integral

Als néchste Anwendung des Residuensatzes wollen wir Kurvenintegrale benutzen, um Null- und
Polstellen zu zéhlen.

3.32. DEFINITION. Es sei €2 ein Gebiet. Eine Funktion f heifit holomorph auf Q bis auf isolierte
Singularititen, wenn es eine diskrete Teilmenge A C Q gibt, so dass f auf 2\ A holomorph ist. Wir
nennen f meromorph, wenn f an allen Stellen zg € A hochstens Pole besitzt. In diesem Fall fassen
wir f als Abbildung f: Q@ — C auf mit flw) = 0o <= ordy(f) < 0. Eine Abbildung f: C—C
heiBt meromorph, wenn die Funktionen z — f(z) und w + f(%) auf C meromorph sind.

FEine Funktion ist also meromorph, wenn sie htéchstens isolierte Singularitéiten und keine we-
sentlichen Singularitdten besitzt. Man beachte, dass die Zuordnung f(w) = oo nach dem Satz
von Casorati-Weierstrafl nur sinnvoll ist, wenn f bei w einen Pol hat. Wir sagen kurz, dass f bei w
meromorph ist, wenn das in einer kleinen Umgebung von w gilt.

3.33. BEMERKUNG. Es sei (2 ein Gebiet oder 2 = C. Dann bilden die meromorphen Funktionen
auf  einen Korper, den wir mit 90(£2) bezeichnen wollen.

Sei f bei w meromorph und habe eine Darstellung
£(2) = (z = w)*Wg(z)
mit g(w) € C*. Wir betrachten die sogenannte logarithmische Ableitung

F(2)  ordu(f) . d(2)
o) amw | g(a)

dann gilt offensichtlich Res,, fTI = ordy(f).

3.34. SATz (vom Null- und Polstellen zéhlenden Integral). Es sei Q ein Gebiet, f € ()
meromorph, und c ein nullhomologer Zykel in 2, der die Null- und Polstellen von f nicht trifft.
Dann gilt

1)
23 J, 1(2)

dz = an(c) -ord,(f) .
2€Q
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3.35. BEMERKUNG (Argumentprinzip). Das Null- und Polstellenintegral hat auch eine geome-
trische Interpretation. Dazu betrachten wir die Kurve f o~ in C* und berechnen

1
no(fony) = o / !
;

/
(2) dz .
f(2)
3.36. DEFINITION. Es sei 2 C C ein Gebiet und ¢ € Z(C) ein Zykel. Wir sagen, dass ¢ den
Rand 09 von € darstellt oder auch ) berandet, wenn es eine Darstellung ¢ = n[y1] + - - - + ng[y]
gibt mit v;(t) € 00 = Q\ Q fiir alle j und alle ¢ im Definitionsbereich von ~;, und wenn

n(c)—l/ dz  J1 fiir alle w € Q, und
U 2 cZ—w_ 0 fﬁrallewe(C\Q,

3.37. BEISPIEL. Essei 0 <7 < R.

(1) Der Zykel S, (z9) berandet B, (zp).

(2) Der Zykel Sgr(z0) — Sy(20) berandet A, r(zo).

(3) Manche Zykel beranden kein Gebiet, zum Beispiel 2 51 (z0), S1(0)+S51(3) oder die Figur ,,8.
(4)

Wenn 2 nicht beschréinkt ist oder sich der Rand 9 = Q \  nicht durch eine stiickweise
glatte Kurve darstellen lasst, dann gibt es keinen Zykel, der ) berandet.

3.38. BEMERKUNG. Es sei 2 ein beschrianktes Gebiet, und ¢ ein Zykel, der €2 berandet. Dann
ist ¢ als Zykel nach unser Definition [3.1|nicht eindeutig durch 0f2 bestimmt — man kann die Kurven,
die ¢ beschreiben, monoton und glatt, aber nicht differenzierbar umkehrbar umparametrisieren. Das
Kurvenintegral langs ¢ &ndert sich dadurch aber nicht, wie man am Beweis von Proposition
erkennen kann. Fiir eine Funktion f, die auf Q bis auf isolierte Singularitdten holomorph und am
Rand stetig ist, konnen wir das Kurvenintegral definieren und mit dem Residuensatz ausrechnen:

- f(z)dz = /cf(z) dz = 2mi ;Resz(f) .

3.39. BEMERKUNG. Wir sagen, dass f den Wert w an der Stelle z von der Ordnung k annimmt,
wenn ord,(f — w) = k gilt, vergleiche Satz von der Blétterzahl. Wir definieren

N(f,Quw)= Y ord:(f-w) und N(f,Qo0)= > (—ord:(f)),

zef~1(w) z€f1(o0)

und sagen, dass f in 0 den Wert w genau N(f,Q, w)-mal annimmt. Es beschreibe [y] den Rand
von 2. Dann gilt nach Satz und wie in Bemerkung [3.35] also gerade

N(f, 0, w) — N(f,0 oo)—lfmdz—n (fon)
I 9 9 9 - 271'7, . f(Z) —w - w 7 N
3.40. FOLGERUNG. FEs sei f € sm(@) nicht konstant, dann nimmt f alle Werte w € C gleich
oft an.
Hieraus ergibt sich sofort ein weiterer Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.

3.41. FOLGERUNG (Satz von Rouché). Es seien f und g in einer Umgebung von Q holomorph,
und es sei ¢ ein Zykel, der Q berandet. Wenn |g(z)| < |f(2)| fir alle z € Q\ Q, dann haben f
und f + g gleich viele Nullstellen in Q.
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3.f. Holomorpher Funktionalkalkiil

In diesem Abschnitt benutzen wir den Residuensatz, um holomorphe Funktionen auf Operatoren
anzuwenden. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns hier auf Matrizen.

3.42. DEFINITION. Es sei A € M, (C), dann bezeichne spec(A) C C die Menge der Eigenwerte
von A. Fiir z € C \ spec(A) definieren wir die Resolvente von A als

R(A,2) = (zE, — A~ € M,(C) .

In der Funktionalanalysis geht man umgekehrt vor: eine Zahl z gehort genau dann zum Spek-
trum spec(A), wenn zid — A nicht invertierbar ist.
Sei jetzt f: Br(0) — C holomorph mit Potenzreihenentwicklung

f(z) = Z anz" .
n=0
Wenn spec(A4) C Br(0), dann definieren wir
F(A) =) anA™.
n=0
Nach dem Satz iiber die Jordan-Normalform reicht es, einen einzelnen Jordan-Block zum Eigen-

wert A € spec(A) zu betrachten. In den Ubungen haben wir Konvergenz iiberpriift und gesehen,
dass

A1 0 0 oo 2
f . 0 T 2(!)
1 N i{CN
)\ .. 1!
0 .

Wenn f: Q — C holomorph ist mit spec A C €2, kénnen wir genausogut f um A herum in eine
Potenzreihe entwickeln und erhalten die gleiche Formel.

3.43. FOLGERUNG (aus dem Residuensatz [3.22). Es sei A € M, (C), f: Q& — C holomorph, so
dass spec(A) C Q und c ein Zykel in Q \ spec(A), der in  nullhomolog ist, so dass ny(c) =1 fir
alle A € spec(A). Dann gilt

F4) = 5 / R(A, ) f(2) d

Wir kénnen also die Matrix f(A) auch mit holomorphem Funktionalkalkil, — das heifit, durch
die rechte Seite der obigen Gleichung — definieren.

3.44. BrISPIEL. Wir stellen Funktionen f: S' — C dar als Funktionen f: R — C mit f(y) =
f(o + 27k) fiir alle k € Z. Der ,Laplace-Operator® A(f) = —f” auf diesen Funktionen hat das
Spektrum spec({ n? } n € Z } mit Eigenfunktionen f,(¢) = ¥ zum Eigenwert n? fiir alle n € Z.
Wir kénnen A also als unendlich grofie Diagonalmatrix mit Eintrdgen darstellen. Wenn wir die
Exponentialreihe auf —tA fiir ¢ > 0 anwenden, konvergiert sie auf jedem endlichen diagonalen k x k-
Block, und als Ergebnis erhalten wir eine unendlich grofie Diagonalmatrix mit Eintrégen e~ Da
aber jedes Taylorpolynom der Exponentialreihe fiir n — oo unbeschrénkt ist, erhalten wir keine
gleichméfige Konvergenz.
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Dieses Problem koénnen wir auch analytisch verstehen. Der Laplace-Operator macht aus k-
fach differenzierbaren Funktionen (k — 2)-fach differenzierbare Funktionen, ,verschlechtert® also
die Funktion. In einer Potenzreihe stehen also Terme, die die Differenzierbarkeit der Funktionen
beliebig verschlechtern. Das macht es schwierig, Eigenschaften des Operators exp(—tA) zu verste-
hen. In der Physik beschreibt die Funktion exp(—tA)f iibrigens die Warme auf dem Kreis zur
Zeit t, wenn zur Zeit 0 die Anfangswirmeverteilung f vorlag. Insbesondere erwarten wir, dass die
Funktion exp(—tA)f ,glatter” ist als die Funktion f und fiir ¢ — oo gegen eine konstante Funktion
konvergiert.

Wir betrachten jetzt eine Familie von rechteckigen Kontouren +,, fiir n > 1 mit den Ecken —1+
i und n? + 1+ i. Da 7, von allen Eigenwerten von A mindestens den Abstand 1 hat, ist die
Operatornorm von R(A,z) durch 1 beschrinkt. Da ‘e*tz} = e tRez erhalten wir gleichmiBige
Konvergenz in

lim 1/ R(A,2) e ¥ dz = exp(—tA) .
n—o00 271 T

Dieses Verhalten ist typisch fiir elliptische Differentialoperatoren auf kompakten Mannigfaltigkei-
ten. Das Integral iiber 7, berechnet {ibrigens die Einschrinkung des Operators exp(—tA) auf die
Summe der Eigenrdume zu den Eigenwerten 0, ..., n?. Man kann also den holomorphen Funktio-
nalkalkiil auch benutzen, um Operatoren auf Summen ausgewéhlter Eigenrdume einzuschrénken
— mit Potenzreihen wére das nicht so leicht moglich.

Im Gegensatz zum Operator selbst macht die Resolvente aus einer k-fach differenzierbaren Funk-
tion eine (k + 2)-fach differenzierbare Funktion, , verbessert* die Funktion also. Da die Kontour 7,

geschlossen ist, liefert partielle Integration im Kurvenintegral
/ R(A,2)e % dz = 1 R(A 2 e Pdz = = K / R(A, 2)* e 2 dz
n t In (_t)k n
Diese Uberlegung zeigt, dass der Operator exp(—tA) die Differenzierbarkeit beliebig verbessert,
und zwar umso mehr, je grofler t ist.

Der Hauptunterschied zwischen Potenzreihendarstellung und holomorphem Funktionalkalkiil ist
Folgender. Beim Potenzreihenansatz betrachten wir von Anfang an alle Eigenrdume, wodurch die
einzelnen Summanden der Potenzreihe nicht beschrinkt werden kénnen. Wenn wir Eigenraum fiir
Eigenraum die Potenzreihe betrachten kénnten, erhielten wir aber Konvergenz gegen e~ auf dem
Eigenraum zum Eigenwert n?. Beim holomorphen Funktionalkalkiil betrachten wir von vornherein
die volle Funktion e~** auf einzelnen Eigenriumen und nehmen dann der Reihe nach immer mehr
Eigenrdume hinzu. Da e~ fiir grofle n immer kleiner wird, erhalten wir gleichméfige Konvergenz
und konnen sogar manche Eigenschaften des Grenzoperators exp(—tA) nachweisen.
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KAPITEL 4

Der Riemannsche Abbildungssatz

Wenn es eine biholomorphe Abbildung F': Q@ — U C C zwischen zwei Gebieten gibt, dann haben
diese Gebiete aus der Sicht der Funktionentheorie die gleichen Eigenschaften. Wir wollen zeigen,
dass alle einfach zusammenhéngenden Gebiete in C zueinander biholomorph sind, mit Ausnahme
von C selbst.

4.a. Der Riemannsche Abbildungssatz als Maximierungsproblem

4.1. SaTz (Riemannscher Abbildungssatz). Jedes einfach zusammenhingende Gebiet Q@ & C
lasst sich biholomorph auf B1(0) abbilden.

Man sieht leicht, dass Bilder einfach zusammenhéngender Gebiete unter biholomorphen Abbil-
dungen wieder einfach zusammenhéngend sind.

4.2. BEMERKUNG. Es gibt keine biholomorphe Abbildung C — B;(0), denn nach dem Satz
von Liouville ist jede holomorphe Abbildung C — Bj(0) konstant.

4.3. FOLGERUNG (aus Folgerung zum Schwarz-Lemma). Es sei Q@ G C ein einfach zu-
sammenhdngendes Gebiet, zo € Q und w € S1(0). Dann ezistiert genau eine biholomorphe Abbil-

dung f: Q — B1(0) mit
f(z0) =0 und f(z0) =w |f/(z0)‘ .

4.4. BEMERKUNG. Die folgende Aussage werden wir mehrfach benutzen: Sei f eine Funktion oh-
ne Nullstellen auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet 2. Dann besitzt f einen Logarithmus
und eine Quadratwurzel auf ganz €.

4.5. PROPOSITION. Jedes einfach zusammenhdngende Gebiet () ; C ldsst sich biholomorph auf
eine Teilmenge von B1(0) abbilden, die den Nullpunkt enthilt.

4.6. BEISPIEL. Wir betrachten 2 = C\ (—o0,0]. Auf Q ist durch z — /z = 21087 gine Wurzel
mit Werten in (0,00) x R C R? = C definiert. Folglich erhalten wir eine bihomolorphe Abbildung

OS5 BI0)  mit  f(z) = éi .

4.7. PROPOSITION. FEs sei () ;Cé B1(0) ein einfach zusammenhingendes Gebiet. Dann exi-
stiert f: Q — B1(0) mit f(0) =0 und |f'(0)| > 1.

Beachte: falls 2 = B;(0), widerspricht das dem Schwarz-Lemma Fiir den Beweis benutzen
wir insbesondere auch Folgerung 2.15

4.8. FOLGERUNG. Es sei () ;Cé Bi1(0) ein einfach zusammenhdingendes Gebiet, und fir eine
biholomorphe Abbildung F: Q@ — im F' C B1(0) gelte F(0) =0 und |F'(0)| > |f'(0)] fiir alle biholo-
morphen f: Q — im f C B1(0) mit f(0) = 0. Dann ist F' surjektiv auf B1(0), also biholomorph.

Fiir den Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes reicht es also, eine holomorphe Abbil-
dung f: Q — B1(0) mit f(0) zu finden, fiir die |f’(0)| das Supremum annimmt.
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4.b. Folgen holomorpher Funktionen

Um den Beweis abzuschlieflen, miissen wir eine im Sinne von Folgerung 4.8 maximale Funktion
finden. Dazu miissen wir fiir eine Folge holomorpher Funktionen zeigen, dass sie eine Grenzfunktion
besitzt, und dann Eigenschaften der Grenzfunktion verstehen. Im Hinblick auf das n#ichste Kapitel
gehen wir etwas allgemeiner vor, als wir es hier brauchen.

Es seien Q,, C C Gebiete und f,: €, — C holomorph fiir alle n € N. Wir wollen analysieren,
unter welchen Bedingungen eine Grenzfunktion f: 2 — C existiert, die wieder holomorph ist.
Damit wir iberhaupt Grenzwerte bilden und verniinftig analysieren kénnen, setzen wir

Q:{ZEC‘esgibtr>0undn0EN,sodassBr(z)CanﬁrallenZno}.

Damit ist 2 insbesondere offen. Auflerdem gibt dann auch fiir jedes Kompaktum K C € ein ng, so
dass K C Q, fiir alle n > ny.

Wir wollen fiir den Rest dieses Abschnitts auch annehmen, dass 2 zusammenhéngend ist,
andernfalls gehen wir zu einer zusammenhéngenden Teilmenge tiber.

4.9. DEFINITION. Eine Folge f,: ©, — C von Funktionen konvergiert kompakt gegen eine
Funktion f: Q — C, wenn fiir jedes Kompaktum K C 2 die Folge f,|x gleichmifBig gegen f|x
konvergiert.

4.10. SATz (Konvergenz-, Weierstrafl). Fine Folge fy: €, — C holomorpher Funktionen kon-
vergiere kompakt gegen f: Q0 — C. Dann ist auch f holomorph. Auflerdem konvergieren auch die
Ableitungen f] kompakt gegen f'.

Somit konvergieren induktiv auch alle hoheren Ableitungen kompakt. Dieser Satz verallgemei-
nert also die bekannten Séitze {iber Potenz- und Laurentreihen. Auflerdem kann man die ,Blatter-
zahl®* der Grenzfunktion abschétzen.

4.11. SATZ (Hurwitz). Fine Folge f: Q, — C holomorpher Funktionen konvergiere kompakt
gegen f: Q — C. Falls N(fn,Qp,w) < k fir alle n > ngy, dann ist f entweder konstant, oder es
gilt N(f,Q,w) < k.

4.12. PROPOSITION. FEs sei 2 C C ein Gebiet, K C Q ein Kompaktum, sowie C, € > 0. Dann
existiert ein 6 > 0, so dass fir alle holomorphen f: Q — C mit |f| < C auf ganz Q und alle z,
w e K gilt:

z—w| <0 = |f(z)— fw)|<e.

Im Sinne der Analysis wiirde man sagen: jede auf €2 beschrinkte Menge holomorpher Funktionen
ist auf jedem Kompaktum K C 2 gleichgradig stetig.

4.13. DEFINITION. Eine Folge f,: ©, — C von Funktionen heif3t lokal gleichmdiflig beschrinkt,
wenn es zu jedem z € ) wie oben eine Umgebung U C €2, ein ng € N und eine Konstante C' gibt,
so dass |fp(w)| < C fiir alle n > ng und alle w € C.

4.14. SATZ (Montel). Es sei f: Qn, — C eine lokal gleichmdfig beschrinkte Folge holomorpher
Funktionen und Q wie oben. Dann existiert eine auf € kompakt konvergente Teilfolge.

Mit diesen Uberlegungen koénnen wir den Riemannschen Abbildungssatzes beweisen.
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KAPITEL 5

Konstruktion Holomorpher und Meromorpher Funktion

Wir haben jetzt viele Werkzeuge, um holomorphe Funktionen zu behandeln, kennen aber nur
Beispiele, die auf wohlbekannte Funktionen aus der Analysis zuriickgehen. Das soll sich jetzt &ndern.
Dabei lernen wir anhand von Beispielen auch wichtige Techniken kennen.

5.a. Der Satz von Mittag-LefHer

In diesem Abschnitt geben wir uns Hauptteile isolierter Singularitéiten vor, und versuchen dann,
eine dazu passende Funktion zu finden.

5.1. DEFINITION. Es seien f,,: Q — C Funktionen. Die Reihe >~ °  f,, konvergiert normal auf Q,
wenn es zu jedem zg € 2 eine Umgebung U C Q von 2y und eine konvergente Reihe C' = > C),
reeller Zahlen gibt, so dass |f,(z)| < C,, fiir alle z € U und alle n € N.

5.2. FOLGERUNG (aus dem Satz von Weierstral). Es sei Y o fn eine normal konvergente

n=0
Reihe holomorpher Funktionen auf Q). Dann konvergiert die Folge der Partialsummen Zfzv:o fn
kompakt gegen eine holomorphe Funktion f: Q — C, und die Ableitungen von f ergeben sich aus
den Reihen der Ableitungen der f,.

Ein klassisches Beispiel sind natiirlich Potenzreihen, siche Abschnitt
5.3. BEISPIEL. Auf Q = C\ 7Z gilt die Partialbruchzerlegung
1 1
sinz Z (z —mn)? "

nel

Auswerten an der Stelle z = % liefert

ﬁ =1+ 1 + 1 +
8 3 52T
Weitere dhnliche Identitéiten erhalten Sie in den Ubungen durch Ableiten.

5.4. SATZ (Mittag-Lefller). Es sei A C C eine diskrete Menge von Punkten. Fir alle a € A
sei fg: C — C holomorph mit f,(0) = 0. Dann ezistiert eine holomorphe Funktion f: C\ A — C,
so dass fiir alle a € A die Funktion

1
zZ = f(z) - fa

zZ—a

bei a eine hebbare Singularitit hat.

Mit anderen Worten existiert eine Funktion f, die genau an den Stellen a € A Singularitéiten
hat. Sei

fa(z) = Z b, 2"
n=0
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die Potenzreihenentwicklung von f, bei 0, dann ist by = 0, und f hat bei z = a den Hauptteil

[e.9]

bn
D

n=1
In Wirklichkeit kann man anstelle von C ein beliebiges Gebiet {2 wihlen. Dadurch wird der Beweis
aber deutlich schwerer.

5.5. BEISPIEL. Die folgenden Reihen konvergieren normal.

1 1 — 2z
Z(z—ﬂn+7m> _;+Zz2—7r2n2 = /)
neZ n=1

Ableiten liefert (bis auf das Vorzeichen) die Reihe aus Beispiel Da iiberdies die dargestellte
Funktion f ungerade ist, also f(—z) = —f(z) gilt, erhalten wir oben die Partialbruchzerlegung des
Cotangens f(z) = cot z.

5.b. Die I'-Funktion
Die I'-Funktion interpoliert die Fakultit, siehe [2, Kapitel IV.1].

5.6. DEFINITION. Fiir alle z € C mit Re z > 0 definieren wir die I'-Funktion durch
o
I'(z) :/ t*~Letdt .
0

5.7. SATZ. Die I'-Funktion besitzt eine eindeutig meromorphe Fortsetzung auf ganz C mit ein-
fachen Polen an den Stellen —n fiir alle n € Ny. Fir alle z ¢ —Ngy gilt die Funktionalgleichung

MNz+1)=2zI(2).
Fiir alle 0 #n € N gilt I'(n) = (n — 1)1

Der Hauptteil des Pols bei —n lédsst sich demnach berechnen als (,(Z Jzn) Der Satz von

Mittag-Leffler liefert hier allerdings nicht die gesamte I'-Funktion.

5.8. FOLGERUNG (Zerlegung nach Prym). Fiir alle z € C gilt
o~ (D" [
I'(z) = E — t*" et dt .
(2) o nl(z+n) +/1 ¢

5.9. SATZ (Charakterisierung nach Wielandt). Es sei Q C C ein Gebiet mit [1,2) x R C Q. Es
sei f: Q — C eine holomorphe Funktion, die auf [1,2) x R beschrdnkt ist, so dass
fz+1)==2f(2) fiir alle z € Q mit z+1€ Q.
Dann gilt f = f(1)T auf ganz Q.
5.10. SaTz (Ergénzungs-, Euler). Fiir alle z € C\ Z gilt

T(z)T(1—2) = —

sinmz
5.11. BEMERKUNG. Aus dem obigen Satz folgt insbesondere F(%) = /7. Ublicherweise zeigt

man das, indem man eine unnormierte Gauf-Verteilung auf R? in Polarkoordinaten integriert,
siehe [4] Beispiel 4.5 sowie Abschnitt 5]:

Q) (B ([ ) ([ = e
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5.c. Der Produktsatz von Weierstraf3

Wir betrachten unendliche Produkte und suchen Funktionen mit vorgegebenen Nullstellen.

5.12. BEISPIEL. Es gilt

00 2
. z
smz:z”(l—“>.
T™“n
n=1

() (9 (D)

5.13. PROPOSITION. Es sei (zn)nen eine Folge in C. Falls 1+ z, # 0 fir alle n, konvergiert die

Folge
(ﬂ(l ) 1)

n=1

Einsetzen von g liefert

der Partialprodukte genau dann gegen eine Zahl z € C*, wenn die folgende Reihe konvergiert:
o0
Z Log(1 + zy) . (2)
n=1

Die Reihe (2) konvergiert genau dann absolut, wenn die folgende Reihe absolut konvergiert:

S 3)
n=1

5.14. DEFINITION. Seien (zp)nen eine Folge in C. Dann konvergiert das unendliche Produkt

o0

[T +z)

n=1

genau dann absolut, wenn die folgende Reihe absolut konvergiert:

)
E Zn -
n=1

5.15. BEMERKUNG. Dieser Begriff ist etwas gewohnungsbediirftig.
(1) Das Produkt aus Beispiel konvergiert fiir alle z absolut, da

0o
Z 22
2,2
T™“n
n=1

fiir alle z absolut konvergiert.
(2) Ein absolut konvergentes Produkt konvergiert genau dann gegen 0, wenn einer der Fakto-

ren 0 ist.
(3) Das folgende Produkt konvergiert nicht absolut in unserem Sinne, obwohl (in Wirklichkeit:

weil) die Folge der Partialprodukte gegen 0 konvergiert:

1 = on > 1
:1. 7:1' e 1_
o= gy =g IL =10 )

und wir wissen, dass die harmonische Reihe divergiert.
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5.16. DEFINITION. Es sei (fy)nen eine Folge von Funktionen. Dann konvergiert das Produkt

o0

[T+ 1)

n=1

> fn
n=1

normal, wenn die Reihe

normal konvergiert.

5.17. FOLGERUNG. Es sei [[°7,(1+ f,) ein normal konvergentes Produkt holomorpher Funk-
tionen auf Q). Dann konvergiert die Folge

(ﬁ(l i fn))N

n=1
kompakt gegen eine holomorphe Funktion f: Q — C. Es gilt f(z) = 0 genau dann, wenn 1+ f,,(z) =
0 fiir ein n, und

R
f=f ;an.

In diesem Fall schreiben wir

f:H(1+fn)'
n=1

5.18. SATZ (Produkt-, Weierstrafl). Es sei A C C eine diskrete Menge von Punkten. Fiir alle a €
A seing € N. Dann existiert eine holomorphe Funktion f: C — C, die genau an den Punkten a € A
Nullstellen hat mit ord, f = ng.

5.19. DEFINITION. Eine ganze Funktion ist eine auf ganz C holomorphe Funktion.
5.20. FOLGERUNG. Jede meromorphe Funktion auf C ist Quotient zweier ganzer Funktionen.

5.21. FOLGERUNG (Anschmiegungssatz, Mittag-Leffler). Es sei A C C diskret. Fir alle a € A
sei fo: C* — C holomorph mit hichstens einem Pol der Ordnung ng > 0 an der Stelle 0. Dann
existiert eine Funktion f: C\ A — C, so dass fiir alle a € A eine holomorphe Funktion g, auf einer
Umgebung U, von a existiert mit

f(z) = fa< ! ) +(z—a)™ T g,(z) fiir alle z € U, .

zZ—aQ

5.22. SATZ (Produktentwicklung, Gaufl). Es sei
N

1
= i — —logN | =0,5772...
" Ngnoo<zn 8 ) ’

die FEuler-Mascheroni-Konstante, dann gilt

1 a z z n_~?
— K - n — i
02) =ze n||1<<1+ n)e ) nlgrolo " 2(z+1)---(z+n).

5.23. FOLGERUNG. Die Gamma-Funktion hat keine Nullstellen.
5.24. FOLGERUNG. FEs gilt I"(1) = —~.

5.25. BEMERKUNG. Mit Satz erhalten wir eine neue Herleitung der Produktdarstellung
des Sinus aus Beispiel
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5.d. Die Riemannsche (-Funktion
Die ¢-Funktion spielt eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie. Wir folgen [1], Kapitel 5.4].

5.26. DEFINITION. Fiir alle z € C mit Rez > 1 definieren wir die Riemannsche zeta-Funktion
durch

oo
((z) = Z n-*.
n=1
Die Werte ((2) = %2 und ((4) = g—g kennen wir aus den Ubungen. Weitere (-Werte berechnen

wir spéter.

5.27. SATZ (Eulerprodukt). Es sei3 C N die Menge aller Primzahlen, dann gilt fir alle z € C

mit Rez > 1, dass
1

C(Z) - H 1—p2"
p
peP
Insbesondere gilt ((z) # 0 fir alle z mit Rez > 1.

Die Mellin-Transformation liefert eine Integraldarstellung.

5.28. PROPOSITION. Fiir alle z € C mit Rez > 1 gilt

1 00 tz—l
= dt .
o) I‘(z)/o et —1
Es sei r > 0 klein. Im Folgenden bezeichne C). die Kontour in C, bestehend aus zwei Halbgeraden

parallel zur positiven reellen Achse mit Imaginérteil £r und einem passenden Halbkreis um 0 vom
Radius r. Dabei trage der Halbkreis die positive Orientierung. Fiir alle t € C,. definieren wir

(_t)w — ewLog(—t) )

5.29. SATZ. Es gibt eine eindeutige holomorphe Fortsetzung der Riemannschen zeta-Funktion
auf C\ {1}, so dass fiir z ¢ N gilt

— 2 _4\z—1
((z) = -1 >/ S

271 et —1

Bei z =1 liegt ein Pol der Ordnung 1 mit Residuum 1 vor.

5.30. DEFINITION. Die Bernoulli-Zahlen By, € Q fiir k € Ny, sind definiert durch die Potenz-
reihen-Entwicklung
z > Bk k
e —1 Z TR
k=0
Hier gibt es verschiedene Konventionen. Wir folgen [2] 111, §2]; [1], 5.4.2] verwendet eine andere

Notation. Bernoulli-Zahlen spielen eine grofie Rolle in einigen Gebieten der Mathematik, unter
anderem in Zahlentheorie und Topologie. Es gilt By = 0 fiir alle ungeraden k # 1, siehe Ubungen.

5.31. BEISPIEL. Die ersten Bernoulli-Zahlen sind
1 1 1 1
Bp=1, Bij=——, Bys=-, B3=0, By=——, Bs=0, Bg=-— ...
0 ) 1 2 ) 2 6 ; 3 ) 4 30 ) 5 3 6 49
Entgegen dem ersten Anschein konvergiert die Folge B, nicht gegen 0, sondern gegen co — das
liegt an den Polen der Funktion —*5 bei 27in fiir alle n € Z \ {0}.

5.32. FOLGERUNG. Es gilt ((0) = —1. Fiirn € N, n > 0 gilt ((1—2n) = —BQ—%" und ((—2n) = 0.
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5.33. BEISPIEL. Mit den Werten aus Beispiel erhalten wir

1 1 1
(D=-15. B =155, B =—5

5.34. SATZ (Funktionalgleichung). Die Riemannsche -Funktion erfillt die Funktionalgleichung
() = 27 Lsin T (L= 2)((1 - 7).

oder dquivalent

T r<1;Z> C(1-2) :W_%F<%) C(2).

5.35. BEISPIEL. Aus der Funktionalgleichung erhélt man sofort einen Zusammenhang zwischen
den Werten ((1 — 2n) aus Beispiel und den Werten fiir ((2n) aus den Ubungen:

C(1—2n) = 21 2np2n gy W_Tmf(Qn)C@n) 9122 (2 — 1)IC(2n)
mithin ¢(1—2m) B
_(_1\" op G\L—2) . n 2n 2n
und damit insbesondere
72 7t 76

An den ungeraden natiirlichen Zahlen n > 1 ldsst sich {(n) nicht leicht ausrechnen. Vermutet wird,
dass diese Werte alle irrational sind, und auch keine rationalen Vielfachen von 7".

5.36. FOLGERUNG. Die Riemannsche (-Funktion hat einfache Nullstellen an allen negativen
geraden ganzen Zahlen. Alle anderen Nullstellen der (-Funktion liegen im Vertikalstreifen [0, 1] x
R C C, und mit z € [0,1] x R sind auch z, 1 — z und 1 — z Nullstellen.

Die Nullstellen bei —2n heiflen auch triviale Nullstellen der (-Funktion. Die nichttrivialen Null-
stellen liegen in Wirklichkeit sogar im offenen Streifen (0,1) x R C C. Fiir die Anzahl N(T') der
nicht-trivialen Nullstellen mit Imaginérteil in [0, 7] l4sst sich mit Satz zeigen, dass

T T T
N(T) = %l 85—~ 5 +O(logT)
5.37. BEMERKUNG. Die Riemannsche §—Funktzon
z1—2) _z_rz
— 2 —
§2) == ar(5) )
ist ganz und erfiillt £(z) = {(1—z). Sie hat im Vertikalstreifen [0,1] x R C C die gleichen Nullstellen
wie die (-Funktion und sonst keine.

Die Bedeutung der Riemannschen (-Funktion ergibt sich aus einem Zusammenhang mit der
Verteilung der Primzahlen innerhalb der natiirlichen Zahlen.

5.38. DEFINITION. Wir definieren die Funktionen 7: R — N, die Mangoldt- Funktion A: N — R
und die zweite Tschebyscheff-Funktion ¢: R — R fir n € N und « € R durch

=#{peP|p<a},
logp fallsn=p" mit0#£keN,peP,
A(n) =
0 sonst,
z) =Y A(n)
n<x
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5.39. PROPOSITION. Fiir 0 < g <1 gilt

Y(z) < m(x)loga < wi]w) +a?logx (1)

()

Dieses sind die ersten Schritte eines Beweises des folgenden Primzahlsatzes.

5.40. SATz (Hadamard, de la Vallée-Poussin). Fir z — oo gilt

P(z) =z +o(x) . (1)
Aquivalent dazu gilt
i T@logz (2)
T—00 €T

Dieser Satz lidsst sich verbessern, beispielsweise indem man eine bessere Restgliedabschéitzung
in (1) angibt. In diesem Zusammenhang spielen die Nullstellen der ¢-Funktion eine wichtige Rolle.

5.41. SATZ (Riemann). Fir alle x € R\ Z, x > 1 gilt

P
Y(z) =z — Z w——10g27r.
pEC1(0)
Der Beitrag der trivialen Nullstellen lésst sich fiir > 1 mit der Logarithmus-Reihe ausrechnen:
—2k
x

—Z_Qk——ilog(l—x )
k=1

5.42. VERMUTUNG (Riemannsche Vermutung). Fir alle nichttrivialen Nullstellen z der Rie-

mannschen (-Funktion gilt Re z = %

Man weif}; dass unendlich viele nicht-triviale Nullstellen Realteil % haben. Asymptotisch gilt
das fiir mindestens % aller nicht-trivialen Nullstellen. Numerisch bestétigt ist, dass die ersten 10
Billionen Nullstellen Realteil % haben. Aber das ist natiirlich kein Beweis der Riemannschen Ver-
mutung.

5.43. SATZ (v. Koch, Schoenfeld). Die Riemannsche Vermutung ist dquivalent zu

Todt Vv logx
— ir x > 2657 1
(z) /2 logt‘< = fiir & > 2657 , (1)
1 2
(x) — 2| < \/5(8:’5“@) fiir z > 73,2 . 2)
Littlewood hat bewiesen, dass der Ausdruck m(z) — [ 1(?; ; in (1) unendlich oft das Vorzeichen

wechselt. Nach Lehmann tritt der erste Vorzeichenwechsel an einer Stelle x zwischen 1,53 - 10116

und 1, 65-1016% auf. Dass diese Zahl sehr groB ist, zeigt, dass man in der analytischen Zahlentheorie
nicht einfach von numerischer Evidenz auf einen allgemeinen Sachverhalt schlieen darf.
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Potenzreihe, m Umbkehr-,
Ableitung, [f] Weierstraflscher Konvergenz-,
Produkt Weierstrafischer Produkt-,
Cauchy-, [f] Singularitit,
Partial-, bei oo, [24]
Produktdarstellung hebbare, [13 22]
Gamma-Funktion, wesentliche,
Sinus, [33] 4] Stammfunktion, [} [I0]
zeta-Funktion, Riemannsche, stetig
Produktregel, |§| gleichgradig,
Rand Umlaufzahl,
Gebiet, 2
Kette, [17] Verr.nutung _
Randwert, Riemannsche,
Reihe Z.ahl
Laurent-, Bernoulli-,
Potenz-, [{} [T0] Zahlenebene
Residuum, GauBsche, [3]
Resolvente, @ Zahlenkugel
Satz ) Fiiemannsche,
Abelscher Grenzwert-, eriegung
Blétterzahl, zufsri’lﬁ;%ﬁngend
Casorati- Weierstraf3, cinfach, 3

gzﬁglﬁyscﬁe I?‘cegralf(_mel7 @l 23 Zykel
yscher Integral-, [§]
Umlaufzahlversion,
Eulersche Produktdarstellung,
Eulerscher Ergénzungs-,
Fundamental- der Algebra,
Gauflsche Produktentwicklung,
Gebietstreue,
Hadamard, de la Vallée-Poussin, [37]
Hebbarkeits-, [T4]
Hurwitz, [30]
Identitats-
holomorphe Funktionen,
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