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Mengentheoretische Topologie

Wir beschéftigen uns in den ersten 9 Kapiteln hauptséchlich mit mengentheoretischer Topologie,
die die Grundlage fiir ein tieferes Studium der Topologie bildet.

1 Topologische und metrische Riaume

1.1 Definition einer Topologie
Im folgenden sei X eine Menge und £(X) := {A | AC X} die zugehorige Potenzmenge.

Definition 1.1. Ein topologischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Teilmenge
0 C P(X) mit

(i) 00, Xe0

(ii.) Ist (V;)ier eine Familie von Mengen mit V; € O, so gilt |y V; € O
i€l

(iii.) VieO,Voc 0 =ViNVael

Bezeichnung: & heifit eine Topologie auf X und V heifit offen beziiglich &
Vel

Definition 1.2. Seien & und 0’ zwei Topologien auf X. O heifit feiner als 0’ & 0 C 0 < 0’
ist grober als O

Beispiel 1.3. Die gébste Topologie auf X ist gegeben durch: 0 = {0, X}
Die feinste Topologie auf X ist gegeben durch: 0 = P(X)

Definition 1.4. Fine Menge X mit einer Abbildung d : X x X — R heifit metrischer Raum,
falls fiir alle x,y,z € X gilt:

(i.) d(z,y) >0 und d(z,y) =0 =y
(ii.) d(z,y) = d(y,z)
(iti.) d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2)
Bezeichnung;

e d: X x X — R heifit Distanzfunktion auf X oder Metrik auf X.
e d(z,y) heifit Abstand von x und y (beziiglich d)

o Ist # € X, € > 0 s0 heifit B(z,e) := {ye X ‘ d(z,y) < €} der e-Ball um z beziiglich d.
Wenn klar ist, welche Metrik zu Grunde liegt, schreiben wir nur B(z, €)

Definition 1.5. Sei V' ein R— oder C— Vektorraum. Eine Abbildung ||.|| : V — R heifit Norm,
fallsVx,y € V und a € R (bzw. C) gilt:

(i.) l|z|| >0 und ||z|]| =0=2 =0
(ii.) laz|| = |a|f]]]

(i) e +yll < |l + ||yl



V' heifst dann ein normierter Vektorraum.

Bemerkung: Sei (V,||.]|) ein normierter VR, dann definiert d(z,y) = ||z — y|| eine Metrik auf V
(induzierte Metrik)

Beispiel 1.6. (i.) X =R, d(x,y) = |z — y|
(ii.) X =R"™ ||.|| Norm auf R™, d(z,y) := ||z — y||

(iii.) X =V normierter R— oder C— Vektorraum, d(z,y) = ||z — y|
z.B. V = C%([a,b],R) mit den Normen
[fllco := max [f(z)|

z€[a,b]

[fller = Ifllco + 1 o

3
(iv.) Es sei X = S? := {x ERY| Y 2l = 1} und < -,- > das Standardskalarprodukt auf dem
i=1

R", Definiere fiir x,y € S? :
d(z,y) := arccos({x,y)) € [0, 7], den Winkel zwischen x und y

Definition 1.7. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die von d auf X induzierte Topologie O :=
0(d) ist definiert durch

Vedd eV CXundVreV Je>0:B(x,e) CV

Wir werden im Folgenden immer davon ausgehen, dass ein metrischer Raum mit dieser Topologie
versehen ist.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass 0(d) eine Topologie definiert.
Dass 0, X € 0(d) sind, ist offensichtlich.
Seien (V;)ier, Vi€ O0(d), Z,: U V; € 0(d)
il
Seialsoxe UVi= Fjel:ze€V; =3>0:B(x,e) CV,=B(z,e) CUVi= U Vi€ Od)
i€l i€l i€l
Seien nun Vl,VQEﬁ(d), 7, : VlmVQEﬁ(d)
SeizeVinVo=>xeViAx e Vo= deg, e B(.’JS761) - Vl,B(,’L‘762) CVyo=> B(x,min(el,eg)) -
NV =VinV, e 0(d) O

Bemerkung: Sei (V,[|.||) ein normierter VR, dann bezeichnet man die von der induzierten Metrik
induzierte Topologie, auch wieder als die induzierte Topologie auf V.

Lemma 1.8. Seien d und d' Metriken auf X. Es existiere a > 0 mit d < ad' (d.h. Vx,y €
X : d(z,y) < ad'(z,y)) dann ist O(d) feiner als O(d’)

Beweis. Sei' V € 0(d')

eV = 3>0:B¥(x,e)CV

es gilt:

d(z,y) < £ = d'(z,y) < ad(z,y) < e und damit y € B(z,£) =y € BY (x,€)

also ist B%(x, <) C BY (z,¢)

= Bl (z,£) C BY(z,) CV =V € 6(d) O

Definition 1.9.  (i.) Zwei Metriken d,d auf X heiflen dquivalent, genau dann wenn a >
0, b> 0 emistieren, mit: ad < d' < bd



(ii.) Zwei Normen ||.||,|.||" auf einem R— oder C— Vektorraum V heiflen dquivalent, genau
dann wann a > 0, b > 0 existieren, mit:
Ve e Valz| < [lz]" < bl

Bemerkung: |||, ||.]I" &quivalent = d(x,y) := ||z — y|| und d’'(z,y) := ||x — y||’ sind dquivalent

Folgerung 1.10. Aquivalente Normen, bzw. Metriken induzieren die gleiche Topologie.
Beweis. folgt unmittelbar aus Lemma 1.8 O

Bemerkung: Aus der Analysis ist bekannt, dass Normen auf endlich dimensionalen R— bzw.
C Vektorrdumen #quivalent sind, demnach induzieren beliebige Normen auf diesen Rdumen die
gleiche Topologie.

Diese nennt man dann die iibliche Topologie auf dem Vektorraum.

Dies gilt im allgemeinen NICHT bei unendlich dimensionalen Vektorriumen, denn es sind zum
Beispiel die Normen ||.||co und ||.||c: auf C*([0, 27], R) nicht dquivalent.

denn:

1.
Hﬁ sin(nax)||co = i 0

1. 1 1
|- sin(nz)||cr = — + ||cos(nz)||co =1+ — — 1
n n n

Definition 1.11. Sei auf R"™! eine Norm |.| gewdhit, dann definieren wir
"= {x e R"*" | |z| =1} CR™"!

Beachte,dass die Gestalt Menge S™, im Gegensatz zur Topologie, von der Norm abhdingt. S* kann
ein Kreis (bzgl. der euklidischen Norm) oder ein Quadrat (bzgl. der Maximumsnorm) sein.

Schreiben wir fir n > 1 und n ungerade: S™ C C™ s0 ist

S"={zeCT ||z] =1}

mit einer Norm |.| auf C*%

Lemma 1.12. Sei (X,d) ein metrischer Raum, x € X, e > 0. Dann ist B(z,¢) € O(d)

Beweis. Seiy € B(x,¢€), %, 3¢’ > 0: B(y,€') C B(x,¢)
Definiere €' := ¢ — d(x,y)
Sei nun z € B(y,€) < d(y,2) < € =e—d(z,y) < d(y, )

z) +d(z,y) <e
= d(z,2) < d(z,y)+d(y,z) <e=z € B(x,e) = B(y,€) C

B(x,¢€) O

Bemerkung: Es stellt sich die Frage fiir welche topologischen Riume (X, &) eine Metrik d existiert,
so dass & = 0(d) ist. Dies wird als Metrisierbarkeitsproblem bezeichnet. Man wird spéter sehen,
dass kompakte Hausdorffriume mit abzéhlbarer Basis metrisierbar sind.

Es sei auch bemerkt, dass nicht jeder topologische Raum metrisierbar ist, denn wenn #X > 2 ist
und & := {0, X} so kann fiir keine Metrik & = €(d) gelten, denn angenommen d ist Metrik auf
X, dann gilt d(z,y) > 0 fiir beliebige  # y und damit ist y ¢ B(z,d(x,y)) aber nach Lemma 1.12
ist B(z,d(x,y)) € 0(d) und deshalb 0 # 0(d).



1.2 Grundlegende topologische Begriffe

Definition 1.13. Sei (X, @) topologischer Raum.

(i.) Eine Teilmenge C C X heifst abgeschlossen (beziglich ) = X \ C offen (beziglich ©)
18t.

(ii.) Seix € X. Eine Teilmenge U C X heifit Umgebung von x &IV €0 :2 €V CU

Beispiel 1.14. X = R mit der iblichen Topologie. Seien a,b € R mit a < b = [a, b] ist abgeschlos-
sen, denn: [a,b] =R\ ((—o0,a) U (b, 0))

und es gilt (a,b) = B (22, 252) ist offen in R nach Lemma 1.12

Lemma 1.15. Sei (X, 0) ein topologischer Raum. Es gilt:
A C X ist offen & Vr € A 3 Umgebung U, von x mitx € U, C A

Insbesondere gilt dann also: A= |J U,
z€A

Beweis. klar O

Lemma 1.16. Es sei (X, d) ein metricher Raum, dann gilt f“ur © € X und € > 0, dass
C:= {y eX | d(z,y) < e}
abgeschlossen ist beziiglich O(d)

Beweis. %: X\C={yeX ’ d(z,y) > €} ist offen.
Seiz e X\Cund € :=d(xz,z)—e >0.Seiw € B(z,€¢) = d(z,w) > d(x,z)—d(w, z) > d(z,z)—€ =
e=>weX\C= B(z,) CX\C O

Lemma 1.17. Es gilt:

(i.) (C;)ier abgeschlossen = () C; abgeschlossen
iel

(ii.) Ci,C4y abgeschlossen = C1 U Cy abgeschlossen
(#ii.) U Umgebung von x € X und U C U’ C X = U’ Umgebung von x

(iv.) Uy, Uy Umgebungen von X = Uy N Uy Umgebung von x

Beweis. klar bzw. Ubung O

Definition 1.18. Sei (X, 0) ein topologischer Raum, A C X. Dann heifst

(i) o
A= |J Vv
VCA, Veo
offener Kern oder Inneres von A. x € A heifit innerer Punkt von A.
A= ﬂ C
ACCCX, X\Ceo

abgeschlossene Hiille oder Abschluf$ von A



(iii.) o
0A =4\ A

Rand von A. x € 0A heifit Randpunkt von A
Beispiel 1.19. Es sei R? mit der diblichen Topologie gegeben.
(i.) A:=1[0,1] x (0,1) CR? =

A=1(0,1) x (0,1)

A=10,1] x [0,1]
8A = {0,1} x [0,1] U[0,1] x {0,1}

(ii.) A=1[0,1) x {0} C R?

o i

= A=0, A=[0,1]x{0}, 94=A4
Lemma 1.20. Sei (X, 0) ein topologischer Raum. Dann gilt:
(i.) AC A st offen und ist die grofite in A enthaltene offene Menge.
(ii.) A D A ist abgeschlossen und ist die kleinste A umfassende abgeschlossene Menge.
(iii.) = € Ao A Ungebung von x
(@)Z:X\Qxim)
Aox (77
Beweis. Ubung O
Lemma 1.21. Sei (X, 0) ein topologischer Raum A, B C X, A; C X Vi € I. Dann gilt:
(i.) AUB=AUB
(ii.) (ANB)=ANnB
(iii.) (VA € N A

i€l i€l

m)u&g<dm>

1el el
Beweis. Ubung. O

Bemerkung: Es sei bemerkt, dass in den Fiéllen (iii.) und (iv.) im allgemeinen keine Gleichheit
gilt, auch nicht fiir endliches I.

Ein Beispiel hierfiir:

A:=10,1) und B := [1,2]. Dann ist A = [0, 1] sowie B = B und damit ANB = {1} aber AN B = {)

Lemma 1.22. Sei (X, 0) ein topologischer Raum. Dann gilt:

A={z€A|W el :2eUCA}
:{x€A|3UmgebungU von x mitUgA}

Z::{xGX’VVGﬁmit:ﬂeV:VﬂA#@}
:{xGX’V Umgebungen U vonxgiltUﬂA#@}



Beweis. Es wird nur die Gleichheit

A= {x eX | vV Umgebungen U von z gilt U N A # @}

=B

exemplarisch gezeigt.

%: ACB

Sei € A. Sei U C X eine Umgebung von z. Dann existiert V C X offen mit z € V C U = C :=
X \ V abgeschlossen.

Annahme: UNA =10

=VNA=0=ACX\V=C=ACC=X\V

Dies ist aber ein Widerspruch, da z € A und z € V

Z: BCA

Sei x € B. Sei C abgeschlossen mit A C C

Annahme: z ¢ C = 2 € X \ C =: V offen. V ist Umgebung von z “Lyna #0

Widerspruch, da A C C und deshalb VN A =( O
Beispiel 1.23. Sei (V,].||) ein normierter R— Vektorraum, v € V, € > 0.
Dann gilt:
B(z,e) ={y eV |[lz —yll < e}
sowie

OB(z,e) ={yeV ||z —y|=¢}

In metrischen Rdumen gilt dies im allgemeinen nicht.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Gleichheit, die Zweite folgt dann sofort.

,C* mach Lemma 1.16 ist {y € V | |z —y|| <€} abgeschlossen und deshalb folgt B(x,€) C
{y € V| |lx — y|| < €} nach Definition des Abschlusses.

»2“ Sei U eine Umgebung von y € V mit ||z —y|| <e= 3¢ >0: By, ) CU
Wihle € s.d. € <e.

Nach (1.22) reicht es zu zeigen, dass B(y,€') N B(z,¢€) # 0

Definiere dazu z := y + 32/ 2R

:>Hz—y||§52/<e’<e:>z€B(y,e’)
!
€

’ z— € ¢
lz =zl =lly-—z—-5 -=H=0-)lly-zll<e-5=z2€Be=
—_———
<e
>0 =
z € B(y,€') N B(x,¢) O

Bemerkung;:

(i.) Insbesondere ist also S™ = dB(0,1) abgeschlossen in R™*!

(ii.) Eine etwas handlichere alternative Definition von A wird sich spiter durch Einfiihrung von
Folgen und Grenzwerten von Folgen ergeben.
Man wird sehen, dass in metrischen Riumen die Punkte y € A genau die sind fiir die eine
Folge (yn) C A existiert, die gegen y konvergiert.

Definition 1.24. Sei (X, 0) ein topologischer Raum und A C X.
A heifit dicht in X, falls A= X gilt.

Beispiel 1.25. (i.) Q=R

(i.) R\ {0} ist offen und dicht in R



(iii.) Eine interessante offene und dichte Menge V C R:
Sei (qn)nen eine Abzihlung von Q und € > 0 sowie
In = (Qn - %%)QTL—F 271%) QR

Definiere V := |J C R. Diese ist offen und enthdilt Q (é>) V =R.
neN

Es gilt 3 ANIn) = > se=€e=>AV) < Y AMIn) =€
neN neN neN
wobei \ das Lebesquemaf auf R ist.

V ist also eine mafStheoretisch kleine, aber topologisch grofie Menge.



2 Konstruktion von topologischen Riumen

In diesem Abschnitt sollen einige wichtige Konstruktionen vorgestellt werden, die mit gegebenen
topologischen Rdumen vollzogen werden koénnen.
Insbesondere sollen die Unterraum-, Summen- und Produkttopologie konstruiert werden.

2.1 Unterraum- und Summentopologie

Definition 2.1. Sei (X, 0) ein topologischer Raum, A C X.
Dann definiert 04 = {A N V’V € ﬁ} C P(A) die von O auf A induzierte Topologie, oder Un-
terraumtopologie.

Beweis. (1.) A=ANX € 04
D=AND e O,
(iil.) UANV)=ANn(UWV;) € Oa

i€l iel

(iii.) _ri(Am Vi)=AnN ((21 Vi) € Oa

i=1

Sprechweise: W C Aoffenin A: & W € Oy

B C A abgeschlossen in A< A\ B € 04
< 3C C X abgeschlossen beziiglich ¢ : B=ANC

Beispiel 2.2. (i.) X =R, A=[0,1]
= [0,1] ist offen und abgeschlossen in [0, 1]
[0, 1) dst offen in [0,1], da [0,3) = (=00, ) N[0, 1]

(i.) (X,d) metrischer Raum und A C X
Dann folgt, dass die von der Metrik da := djsxa auf A induzierte Topologie gerade O 4 ist.
d.h. O(da) = O(d)a
Bemerke: 0(da) = {B CcCA ’ VeeB3e>0: {ycd | da(z,y) < e} C B}

(iii.) X = R® mit der iiblichen Topologie und A := S* C R3. Dann gilt:
U C S? ist offen bzgl. der induzierten Topologie
& {ta ‘ z €U, te(0,00)} inR® offen ist.

Beweis. zu (ii.):

Zeige O(da) C O(d) a:
SeiVCA VeO(da)=VoeV Ie: {ycAl|da(z,y) <e,} CV.
Vi=U{yeX | d(z,y) < €, } offen bzgl. €(d) und esist V=V N A
zeV
=V eol(d)a
Zeige nun O(da) 2 O(d) a:
Sei W e 0(d)s= W =ANV mit V € 6(d)
SeizeW=a€ANz eV =3e>0: Bz, e){fyc X |d(z,y) <e} CV
= ANB(z,e) CANV und es gilt ANB(z,e) ={y € A|d(z,y) <e} ={ycA|da(z,y) <e}
=W e oy O

Lemma 2.3. Sei (X, 0) topologischer Raum B C A C X. Dann gilt:
(i.) O =(0a)B

10



(is.) Ist A C X offen, so gilt: B C A offen in A < B C A offen in X
Ist A C X abgeschlossen, so gilt: C C A abgeschlossen in A < C C A abgeschlossen in X

Beweis. klar O

Definition 2.4. Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Riume und X NY = ()
Dann heifit Oxyy == {UUV | Uelx, Veoly} CP(XUY) die Summentopologie auf X UY

Bemerkung;:

i) Welxuoy oWNXel, AWNY € Oy
(ii.) X und Y sind offen und abgeschlossen beziiglich &xy

Definition 2.5. Sei (X, 0) topologischer Raum.

(i.) FEine Teilmenge 9 von O heifst (eine) Basis von O
SVWelOVereVIBeAB:2€e BCV

(ii.) Eine Teilmenge .7 von O heifit (eine) Subbasis von €
< {S1N..NS, | n €N, S; € S} eine Basis von X bildet.

Bemerkung: Sei 4 eine Basis von ¢ auf X. Dann gilt:
VebsvVreViBeB:2cBCV

Insbesondere also:
ﬁ::{V§X|Vx€VHBE%’:x€B§V}

Beispiel 2.6.  (i.) (X,d) metrischer Raum = % = {B(x,¢) | x € X, ¢ > 0} ist Basis von 0(d)
Speziell X =R, dann ist 2 = {(a,b) | a < b € R} ist Basis der iiblichen Topologie

(ii.) B = {B(x,r) ’ x € Q" CR™ r € Qso} ist abzdhlbare Basis der iblichen Topologie des
R'ﬂ

Lemma 2.7. Sei (X, 0) ein topologischer Raum und 7 eine andere Topologie auf X .
Sei B eine Basis von O und T = O = T
(D.h. eine Basis legt eine Topologie vollstindig fest)

Beweis. Zeige 0 C T

SeiVelO=>VeeVIB,e#: z€ B, CV=V= B,
zeV

DavVreX:B, e I9=VeI=0CT

Die zweite Inklusion folgt analog. O

Lemma 2.8. Se,z;en B und B Basen von O bzw. O mit B - AB.
Dann folgt © C O

Beweis. Sei V € €. Dann existiert fiir jedeszx € Vein B, € Z:20 € BCV =V = |J B,.
zeV

Dan:BIe@:>Veﬁ’~ O

Lemma 2.9. (X, 0) topologischer Raum mit Basis 9. Dann gilt:

() U#:== U B=X
Be%
(ZZ) Bl,BQEQUnd$€BlﬁBQ:>3B€%7I‘€BgBlﬂB2

11



Beweis. zu (i.): X €e O =Vre€ X 3IB, e B:2€ B, C X=X CJA
Die andere Inklusion ist klar.

Zu!ii.:Bl,BQEQ:Bl,BQEﬁjBlﬂBQEﬁ
Seinimax e BiNBy=3dBe A:0x€ BC B NBy O

Satz 2.10. Sei X eine Menge und B C P(X) erfiille

(i.) B =X
(ii.) B1,Bo € Bundx € BiNBy =3B € B, x € BC BN By

Dann existiert genau eine Topologie O auf X, so dass & eine Basis von O ist.
Bezeichnung: 0(%)

Beweis. Zur Eindeutigkeit: siche Lemma 2.7

Zur Existenz:

Definiere ¢ :={V C X |Voe € VIBe B:2 € BCV}

Es ist nun nur noch zu zeigen, dass & eine Topologie definiert.

(i.) X € O nach Voraussetzung (i.). § € & ist klar.

(ii.) V)ier, Vi€ O 4. UV, €0
i€l
Seize JVi=3djel: z€V;=3IBeB:2cBCV,C UV
i€l el

(iii.) Vi,Vo Z; VinVa e 0
Falls V7 NV, = () ist es klar.
Sonst,seiz e ViNVo =z eV, (i=1,2)=3B;,(i=1,2): z€ B, CV;,(1=1,2) =z €
BiNBy,CViNnVo=dBeB:2€ BC B NB, CViNW,

2.2 Die Produkttopologie

Sei I eine beliebige Indexmenge. (X;);cs ein System von Mengen, dann ist

HXi = {x:I%UXi’ Viel:x; ::x(i)eX,}
i€l icl

Hierbei wird fiir I = {1,2,...,n} meist die Tupelschreibweise x = (21, z2, ..., ¥, ) benutzt.

Spezialfal: Viel:X; =X
Dann ist X! := HXZ':{.’L":L‘:I%X}
iel
(alle Abbildungen von I nach X)

Bemerkung: Das Auswahlaxiom besagt:

Xi#£0Viel=[[Xi#0

el

Umgekehrt: gilt X; =0 firein je I = [[ X; =0
icl
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Definition 2.11. Seien (X;, 0;)icr topologische Rdiume.
Dann erfillt

B = {HV’ | Vi € 0i, V; # X; nur endlich oft}
il

die Voraussetzungen von Satz 2.10 und O(PB) bezeichnet man als die Produkttoplogie auf X :=

[1X;

i€l

Beweis. Es ist zu zeigen, dass # die Voraussetzungen aus (2.10) erfiillt.
Es ist X € # da man Vi : V; = X; setzen kann, damit gilt (i.) aus (2.10)
Seien nun By := [[ V; und By = [[ W; aus .
i€l icl
D.h.esgilt V; € €; und V; # X, nur fir ¢ € F; C I mit endlichem E;, sowie W; € €; und W; # X;
nur fiir ¢ € Ey C I mit endlichem FEs.
Dann ist B; N By = HV;QWl =V,NnW;, € 0; und V, NW; # X; nur fir i € £y UFEy C I und
icl
E1 U E2 endlich.
= B1 N By € # und (ii.) aus (2.10) ist erfiillt. O

Bemerkung:
V C ,HXi offetn & VreV 3V, € 0;, i € I mit
! (i.) Fiir hochstens endlich viele i € I : V; # X;
(iyrze[[ViCV
iel
Lemma 2.12. Seien (X;,d;), ¢ = 1,2,...,n metrische Ridume. Definiere fir x,y € ﬁ X, =X

i=1
eine Metrik auf X durch

d(z,y) = max di(i,ys)

Dann gilt: 0(d) ist gleich der Produkttopologie der €(d;)

Beweis. Es ist zunichst zu zeigen, dass d eine Metrik ist. Dieser einfache Beweis sei aber als Ubung
dem Leser iiberlassen.

Wir zeigen das €'(d) gleich der Produkttopologie & ist.

Zeige O(d) C O

Es ist 2 := {B%(z,¢) | x € X, € > 0} eine Basis der Topologie &(d)

und % := {ﬁ Vi | V; € O(d;)} eine Basis von 0.
Nach Lemm: 12.8 reicht es zu zeigen, dass Z C B ist.
Es ist aber B%(x,¢) = l_n[ Bdi(x;,¢) = Bi(z,¢) € B
= BCRB= ﬁ(d)gé’_l

Es ist noch & C &(d) zu zeigen:

Sei B — _ﬁlw € % mit V; € 0(d;)

r€B=z; €V, Vie{1,2,..,n} =36 >0: Bli(z;,6;) C Vi, i=1,2,....m
Wihle € := 11r<n_i£1 € = Bli(z;,e) CV;, i=1,2,..,n

= Blz,e) = [ B%(x1,0) CB= Be 0(d) = FC 0(d) = 6 C 6(d) O
=1

K2

Bemerkung:

13



(i.) Insbesondere zeigt das letzte Lemma:

Die iibliche Topologie (beziiglich einer beliebigen Metrik!) auf R™ ist gleich der Produkt-
topologie auf R = R x ... x R (d.h. die Produkttopologie der iiblichen Topologien auf
R)

(ii.) Schon in R? gilt, dass die Basis der Produkttopologie nicht die ganze Topologie ist, da
{a | 2} + 23 < 1} offen, aber keine Basismenge, ist.

(iii.) (X;)ier seien topologische Ridume mit Topologien &;. Seien A; C X;, A:= [] A; und & die
il
Produkttopologie auf X = [] X;.
i€l
Dann gilt: €4 (Spurtopologie in X) = Produkttopologie der Spurtopologien (&) 4,

Beweis. Die rein technische Behauptung (ii.) sei dem Leser als Ubung iiberlassen. O

Beispiel 2.13. Fiirn € N sei X, :={0,1}
Oy = 9({07 1}) = {®> {0}’ {1}’ {O’ 1}}
X =] ={0,1}"={f | f:N—={0,1}} (Bezeichnung f, = f(n))

neN
Dann gilt:

U C X Umgebung (bzgl. Produkttopologie €) von f = (fn)neny € X < Ing € N: Ist g € X und
gilt gn, = frn fiirn <ng, soist g e U

Beweis. 7 =7 3V € ¢ mit f € V C U = 3B € %(Basis der Produkttopologie): f € BCV CU
B= 1] Va, Vo € Op, V,, #{0,1} nur fiir n € E C N, F endlich.

neN
Definiere ng := max{n € N | n € E}. Dies ist das gesuchte ng, denn V,, = {0,1} Vn > ng, d.h. falls

gn=fann<ng=>9gcBCU

7 <7 Definiere B := {fo} X {f1} X ... X {fno} x {0,1} x {0,1} x ....

Dies ist eine Basismenge, also insbesondere offen in der Produkttopologie und es ist f € B C U,
dennwenn g e B= f, =9, Vn<ng=g9gecU

Damit ist U eine Umgebung. O
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3 Stetigkeit und Folgen

3.1 Stetigkeit

Definition 3.1. Seien (X, ©) und (Y, 0) topologische Riume, f: X — Y.

(i.) f heipt stetig (bzgl & und O)
= VWeo: f[FY(V)eo

(ii.) [ heifit stetig an der Stelle xo € X
=V Umgebungen U von f(zq) gilt: f=2(U) ist Umgebung von .

Bemerkung: f: X — Y stetig < Fiir jedes z € X ist f stetig in x.
Definition 3.2. f: X — Y heifit offen, falls fiir alle U € Ox : f(U) € Oy

Beispiel 3.3. (X,d), (X',d") metrische Riume. Dann gilt:
f: X =X istinxg € X stetigeVe>030>0: z€ X, dlz,zg) <d=d(f(z), f(xo)) <e

Beweis. ” <7 Sei U eine Umgebung von f(zo) = Je > 0: BY (f(x0),€) C U. Nach Voraussetzung
existiert ein § > 0 mit

B(x0,0) € f~ (B (f(x0),€)) € f1(U)

Damit ist f~!(U) eine Umgebung von .

? = 7 Sei € > 0 gegeben. Dann ist f~1(B% (f(xo,€)) eine Umgebung von zo und es existiert ein
6 > 0 mit B%(z0,6) C f~ (B (f(x0,€)). O

Im folgenden Satz sollen einige wichtige Eigenschaften iiber Stetigkeit zusammengefasst werden.
Satz 3.4. (i.) Sei (X, 0) ein topologischer Raum. Dann ist idx : X — X stetig.

(is.) Seien f: X =Y, g:Y — Z und es sei [ stetig in xg € X und g stetig in f(xg) €Y, dann
ist go f stetig in xg € X
Insbesondere folgt, dass wenn f,g stetig sind, dass dann go f stetig ist.

(iii.) Sei (X, O) topologischer Raum, A C X und i: A — X die Inklusionsabbildung.
Dann ist i stetig (bzgl. Oy und O)
Insbesondere gilt: Ist f : X — Y stetig = fla : A = Y ist stetig (bzgl. O und 0), da

fla=foiist
(iv.) f: X =Y, f stetig < V abgeschlossenen C CY gilt: f~1(C) ist abgeschlossen in X

(v.) f: X — ] X; stetig & Fiir allei € I ist f; :=p;o f: X — X; stetig, wobei
iel
pi: [1 X; = X, definiert ist durch p;((z;);er) = ;.
jeI
pi ist dann stetig und offen.

(vi.) Sei XNY =0, f: XUY — Z. Dann gilt:
[ ist stetig (bzgl. der Summentopologie auf X UY ) < fix und fy sind stetig

(vii.) f: X —Y, B Basis der Topologie von Y . Dann gilt:
f ist stetig < VB € B: f~Y(B) € Ox

(viii.) Die Aussage in (vii.) gilt auch wenn man die Basis durch eine Subbasis ersetzt.
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Beweis. es wird exemplarisch (iv.) und (v.) gezeigt.

zu (iv.): 7 = 7 : Sei C' C Y abgeschlossen = Y\ C'ist offen in Y = X\ f~1(C) = f~Y(Y'\C) € Ox
= f~1(C) ist abgeschlossen in X.

7 <" :8ei O CY offen = Y \ O abgeschlossen = X \ f~1(0) = f~}(Y \ O) ist abgeschlossen in
X = f71(0) e 0ox

zu (v.): Die Stetigkeit und Offenheit von p; zeigt man leicht auf der Basis der Produkttopologie.

P ? Sel Vo= [[Vimit V; € Ox, Vi € I, V; = X; Vj € I\ E und E endlich, also eine
iel

Basismenge.

Nach (vi.) reicht es zu zeigen, dass f~1(V) offen ist. Es gilt:

ref i (V)e Viel: filmeViaViel: vef ' (V) oae N (V)= N V)
iel

i€E
= fY (V)= N f7'(Vi), also ist f~1(V) als endlicher Schnitt offener Mengen auch offen.
I€E ~—~—
offen in X
7 =" fi = fop; und p; ist stetig, dann folgt es nach (ii.) O

Lemma 3.5. Sei (X, 0) ein topologischer Raum mit X = |J A;, A; abgeschlossenund f : X =Y.
i=1

1=

Dann gilt

[ ist stetig < f|a, stetig Vi € {1,...,n}

Beweis. ” =": Sei U CY offen fquli(U) =f"YU)NA; € O, da f71(U) € O ist.

7«7 :Sei C CY abgeschlossen.

Fre =X = U anfe) = U filo).

Es ist f|j41i (C) abgeschlossen in Aj;, da f|4, stetig ist, da aber A; selbst abgeschlossen ist, folgt

damit, dass f‘Z(C) abgeschlossen in X ist. Dies gilt fiir alle ¢ und da eine endliche Vereinigung

abgschlossener Mengen auch abgeschlossen ist folgt die Abgeschlossenheit von f~1(C) und damit
die Behauptung. O

Definition 3.6. Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Riume.
f: X =Y heift Homéomorphismus < f bijektiv, f und f~1 stetig.

Wir schreiben dann X 2Y
Folgerung 3.7.  (i.) f~! ist stetig < f ist offen.

(is.) f:X =Y, B Basis der Topologie von X. Dann gilt:
f ist offen & VB € B: f(B) € Oy

(iii.) Falls f injektiv ist gilt (i.) genauso wenn man eine Subbasis hat.

Beweis. Leichte Ubung O

Beispiel 3.8. (i.) B:={z €R? |2} + 2} <1} CR? und
Q = [-1,1] x [-1,1] € R? sind homdomorph via f : B — Q mit

lzll2 .
fir x # 0,
= { Izl
f@) {0 firxz=20

Hierbei ist ||x||2 die euklidische und ||z||s die Mazimumsnorm auf dem R?
Das heif$t also, dass kantig und rund homdomorph sein konnen.

n
(ii.) B = {a: eR?| Y al< 1} C R™ ist homdomorph zu R™ via f : B — R"™ mit f(z) =
i=1

tan(3 - [[z[|2) - =
Das heif$t, dass grofse und kleine Raume homdomorph sein kénnen.
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(#ii.) Im allgemeinen kann man zeigen: ) )
K,,K, C R™ abgeschlossen, beschrinkt, konvexr und K1 # 0, Ko # 0 = K; und K, sind
homdomorph.

Definition 3.9. Sei (X, 0) eine topologischer Raum, x € X. Eine Teilmenge % C P(X) heifit
Umgebungsbasis von x , falls

(i.) U e % = U Umgebung von x
(ii.) V Umgebung vonx =3 U €U : x€UCV

Beispiel 3.10. In metrischen Rdumen stellt % = {B(nc7 %) | n € N} eine Umgebungsbasis von x
dar.

Definition 3.11. e FEin topologischer Raum erfillt das 1.Abzdhlbarkeitsariom < zu je-
dem x € X existiert eine abzdihlbare Umgebungsbasis von x.

e Fin topologischer Raum erfillt das 2.Abzdhlbarkeitsaxiom < X besitzt eine abzihlbare
Basis seiner Topologie.

Bemerkung: Das 2. impliziert das 1.Abzéhlbarkeitsaxiom.
Beispiel 3.12. (i) Jeder metrische Raum erfillt das 1. Abzihlbarkeitsaziom mit % = {B(x, %) | n e N}.

(ii.) Der R™ mit der iiblichen Topologie erfiillt das 2.Abzihlbarkeitsaxiom, da wegen Q = R das
Mengensystem % := {B(J:, T) ’ r € Qsg, T € Q”} eine Basis der Topologie ist.

(iii.) X dberabzihlbar und Ox = P(X) erfillt nicht das 2.Abzihlbarkeitsaziom.

(iv.) Erfillt (X,0) das 1. bzw. 2.Abzihlbarkeitsaziom und ist A C X so erfillt auch (A, O4) das
1. bzw. 2.Abzdhlbarkeitsaxiom.

Lemma 3.13. Sei X := {f : R = R | f stetig und beschrinkt} mit Metrik d(f,g) = sup |f(z) —
z€R

g(x)|. Dann ist X ein metrischer Raum, der keine abzihlbare Basis seiner Topologie besitzt

Beweis. Definiere

F:={feX|Vne€Z: f(n)€{0,1} und fif, 11 linear fortgesetazt}

Seien f,g € Fund f# g = d(f,g) =1= B(f,4)nB(g.3) =0

AuBerdem ist F' iiberabzihlbar (Analysis)

Angenommen % sei eine abzidhlbare Basis

=Vfe F3IB;eAmit f e By CB(f, %) Fiir f # g gilt dann also By N B, = (). Die Abbildung
f — By ist also eine injektive Abbildung von F' nach %.

Dann folgt aber, dass 4 {iberabzéhlbar ist, also ein Widerspruch. O

Bemerkung: (X, 0) erfiillt das 1.Abzédhlbarkeitsaxiom < Zu jedem z € X existiert eine Umge-
bungsbasis (Up,)neny mit Uy 2 U; D Us D ...

Dies ist klar, man betrachtet einfach die Schnitte Uy NUy N...N U, von den U; aus Definition 3.11
Im folgenden werden in der Regel direkt diese Umgebungen benutzt.
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3.2 Folgen und Konvergenz

Wir wollen nun das Konzept der Folgenkonvergenz in allgemeinen topologischen Rdumen einfithren
und mit dem Stetigkeitsbegriff in Verbindung bringen.

Definition 3.14. Sei (X, 0) ein topologischer Raum.

(i.) Fine Folge (z,)nen € X heiffit konvergent gegen x € X :& fir jede Umgebung U von x
ezistiert ein ng € N, so dass fir allen > ng : x, € U

(ii.) Ist X ein metrischer Raum, so heifit x,, eine Cauchyfolge < fiir jedes € > 0 ein ng € N
existiert, so dass fir alle n,m > ng : d(Tp, Tm) < €

(i4i.) FEin metrischer Raum in dem zu jeder Cauchyfolge ein x € X existiert, mit: x,, konvergiert
gegen x, heifit vollstindig .

Es sei darauf hingewiesen, dass die Konvergenz im Allgemeinen alles andere als eindeutig ist, z.B.
konvergiert in (X, {X,0}) jede Folge gegen jeden Punkt.

Schreibweise: (x,,) — z oder z,, — x

Beispiel 3.15.  (i.) Sei (X,d) ein metrischer Raum, dann gilt (x,) = < Ve > 0 3 ng €
N: Vn>ng= dz,,z)<e

(is.) Sei (X, 0) ein topologischer Raum, A C X abgeschlossen und (x,) C A eine Folge in A mit
r, >x=>xr €A

Satz 3.16. Seien X und Y topologische Riume, f: X — Y, A C X. Dann gilt:

(i.) f ist stetig an der Stelle x € X = Fiir jede Folge (x,) C X mit x,, — x gilt f(x,) — f(x)
(ii.) {v € X ’ 3 Folge (x,) C A mit x, -z} C A
(#ii.) Erfillt X das 1.Abzihlbarkeitsaziom, so gilt in (i.) die Umkehrung und in (i.) die Gleichheit.

Beweis. zu (i.): Es gelte (x,) — = und es sei U eine Umgebung von f(zo) = f~1(U) ist eine
Umgebung von z(
=3IngeN: Vn>ng: z, € fHU)=3IngeN: Vn>ng: f(z,) €U

zu(ii.): Sei (x,,) eine Folge in A und (z,) — =
Annahme: r € X \ 4

X \ A ist offen = 3 ng, so dass Vn > ng: z, € X \ 4
Dies ist ein Widerspruch zu (z,) C A.

zu (iii.): Wir zeigen zunéchst die umgekehrte Implikation in (i.):

Sei (Up)nen eine abzihlbare Umgebungsbasis mit Uy 2 Uy O .... wie in der Bemerkung beim
1.Abzéhlbarkeitsaxiom.

Sei V C Y eine Umgebung von f(z), wir miissen zeigen, dass f~1(V) eine Umgebung von z ist.
Angenommen, dies ist nicht der Fall, dann existiert fiir jedes n € N ein z,, € U,, N (X \ f~ (V).
Dann gilt aber nach Definition der U,, : z,, — z und damit nach Voraussetzung f(x,) — f(x),
was aber ein Widerspruch zu x,, ¢ f=1(V) ist.

Nun zeigen wir die Gleichheit in (ii.):

Sei also # € A und (U,,) eine Umgebungsbasis von z wie oben.

Nach Lemma 1.22 gilt Yn € N: U, N A # () = es gibt eine Folge (x,,) C A mit z, € U, Vn € N
= (vn) — O

Bemerkung: Insbesondere gilt, dass in Rdumen X mit 1.Abzéhlbarkeitsaxiom gilt:

A C X abgeschlossen < V (z,) CA, mitz, -2 = z€ A4
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Beispiel 3.17.  (i.) (z™),en Folge in [[ X;. Dann gilt:

i€l
(™) "= xin [[X:eViel: xgn) "2 xin X

i€l
(ii.) R® mit der Produkttopologoie erfiillt nicht das 1.Abzihlbarkeitsaziom.
Beweis. zu (i.): 7="  pi(z™) = zgn)
der Stetigkeit der p;

7<= " Sei U eine Umgebung von £ = 3 B € B mit x € BC U, B =[]V, mit V; # X; nur fiir
iel

, pi(x) = z; damit folgt diese Richtung aus Satz 3.16 und

endlich viele i = i1, ..., 4,
Es existieren ny, ..., ny, so dass Vn > n; xEJ") eVy,j=1..,m

1(_?) eV, i=1..m

= x(")EBQUVnZnoé ™ =z

= Vn > max{ni, ..., nm,m} =: no gilt

zu (ii.): Angenommen (U, )nen ist eine abzihlbare Umgebungsbasis von f, € R®

= Vn € N 3 E,, C R endlich und fiir jedes = € E,, eine offene Menge V.» C R mit fo(x) € V7, so
dass gilt:

Ist f € R® und f(x) € V,* fiir alle z € E,,, so folgt f € U,

Dies gilt nach Definition der Basis in der Produkttopologie.

Dann gilt: |J E, C R ist abzdhlbar und damit existiert ein o € R\ |J E,, da R iiberabzihlbar
ist. e net

Definiere U := {f € R® | |f(z0) — fo(zo)| < 1}. Dies ist offensichtlich eine Umgebung von f;.

Da U, eine Umgebungsbasis darstellt existiert ein no € N: U, € U

Wiihle nun g € R® mit g(x) € V™ fiir alle x € E,,, und g(zg) = f(xo) + 1

= g € U,,, aber g ¢ U und damit einen Widerspruch. O

3.3 Haufungspunkte und Grenzwerte von Funktionen

Es sollen noch kurz einige weiterfithrende Begriffe Erwéhnung finden, die sich gerade in der Analysis
héufig wiederfinden.

Definition 3.18. Sei (X, 0) ein topologischer Raum A C X.
(i.) x € X heifft Hiufungspunkt (HP) von A :& ¥V Umgebungen U von x: U\ {z} N A #(
(ii.) x heifft isolierter Punkt von A & x ist kein Hiufungspunkt von A
Lemma 3.19. Sei X ein topologischer Raum und A die Menge der HP von A C X, dann gilt
ACA
Erfullt X zusdtzlich das 1.Abzidhlbarkeitsaziom, so sind dquivalent:
(i.) z€A
(#.) 3 Folge (x,) C A mit x, # x Vn € N und z,, > x

(#i.) 3 Folge (x,) C A mit paarweise verschiedenen Folgegliedern, x,, # x ¥n € N und x,, — x

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus Lemma 1.22

Wir zeigen nur (i.) < (ii.):

(i)= (ii.): Seiz € A

Wihle eine abziihlbare Umgebungsbasis Uy 2 U; D Uy D ... von x. Dann gilt U, \ {z} N A #
) Vn € N. Damit folgt schon (ii.)

(ii.)= (i.): Sei U eine Umgebung von x = I ng € N: =z, € U\ {z}, Yn > ng mit (z,) C A
= z, €U\ {z}NAVn>ng

Damit folgt (i.) O
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Definition 3.20. (X, Ox) und (Y, Oy) seien topologische Riume. f : A C X — 'Y eine Abbildung
und a ein HP von A.

Seib € Y undV Umgebungen V von b existiere eine Umgebung U von a, so dass f(UNA\{a}) CV
15t.

Dann heif$st b der Grenzwert von f(x) fur x — a und man sagt f konvergiert gegen b fir x — a.

Man kann die Stetigkeit auch auf diese Weise charakterisieren:

Lemma 3.21. Seien X,Y topologische Riume, A C X, xo ein HP von A und f: AU{xg} =Y
eine Abbildung. Dann gilt:

[ st stetig in xo < f(x) = f(xo) fir x — xo.

Beweis. Ubung O

Bemerkung: Es sei darauf hingewiesen, dass wenn zy € A kein HP von A ist, f in x trivialerweise
stetig ist, denn dann existiert eine Umgebung U von xg in X mit ANU = {xg}, also ist fiir jede
Umgebung V von f(zg): ANU C f~1(V) und damit ist f~!(V) eine Umgebung von .

Lemma 3.22. X sei ein topologischer Raum mit 1.Abzihlbarkeitsaziom, dann gilt:
f(x) = b firx — a < fir alle Folgen (x,) C A\ {a} mit z,, > a= f(z,) > b

Beweis. Ubung O
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4 Zusammenhang

Definition 4.1. FEin topologischer Raum (X, O) heifst zusammenhdngend :< Sind U,V € 0\
{0} und gilt X =U UV, so folgt UNV £ ()
(d.h. X ldsst sich nicht durch nichtleere disjunkte Mengen trennen)

A C X heifit zusammenhingend = (A, O4) ist zusammenhingend < (U, V € 0\ {0} mit
ACUUV und ANV #0, ANV #D= ANUNV #0)

Beispiel 4.2. Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Riume mit X NY = 0, dann gilt natiirlich,
dass X UY mit der Summentopologie nicht zusammenhdngend ist.

Bemerkung: Es sei angemerkt, dass zusammenhéingend dquivalent ist zu: X und @ sind die einzigen
Teilmengen von X die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Definition 4.3. Sei X ein topologischer Raum.

(i.) Seila,b] CR und x,y € X. Eine stetige Abbildung v : [a,b] = X mity(a) =z und v(b) =y
heifst Weg in X von x nach y.

(ii.) X heifft wegzusammenhingend = Vx,y € X existiert ein Weg in X von x nach y.

(ii.) A C X heifst wegzusammenhingend < (A, 04) ist wegzusammenhdingend.

Bemerkung: (iii.) kann auch so formuliert werden: Es existiert fiir alle 2,y € A eine stetige
Abbildung v : [a,b] = X mit v(a) = x,v(b) = y deren Bild ganz in A liegt.

Als Anwendung beweisen wir folgendes wichtiges Lemma aus der Analysis.

Lemma 4.4. SeiQ C R”™ nicht leer, offen und zusammenhingend. (Solche Mengen bezeichnet man
auch als Gebiete, sie sind automatisch auch wegzusammenhdngend, wie wir spiter sehen werden)
Sei f: Q — R™ differenzierbar und D f(x) =0 fir alle xz € Q.

Dann gilt: f = const

Beweis. Sei U C Q konvex, z,y € U und ¢(t) := f((1 —t)z + ty).

Dann gilt ¢'(t) = Df((1 — t)x + ty) - (y — ) = 0 fiir alle t € [0, 1] und damit existieren nach dem
Mittelwertsatz &; € (0,1) mit g;(1) — g;(0) = g;(§;) = 0 (g; bezeichnen die Koordinaten von g)
= f(x) = f(y)-

Also ist f auf konvexen Teilmengen von 2 konstant.

Sei nun z € ), dann existiert eine offene Kreisscheibe (konvex) die noch ganz in  liegt und auf
dieser in 2 offenen Umgebung U, ist f nach obigem konstant, d.h. Vo € © 3 U, C Q offene
Umgebung von = mit fy, = f(x).

Sei nun x €  fest gewdihlt und Q := {z € Q | f(2) = f(zo)}, Q1 =2\ Q.

Es ist Qo offen in €2, denn sei x € Qo = 3 U, Umgebung von z mit fiy, = f(z) = f(wo), also
U, C QQ = QO offen

Aber auch € ist offen, denn sei z € 2, dann existiert eine Umgebung U, von x mit fjy, = f(x) #

(o).
Da Q zusammenhéngend ist und z¢ € Qg # 0 ist, folgt Q = Qp und damit die Behauptung. O

Die folgende Anwendung ist ein Vorgriff auf die Methoden der algebraischen Topologie

Beispiel 4.5. Sei X zusammenhdngend und Y nicht, dann kénnen X und Y nicht homdomorph
sein (siehe Satz 4.8).

Insbesondere sind R und R™ mit n > 2 nicht homdéomorph, denn:

Angenommen f ist ein Homdomorphismus, dann sind auch R\ {0} und

R™\ {f(0)} homéomorph, aber R\ {0} = (—o0,0) U (0,00) also nicht zusammenhingend, wihrend
R™\ {f(0)} sehr wohl zusammenhdngend ist (sogar wegzusammenhdingend)
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Wir wollen nun die zusammenhéngenden Mengen in R charakterisieren.

Lemma 4.6. A C R zusammenhingend < A ist ein Intervall.
(wobei A C R Intervall < Sind a,b € A und c € R mita<c<b, sogiltce A)

Beweis. 7 = 7 Sei A C R zusammenhingend und a,b € A und ¢ € R mit a < ¢ < b.
Annahme: c¢ A = A = ((—00,¢) N A) U ((¢,00) N A) wobei beide Mengen nicht leer und offen in
A sind, da a < ¢ < b. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, also ist ¢ € A

7 <7 Sei I ein Intervall, I = U UV mit U,V offen in I und beide nicht leer. 7 : UNV # ()
Annahme: UNV =0

Seiac U, beV und 0.E. a < b

Definiere ¢ := inf{y € V ’ a <yt = ce€l,denn a < ¢ <b. Auflerdem gilt ¢ € VI, wobei damit
der Abschluf} in I gemeint ist.

Dies gilt, da eine Folge (¢,) C V existiert, mit ¢, — ¢ (Nach der Definition des Infimums in der
Analysis und Satz 3.16)

Es ist VI =V, da V abgeschlossen in I, da V = I\ U und U offen in I.

1.Fall: c=a= a € UNYV, was aber nach Annahme nicht sein kann.

2.Fall: ¢ > a = (a,¢) C I (da I ein Intervall ist) und es ist (a,¢) N U = () (nach Def. von ¢)
= (a,0) CU S ceU = ceUNYV was eine Widerspruch zur Voraussetzung ist.

Es ist noch die Folgerung * zu kliren:

Wenn (a,c) CU = c— + €U VYn > ng :>ceﬁl, aber U = U wie vorher. O

Lemma 4.7. Ist A C X zusammenhingend und A C B C A, so ist auch B zusammenhingend.

Beweis. Sei BCUNV mit U,V offenin X und BNU #0, BNV #0.%,: BNUNV #0
Nach (1.22) gilt ANU #0, ANV #Qundesist ACUUV = ANUNV # @ und damit natiirlich
auch BNUNV # 0 O

Satz 4.8. Ist f : X — Y stetig und X (weg-)zusammenhdingend, so ist f(X) C Y (weg-
)zusammenhdingend

Beweis. Fiir zusammenhéngend:

Seien U,V CY offen f(X) CUUV und f(X)NU 0, f(X)NV #£D. % F(X)NUNV £
Sei U’ := f~Y(U), V' := f~1(V) offen in X. Dann ist X = U’ UV’ und U’ # 0, V' # ()

Da X zusammenhiingend ist folgt U' NV’ # () und damit existiert ein z € X : f(z) € UNV. Damit
folgt die Behauptung.

Fiir wegzusammenhéngend ist der Beweis klar: Man wihlt zu zwei Punkten f(z) und f(y) einen
Weg v in X der x und y verbindet. Der Weg f oy tut es dann. O

Lemma 4.9. X wegzusammenhdngend = X zusammenhdngend

Beweis. X =UUV, U, Voffen, U #0,V#D.%: UNV #£0

Es existieren € U, y € V und ein Weg 7 : [a,b] — X mit v(a) =z, v(b) = y.

Definiere U’ := v~ 1(U) C [a,b] offen, U’ # () und V' := v~ 1(V) C [a,b], V' # 0. Es gilt [a,b] C
U'uVidaX=UUV.

Da [a,b] ein Intervall ist, ist es zusammenhingend, also gilt 3¢t e U' NV’ = ~(t) e UNV =
Unv #£10 O

Beispiel 4.10. Fin zusammenhdngender Raum X der nicht wegzusammenhdngend ist.

A= {(x, sm%) | x > 0} C R? ist wegzusammenhingend, da A der Graph einer stetigen Funktion
ist, also auch zusammenhingend. Nach Lemma 4.7 ist dann aber auch X := A = AU({0} x[-1,1])
zusammenhdngend.

X ist aber nicht wegzusammenhdngend, da es keine stetige Abbildung in A gibt, die einen Punkt
auf A mit einem auf ({0} x [—1,1]) verbindet.
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Wir wollen nun sagen, was es heifit zwei Wege hintereinander zu durchlaufen, dazu sei aber zuerst
folgendes bemerkt:

Bemerkung: Es existieren a < b, a,b € R und eine stetige Abbildung ~ : [a,b] = X mit y(a) =
z, v(b) =y < Es gibt eine stetige Abbildung ' : [0,1] — X mit 7'(0) =z, 7' (1) =y

Dies sieht man mitttels ¢ : [0,1] — [a,b], ¢(t) :=bt+ (1 —t)a und v : =y o ¢

In diesem Sinne reicht es also, wenn wir ab jetzt nur durch [0, 1] parametrisierte Wege betrachten.

Definition 4.11.  (i.) Sind vo,71 : [0,1] = X Wege mit vo(1) = ~1(0), so heifst der Weg
Yo * 1 : [0,1] = X mit

Y0(2t) fir0 <t <3,

*y1(t) 1=
0 xm() {71(275— 1) firl<t<1

die Verkettung von vy und 1

Yo *y1 ist int = % wohldefiniert und damit folgt aus Lemma 3.5 die Stetigkeit von g * 71,
also ist die Verkettung selbst wieder ein Weg von ~(0) nach v1(1).

(ii.) Zu einem Weg v : [0,1] — X, sei 7 : [0,1] — X mit F(¢t) := (1 — t) der umgekehrt
durchlaufene Weg.
~ st natirlich auch wieder stetig.

Satz 4.12. Seien A C X und B C X (weg-)zusammenhingend und set AN B # ()
= AU B ist (weg-)zusammenhdngend.

Beweis. im Fall wegzusammenhiingend, der andere Fall sei eine Ubung.

Seien z,y € AUBund o.E. x € A, y € B.

Wihle ein z € AN B. Nach Voraussetzung gibt es Wege 7o : [0,1] — A und ~; : [0,1] — B stetig,
mit 0(0) =z, 70(1) = 2 =7(0), (1) =y.

Es ist dann vy := y9 * 1 : [0,1] — X stetig und v(0) = z, v(1) = y. AuBlerdem liegt v ganz in
AU B und ist demnach sogar als Abbildung v : [0,1] — A U B stetig. O

Definition 4.13. Sei X ein topologischer Raum und x € X.

(i.) Z(z) = ZX(z) = U{A |z € A C X, A zusammenhingend} heift die Zusammenhangs-
komponente von z (in X ).

(ii.) Zw(x) = ZX = {y € X | es existiert ein Weg in X von x nach y} heifit die Wegzusam-
menhangskomponente von z (in X ).

Lemma 4.14. FEs gilt:

(i.) Z(x) ist abgeschlossen und zusammenhdngend.

z,y € X = Z(z) = Z(y) oder Z(x) N Z(y) =0

(ii.) Zyw(x) C Z(x) und Z,(x) ist wegzusammenhingend.
T,y € X = Zy(x) = Zyw(y) oder Zy(x) N Zy(y) =0
Auflerdem hat Z,,(x) die Darstellung
Zw(x) = U{A| A ist wegzusammenhingend und x € A}

Beweis. zu (i.): Zeige zunéchst, dass Z(z) zusammenhéngend ist:

Sei Z(x) CUUV mit U,V offen in X und Z(z) NU # 0, Z(z) NV # 0.

% Z(x)NUNV #£0

Seiy € Z(x)NU und z € Z(x) NV, dann existieren nach Definition A, B zusammenhéngend mit
{z,y} €A, {z,2} CB.

= AN B # 0 und nach Satz 4.12 ist dann A U B zusammenhingend. Dann ist aber AU B C
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Z(x)CUUV,yeUNA, 2eVNB = (AUB)NU#0, (AUB)NV #0
= (AUB)NUNV # 0, da AU B zusammenhiingend ist = Z(z) NU NV # 0 und damit die
Behauptung.

Zeige nun, dass z,y € X = Z(z) = Z(y) oder Z(x) N Z(y) = I:

Sei also Z(z) N Z(y) # 0 = Z(z) U Z(y) ist zusammenhingend = Z(z) U Z(y) C Z(x) N Z(y)
= Z(x) = Z(y)

Nun zeigen wir noch, dass Z(x) abgeschlossen ist:

Es ist Z(x) zusammenhingend, da Z(x) zusammenhéngend ist, also ist Z(x) C Z(x) = Z(z) =
Z(x)

zu (ii.): Zeige Z,,(x) ist wegzusammenhéngend:

Seien y, z € Z,,(z). Dann existieren stetige Abbildungen 7o : [0,1] — X und ; : [0,1] — X mit
70(0) =z, y(1) =y und 71(0) =z, 1 (1) = z.

Es gilt nun, dass u € Z,,(x) ist, Yu € X fiir die ein ¢ € [0, 1] existiert mit vo(¢) = u

Um dies einzusehen parametrisiert man -y, einfach so, dass er nur bis ¢ durchlaufen wird. (fiir v,
genauso).

Damit liegen ~g,y1 sogar in Z,(z) und sind als Abbildungen nach Z,,(z) dann stetig.

Definiere nun v := 77 g : [0, 1] = Z,,(x), dann ist dies ein Weg in Z,,(x) von y nach z und damit
ist Z,,(z) wegzusammenhingend.

Nun zeigen wir: Z,,(z) = [J{A | A ist wegzusammenhéingend und x € A}:

Es gilt: x € A und A wegzusammenhéngend = A C Z,,(x), denn y € A ist mit x durch einen Weg
in A verbunden, dann aber natiirlich auch in X und damit ist nach Definition y € Z,,(z), damit
folgt 7 D 7.

Die andere Inklusion folgt aus dem Wegzusammenhang von Z,,(x)

Nun zeigen wir noch: z,y € X = Z,,(z) = Z,,(y) oder Z,,(z) N Z,(y) = O:

Sei also Zy,(z) N Z,(y) # 0, dann ist Z,,(z) U Z,,(y) wegzusammenhiéngend und damit gilt nach
dem vorherigen:

Zw(x)U Zy(y) C Zy(x) N Zy(y) und damit Z,,(x) = Z,(y) O

Bemerkung: Beachte: Z,,(z) ist i.a. nicht abgeschlossen!

Beispiel 4.15. X := ({0} x [0,1]) U (U ({1} x [0,1])).
neN
Die Zusammenhangskomponenten von X sind {1} x [0,1], n € N und {0} x [0,1]

Alle Zusammenhangskomponenten bis auf {0} x [0, 1] sind offen in X.

Es soll nun noch genauer auf den Zusammenhang zwischen den Begriffen Zusammenhéngend und
Wegzusammenhéngend eingegangen werden, dazu benotigen wir:

Definition 4.16. FEin topologischer Raum X heifit lokal (weg-)zusammenhdngend :< Vo € X
existiert eine Umgebungsabasis von x, die aus (weg-)zusammenhingenden Mengen besteht.

Beispiel 4.17.  (i.) X normierter Vektorraum, U C X offen = U ist lokal wegzusammenhingend
(offen e- Bille sind wegzusammenhdngend)

(i.) X in (4.15) ist nicht lokal wegzusammenhingend, da (0,0) keine Umgebungsbasis aus zu-
sammenhdngenden Mengen besitzt.

Lemma 4.18. X lokal (weg-)zusammenhdingend =
alle (Weg-)Zusammenhangskomponenten sind offen und abgeschlossen.

Beweis. Fiir Wegzusammenhang:
Sei y € Z,(x) = 3 U Umgebung von y, die wegzusammenhingend ist = U C Z,(z) = Z,(z)
offen.

Es ist Z,(x) = X\ U Zw(y), also abgeschlossen. O
Zw (Y)#Zw(2)
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Lemma 4.19. Besitzt X eine abzihlbare Basis 8 C O seiner Topologie und ist %4 C O eine
Menge von paarweise disjunkten offenen Mengen in X, so ist % abzdihlbar.

Beweis. Zu jedem U € % \ {(}}, wéhle ein 2 € U und eine Basismenge B € % mit € B C U. Die
Abbildung die jedem U dieses By zuordnet ist injektiv, da die U disjunkt sind und damit folgt die
Abzahlbarkeit. O

Beispiel 4.20. Ist (X, 0) lokal (weg-)zusammenhingend und besitzt eine abzihlbare Basis = Die
Menge der (Weg-)zusammenhangskmponenten ist abzihlbar.

Eine wichtige Anwendung der obigen Lemmata ist der

Satz 4.21. U C R offen = U ist Vereinigung von abzihlbar vielen disjunkten offenen Intervallen.

Beweis. U ist lokal (weg-)zusammenhéngend, da R ein normierter VR ist. Die (Weg-)zusammenhangskomponenten
von U sind abzéhlbar, da U eine abzdhlbare Basis seiner Topologie hat.

U = |JZY(x) (die Vereinigung geht iiber die verschiedenen, disjunkten, abzihlbar vielen, in U

offenen Zusammenhangskomponenten von U)

Die ZU(z) sind aber auch in R offen (da U offen) und zusammenhéngend (zeigt man leicht A C U
zusammhiingend = A C R zusammenhéngend) und damit alles offene Intervalle. O

Folgerung 4.22. Sei X lokal wegzusammenhdngend. Dann gilt:
X zusammenhdngend < X wegzusammenhdngend

Beweis. 7 <7 : wurde schon gezeigt (dies gilt ohne Voraussetzung)

7 =7 : X ist die disjunkte Vereinigung der offenen Wegzusammenhangskomponenten, diese miissen
aber alle zusammenfallen, da sonst X als Vereinigung von 2 nichtleeren disjunkten Mengen schreib-
bar ist.

= X = Z,(x) und damit wegzusammenhéingend. O

Beispiel 4.23. X ein normierter VR. U C X offen und zusammenhdingend (also ein Gebiet) =
U wegzusammenhdngend.

Wir wollen nun sehen, wie sich Zusammenhang bei der Produkttopologie verhélt.

Satz 4.24. Sei X = [[ X; # 0. Dann gilt:
icl

X zusammenhdngend < Vi€ I: X; zusammenhdngend

Beweis. 7 =:7 X zusammenhéngend s pi(X) = X; ist zusammenhéngend.

V=V ZeigeVe e X Z(x)=X

Dazu, definiere zu einem festen z € X : Xj(z) :={z € X ‘ zi=x, YieI\{j}}.

Es ist X;(z) homdomorph zu X; via p;.

Da X, zusammenhéingend ist, gilt dies auch fir X;(z) und damit ist X;(z) C Z(z), also gilt
Z(y) = Z(x) fir alley € X(x), also fiir alle Elemente, die mit « bis auf eine Stelle {ibereinstimmen.
Induktiv folgt damit nun: Z(z) = Z(y) fiir alle y € X mit y; = x; auBer fiir endlich viele i € I.
Sei nun z € X und U eine Umgebung von z = U N Z(z) # 0

denn: 3 V; C X; offen F C I endlich mit V; = X; Vi e I\ E : z € [[ V; C U, nach Definition der

iel
Basis der Produkttopologie.
. Zi fiir ¢ ek
Definiere y € [] X; durch y; := )
icl x; firiel\E
= Z(y) = Z(x) also speziell y € Z(x), aber esist auchy € [[V; CU = yeUN Z(x)
iel
X CZ@) = X =Z(x) 0
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Eine erstaunliche Tatsache iiber stetige Funktionen liefert der folgende

Satz 4.25. Es existiert eine surjektive, stetige Abbildung + : [0,1] — [0,1] x [0,1]. Diese nennt
man Peanokurve.
(v kann nicht zusditzlich injektiv sein)

Um den Satz zu beweisen benotigen wir zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 4.26. Sei Y ein topologischer Raum und Yy, :=Y, Vn € N, sowie X := [] Y,, (Raum
neN
der Folgen mit Werten in'Y')

Dann ist X x X homdomorph zu X.

Beweis. Definiere H : X — X x X durch H(y) := (y1,y2) mit y1(n) := y(2n), n € N und
y2(n) :=y(2n+1), neN

Diese Abbildung ist offensichtlich bijektiv und die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit der Koordi-
natenabbildungen p; o H, ¢+ =1, 2.

Die Offenheit zeigt man leicht auf Basismengen. O

Beweis. (von Satz 4.25)
Wiéhle YV := {0, 1} mit der diskreten Topologie 0y = ({0, 1}).

1.Schritt: Definiere zunéchst f: X = [] Y, — [0,1] durch f((z,)):= > =
neN n=1
Diese Abbildung ist surjektiv und stetig, denn:

Die Surjektivitit folgt aus Analysis (Dualdarstellung der Zahlen in [0, 1]). Es bleibt also nur noch
die Stetigkeit zu zeigen.

Sei x,, =y, Vn < ng, dann folgt

W) - @l =| 5 | <L - alko gl
n=no+1 n=1
1
ta =y Y0 <o = |f(2) ~ F0)] < oo

Damit folgt die Stetigkeit, denn wéhle zu vorgegebenem € ein ng so, dass 2%0 < e ist, dann ist
{21} X oo x{@p } XY XY % ... € f7H(B(x,€)N[0,1]), also ist f~1(B(f(x),€)N[0,1]) eine Umgebung
von x.

2.Schritt: Betrachte nun die Abbildung (f x f)o H : X — [0,1] x [0, 1], wobei H wie im vorherigen
Lemma ist, dann ist diese Abbildung stetig und surjektiv.

3.Schritt: Definiere nun g : X — [0,1] durch g((z,,)) := Y. 2&. Diese Abbildung ist stetig und
n=1

injektiv, denn:

Es gilt (*):
9(2) =9I < 355 = 20 =yn Yn <no
Um dies zu zeigen sei n; das minimale n € N mit z,, # y,,, dann ist
o) -l =| & Hemle - B oaomog S e
n=ni n=n+1 n=1

Nach Voraussetzung muss aber dann ny < n; sein und es folgt die Behauptung.

Mit (*) folgt sofort die Injektivitéit. Die Stetigkeit folgt wie bei f, da gilt:

Tn=yn V0 <ng = |g(x) —g(y)| < 355

4.Schritt: g : X — g(X) ist damit bijektiv und stetig. Diese Abbildung ist sogar offen (Achtung g
ist nicht! als Abbildung nach [0, 1] offen, da g(X) abgeschlossen ist in [0, 1])

Die Offenheit von g folgt aus (*), denn sei V := [[ V; € X und V; = {0,1} Vi > ng, dann ist g(V)
ieN
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offen, denn:
Sei g(z) € g(V), wihle € < =i dann ist nach (*) B(g(z),e) N g(X) C g(V)

3n0

5.Schritt: g1 : g(X) — X ist also bijektiv und stetig.
Die Menge D := g(X) ist das sogenannte Cantorsche Diskontinuum. Man kann zeigen, dass dieses
als Schnitt abgeschlossener Mengen schreibbar ist, also selbst abgeschlossen ist und {0,1} C D ist.

6.Schritt: Nun definieren wir 7 := (f x f) o Hog™! : D — [0,1] x [0, 1] stetig und surjektiv.
Man kann nun 7 zu einer stetigen Funktion fortsetzen (siehe folgendes Lemma), daraus folgt dann
die Behauptung. O

Lemma 4.27. Sei D C [0,1] abgeschlossen, {0,1} C D, V ein normierter VR und f:D -V
stetig. Dann existiert eine stetige Fortsetzung f : [0,1] — V won f (d.h. f ist stetig und fip = f)

mit f([0,1]) C conv(f(D)) (hierbei ist conv(A) die konveze Hiille von A)

Beweis. [0,1]\ D ist offen in [0, 1], da D abgeschlossen in [0, 1]. Da aber {0,1} C D ist [0,1] \ D
sogar offen in R, denn nach Definition ist [0,1] \ D = [0,1] NV, wobei V offen in R ist, aber
[0,1]\ D = (0,1) NV, also offen in R.

Damit ist [0,1]\ D = U (ag, br), mit paarweise disjunkten (ay,b;) und N C N.
kEN

Definiere f((1 — t)ay + tb) = (1 — t)f(ax) + tf(bx), dann ist f stetig (kann man leicht mit

Folgenkonvergenzkriterium zeigen) und das Bild von [0, 1] unter f liegt offensichtlich in conuv(f(D))
O

27



5 Trennungsaxiome und Konstruktion stetiger Funk-

tionen

5.1 Die Trennungsaxiome

In diesem Abschnitt geht es hauptséchlich darum minimale Anforderungen an die Feinheit der
Topologie zu stellen um pathologische Eigenschaften zu vermeiden.

Denn, wie schon erwihnt wurde, gilt beispielsweise fiir Oy = {X, 0}, dass jede Folge gegen jeden
Punkt konvergiert und m = X Vz € X ist. Auch ist jede stetige Funktion f : (X, 0x) — R dann
automatisch konstant.

Solche Pathologien will man ausschliefen, darum fithrt man die sogenannten Trennungsaxiome ein.

Definition 5.1. Fin topologischer Raum X heifit

(i.) Ti-Raum & Vo e X 1 {z} ist abgeschlossen
(& VeeX: X\ {x} ist offen)

(ii.) T2 Raum (bzw. Hausdorffraum) < Je 2 verschieden Punkte von X
besitzen disjunkte Umgebungen

(iii.) Ty Raum & Sind A, B C X abgeschlossen
und disjunkt, dann ezistieren
offene disjunkte Mengen U,V C X
mit ACU, BCV

(iv.) normal & X ist Ty und Ty

Bemerkung: Ty & offene Mengen trennen Punkte®
T4 < ,offene Mengen trennen disjunkte abgeschlossene Mengen“

Lemma 5.2. X normal = X hausdorffsch = X Ti-Raum

Beweis. Sei X normal, dann sind {z},{y} abgeschlossen und es folgt, dass man diese trennen
kann, also ist X hausdorffsch.

Sei X hausdorffsch und y € X \ {z} % 3 Uz, U, Umgebungen von z und y mit U, NU, = 0 =
z¢ U, = U, CX\{z} = X\ {z} ist offen, also ist X T O

Die Hausdorff Eigenschaft reicht fiir eindeutige Grenzwerte aus

Lemma 5.3. Sei X ein Hausdorff-Raum, dann besitzt jede in X konvergente Folge einen eindeu-
tigen Grenzwert.

Beweis. Sei (z,) C X eine konvergente Folge. Angenommen z,, — z und z,, — y mit = # y
Wihle UV mit UNV =0undz e U,yeV

= dny,ny €N,sodassVn>ny: x, €eUundVn>ng: x, € V.

Wihle ng := max{n,na}, dann gilt Vn > ng: z, eUNV =0,

was natiirlich widerspriichlich ist. O

Bemerkung: Man kann also fiir konvergente Folgen in Hausdorff-Rdumen die Bezeichnung lim z, =
Minlninhusnin > i n—oo

r verwenden, wenn x,, gegen x konvergiert.

Beispiel 5.4. Jeder metrische Raum (X,d) ist normal.

28



Beweis. Seien z # y, d(z,y) := € >0 = B(x,5) N B(y, 5) =0, also ist jeder metrische Raum auf
jeden Fall hausdorffsch und damit natiirlich auch T}.
noch zu zeigen bleibt, dass X auch Ty ist.
Seien A, B C X disjunkt und nicht leer.
Definiere
da: X =R, da(z) :=inf{d(z,y) | y € A}

Diese Abbildung ist stetig, denn es gilt |d,(x) —da(z")] < d(x, '), also ist sie sogar Lipschitzstetig.
Dies sieht man folgendermaflen:

Esist d(z,y) < d(z,2")+d(2,y) fiir beliebiges y € A und damit d4(x) < d(z,2’)+d(2',y) Vy € A
= da(z) —d(z,2") < d(2',y) Yy € A = da(x) —d(z,2") < da(z') = da(z) — dA( N <d(z,a’)
Durch vertauschen von x und 2’ folgt auch da(z') — da(z) < d(2’,x) = d(z,2’) und damit die
Behauptung.
Es gilt
dA(LZ}) =0 & zec A
<7 : klar
=7 : Wihle (y,) C A mit 0 =da(z) = lim d(x,y,) nach Definition des Infimums.

n— oo

Dann ist aber nach Definition y, —  und nach Satz 3.16 ist dann x € A, wegen der Abgeschlos-
senheit von A.

Analog wird dp definiert.

Es ist dann d4(z) + dp(xz) > 0 Vo € X, da AN B = 0, folglich ist

o da(z)
)= da(z) + dp(2)

wohldefiniert und auch stetig (am besten mit Folgenstetigkeit zu sehen), mit fj4 =0 und fjp = 1.
U:=f1((—00,2)) und V := f~1((3,00)) sind dann offen und ACU, BCV und UNV = ()
= X ist Ty. O

Lemma 5.5. (i.) Jeder Unterraum eines Ty- bzw. To-Raums ist wieder Ti- bzw. Ty-Raum

(i.) Jeder abgeschlossene Unterraum eines Ta- bzw. normalen Raums ist wieder Ty- bzw. nor-
maler Raum

Beweis. zu (i.): Sei A C X und X sei T;. Sei z € A, dann ist A\ {z} = AN X \ {z} offen in A.
———

offen in X
Sei A C X und X sei Ty. Seien x,y € A, dann gibt es U,V offen in X die z,y trennen, dann sind
aber U':=UNAund V' :=V N A offen in A und trennen x, y.

zu (ii.): Sei X T4 und A C X abgeschlossen. Seien B,C' C A abgeschlossen in A und disjunkt.
= B, C sind abgeschlossen in X (da A abgeschlossen) und damit in X durch U,V trennbar. Dann
sind aber U’ := U N A und V' := V N A abgeschlossen in A und trennen B, C O

Lemma 5.6. Sei () # X := [[ X;. Dann gilt:
i€l

X st Ty (bzw Tg) & Viel: X; st Ty (bZ’LU TQ)
Bemerkung: Dies gilt i.a. nicht fir normal.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir Ts:
V=" :Selenc#Fye X =>3djel: x; #y; = 3U;,V; C X offen, disjunkt mit z; € U;, y; € V;
Definiere U := [] U; mit U; = X; Vi # j und U; von oben. (V analog)
JeI
Dann sind U,V offen und x € U, y € Vund U NV =0
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7=7:Seiz € X und X;(z):={y€ X |y; =w; Vi€ I\{j}} wie im Beweis von Satz 4.24
= X, () ist homéomorph zu X; via p; und da X;(z) ein Unterraum vom Ty Raum X ist, ist er
selbst T und damit auch Xj. O

Satz 5.7. Seien f,g: X — Y stetig und Y sei hausdorffsch. Dann gilt:

(i.) {z € X | f(x) = g(x)} ist abgeschlossen.
(ii.) Ist AC X und fla=gja = fz=93z

(iii.) Zu x € X sei
C(z) == {Z | # und T lassen sich nicht durch offenen Mengen trennen}
Dann gilt Vo € X : fic(a) = const = f(x)

Beweis. zu (i.): Sei B := {z € X | f(z) # g(z)} und € B, dann existieren U,V C Y offen mit
f@)eU,g(x) e Vund UNV =.

Da f, g stetig sind gilt z € f~1(U) offen, z € g7 (V) offen = 2 € W := f~1(U) N g~ (V) offen.
Es ist W C B und damit ist B offen, also {z € X | f(z) = g(z)} abgeschlossen.

zu (i) AC{z € X | f(o) =g()} D AC {ze X | f(x) = g(x)}
zu (iii.): Sei y € C(z).

Angenommen es ist f(y) # f(z), dann kann man f(z) und f(y) durch U,V trennen, also z €
U, y € V mit U,V CY offen und disjunkt. Dann ist x € f~*(U) offen und y € f~(V) offen und
F~HU)N f~1(V) =0, also sind x,y trennbar, was im Widerspruch zu y € C(x) steht. O

Bemerkung: (i.) und (ii.) gelten auch ohne Voraussetzungen an Y, wenn X das 1.Abzéhlbar-
keitsaxiom erfiillt.

5.2 Konstruktion stetiger Funktionen: Das Lemma von Ury-
sohn

Wir wollen nun stetige Funktionen in Folgendem Sinne konstruieren.

Es seien A, B C X abgeschlossen, AN B = (). Gesucht ist eine stetige Funktion f : X — [0, 1] mit
fla=1lund fip =0

Es ist notwendig, dass X ein T4-Raum ist, da A C f~!((—o0, 1)) offen und B C f~!((3,00)) offen,
also A und B dann durch offene, disjunkte Mengen trennbar sind. Es wird sich gleich zeigen, dass
diese Bedingung auch hinreichend ist.

Fiir metrische Rdumen hatten wir ein solches f schon konstruiert: f(z) dp ()

= dp(2)+da(z)

Lemma 5.8. (von Urysohn)

Sei X ein Ty-Raum, A, B C X abgeschlossen, AN B = 0. Dann ezistiert ein f : X — [0,1] stetig
mit fla =1 und fijp =0

Bevor wir das Lemma beweisen konnen benétigen wir noch eine technische Eigenschaft von Ty
R&umen.

Lemma 5.9. Es gilt:
X st Ty & Ist A C X abgeschlossen, U C X offen und A C U,
so existiert V.C X offen mit ACV CV CU
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Beweis. ” :>”:B::X\Uabgeschlossen,AQU:AOB:(Z)%HVLVQ C X offen mit A C V7,
BCVound VinVy, =10
ACVCX\WBCX\B=U=ACV,CViCU

~——

abg.

7 <7 : A, B abgeschlossen = X \ B offen, AC X\ B
=3V: ACV CV C X\ B. Definiere V; := V und V5 := X \ V, dann sind diese disjunkt und
ACWV,BCV, O

Beweis. (des Lemmas von Urysohn)

o = (Ao, ..., A) heiBt Stufenbereich & A= Ay C Ay C A, C Ay.... C A,
CA.=A.=X\B
re Treppenfunktion fo : X — [0, 1] durch:

Auf &/ definie-

k
(for)lazao = 1, (fo)janar) =1 =, 1Sk<r, (fo)p =0

(Treppenfunktion!)

Ein Stufenbereich &' = (Aj, ...A5,) heifit Verfeinerung von &7 <= A, = A;, 0<i<r
d.h. &' = (A} = Ao, A}, A, = Ay,..)

Nach dem vorbereitenden Lemma existiert in X zu jedem Stufenbereich eine Verfeinerung!
Sei nun &7’ eine Verfeinerung von o/ = (*):

1
fwéfw'ﬁfw—i-?
.

denn: sei x € Ay \ Al | =2 € A\ A1 = for=1— 2 =1-1 sowie fy =1— 1%

. T . .
seiw€ Ay \Ay =2 €A \Ai = for=1-2 =1 4 L sowie f, =1L
also gilt sogar immer auf einer Seite Gleichheit.

Wihle nun eine Folge von Stufenbereichen:

ety = (A, ..., A%)

Es sei fp, := fa,. Nach Ungleichung (*) gilt (fn(2))nen ist fiir jedes z eine in [0,1] monoton
wachsende Folge.

Damit existiert Vo € X der punktweise Limes: ILm fn(x) =: f(x). Die auf diese Weise auf ganz
X definierte Abbildung erfiillt offensichtlich f| 4 =1 und f;p = 0. Es bleibt noch zu zeigen, dass f
stetig ist. Zunéchst zeigt man mit Gleichung (*), dass Vo € X (**) gilt:

() (#.)
Fale) € 5@) S fale) + Y gy = fula) +

k>n

1
on

i.) folgt direkt aus der Monotonie von (f,,(x))

=n

(i
k
(ii.) zeigt man mit (*) induktiv. Man sieht leicht, dass Vk > n: fyi1(z) < fo(z) + > 52 gilt,
(ii.) folgt dann durch lim Bildung.

Mit (**) folgt nun die Stetigkeit von f:

Sei € > 0 vorgegeben und n so, dass 27%2 < €. Wir wollen zeigen, dass fiir jedes © € X eine
Umgebung U von x existiert, so dass Vy € U : |f(y) — f(z)| < € gilt.

1.Fall: Sei z € B. Definiere U := X \ A%._, O B

FiryeU = 0= f,(y) (g)f(y)§%<eVy€U
Da x € B = f(z) =0 und damit |f(z) — f(y)| = |f(y)| <€

Sei nun = ¢ B und k£ > 0 minimal mit = € A}EH
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2.Fall: k> 1: Dann z ¢ AZ DAY = 2xe€ A’,iLl \ A7, =: U offen
SeiyeU =

[f(z) = fly)l < If((af))— @] Hfa(@) = fa)] +faly) = F(Y)]
Y L1 L1
— 2n on—1 on
S
<€

3.Fall: k = 0: Dann ist z € A7 =: U offen und Vy € U : 1 > f(y) > faly) > 1 — = =

fly) el — 5, 1]
zyeU=|f(x) = fy)| < 5 <e O

Wir wollen nun eine noch allgemeinere Version dieses Lemmas kennenlernen, dazu benétigen wir
aber zun#chst eine Aussage iiber die Konvergenz von Funktionenfolgen:

Definition 5.10. Sei f, : X — Y eine Folge von Funktionen und sei (X,0) ein beliebiger
topologischer, sowie (Y,d) ein metrischer Raum. Dann heifit f, gleichmdifSig konvergent gegen f :
X =Y, falls gilt:

sup d(fn(x), f(z)) =0

zeX

Lemma 5.11. Sei (X, 0) ein topologischer und (Y,d) ein metrischer Raum.
(i.) Sind die f, : X — A CY stetig und f ihr gleichmdfiger Limes, so ist [ stetig.

(ii.) Es seiY zusdtzlich vollstindig.
Erfillt die Folge f, : X — A CY das Cauchykriterium, d.h: fir jedes ¢ > 0 existiert ein
N € N mat
sug d(fn(x), fm(z)) <€, Yn,m >N
e

so existiert ein f : X — A, so dass f, gleichmdiflig gegen f konvergiert.

Beweis. zu (i.): Seien die f,,, n € N stetig und f der gleichméaflige Limes der f,
77 . f ist stetig.
Sei z € X. Es ist zu zeigen, dass fiir jedes € > 0 eine Umgebung U von z existiert, so dass

d(f(z), f(y)) <eVyeU.

Sei also € > 0 vorgegeben. Wahle N € N mit sup d(f,(z), f(x)) < €, VYn,m > N und eine
reX

Umgebung U = U(N) von z, so dass d(fn(x), fn(y)) <€, Yy € U (fn stetig), dann gilt fiir alle

yeU:

d(f(2), [(y)) < d(f(z), fn (@) + d(fn (), [n(y) + d(In(y), [(y)

< sup d(f(x), f(y)) + €+ sup d(fn(y), f(y)) < 3¢
reX yeX

Damit folgt die Behauptung.

zu (ii.): Es gilt, dass fiir jedes x die Folge (f(2))nen eine Cauchyfolge in Y darstellt und demnach
ein Grenzwert existiert (Y vollstéindig).

Wir bezeichnen diesen mit f(z) (Y ist hausdorffsch, also sind Grenzwerte eindeutig)

Die auf diese Weise definierte Abbildung f : X — Y ist wohldefiniert und ihr Bild f(X) liegt sogar
in A nach Satz 3.16.

Wir zeigen nun, dass f, gleichméflig gegen f konvergiert:

Es ist |d(f(xn), f(zm)) — d(f(xn), f(2)] < d(f(zm), f(z)) nach der Umgekehrten Dreiecksunglei-
chung und damit

i [d(f(zn), f(2m)) = d(f(zn), f(2))] < lim d(f(zm), f(x)) =0

m—r oo m— o0
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also lim_d(f(zn), f(xm)) = d(f(2n), f(2))

Sie nun N € N so, dass d(fn(x), fm(z)) <€ ¥Yn,m > N, Vz € X, dann folgt durch lim Bildung
auf der linken Seite:

d(fn(2), f(2)) <€, ¥n >N

und das N ist von x unabhéngig, also

sup d(fn(z), f(x)) <€, VYn >N

zeX
0

Aus dem Lemma von Urysohn kann man das folgende Erweiterungslemma von Tietzsch folgern,
welches die Aussage von Urysohn verallgemeinert.

Lemma 5.12. Sei X ein Ty-Raum, A C X abgeschlossen und f : A — [a,b] stetig.
Dann existiert ein F: X — [a,b] stetig mit Fjq = f

Beweis. 1.Schritt: Sei g : A — [—1, 1] stetig, nicht konstant und S := sup |g(z)].
T€A
Da g nicht konstant ist, ist S > 0.

Es existiert ein G : X — [—1, 1] stetig mit:

(a) sup |G(a)| < $
zeX

(b.) sup|G(z) — g(x)] < %
r€EA

denn:
Setze B := g~ ([-5,—%]), C := g '([£,5]) abgeschlossen in A und damit (da A abgeschlossen)
auch abgeschlosben in X und BNC = (.

236 X - [-2 3, 3] stetig mit G‘Bf 3, G‘Afg
(zu G : X — [0,1] mit G|B =0 und G|A =1, wihle ¢ : [0,1] — [-£, 2] mit ¢(t) = £t - =
G=¢o G ist die gesuchte Abbildung)
2.Schritt: Sei nun zuniichst f wie g, also f : A — [—1,1] stetig, nicht konstant, dann gilt nach
Schritt 1, mit g := f:
sup | f(z)| <1 und es existiert ein Fy : X — [—1,1] mit
TEA

Setze nun g := f — (F1)|a, dann ist sup [g(x)| <
€A

% und es existiert nach Schritt 1 ein Fy : X —

[—1,1] mit

(a.)2 sup [Fp(z)] < 53
reX

(b.)2 sup [Fa(x) — (f(z) = Fi(x))] < (

z€A

)?

winN

Man erhilt induktiv Funktionen F, : X — [—1, 1] mit
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S Fi(z) — f(x)

=1

(b.)n sup <@r
TEA

3.Schritt: Es gilt, dass zu € > 0 ein N € N existiert mit:

n

1<~ /2\"
< = - Yk N
fgg _32(3) <€, ,n >

i=k

Fi(z)
k

=

~ n
und damit konvergiert F,, := > F;(z) gleichmiBig gegen eine Funktion
i=1

F:X — R nach (5.11)
Diese ist nach (5.11) dann auch automatisch stetig und es gilt:

s oo n—1
FelsSin@sz>(5) =5

Damit ist F: X — [—1,1] und nach (b,) ist ﬁlA = f.

4.Schritt: Sei nun f : A — [a,b] nicht konstant und ¢ : [a,b] — [—1,1] definiert durch ¢(¢) :=
2t + Z—fz stetig, bijektiv. N

Dann ist ¢ o f : A — [~1,1] stetig und nach obigem existiert ein F' : X — [—~1,1] stetig mit
Fla=1. N

Durch F := ¢~1o F : X — [a,b] wird dann die gesuchte Funktion aus dem Lemma definiert, denn
F ist stetigund Flqa = ¢ togof=Ff

5.Schritt: Ist f : A — [a, b] konstant f = ¢, so wihle F = ¢ O
Bemerkung:

(i.) Aus Tietzsch folgt Urysohn, denn f: AU B — [0,1] fia = 1, fip = 0 ist stetig.

(ii.) Ein Beispiel zur Notwendigkeit der Abgeschlossenheit in Tietsch:
f:(0,00) = [~1,1], f(z) :=sin(L) ist stetig, aber nicht stetig nach [0, c0) fortsetzbar.
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6 Kompaktheit

Eine der wichtigsten Eigenschaften topologischer Ridume ist die Kompaktheit, da solche Riume
viele giistige Eigenschaften besitzen. Wir wollen uns zunéchst der Definition und den Eigenschaften
kompakter Rume zuwenden und uns dann spter, in Kapitel 8, auch damit beschéftigen, wann ein
nicht kompakter Raum in einen kompakten Raum eingebettet werden kann.

Definition 6.1.  (i.) Sei X ein toplogischer Raum. Ein System (U;);er von offenen Mengen in

X heipt offene Uberdeckung von X, falls X = |J U; gilt.
i€l

(ii.) Ein topologischer Raum X heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung (U;)icr eine end-

liche Teiliiberdeckung hat, d.h. es gibt ein J C I endlich und X = |J U;
i€J

(iii.) A C X heifit kompakt wenn (A, O4) kompakt ist
Bemerkung:

(i.) A C X ist kompakt < Ist (U;);er System offener Mengen mit A C |J U;, so existiert J C T
i€l
endlich mit A C |J U;
i€J

(ii.) A C X endlich = A kompakt.

Wir wollen nun ein Beispiel fiir einen typischen ,, Kompaktheitsschlu8* sehen:

Beispiel 6.2. Sei X kompakt, f: X — R lokal beschrinkt
(d.h: Yz € X 3 offene Umgebung U, von x und ein C, € [0,00): Yy e U, = |f(y)] <Cy)
Dann ist f beschrinkt.

Beweis. Es gilt X = |J U, IneNund z1,...,2, € X,s0dass X = |J U,, = Vx €
rzeX i=1
X | f(z)] <  max C,, < oo = f beschrinkt. 0

X kompakt
=

Damit sind insbesondere stetige Funktionen auf kompakten Riumen beschrinkt, da stetig natiirlich
lokal beschrénkt impliziert.

Beispiel 6.3. Sei X kompakt und A C X mit #A = oo
= Jdx € X : Jede Ungebung von x enthdlt unendlich viele Elemente von A.

Beweis. Angenommen es gilt nicht = Vo € X 3 Umgebung U, und #(A NU;) < co. Da aber
(Uz)zex eine Uberdeckung von X ist, reichen schon endlich viele U,, aus um X zu iiberdecken

und es gilt: #A = # (U AN Uw) < 0. Widerspruch. O

=1

6.1 Eigenschaften von kompakten Raumen
Satz 6.4.  (i.) X kompakt, A C X abgeschlossen = A kompakt

(ii.) Sei X hausdorffsch. Dann gilt: A C X kompakt = A abgeschlossen.
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Beweis. zu (i.): Set AC |JU;, U; C X offen = X = |J U; U (X \ 4)
———

= i€l
offen
= J3JCTIendlich: X = |JU;U(X\A)
ieJ
= AC U U; = A kompakt.

=
zu (ii.): Zeige: Wenn z ¢ A existieren U,V C X offen mit z € U und A C V und UNV = ()

(insbesondere folgt hieraus némlich, dass X \ A offen ist)
Da X hausdorffsch ist = Yy € A 3 U,,V, C X offen mit z € Uy,y € V, und U, NV, =

Da A kompakt == 3n € Nund y1,..yn € A: AC |JV,, = V offen und = € U,, =: U offen,
1=1 i=1

mit UNV = 0. O

Satz 6.5. X sei kompakt und hausdorffsch = X normal.

Beweis. Seien A, B C X abgeschlossen, ANB =0 7%,:3 U,V C X offen mit A C U,B C V und
unv=_0

Nach Satz 6.4 (i.) = B kompakt und im Beweis wurde gezeigt Vo € A 3 U,,V, offen mit B C
Ve, €U, und U, NV, =

Da A kompakt ist == 3 n € Nund xy1,..,2, € A: AC JU,, =Uofftnund BC NV, =V
i=1 i=1
offen mit UNV =0 O

Lemma 6.6. Sei X topologischer Raum. Dann gilt

n
(i.) Ki,..K, kompakte Teilmengen von X = |J K; kompakt.
i=1
(i.) Sei X hausdorffsch. Dann gilt:
(K;)ier kompakt in X = () K; kompakt.
il
Beweis. (i.) ist klar
zu (ii.): Nach Satz 6.4 (ii.) sind (K;);e; abgeschlossen = (| K; C K ist abgeschlossen. Da K1

iel
kompakt ist, ist () K; als Teilraum von K; kompakt (Satz 6.4 (i.)). Dann ist (] K; aber auch als
i€l i€l
Teilraum von X kompakt. O

Wenn man priifen will ob eine Abbildung f : X — Y ein Homéomorphismus ist, macht besonders
das nachpriifen der Offenheit (bzw. Stetigkeit von f~!) oft einige Probleme. Der folgende Satz
besagt, dass dies, im Fall, dass X kompakt und Y hausdorffsch ist, gar nicht notig ist.

Satz 6.7. Sei X kompakt. f: X — Y stetig. Dann gilt:

(i.) f(X) ist kompakt (als Unterraum von'Y)

(is.) Ist f bijektiv und Y hausdorffsch, so ist f : X — Y ein Homdomorphismus.

Beweis. (i.) ist wieder klar.
zu (ii.): Es ist noch zu zeigen, dass f offen ist. Sei also U offen in X = X \ U abgeschlossen.

O MER SO\ F) TET Y ()

Nach (6.4) (i.) ist X \ U kompakt in X und wegen obigem, ist dann f(X \ U) kompakt. Da Y
hausdorffsch ist, folgt mit (6.4) (ii.), dass f(X \ U) abgeschlossen ist.
Also ist Y\ f(U) abgeschlossen in Y und damit ist f(U) offen. O
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Bemerkung: Obiger Satz ist i.a. nicht richtig wenn X nicht kompakt ist. So ist ndmlich
f:00,1) — St f(t) := exp(2mit)

stetig und bijektiv, aber kein Homdomorphismus, da f([0, %)) ein halboffenes Segment des Kreises
St ist, also nicht offen ist, whrend [0, 1) offen in [0, 1] ist.

Im folgenden soll die aus der Analysis wohlbekannte Tatsache bewiesen werden, dass stetige Funk-
tionen auf kompakten Mengen ihr Supremum und Infimum annehmen.

Satz 6.8. Sei X # () kompakt und f : X — R stetig. Dann existieren xg,r; € R mit

flzo) =inf{f(z) |z € X} =m > -0
f(z1) =sup{f(z) |z € X} == M < o0

Beweis. Da wir schon wissen, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen beschriankt sind,
folgt m > —oco, M < o0

Wir zeigen die Aussage nun nur fiir das Infimum. (Supremum geht analog)

Annahme: Es existiert kein ¢ mit f(xg) =m = f(x) >m, Vo € X

= Vo€ X U, C X offen mit x € U, und ein ¢, > 0 mit fiy, > m+ e,

(dies folgt aus der Stetigkeit mit €, = 1(f(z) —m))

Da X kompakt =3 neN, z1,..a, € X: YU, =X
i=1

Wihle € := min €, = V:EEX:f(x)>m_—|—e = m>m+e

i=1,...

Dies ist ein Widerspruch und deshalb folgt die Behauptung. O

Man will nun die Kompaktheit etwas anschaulicher formulieren und definiert dazu den Begriff der
Folgenkompaktheit.

Definition 6.9. X heifit folgenkompakt, falls zu jeder Folge (xy,)nen C X eine Teilfolge und ein
x € X existiert, so dass (x,)nen gegen x konvergiert.

Satz 6.10. Erfillt X das 1.Abzdhlbarkeitsaziom, so gilt:
X kompakt = X folgenkompakt

Beweis. Sei (zy)nen eine Folge in X und X kompakt.

A={x, |neN}CX

Wir zeigen zunéchst, dass ein x existiert, so dass fiir alle Umgebungen U von z: #{n € N ’ Tn €
U} = o0 ()

1.Fall: #A = oo, dann folgt nach Bespiel 6.3, dass es ein x € X gibt, so dass fiir alle Umgebungen
Uvonz: #(ANU) = 00

= #{neN|z,eU}=00

2.Fall: #4 < 0o = dz € X : x,, = « fiir unendlich viele n

= #{neN|z, € U} = oo fiir alle Umgebungen U von z.

Sei nun z aus (*) gewéhlt und (Up,)nen eine abzidhlbare Umgebungsbasis von x mit U; 2 U D ...
(**)

Wiihle i : N — N streng monoton steigend mit x;(,y € U,, ¥n € N (geht, wegen (*))

Dann ist aber z;;,,) — x, denn:

Sei U eine Umgebung von z = I ng € N: z € U,, C U und nach Konstruktion und (**) gilt
Ti(n) € Unys Y1 > no O

Satz 6.11. X erfiille das 2. Abzdihlbarkeitsaxiom. Dann gilt:

X kompakt < X folgenkompakt
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Beweis. 7 =7 : klar nach dem vorherigen Satz.

” <" . Wir zeigen zunéchst: Jede offene Uberdeckung hat eine abzéhlbare Teiliiberdeckung.

Sei # C Ox abzihlbare Basis der Topologie und (U;)icr eine offene Uberdeckung von X.
Seiz € X = Jielund B, € # mit x € B, CU,.

Sei B:={B, |[r€ X} C A

Zu jedem B € # wihle i(B) € I mit B C Uy(p).

i+ B — I ist eine Abbildung von einer abziihlbaren Menge % nach I, damit ist J := z(gZ)

abzdhlbar und es gilt X = (J U;
icJ
Also existiert eine abzihlbare Uberdeckung.

Angenommen es reichen nicht endlich viele dieser U; aus um X zu iiberdecken. Seien die U; nun
durch die natiirlichen Zahlen indiziert (geht, da J abzihlbar), dann gilt nach Umbenennung X =
U U, und es gilt:

neN

YneNJz,e X\ UU

i=
denn sonst wéren ja gerade endlich viele U; ausreichend um X zu iiberdecken.

Nach Voraussetzung hat (x,) eine konvergente Teilfolge (;(,)) (i : N — N, streng monoton
—00

steigend) mit x;(,,) s
Es existiert ein jo € N : z € Uj,, da U; eine Uberdeckung ist. Damit folgt 3 np € N ¥n >
no : Tim) € Uj, wegen der Konvergenz.

Allerdings gilt z; ¢ Uj, Vi > jo nach Konstruktion. Wahlt man also n so, dass i(n) > jo wird
ergibt sich ein Widerspruch. O

Folgerung 6.12. Sei (X, d) metrisch. Dann gilt:

X kompakt < X folgenkompakt

Um diese Folgerung zeigen zu koénnen brauchen wir noch das folgende Lemma mit dem wir dann
zeigen konnen, dass folgenkompakte metrische Radume das 2.Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillen.

Lemma 6.13. (X,d) sei folgenkompakt

= Ve>03 ACX endlich: |J B(z,e) =X
€A

Beweis. Angenommen: 3¢ >0: AC X endlich = X\ (J B(z,¢)) #0
€A

Wiéhle dann 29 € X beliebig und induktiv z,41 € X, 211 ¢ U B, €)
=1

= Vn>m: dax,,z,) >€ -
Dann hat aber (z,) keine konvergente Teilfoge, da konvergente Folgen Cauchyfolgen sind. Wider-
spruch. O

Beweis. (von Folgerung 6.12) 7 =7 : ist klar nach Satz 6.10, da X metrisch ist, also das 1.Abzihl-

barkeitsaxiom erfiillt.

7 <7 : Es ist nur zu zeigen, dass X eine abzéhlbare Basis besitzt, denn dann folgt die Behauptung

aus Satz 6.11.

Nach obigem Lemma gilt also nun, dass ¥n € N eine endliche Teilmenge A,, C X existiert mit
U Blad)=X

TEA,

= #={B(z,1)|neN, zcA,} abzihlbar. Noch % % ist Basis.

SeiUC X offtnund y e U = Je>0: B(y,e) CU

Es gilt aber Yn € N 3 A,, und ein z,, € A,, mit y € B(z,, %)

Wihle nun n so, dass + < § = y € B(z,, =) C B(y,e) CU.

Also ist £ eine Basis. O
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Bemerkung: Insbesondere haben kompakte metrische Rdume also stets eine abzédhlbare Basis ihrer
Topologie!

Im R™ und in jedem anderen endlich dimensionalen R—VR gibt es eine besonders anschauliche
Deutung der Kompaktheit. Eine Menge ist dort kompakt genau dann wenn sie abgeschlossen und
beschrankt ist.

Definition 6.14. Sei (V,||.||) ein normierter K—VR. Eine Teilmenge A C V heifit beschrdnkt
beziigl ||.||, falls ein C > 0 existiert mit:

[lw]] <C Vwe A

Bemerkung: In endlich dimensionalen K—VR sind alle Normen &quivalent und der Begriff der
Beschréanktheit demnach von der Norm unabhéngig.

Satz 6.15. Sei A CR", R™ mit der iblichen Topologie. Dann gilt:
A kompakt < A abgeschlossen und beschrinkt

Beweis. Man wihlt sich auf R™ die Maximumsnorm ||(x1, ..., Z,)|| := nax |z;|, die wie jeder
i=1,..n

andere Norm die iibliche Topologie induziert.

? = 7 : Angenommen A ist nicht beschriankt, dann existiert fiir jedes n € N ein z,, € A mit
l[zn]| > n (*). Diese Folge hat aber keine in A konvergente Teilfoge, denn angenommen ;)
(j : N — N streng monoton wachsend) ist eine gegen « € A konvergente Teilfoge, dann gilt

il < ll2ll + [|2jm) — 2l < ||l + 1 =: Cy

fir alle n > ny.
Dies wird aber widerspriichlich zu (*) fiir grofle n.
Damit ist A beschrénkt.

A ist abgeschlossen nach (6.4) (ii.)

”

< 7 : Es reicht zu zeigen, dass A folgenkompakt ist (da A metrisch)
Sei also (z;);en eine Folge in A.

Sei (z;) = (z},...,27), dann existiert nach Voraussetzung und Definition der Norm ein C' > 0 mit
lz¥| < ||z|| < C Vk € {1,...,n},Vi €N

Nach dem aus der Analysis bekannten Satz von Bolzano und Weierstrafl existiert demnach ein

41 : N — N streng monoton wachsend und ein z' € R mit =} "=5° z'.

Nun ist natiirlich auch (x?l (i))ieN beschriankt und hat daher wieder eine konvergente Teilfolge
(%30, (i) Jien (sagen wir mit Grenzwert z?).
Damit erhédlt man nach endlich vielen Schritten eine konvergente Teilfoge
(x}Ln o... ojl(i))ieN von (z7)ien.

\W_/

=j

Es ist nun (xf(i))ieN fiir jedes k = 1,...,n eine gegen z; konvergente Folge (da immer Teilfolgen
von Teilfolgen gewihlt wurden).
Dann existiert zu € > 0 ein g, so dass Vi > i: |x?(i) — 2F| < e gilt.

Sei x := (a!,...,2"), dann gilt fiir ig := nax ig:
=1,.n
k k S
|z — || = kI:nlaxn |25 — x| <eVi>ig
Also z; "29° 2 und da A abgeschlossen ist folgt damit x € A. O
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Bemerkung: Der Satz gilt auch fiir beliebige endlich dimensionale R— Vektorrdume mit der iibli-
chen Topologie.

Denn wenn V ein endlich dimensionaler R-VR ist, so hat V eine Basis v, ...,v, und die lineare
Abbildung ¢ : R™ — V', ¢(e;) = v; ist ein Isomorphismus.

Ist |.| eine Norm auf R™ und definiert man durch ||v|| := |¢~1(v)| eine Norm auf V, so ist ¢ au-
tomatisch eine Isometrie (d.h. ||¢(v)|| = |v|) , also auch stetig und die beiden Normen induzieren
wegen der Norméquivalenz natiirlich jeweils die iiblichen Topologien. Es gilt dann:

K kompakt in V ¢~ 1(K) kompakt in R® < ¢~ 1(K) abgeschlossen und beschrinkt

¢,¢>_1 stetig, isometrisch

¢, 1 stetig

K abgeschlossen und beschrénkt

6.2 Metrisierbarkeit

Eine interessante Fragestellung in der Topologie, die wir weiter oben schon angesprochen hatten,
ist wann zu einer Topologie & auf X eine Metrik d auf X existiert, so dass & = €'(d) gilt.

Wir werden sehen, dass dies fiir kompakte Rdume X genau dann gilt wenn X ein Hausdorffraum
mit abzdhlbarer Basis ist.

Zunéchst zeigen wir folgendes Lemma zur Metrisierbarkeit der Produkttopologie

Lemma 6.16. Seien (X, d,)nen metrische Riume und d,, <1
Sei X := [ X, und & die von den O, := €(d,) erzeugte Produkttopologie.

n=1

Auflerdem sei eine Abbildung d : X x X — R mittels der konvergenten (d,, < 1) Reihe d(z,y) :=
> 27"dy (Tp, Yn) definiert.

n=1

Dann definiert dies eine Metrik auf X und O(d) = 0. Also ist X metrisierbar.

Beweis. 1.Schritt: Zeige d ist eine Metrik.
Seien also z,y € X mit d(z, y)—0:>d(xn,yn)70Vn€N = =y neEN = xz=y

Seien ,y,2 € X = d(@,y) = 52 2 dn(@n, yn) < Z 27"(dn(Tny 2n) + dn(zn,yn)) = d(z,2) +
n=1

d(z,y)

Da die Symmetrie offensichtlich ist, folgt, dass d eine Metrik ist.

2.Schritt: %7, : 0 = 0(d)

Sei O € O(d) wnd & = (z)neny €O = J e >0: B (z,6) CO

Wihle kg so, dass >, 27" < § und betrachte
n=ko+1

V=[] Vi mit Vi = B (21, €), ..., Viy = B¥o (24, ), Vi =Xy, i > ko
=1

= V C B%x,¢),denn sei y € V

=

:i2_"dn(yn,xn 22 ™ d( xn,yn Z 27" d( a:n,yn)
n=1

n=ko+1
4

ko
€ E
SR IER
——
<1
<€

Damit existiert zu jedem 2 € O eine Basismenge V,, der Produkttopologie mit: = € V, C B(x,¢) C

0. Also ist O = |J V, offen in Produkttopologie, also O € &
z€O
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Sei nun O € € und & = (z)nen € O
= IVePB Basisvon O)mitx € VO, V=]V, V, €O,
i=1
Nach Definition der Basis gibt es ein m € N, so dass V; = X;, Vi >m
DaV,e 0, =Vi<m3Ie>0: Bli(z;,e) CV;
Sei nun € := 2_m-_7rlnin {e;} = Bi(x,e) CV C O (und damit ist O € 0(d)), denn seiy € B%(x, ¢)
dann gilt fiir i <m :’ dl(aﬂz,yl) < 2Md(z,y) < 2Me = rlnin {e}<e =y €V,

.....

fiir ¢ > m ist V; = X; und es ist nichts zu zeigen, also folgt die Behauptung. O
Bemerkung:

(i.) Es sei noch bemerkt, dass d,, < 1 keine Einschriinkung ist, denn wenn (X, d) ein metrischer

Raum ist, so definiert

T R d(SC,y)
d(z,y) :== m

eine Metrik auf X mit d < 1 und @(d) = 6(d)

(ii.) Insbesondere ist also jedes abzihlbare Produkt metrischer Rdume metrisierbar.
(iii.) Ist in Lemma 6.21 X = [] X;, also ein endliches Produkt, so ist €(d) = €(d) mit
i=1
d(z,y) = > di(xi, yi)-
i=1
Dies zeigt man analog, das Gewicht im Lemma ist nur da um die Konvergenz der Reihe
sicherzustellen.

—3

Beispiel 6.17. Der Produktraum W := I, mit I, = [0,1] ist metrisierbar. Er wird Hil-

1

n
bertwiirfel genannt.

Satz 6.18. Sei X kompakt, hausdorffsch mit abzdhlbarer Basis. Dann gilt:

X ist homoomorph zu einer Teilmenge des Hilbertwiirfels

Bevor wir dies beweisen kénnen, benttigen wir noch folgendes kleines Lemma iiber T4 R&ume.

Lemma 6.19. Sei X T4y Raum und z,y € X
= JU,V offenxcU, ycV undUNV =)

Beweis. {z},{y} sind abgeschlossen, also existieren disjunkte, offene Uy, V mit x € U,y € V
= 2 € X \ V denn sonst wire der Schnitt von V mit jeder Umgebung von x, also auch Uy, nicht
leer.
Da X Ty ist existieren nun iiisjunfkte, offelie Mengen U,Vy mit x € U, V. C V;
= UC X\Vy CX\V=UCX\V
——
abgeschlossen

alsoist x €U,y € Vund UNV =) O

Beweis. (von Satz 6.18) Sei 2 := {U,, | n € N} eine abziihlbare Basis der Topologie von X.
A:={(k,1) e Nx N| Uy NU, = 0} ist abzéhlbar und es ist A # () (siche unten)

Wir wissen schon, dass A, als kompakter Hausdorffraum, normal ist. Nach dem Lemma von Ury-
sohn gilt:

V(k,1) € A3 fuy : X —[0,1] stetig mit (f(k»l))lUT =1 und (f(k,l))\ﬁl =0

Sei f1, fa, ... eine Abzihlung dieser Funktionen. (falls #A4 < co setze f,, = 1 fiir n > #A)
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Definiere
f : X = W durch f(iL') = (fn(x))nGN

d.h. fr, = pno f Vn € N und damit folgt aus Satz 3.4 (v.) direkt die Stetigkeit von f beziiglich
Ox — Ow mit Oy = Produktopologie des Hilbertwiirfels.

f ist injektiv: Sei x # y, x,y € X, dann existieren nach dem vorbereitenden Lemma offene Mengen
Up, Uy mit 2 € Uy, y € Uy und U, NT, =0

Da % eine Basis ist 3 k,l e N: vz € U, CU,, y € Uy C Uy, und es ist U,NU, =0, also ist
(k,1) € A (und insbesondere A # ().

Damit gilt nach Definition fz;)(z) =1, fe(y) =0= IneN: fi(z) =1, fu(y) =0

= f(z) # f(y), also ist f injektiv.

Damit ist nun also f: X — f(X) C W stetig (bzgl. Ox — (Ow)s(x)) und bijektiv.

Da X kompakt und f(X) hausdorffsch ist, folgt nach Satz 6.7 (ii.), dass f ein Homéomorphismus
ist. O

Damit erhalten wir nun das Resultat

Folgerung 6.20. Sei (X, Ox) kompakt.
X st genau dann metrisierbar, wenn X hausdorffsch ist und eine abzdhlbare Basis besitzt.

Beweis. 7 =: 7 Sei d eine Metrik auf X mit &(d) = Ox, dann ist X hausdorffsch und da X
kompakt ist, besitzt X auch eine abzihlbare Basis (sieche Bemerkung nach Satz 6.12)

” <=7 : Nach Satz 6.18 existiert ein Homéomorphismus f : X — f(X) C W (bzgl Ox — (Ow)¢(x))
W ist metrisierbar mit d’ und es ist dann natiirlich auch ﬁ(dff(X)Xf(X)) = (Ow) f(x) nach Besipiel
2.2 (ii.).

Also ist X homoomorph zu einem metrischen Raum, dann ist X aber metrisierbar, wie wir im
folgenden Lemma zeigen. O

Lemma 6.21. Sei (X, 0) ein topologischer und (Y,d) ein metrischer Raum und f : X — Y ein
Homdomorphismus. Dann ist X metrisierbar.

Beweis. Definiere dx : X x X — R als dx (21, 22) := d(f(z1), f(x2))

Aus der Injektivitidt von f folgt, dass dx eine Metrik auf X ist. Bleibt nur zu zeigen, dass 0 (dx) =
0 ist.

Sei also O € O(dx)

r€0= Je>0: B¥X(z,6) CO

Aus der Bijektivitit und der Definition folgt BX (x,¢) = f~1(B(f(z),¢)) = B (z,¢) € O da f

stetig ist. Damit ist O = |J B (z,¢) € 0
z€0

Sei nun O € ¢ und z € O
Es ist f(O) offen in Y, also 3 ¢ > 0: Be(f(z),¢) C f(O)
= B (z,¢) = f~Y (B f(z),¢)) C O, also ist O € O(dx) O
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7 Der Satz von Arzela-Ascoli

In diesem Kapitel betrachten wir den Raum
C(X):= {f X >R | f stetig, beschréinkt}

der stetigen und beschrinkten Funktionen auf X.
Auf C(X) definieren wir die Norm

A1 = Il = sup [f ()]
reX

damit wird C(X) ein normierter Vektorraum.

Ziel: Charakterisierung der kompakten Teilmengen von C(X) im Fall, dass X kompakt ist.

7.1 Der Beweis des Satzes
Zunichst bendtigen wir einige Lemmata und Definitionen.

Lemma 7.1. (C(X),||.||) ist ein Banachraum, d.h. C(X) ist ein vollstindiger, normierter Vek-
torraum.

Beweis. Die Norm- und Vektorraumaxiome sind leicht nachzupriifen. Wir zeigen nur noch die
Vollstandigkeit.

Sei also (f,,) eine Cauchyfolge in C(X), dann existiert nach Lemma 5.11 eine stetige Funktion f
mit f, = f in C(X).

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass f beschrinkt ist.

Sei dazu ng € N so gewihlt, dass ||f — fn,|| <1 ist und sei C eine Schranke fiir || f,,,||. Dann gilt

AT = fall +Ifall <14+ C

Der wichtigste Begriff in diesem Kapitel ist der Folgende:

Definition 7.2. Sei X ein topologischer Raum und A C C(X). A heifit gleichgradig stetig (ggs)

& Ve>0Ve e X 3 Ungebung U vonz: YyeUVfeA: |f(x)— f(y)| <e

Bemerkung: Alle f € A sind stetig & Vf € A Ve € X Ve > 0 3 Umgebung U von z: Vy €
U: |f(x) = fly)l <e

Der Unterschied liegt also nur in der Stellung der Quantoren, U ist in 7.2 von € und = abhéngig,
hier allerdings von f, e und z

Wir wollen nun eine Vereinfachung dieser Definiton im Fall, dass X ein metrischer, kompakter
Raum ist, angeben. Dazu benétigen wir zunéchst die Existenz einer Lebesguezahl.

Lemma 7.3. Sei (X,d) kompakt.
Dann existiert zu jeder offenen Uberdeckung (Ui)ier von X eine Lebesguezahl §, d.h. ein 6 > 0,
so dass:Vx € X Fiel: B(z,d) CU;
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Beweis. Angenommen es existiert kein solches §.

Dann gilt V6 > 03z € X : B(z,0)N(X\U;) #0, Vie I

=VYneN>03z, € X: Bx,,2)N(X\U;) #0, Viel

Da X folgenkompakt ist, existiert eine Teilfolge (x;(,,)) (i : N — N streng monoton wachsend) von
(zn) und ein x € X mit ;) >

Da U; eine Uberdeckung ist, existiert eini € I : x € U;

Wiéhle nun ein € > 0 mit B(z,€) C U; und ng € N so, dass ﬁ < §und d(z(ny),2) < §

Dann ist B((,), ﬁ) C B(z,¢€), denn:

Sei y € B(Z(ny), ﬁ), dann gilt
1 €

<e€

[\)

Dann ist aber B(%;(n), 7o) N (X \ U;) = 0, was ein Widerspruch ist und deshalb existiert 6 [

i(no)

Lemma 7.4. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Dann gilt: A C C(X) ist ggs
& Ve>030>0: Vfe AundVe,y € X mitd(z,y) <d: |f(z)— fly) <e

Beweis. zu” <7 : klar mit U := B(x,0)

zu” =7 : Sei € > 0 gegeben. Zu jedem z € X und zu 5 > 0 wihle U, Umgebung von z mit
VieA YyeUy: [f(x)—fly)| <5

Nach dem vorherigen Lemma existiert nun ein § > 0, so dass Vy € X ein x € X existiert mit
B(y,0) C Uy
Seinun f € A und z,y € X mit d(z,y) <0 = Jzx € X : {z,y} € U,. Dann gilt:

1f(2) = FWI < |f(z) = F@)] + |f(2) = Fly)| < e
O

Bemerkung: Fiir A = {f} ist obiges Lemma gerade die Ausage, dass auf kompakten Mengen stetig
und gleichméBig stetig das Gleiche bedeutet!

Bevor wir den Satz von Arzela-Ascoli beweisen kénnen, brauchen wir noch das folgende Hilfslemma:

Lemma 7.5. Sei (X,d) ein kompakter Raum. Dann existiert eine abzihlbare Menge D C X mit
D=X

Beweis. Wegen der Kompaktheit von X gilt:
Ve>03ACX endlich: | B(z,e) =X

z€A
=VneN3 A, CXendlich: |J Bz, i)=X
TEA,
Mit D := |J A, folgt die Behauptung, denn sei € X und U eine Umgebung von z
neN

= 3neN: B(z,1) CU und es existiert ein y € 4, CD: z € B(y, 1)
= y€B(z,2)CU =yecDNU #0. Da U beliebig war = x € D
= X C D = Behauptung. O

Satz 7.6. (von Arzela-Ascoli)
Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und A C C(X). Dann gilt:

A kompakt < A gleichgradig stetig und bzgl ||.|| beschrdnkt
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Beweis. 7 = 7: Sei A kompakt = A ist beschrinkt, denn die stetige Abbildung ||.|| : A — R ist
beschriankt nach (6.8).

= A ist beschrankt.

Wir zeigen A ist gleichgradig stetig:

Angenommen dies gilt nicht, dann 3 ¢ und 3 z € X, so dass Vn € N : 3Jy, € B(x, %) und ein
fo € Amit [fa(@) — fulya)] > € (9

Nach Wahl gilt v, "2 2 und da 4 ein kompakter, metrischer Raum ist, ist er auch folgenkompakt,
also existiert eine Teilfolge f;(,) von f, und ein f € A mit fitn) "9 f begl. [I]]

Sei nun ng so gewihlt, dass Vn > no: | f(2) — f(Yitno))| < § (f stetig!) und || fi(n) — fl| < §, dann
gilt:

| fitno) () = fitno) Witno))| < | fitno) (®) = F(@)[ + 1 f(2) = f(Yitno))|
+ ‘f(yz(no)) - fz(no)(yz(no))l
< fitnoy = FIl +1£(®) = FWitno))| + | fitno) — £l

<e VYn>ng

Dies ist ein Widerspruch zu (*), also ist A, und damit A, gleichgradig stetig.

zu” <:” Wir zeigen, dass A folgenkompakt ist. Dies ist ausreichend, da A metrisch ist. Der Beweis
erfolgt in 4 Schritten:

1.Schritt: Sei (f,)nen eine Folge in A. Dann kann man (g, )nen € A wihlen mit ||f, — gn|| <
(i.) und es geniigt zu zeigen, dass g, eine konvergente Teilfolge in C(X) besitzt (ii.).
zu (i.): Sei f, € A, dann ist nach Definition des Abschlusses B(f,, =) N A # 0, also folgt (i.)

zu (ii.): Wenn eine Teilfolge (g;(,)) von (gn) existiert und ein g € C(X) mit g;(,) — g dann folgt

1
n

I finy = 91l < N fitn) = i) || Fl19in) — g1l = 0
—_—————

1
St

also konvergiert (f,) gegen g und da (g,) C A muss das Grenzelement in A liegen.

2.Schritt: Wahle nun nach Lemma 7.5 ein D € X mit D = X und sei (zi)ien eine Abzdhlung von

D.

Da A beschriankt ist = {gn(z1)|n € N} ist beschrankt und man kann nach Bolzano-Weierstral

eine konvergente Teilfoge (g,,(n))(21))nen Wéhlen. Das Grenzelement bezeichnen wir mit g(x;)

Nun wéhlt man induktiv Teilfolgen: Sei ((g,, (n) (7)) nen konvergent gegen g(z;) dann ist (g, (n) (Zit1))nen
beschrénkt und man kann eine Teilfolge ;1 1(n) von ¢;(n) wihlen, so dass (g, , (n)(Zi+1))nen kon-
vergiert. Das Grenzelement nennen wir g(z;41).

Wir definieren ¢(n) := ¢, (n) (Diagonalfolge!). Dann gilt fiir alle i € N :

lim g, (n) (i) = g(xi)

n—o0

wie man leicht nachrechnet. (Diagonalfolgenprinzip)
Damit haben wir eine Teilfolge (gy(n))nen von (gn)nen konstruiert, die auf einer in X dichten
Menge konvergiert und die gleichgradig stetig ist (klar, da A ggs ist)

3.Schritt: Wir zeigen: (g,(n)) ist eine Cauchyfolge bzgl. [|.|
Sei also € > 0 vorgegeben.

(72';1) 30>0VneN, Vo,y € X mit d(x,y) <d: |gomn)(®) = gom) (W) < §

1
Sei # € X. Da D dicht ist = B(z,)ND #0 = Jye D: ye B(z,0)

=z € B(y,0)= X={ By,
yeD

k
da X kompakt ist = Jy1,...,yx € D: U B(yi,0) =X
i=1
Wiihle nun ng € N so, dass [gy(n) (¥i) = 9pm) (¥i)| < §, Vi € {1,2,...,k} und Vn,m > no.
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Das geht, da (g, (n)(¥i))nen fiir alle i eine Cauchyfolge darstellen und nur endlich viele 7 betrachtet
werden (dies ist der entscheidende Punkt im Beweis)
SeinmmzeX =3ie{l,. k}:dzy)<d= Ymn>ng:

|g<,o(n) (ZL’) - gga(m) (ZL’)| < |gap(n)(x) - gcp(n) (yz)| + ‘gga(n) (yz) - gcp(m) (yz)|

3e
+ ‘gcp(m) (yz) — Gp(m) (:E)‘ < Z
und ng ist unabhéngig von x gewéhlt worden, also gilt:

||gtp(n) - gtp(m)” = Slel)g |g<p(n) (l‘) — Gp(m) (J})| <€ vman > Ng

und (gy(n))nen ist eine Cauchyfolge.
4.Schritt: Da C'(X) vollstindig ist gilt nun, dass ein g € C'(X) existiert mit g () — ¢
Damit ist der Satz von Arzela- Ascoli bewiesen. 0

7.2 Anwendungen des Satzes von Arzela- Ascoli

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit zwei wichtigen Anwendungen beschéftigen. Wir werden die
Existenz von Losungen einfacher Differentialgleichungen zeigen (Satz von Peano), sowie den in der
Funktionentheorie wichtigen Satz von Montel, der unter gewissen Voraussetzungen die Existenz
kompakt konvergenter Teilfolgen von Folgen holomorpher Funktionen sichert, beweisen.

Der Satz von Peano: Dieser Satz sichert die Existenz von Losungen einer Differentialgleichung der
Form y/(t) = f(t,y(t))

Satz 7.7. Sei f:[0,1] x R — R stetig und beschrinkt. Dann existiert fiir jedes yo € R eine stetig
diffbare Funktion y : [0,1] — R mit

y'(t) = f(t,y(t) Vt € [0,1]

(eine Findeutigkeitsaussage ergibt sich erst wenn f in der ersten Komponente Lipschitzstetig ist
(Picard-Lindeldff))

Beweis. Es existiert fiir jedes k € N ein stetiges yx : (—o0, 1] — R mit (*):

Y0 furt <0

t) = ¢
i (f) yo+ [ f(s,ye(s — 1)) ds  fiir 0 <t <1
0

Denn:
Setze yy(t) = yo fir t <0 und
¢ ¢
ye(t) = 9o Jroff(s,yo) ds fiir 0 <t < ¢, ye(t) = yo + Jf(s,yk(s — 1)) ds fir § <t <2 us.w.
dann ist y; nach endlich vielen Schritten definiert.

Da f beschriinkt ist, existiert ein C' > 0 mit || f|| < C und damit
= Yk e N lye]| < lyol +C - <yo| +C
= die Folge ((y&)|[0,1])xen ist beschrinkt in (C([0,1]), |[.]|) und es gilt

t/

n®) = ()| = | [ 5.5 = 1) ds| < Cle—v]

t
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also ist die Menge A := {(yx)0,1] ‘ k € N} gleichgradig stetig und beschrénkt.

Nach Arzela-Ascoli ist A demnach kompakt, also existiert zu (y)j0,1) eine in (C([0,1]),]|.||) kon-
vergente Teilfolge (y;(n))nen. Der Grenzwert sei y € C([0, 1])

Man zeigt mit Standardargumenten aus der Analysis, dass

In(8) := f(5,in)(s — ﬁ)) auf (C([0,1]),]]-]]), d.h. gleichmé&Big, gegen f(s,y(s)) konvergiert.
Damit kann man in (*) wenn man n durch i(n) ersetzt, den lim fiir n — oo betrachten und lim
mit dem Integral vertauschen. Es ergibt sich:

und damit y(0) = yo und y'(t) = f(¢,y(t)) O

Der Satz von Montel:
In diesem kurzen Ausflug in die Funktionentheorie werden einige Kenntnisse iiber komplexe Funk-
tionentheorie vorausgesetzt.

Das stimmt noch nicht...ich zeige ja nur, dass eine auf K konvergente Teilfolge existiert! Die Teilfolge
knnte ja auf jedem Kompaktum eine andere sein!!

Satz 7.8. Sei A C C offen und (fn)nen eine Folge holomorpher Funktionen f, : A — C mit
|fn(2)] KCVneN, Vze A

Dann besitzt (fn)nen eine konvergente Teilfolge die auf jeder kompakten Teilmenge von A gleichmdfSig
konvergiert.

Beweis. Sei K C A kompakt, dann ist nur zu zeigen, dass ((fn)| K )nen gleichgradig stetig und ist.
(beschréinkt ist die Menge nach Voraussetzung)

Sei zunichst K = B(a,r) wobei B(a,2r) C A sei und sei € > 0 vorgegeben.

Seien 2,2 € K mit [z — 2’| <4 := g5 - ¢, dann gilt mit der Cauchyschen Integralformel:

£6) - 16 = o [ (f(w)f““)) duw

21 w—z w-—2z
|lw—a|=2r

-5 (G Sa) @

lw—al=2r

Es ist aber z,2’ € B(a,r) C B(a, r) und damit |w —z| = |(w —a) — (z —a)| > |w —a| — [z —a| >

2r — ir = ér und fiir 2’ genauso.

Also gilt fiir 2,2’ € B(a,r) mit |z — 2| < und allen € N :

— 2/ 4C
|z — 2] —4r<805r—e
2 r2

[fn(2) = fu(2)] <

Sei nun K C A kompakt und beliebig.
Sei a € K, dann existiert, da A offen ist, ein r > 0 mit:

B(a,2r) C A und es gilt:
K C U (a,rq) C U (a,2r,) C
aceK acK
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Da K kompakt ist, existiert ein n € N mit K = |J B(a;,74,) wobei B(a;,2r,,) C A
i=1

1=

. . . . Ta, Ta.€
Sei nun € > 0 vorgegeben, definiere § := i:I{n“I.ln{mln( 5t =)}

Seien dann z,z’ € K mit |z — 2| < § = i € {1,....,n} : 2,2 € B(a;,rq;) und damit Vn €

N5 [faz) — fa()] <€
Damit ist (f,)nen ggs und es folgt die Behauptung. O

48



8 Lokal kompakte Riume und die
1-Punkt-Kompaktifizierung

Wir wollen nun zeigen, dass gewisse Rdume durch Hinzunahme eines Punktes zu kompakten Rdum-
en gemacht werden kénnen. Diese Rdume miissen aber zumindest lokal kompakt sein.

Definition 8.1. Seien X,Y topologische Riume f: X — Y. f heifst Einbettung von X inY
& [ X > f(X) CY ist ein Homdomorphismus.

Bemerkung: f: X — Y ist eine Einbettung < f stetig (bzgl Ox — 0y ), f injektiv, VU € Ox : f(U)
offen in Spurtoplogie von f(X)

Eine Kompaktifizierung von X ist ein kompakter Raum Y und eine Einbettung ¢ : X — Y mit
(X)=Y

Definition 8.2. X topologischer Raum
X heifit lokal kompakt < Vo € X 3 Umgebungsbasis von x
die aus kompakten Mengen besteht
& Ve e X VU C X offen mit x € U
3 kompakte Umgebung K von x mitx € K CU

Beispiel 8.3. e R" ist lokal kompakt mit B(x, %) als Umgebungsbasis von x
e FEin normierter VR (V,||.||) ist genau dann lokal kompakt, wenn dimV < oo

Satz 8.4. (1-Punkt-Kompaktifizierung)

Sei (X, Ox) ein lokal kompakter, nicht kompakter, Hausdorffraum und zo ¢ X.

Dann ezistiert genau eine Topologie O auf X = X U{zso}, so dass (X, O ) kompakt, hausdorff
und die Inklusion i: X < X Einbettung ist.

Es gilt dann i(X) = X und Oy = Ox U{X \ K | K € X kompakt}

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir einige wichtige Folgerungen, Anwendungen und Bei-
spiele sehen.

Folgerung 8.5. (i) Da X hausdorffsch ist = {xo} ist abgeschlossen in X und damit ist X =
X\ {2} offen.

(ii.) Seien )~(,X kompakte Hausdorffriume und j : X — X sowiei: X = X Einbettungen mit

#(X\ (X)) = #(X\i(X)) = 1.
Dann gilt X ist homdomorph zu X

Insbesondere also_gilt, dass wenn man einen kompakten Hausdorff-Raum X und eine Ein-
bettung 7 : X — X mit #(X \ j(X)) = 1 gefunden hat, dass dann X schon homdomorph zu
X aus Satz 8.4 ist.

Beweis. zu (i.): ist klar
zu (ii.): Sei X = i(X) U {200} und X = j(X) UZuo

Definiere
H: X —X
1(4 s
P FLY () falls & €i(X)
Too falls T = T
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sowie

G:X — X
0 L(F) falls 7 € j(X
55_>{ZOJ (z) falls ¥ € j(X)

Too faHS % = Eoo

Dann ist offensichtlich H o G = idg und G o H =idg.
Die Stetigkeit von G und H folgt aus den Eigenschaften der Einbettungen und der Kompaktheit
der Raume. O

8.1 Kompaktifizierung und Metrisierbarkeit von R"

Beispiel 8.6. Sei X = R"™, dann ist die 1-Punkt-Kompaktifizierung von R™ homdéomorph zu S™.
(Speziell ist also die Einpunktkompaktifizierung von R? bzw. C gerade die S?)

Beweis. Wir benutzen Folgerung 8.5 (ii.)

5m = {z € R"™ | |z — e,41| = 1}, wobei |.| die iibliche euklidische Norm und e, 41 = (0, ...,0,1)
ist.

Also ist S™ die Einheitskugel um den Mittelpunkt e,1

Es sei N :=2e,,11 € S™ der Nordpol dieser Kugel und p : S™\ {N} — R" definiert durch

_ 2 Y — Yn+1 .
2 Ynt1 2 Ynt1

p(y) :

Diese etwas kompliziert anmutende Definition ist lediglich die sogenannte stereographische Projek-
tion, bei der das Bild eines Punktes y auf S \ {N} durch den Schnittpunkt von R™ x {0} mit der
Geraden durch y und N gegeben wird.

Diese Abbildung ist stetig und durch i : R® — §™\ {N}

4 J/?

— . .N
al+d T eE

wird eine stetige Umkehrabbildung gegben. B
i als Abbildung nach S™ aufgefasst ist demnach eine Einbettung und S™ = i(R") U{N}, also folgt
die Behauptung wegen S™ = S™ und Folgerung 8.5 O

Folgerung 8.7. Die 1-Punkt-Kompaktifizierung R» = R" U {0} des R™ ist metrisierbar.

Beweis. Sei h: R* — S™ ein Homdomorphismus.
Definiere d(x,y) := d'(h(z), h(y)) wobei d’ die von R"™! aud S™ induzierte (iiblich) Metrik ist.
Da h Homéomorphismus ist folgt &, = 0(d) nach Lemma 6.21 O

Wir wollen nun noch kurz einige Eigenschaften der 1-Punkt-Kompaktifizierung des R™ besprechen.
Lemma 8.8.  (i.) R erfillt das 1.Abzihlbarkeitsaziom.

(ii.) Sei (2n)nen eine Folge in R™ =: R™ U {oo}. Dann gilt limz, — oo < VK € N Jng €
N: |z, > K Vn >ng

Beweis. (i.) ist klar, wegen der Metrisierbarkeit.
(ii.) folgt aus der Definition der Toplogie der 1-Punkt-Kompaktifizierung in (8.4) und der Charak-
terisierung von kompakten Mengen in R" O
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Man kann mittels der Kompaktifizierung Pole von Funktionen zu stetig fortsetzbaren Stellen ma-
chen:

Man sagt, dass eine Funktion f : U C C — C einen Pol in zy hat, wenn zg ein Haufungspunkt von
U ist und wenn

lim |f(z)|=00:=aVK eN3I§:VzeU, |z—2|<d= |f(z)| > K

Z—r20

Nach Definition ist dies also genau dann der Fall wenn lim f(z) = oo in €' =: C U {o0}.
zZ—20

Demnach gilt:

Lemma 8.9. Sei U CC, f:U — C stetig und zg € C ein Pol von f.
Qann ist R R R
[:UU{z0} = C mit fiy = f und f(z0) := oo stetig.

Dies findet Anwendung in der Theorie der meromorphen Funktionen.

8.2 Beweis von Satz 8.4

Beweis. zur Eindeutigkeit: Es sei (X, 0¢) ein kompakter Hausdorffraum mit X = X U {2} und
die Inklusion i : X < X sei eine Einbettung, dann muss schon gelten, dass

ﬁX:ﬁXU{X\K’Kngompakt}

ist.

zu” D7 : Da X hausdorffsch ist, muss nach (8.5) X € & ' sein und da 7 eine Einbettung ist, gilt
dann:
YU € Ox :i(U) offen in i(X) = X C X, d.h. es existiert ein A € O¢ mit U = i(U) = X N A =
XN (A (2] A
Da X € O und A\ {z} € Oy (da {x} abgeschlossen in X) folgt damit U € O
Sei nun K C X kompakt = K = i(K) C X kompakt (da i stetig) = K C X abgeschlossen (da X
hausdorffsch) = X \ K € O
zu” C”7:SeiWe Oy
LFall: 2 ¢ W = W=i"Y(W)eOx
(wegen der Stetigkeit von )
2.Fall:  x,, € W. Wir zeigen, dass K := X \ W in X kompakt ist.
Sei also (U;)ier, U; € Ox eine Uberdeckung von K. Nach ” D7
wissen wir schon, dass die U; € 0 sind und die (U;);er zusammen
mit W eine Uberdeckung von X bilden.

Da X kompakt ist = 3J C I endlich X = |J U;UW = K C | U;
i€J ieJ
also ist K C X kompakt.

Existenz: Wir definieren zu X := X U {z.,} das Mengensystem
O¢=0xU{X\K |K C X kompakt}

und zeigen, dass dies eine Topologie darstellt (i.), (X, & ') hausdorffsch (ii.) und kompakt (iii.) ist
und die Inklusion i : X < X eine Einbettung ist (vi.) mit i(X) = X (v.)

zu (i.): Esist 0 € Ox und X =X\0, 0 C X kompakt.
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Sei (Us)ier ein System von Mengen aus O, %, : |JU; € Oy
i€l
1LFall: Viel: U, elx = |JU, €Ox
i€l
2.Fall: Sei J:={i €I | 2o € U;} # 0. Nach Definition gilt Vi € J 3K; C X
kompakt mit U; :X\Ki undVie I\ J: U, € Ox
Esist X\UUi=NX\U=NKn N X\U

iel i€l i€J P€INT =~
abg. in X

Die K; sind abgeschlossen in X, da X hausdorffsch ist und damit ist
fir ein j € J: X \ U U; C K abgeschlossen in X und als Teil einer
il
kompakten Menge, selbst kompakt.
= UUi—X\(X\ UUZ-> €0y
= il
Seilennun U,V € 04, % : UNV € O
Sei U = XA\ KiundV = X\KQ mit Ky, Ko C X kompakt. Dann gilt
UNV =X\ (K1UK,) € Oy da K; UK, kompakt ist.

Wenn U € Ox undV:X\Kmit K C X kompakt = UﬁV””""éEUUﬂX\Ke Ox C0x,da
K in X abgeschlossen ist. (X hausdorffsch)

Damit ist (i.) gezeigt.

zu (ii.): Zeige (X, 0 ) ist hausdorffsch.
Seien z #y € X
1.Fall: {x,y} C X, dann folgt die Behauptung, da X hausdorffsch ist.

2.Fall: zx€ X und y = 2
X ist lokal kompakt
= JU C K C X, U offene Umgebung von z, K kompakt
Mit V:i=X\K € Oggilt:xcU, ycVundUNV =0

zu (iii.) Zeige (X, O ) ist kompakt.
Sei X = _UIUZ- mit U; € O¢ Vi€ I
1€
= dkel:rse GUk:X\KmitKQXkompakt. Esist U] :==U; \ {z} € Ox,da U] € O
wegen der Abgeschlossenheit von Punkten in Hausdorffriumen und der Definition von &'¢
Weiter gilt: K € |J U]
ieI\{k}
Da K kompakt ist 3J C I'\ {k} endlich mit K C |J U/ C |J U; und damit X = U, U |J U;
icJ icJ ieJ
= X kompakt.

zu (vi.): Zeige i : X — X ist eine Einbettung.

Offensichtlich ist ¢ : X — i(X) bijektiv.

Sei U C X offen. Dann ist U’ := U \ {zo} € Ox (siche oben) und es gilt i~ *(U) = U’ € Ox
Also ist 4 stetig beziiglich Ox — O

Es bleibt noch zu zeigen, dass i offen ist, als Abbildung nach i(X), also dass fiir U € Ox gilt: i(U)
ist offen in der Spurtopologie (&'5);(x) von i(X)

Es ist aber i(U) =U =UnN#(X) und U € Ox C O, also folgt die Behauptung.

Nach Bemerkung bei Definition 8.1 folgt, dass i eine Einbettung ist.

zu (v.): Zeige i(X) = X A
Sei U eine in X offene Umgebung von z, also U = X \ K mit K C X kompakt. Dann gilt
UnNi(X) # 0, denn sonst wire X = K und X kompakt.

Damit ist 2o, € i(X) und damit auch X C i(X), da X trivialerweise drin liegt. O
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8.3 Eigentliche Abbildungen

Wir wollen nun die stetigen Abbildungen zwischen zwei 1-Punkt-kompaktifizierten Rdumen cha-
rakterisieren. Wie sich herausstellt sind dies gerade die sogenannten eigentlichen Abbildungen.

Definition 8.10. Seien X,Y topologische Riume und f: X —'Y eine Abbildung.
f heifit eigentlich <  f ist stetig und fiir jede kompakte Teilmenge
K CY gilt: f~Y(K) C X ist kompakt.

Beispiel 8.11.  (i.) f:R™ — R™ ist eigentlich
& f stetig und fiir jede Folge (zx)reny C R™ mit lim |zx| = oo gilt lim |f(xg)| = o0
k— o0 k— o0

(ii.) i:(0,1) — R die Inklusion ist nicht eigentlich, da i=1([0,1]) = (0,1) nicht kompakt in (0,1)

(iii.) f:R — R? f(t) := (e' cost, e sint) ist nicht eigentlich, wegen (i.) (x) = —k), bzw. wegen
fF7HB(0,1)) = (—00,0]

Satz 8.12. Sleien X, Y lokal kompakte, nicht kompakte Hausdorffriume und f: X =Y.
Sei f: X =Y definiert durch fix = f und f(Too) = Yoo. Dann gilt:

fstetz'g & f eigentlich

Beweis. ” =" : Sei K C Y kompakt = U :=Y \ K € 0y = f~'(U) € 04\ Ox = IK' C X
kompakt: f‘l(y) =X\ K

Da fjl(U) = X\f*I(AK) = K’ = f~}(K) kompakt

[ = fix ist stetig, da f stetig.

7 <7 :Sei f eigentlich und U € Oy

LRl UCY = U € Oy = f~1(U) = f~1(U) € Ox C O da f stetig ist.

2.Fall:  yoo € U = Y \U =: K kompakt und K C Y = f~'(K) =: K’ kompakt in X und
U = VD) =X\ f7HU) = [ (U) = X\ K' € 0%

= fstetig. 0

Satz 8.13. Seien X,Y lokal kompakte Hausdorffraume, f : X — Y eigentlich. Dann gilt:

(i.) A C X abgeschlossen = f(A) CY abgeschlossen

(is.) Ist f zusdtzlich bijektiv = f ist Homdomorphismus

Beweis. zu (i.): (a.) Wenn X kompakt ist, ist A kompakt und damit auch f(A). Da Y hausdorffsch
ist folgt die Behauptung.

(b.) Sei nun X nicht kompakt = Y nicht kompakt, da f eigentlich (X = f~(Y))

Nach vorherigem Satz ist f XY stetig.

Sei nun A C X abgeschlossen = AU {zo} C X abgeschlossen

Nach (a.) gilt f(AU {zs0}) = f(A) U {ys} ist abgeschlossen in ¥’

Y\ f(A) =Y\ (f(A) U{yse}) € Oy und Yoo €Y'\ f(A) = Y\ f(A) € Oy = f(A) abgeschlossen.

zu (ii.): Nach (i.) ist f offen, denn es ist fiir U € Ox wegen der Bijektivitét:
FO) = N\ (XA\U) TE Y F(X0\ D)

Dies ist offen in Y, da X \ U abgeschlossen in X und damit f(X \ U) abgeschlossen in Y’
Also ist f ein Homdomorphismus. O

Wir wollen nun noch eine schone Eigenschaft eigentlicher Funktionen f : R™ — R, n > 2 zeigen.
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Satz 8.14. Sein > 2 und f : R™ — R eigentlich. Dann ist f nach unten oder nach oben beschrdnkt.

Im 1.Fall existiert ein xo € R™ : f(xg) = m]'%n fx)
me n

Im 2.Fall existiert ein 1 € R™ : f(x1) = max f(x)
z€R™

Beweis. K := f~1(0) C R" ist kompakt, da f eigentlich.
= 3R>0: K C B(0,R)

Dan>1 = R"™\ B(0,R) ist wegzusammenhéngend = f(R™ \ B(0, R)) ist zusammenhéngend
und 0 ¢ f(R™\ B(0, R)), also ist f(R™\ B(0, R)) ein Intervall, das die 0 nicht enthélt.

Also ist f(R™\ B(0, R)) C (0,00) oder f(R™\ B(0,R)) C (—o0,0)

Es ist B(0, R) kompakt = f(B(0, R)) beschrinkt (da wieder kompakt)

= F(R") C (0,00) U f(B(0, ) oder f(R™) C (~o0,0) U f(B(0, R))

= f ist nach unten oder oben beschréinkt.

Da R™ zusammenhéngend und abgeschlossen ist, ist f(R™) ein abgeschlossenes Intervall (nach Satz
8.13) das nicht kompakt ist (sonst miisste R™ kompakt sein, da f eigentlich ist)

= f(R™) = [a,00) oder f(R™) = (—o0,b] O

Beispiel 8.15.  (i.) f:R™ = R, f(z) = || ist eigentlich und damit gilt die Aussage des Satzes.

(ii.) FEin Beispiel, dass die Voraussetzung n > 1 ndtig ist, ist die Abbildung: idg : R — R, die
eigentlich ist, fir die aber die Aussage des Satzes offensichtlich nicht gilt.

8.4 2 Punkt Kompaktifizierung von R

Wiihrend die 1 Punkt Kompaktifizierung von R homéomorph zur S wird, ist es auch méglich zwei
Punkte +o00 zu R hinzuzufiigen, R := RU{4o0c}. Man definiert dann eine Topologie indem man zu
den offenen Mengen in R die Mengen R\ ({z € Rz < a}U{—00}) und R\ ({z € Rjz > a} U {o0})
fiir beliebige @ hinzunimmt, die dann gerade die offenen Umgebungen von oo bzw. —oco werden.
R wird dann homéomorph zu [0, 1] und ist damit metrisierbar.

Mit der so definierten Topologie entsprechen Konvergenzen gegen oo, —oco gerade den iiblichen
Definitionen.
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9

Satz von Tychonoff

In diesem Kapitel werden wir den Satz von Tychonoff beweisen

Satz 9.1. Sei I eine beliebige Menge und fiir alle i € I sei X; ein kompakter topologischer Raum.
Dann ist X := [[ X; (mit der Produkttopologie) kompakt.

i€l

Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir einige Anwendungen sehen

9.1
(i)

Anwendungen des Satzes von Tychonoff

FEin kompakter, nicht folgenkompakter Raum

Sei Ve e R: I, :=10,1]

Dann ist [] I, = [0,1]® = {f | f : R — [0, 1]} kompakt und es gilt (f,) — f in Produktto-
z€R

pologie & Vx € R: f,(z) = f(z) in R (nach Definition der Produkttopologie)

Wir haben schon in Abschnitt 3 gesehen, dass [0, 1] nicht das erste Abzihlbarkeitsaxiom

erfiillt, nun zeigen wir, dass [0, 1]® auch nicht folgenkompakt ist.

(o)
Jedes x € [0,1) besitzt eine eindeutige Dualdarstellung 2 = 3 ¢ mit x; € {0,1}, wenn
k=1

man fordert, dass die zj nicht alle 1 werden ab einem kg

z, x€]l0,1)

0 sonst

Angenommen es existiert ein ¢ : N — N streng monoton wachsend und (f,(n))nen konver-
giere in [0,1]® (also punktweise) gegen f € [0, 1]®

Definiere f,, : R — [0, 1] durch f,(z) = {

> 0 keN 2N
Definiere x := Y £ durch zy(z) = € Nl ), dann gilt aber f ) () = Ty(n)
k=1 1 sonst

konvergiert nicht, da es eine alternierende Folge ist.

Ein Exkurs in die Funktionalanalysis

Es sei (V,]|.]|) ein normierter Vektorraum und V' := {f : V — R ’ f linear und stetig} der

zugehorige Dualraum.

Durch ||f]] := sup |f(x)| wird eine Norm auf V' definiert und (V”,]|.||) wird zu einem
1

jall=

Banachraum.

Problem: Der abgeschlossene Ball B’ := {f € V' | ||f|| < 1} ist i.a. nicht kompakt beziiglich

der iiblichen, von ||.|| auf V' induzierten Topologie.

*-.schwache Topologie, auf V'

Idee: Man definiert eine neue Topologie, die sogenannte
beziiglich der B’ kompakt ist.

Definiere zu den Abbildungen & : V' — R, Z(f) := f(z) das Mengensystem

#={a7"(U)N..N& (Uk) | k€N, 21,2, €V, Ui,...,Uy, C R offen}

Dieses erfiillt die Voraussetzungen aus Satz 2.10 und es existiert demnach genau eine Topo-
logie 0* auf V', die £ als Basis hat. Diese Toplogie nennt man die *-schwache Topologie
Dies ist gerade sie grobste Topologie beziiglich der Vo € V die Abbildungen # : V' — R
stetig sind

Es gilt nun: Beziiglich &* ist B’ kompakt

Wir wollen dies beweisen:

ZuzxzeVsel L, :=[—||z|,||z]|]] CRund Y := [] L.
eV
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Definiere h : B’ = Y durch A(f) := (f(z))zev Wir wollen zeigen, dass dies ein Homsomor-

phismus beziiglich ¢* in B’ und der Produkttoplogie in Y ist.

Diese Abbildung ist mengentheoretisch also gerade die Inklusion (Achtung es gelten aber

verschiedene Topologien), denn es ist B’ C Y, da ||f(2)|| < ||f]l-||z]| < ||z|| nach Definition

der Norm.

Da auflerdem p, o h = & ist und & stetig ist beziiglich &*, folgt die Stetigkeit von h.

Offensichtlich ist auch die Injektivitdt von h, weil h lediglich die Inklusion ist. Also gilt,

dass h : B" — h(B’) bijektiv und stetig ist. Wir miissen noch zeigen, dass h : B’ — h(B’)

offen ist. Es reicht dies fiir Subbasismengen von (0*)p/ zu zeigen, da f injektiv ist (siehe

Folgerung 3.7), wobei {271 (U) N B’ | € V,U C R offen} eine solche Subbasis ist.

Sei also z € V und U C R, dann ist k(271 (U) N B’) = [[ V,, wobei V,, := U N [—||z|],||=|[]
yev

und V,, :=[0,1], Vy # z

Also ist h(2~1(U) N B’) offen in der Spurtopologie von h(B’) und h ist ein Homdomorphis-

mus.

Wir miissen nun nur noch zeigen, dass h(B’) in Y abgeschlossen ist, denn dann folgt, dass

h(B’) kompakt in Y ist (Y kompakt) und aus der Homdomorphismus Eigenschaft folgt dann

die Kompaktheit von B’'.

Sei also y € h(B’) CY und definiere fy : V — R durch fo(z) = y(x)

Wenn nun fy € B’ ist, dann ist trivialerweise h(fy) = y und y € h(B’) und die Behauptung

ist gezeigt.

%, fo€ B’

Es ist noch nicht klar ob fy iiberhaupt in V' liegt, da nur y € Y. Es ist also zuniichst die

Linearitit zu zeigen. Sei f € B’, dann gilt Yoy, 20 € V1 f(x1 + 22) = f(z1) + f(x2)

= Py © h(f) 4 Pay © B(f) = Paytas © B(S) = (Pa1)in(B) + (P22)in(7) = (Portaz)in(s)

Und wegen Satz 5.7 = (pz, )iy + (Pe2) rimry = (Paste) jian

Damit gilt fiir y € h(B’) : y(x1 + x2) = y(z1) + y(x2) und damit auch fiir f,

Analog folgt die Homogenitéit fo(az) = afo(z)

Ve € V gilt fo(z) = v € [—|lz]|,]|z|]] also ist fo(z) < ||z|| und damit nach Definition:

1foll <1

Es gilt allgemein, dass lineare und beschrinkte Funktionen f : V — R stetig sind.

= fo € B’

9.2 Etwas Filtertheorie und der Beweis des Satzes von Ty-
chonoff

Nun wollen wir den Satz von Tychonoff beweisen. Dazu werden wir zunéchst zeigen, dass jede
endliche Teiliiberdeckung von Mengen aus dem Mengensystem

S ={p;"(U;) | i € I, U; C X; offen}

welches offensichtlich eine Subbasis der Produkttopologie darstellt, eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt und dann, mittels ein wenig Filtertheorie, zeigen, dass dies schon ausreicht um die Kom-
paktheit zu erhalten.
Lemma 9.2. Sei X = [[ X, und p; : [[ X; — X, pj(x) = x; wie Gblich die Projektion.
iel i€l
n
Seien j,i1,...,1n € I, ; € X; und U;; C Xy,,..U;, € X5, und pj_l(xj) cu pi_kl(Uik) cX
k=1

=

Dann existiert ein k € {1,...,n} mit j =i, und x; € U;, =U;

Beweis. o.E. seien alle i, k = 1,...n verschieden, sonst nur die verschiedenen nehmen und die
Vereingung der U;,
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Da pi_kl(Uik) 75 X = Uik - Xik = Hyzk S Xik \Uzk
Falls j ¢ {i1,...,1,} definiere z € X durch z;, = y;,, kK = 1,...,n, z; = x; und sonst beliebig =
z € p}l(:rj) aber z ¢ |J pi_kl(U,; ) was ein Widerspruch ist.
k=1
Demnach existiert ein & mit J=1
Definiere z € X durch z;, = y;,, k € {1,...,n}\ {k}, zj = x; und sonst beliebig.
=z € pj_l(sr:j) und z ¢ |J pi_kl(Uik) =z € pj_;(UifC) :pj_l(Uj)
k=1, k#k
= .Iﬁj:pj(Z)El]j:(]ifc O
Lemma 9.3. Seien X, X; wie oben. Sei % C . eine Uberdeckung von X. Dann existiert eine
endliche Teiliberdeckung {V1,.Vo,} C% mit |J V=X
i=1

1=

Beweis. Angenommen dies gilt nicht (Annahme (4)), dann gilt Vi € T 32; € X; : p; (=) ist
nicht durch endlich viele Elemente von % iiberdeckbar (Aussage (*)), denn sonst 3i € I : Va; €
X; : pi(x;) ist durch endlich viele Elemente von % iiberdeckbar.

Nach Lemma 9.2 und wegen (+) 3i € I Va; € X; U, C X, offen mit 2; € U, und p; *(U,,) € %

Da X; kompakt ist = Jx;,,...,x;, € X;: U Us,, = Xi, pi_l(Uwik) IS4
k=1

= X =p (X)) = U p; " (Us,)
k=1 e —
cuU
Dies ist ein Widerspruch zu (4), also gilt (*)

Seinun z € X, v = (j)jer mit x; aus (*) =3V e % : z €U = Fi, € I, U;, C X,, offen
U= p%l(Ui ) = x4, €Uy = p;)l(Ui ) CU € % was ein Widerspruch zur Wahl von z;, ist. O

Folgendes Lemma beweist den Satz von Tychonoff:

Lemma 9.4. Sei (X, 0) topologischer Raum, .7 eine Subbasis von (X, O) und es existiere zu jeder
Uberdeckung % C .7 aus Subbasiselementen eine endliche Teiliiberdeckunyg.
Dann ist X kompakt.

Folgerung 9.5. 9.5+9.4 = 9.1

Fiir den Beweis dieses Lemmas miissen wir uns zunéichst ein wenig mit der Filtertheorie beschéfti-
gen.

Definition 9.6. Sei X eine Menge F C P(X). F heifit Filter :&

(Z) Fl,FQEy = FlmFQEgZ
(ii.) Fe F, FCF CX = F €%
(iii.) 0 ¢ F

Beispiel 9.7. X topologischer Raum x € X = U, := {U C X | U Umgebung von x} ist ein
Filter, der sogenannte Umgebungsfilter von x

Definition 9.8. Sei (X, &) topologischer Raum. F C P (X) ein Filter, v € X. Man sagt
ZF konvergiert gegen v & U, C F

Bemerkung: Ist X hausdorffsch = Falls .# konvergiert, so ist der Grenzwert eindeutig.
Beweis. Angenommen .# konvergiert gegen x und y mit « # y, dann ist %, U %, C % und es

existieren offene disjunkte Umgebungen U € %,,V € %, von x bzw. y
Nach (i.) in Definition 9.6 = ) = UNV € % was ein Widerspruch zu (iii.) in Definition 9.6 ist. [
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Definition 9.9. Sei X eine Menge # C P (X) ein Filter.
F heift Ultrafilter .= Es existiert kein Filter ' C P(X) mit & C F'

Wir benétigen den Satz, dass zu jdem Filter .% ein diesen enthaltenden Ultrafilter %’ existiert.
Dies ist eine leichte Folgerung aus dem Lemma von Zorn, welches hier zitiert werden soll

Lemma 9.10. (von Zorn) Sei (Z',<) eine halbgeordnete Menge in der jede Kette (d.h. jede
totoal geordnete Teilmenge) ein mazimales Element in 2 besitzt (d.h. ein Element © € 2 mit
y <z, Vy € Kette). Dann existiert ein mazimales Element von Z .

Folgerung 9.11. Zu jedem Filter & C P(X) existiert ein Ultrafilter &' C 2(X) mit F C F'

Beweis. Wihle 2" := {4 2 .Z | ¢ ist Filter auf X} mit Halbordnung ” C”
Jede Kette K in 2" hat das maximale Element | JK € 27, also hat 2 ein maximales Element .

Dieses ist automatisch ein Ultrafilter, weil sonst direkt ein Widerspruch zur Maximalitit entsteht.
O

Lemma 9.12. Sei # C P(X) ein Ultrafilter, A C X. Dann gilt entweder A € .F oder (X\A) € F

Beweis. 1.Fal: 3Be % : ANB=0= BCX\A = X\AecZF

2Fal: VBe F: ANB #1)

= ' :={B'|3B€ Z: ANB C B'} ist ein Filter (klar!) und # C F' = Z = F', da . ein
Ultrafilter ist.

Da A € %' folgt die Behauptung. O

Lemma 9.13. Sei X ein topologischer Raum und jeder Ultrafilter auf X sei konvergent. Dann ist
X kompakt.

Beweis. Sei {U; | i € I} =: % eine offene Uberdeckung von X.
Angenommen es existiert keine endliche Teiliiberdeckung, dann ist

F:={ACX|3IECTendlch : (X\|JU:)C A}
i€l

ein Filter.

Die Eigenschaften (ii.) und (iii.) sind klar, seien also Ay, Az € % und Ei, E; die zugehorigen

Teilmengen von I mit X\ |J U; C 4;, j=1,2,danngilt X\ |J U;CANAy=A1NAr e F

i€E,; i€E UE,

Es existiert also ein Ultrafilter %’ auf X mit % C %’

Nach Voraussetzung 3z € X : %, C %’ und da % eine Uberdeckung ist 3i € T : = € U;

= U; € F!

Definiere E = {i}, dann gilt X\ J U; =X \U; CX\U;, = X\U, € & C ¥’

i€E

= 0=U;N(X\U;) € # was ein Widerspruch ist.

Damit war die Annahme falsch, es existiert also eine endliche Teiliiberdeckung und X ist kompakt.
O

Nun konnen wir Lemma 9.4 beweisen

Beweis. (von Lemma 9.4) Angenommen es existiert ein Ultrafilter .# auf X der nicht konvergiert
= Ve e X gilt % N (P(X)\ZF)#0
= VeeXWe\F =Ine Nund 54,...,5, € S mitz e S;N..NS, CU

n

= ﬂ S; ¢ .F sonst wire U € # als Obermenge.
i=1

=3Jie {1,..,n}: S; ¢ & sonst wiire der Schnitt auch in %
Insgesamt gilt also, dass Ve € X 35, € ¥ : z € S, ¢ F
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= X=U S
. IEX

Diese Uberdeckung aus Subbasiselementen besitzt aber nach Voraussetung eine endliche Teiliiber-
m

deckung, d.h. Im € Nund 21, .0, € X+ X = |J Sp, und S, ¢ & VEk € {1,...,m}
k=1

Nach Lemma 9.12 = X\ S, € #, Vk € {1,...,m}

= 0= X\ S, €% was ein Widerspruch zur Filterdefinition ist.

k=1
Also konvergieren alle Ultrafilter und damit ist X kompakt nach Lemma 9.13 O

59



Algebraische Topologie

In den folgenden 5 Abschnitten wollen wir uns mit dem Gebiet der algebraischen Topologie
beschéftigen und die wichtigsten Strukturen und Konstruktionen kennenlernen.

10 Die Quotiententopologie

Wir wollen kurz an die Definition einer Aquivalenzrelation erinnern:

Definition 10.1. Sei X eine Menge und R C X x X
R heifit Aquivalenzrelation :<

(i.) Ve € X : (x,z) € R (Reflexivitit)
(i1.) Ve,y € X : (z,y) € R= (y,z) € R (Symmetrie)

(iti.) Ve, y,z € X : (z,y) € R,(y,2) € R= (x,z) € R (Transitivitit)

[z] ={ye X | (z,y) e R} C X

heift die A quivalenzklasse von x und ihre Elemente heiflen Reprisentanten.

ist die Menge der Aquivalenzklassen und
7: X = X/g, 7(z) =[]
die Projektionsabbildung.

Bemerkung: Man schreibt  ~g y < 2Ry < (z,y) € R oder nur & ~ y wenn es klar ist um welche
Relation es sich handelt.

Folgerung 10.2. Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X, dann sind zwei Aquivalenz-
klassen entweder gleich oder disjunkt und X ist die Vereinigung der disjunkten Aquivalenzklassen.

Ist andererseits (A;)icr eine Zerlegung von X in disjunkte Mengen, dann definiert x ~ y < 3i €
I: x,y € A; eine Aquivalenzrelation auf X und die A; sind genau die auftretenden Aquivalenz-
klassen.

Definition 10.3. Seien X, Y Mengen, R eine Aquivalenzrelation auf X und f : X — Y eine
Abbildung. Wenn gilt, dass f(z) = f(y) Yo,y € X mit x ~y (man sagt f ist vertriglich mit ~),
dann ist die Abbildung

[ X/r =Y, f([z]) = f(2)

wohldefiniert. _
Mann nennt f die von ~ induzierte Abbildung. Fs ist fonr = f

Beispiel 10.4. Lemma 4.14 in Verbindung mit Folgerung 10.2 besagt, dass Z, Z,, Aquivalenzrela-
tionen ~, ~u, induzieren vermaoge:

x~y & Z(x)=Zy) & I ACX zusammenhdingend: x,y € A

Ty & Zy(x) =Zy(y) & I AC X wegzusammenhdngend: x,y € A < 3 ein Weg der z,y
verbindet.
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Definition 10.5. Sei (X, ) ein topologischer Raum, R Aquivalenzrelation auf X und m: X —
X/r, w(x) = [z] die Projektionsabbildung.
Die Quotiententopologie Or auf X/ g ist definiert durch

Or={V|VCX/g o (V)€ 0O}

und ist die feinste Topologie, beziiglich der m stetig ist.
(X, OR) heifit Quotientenraum von (X, 0) nach R.

Beispiel 10.6. X = R?, (2,y) ~ (2/,¢') :& x =2’
Dann gilt nach Linearer Algebra, dass R?/. und R als Vektorrdume isomorph sind.

Wir wollen nun zeigen, dass sie auch homdomorph sind. Dazu benétigen wir den

Satz 10.7. Seien X,Y topologische Riume, R eine Aquivalenzrelation auf X und 7 : X — X/g.
Dann gilt:

(i.) f: X/r—Y stetigs form: X =Y stetig

(ii.) Seig:Y — X/r und es existiere eine stetig Abbildung ¢’ : Y — X mitmog =g
Dann ist g stetig.

(iii.) Ist f : X/r — Y und ist f o offen, so ist [ offen.
Beweis. zu (i.):

7 =7 f stetig e f om stetig

" «<=7: Sei for stetigund V C Y offen = (f o) H(V) ist offen in X also (f om)"1(V) =
7 Y f~Y(V)) € Ox und damit nach Definition f~*(V) € O

zu (ii.): klar
zu (iii.): Sei V C X/g offen = f(V) = (fonm)(m (V)
———

€0x

fom offen
—

f(V) offen in Y O

Beispiel 10.8.  (i.) Sei R?/. wie in Beispiel 10.6, dann ist R?/., homéomorph zu R
Denn sei p; : R? — R, pi(z,y) = z. Dann ist py stetig und offen und es gilt pi(z,y)
(@) < (2,9) ~ (@', y)
Also ist die induzierte Abbildung py : R?/ — R wohldefiniert, stetig, offen und offensichtlich
auch bijektiv und damit ein Homdomorphismus.
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(ii.) Betrachte die Aquivalenzrelation auf X = [0,1] welche 0 und 1 identifiziert und die Abbildung
f:00,1]/~ — St C C vermge f([t]) := >, dann ist diese wohldefiniert, stetig und bijektiv
und offen also ein Homdéomorphismus.

Achtung, f ist offen obwohl f o m nicht offen ist. f ow([0,0.5)) ist der obere links offene,
rechts abgeschlossene Halbkreis im Einheitskreis, also nicht offen in S, [0,0.5) ist aber offen
in X. Jede offene Menge in [0,1]/~, die nicht der ganze Raum ist, darf aber die Klasse
[0] = [1] nicht enthalten, weil sonst das Urbild unter m ein Intervall vereinigt mit einem
Punkt, also nicht offen, ist. Sind die Randpunkte nicht in einer offenen Menge U C [0,1]/~
so ist diese aber ein offenes Intervall in [0,1] und es gilt offensichtlich, dass f(U) ein offenes
Kreissegment in S' ist, darum ist f offen.

Dies zeigt insbesondere, dass (4i.) in Satz 10.7 nicht umkehrbar ist.

(Vergleiche auch Bemerkung 6.1)

Satz 10.9. Sei X ein topologischer Raum und R eine Aquivalenzrelation auf X. Dann gilt:

(i.) X kompakt = X/r kompakt
(ii.) X (weg-)zusammenhingend = X/gr (weg-)zusammenhingend

(iti.) X/g hausdorffsch = Va € X ist [z] als Teilmenge von X abgeschlossen.
Beweis.

(i.): folgt aus 6.7 (i.), da 7 stetig und 7(X) = X/r
(ii.): folgt aus Satz 4.8, da 7 stetig und 7n(X) = X/r

(iii.): X/g hausdorffsch = Vz € X : {[z]} C X/g ist abgeschlossen in X/r (da X/r Ty ist)
Da 7 stetig ist = 7~ ({[z]}) = [z] C X ist abgeschlossen.

Wir wollen nun eine fiir die Topologie wichtige Klasse von Aquivalenzrelationen festlegen.

Definition 10.10. Sei X ein topologischer Raum und Ay, ...A, C X nicht leer und disjunkt.
Definiere Aquivalenzrelation durch:
T~y & x =y oder
Fe{l,..,n}: {z,y} € A
es gilt also: ze X\ U A = [z]={z}
i=1
A

und x €A = [7]

X

AL A, X/r

X

A AL X/r werden die Mengen A; auf einen Punkt zusammengeschlagen.

Bemerkung: In

Beispiel 10.11. CX := )f(xx[?ﬁ] stellt einen Kegel dar, wie wir (zumindest im Fall X C R™) im

ndachsten Satz sehen werden.

Satz 10.12. Sei X CR™ x {0} C R"™!, dann ist CX homdomorph zu
CX :={(1—tyz+tp|tel01],zeX}
fiir alle p € R™ mit p, 1 #0
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Beweis. Wir schreiben fiir z € R*t!: ¢ = (;31 ) mit 21 € R”, z,11 €R
n+1
Definiere f : X x [0,1] - CX C R™! durch f(z,t) := (1 — tx+tp
Diese Abbildung ist stetig und surjektiv und auflerdem ist f(X x {1}) = {p}
= die induzierte Abbildung f : );{);?ﬁ] — CX mit F([(z,8)]) := f(x,t) ist wohldefiniert und
for=T7
Nach Satz 10.7 ist f stetig und surjektiv
f ist aber nun auch injektiv, denn sei f([(z,t)]) = f([2',t)])

= 1-trttp=1—t)z+tp= (1—1) (%)th (1- t)(m/l)—i—t’p

0
= (1—1) <“””01) —(1—1) (9%1) ) (pr)
=t =t (n+1.te Zeile) = (1 —¢t) (wl O“T&) =0

=>zx=zjodert=1=1¢

In beiden Fillen gilt [(x,?)] = [(z',t')], also ist f injektiv.

Es gilt, dass f offen ist (diesen technischen Beweis werden wir nicht ausfithren) und damit ist nach
Satz 10.7 auch f offen, also ist f ein HomGomorphismus. O

Beispiel 10.13. Sei B" = {z € R" | |z < 1}

Dann gilt: % ist homdomorph zu S™

Bemerkung: Man kann sich dies fiir n = 2 recht gut vorstellen, wenn man den Rand der Kreis-
scheibe zu einem Punkt zusammenschliigt, wird diese gerade zur Sphire im R? gewdlbt.

Beweis. Jedes Element y aus B kann als y = tz mit ¢t € [~1,1] und z € S"~! geschrieben werden.
Definiere f : B® — S™ nun folgendermafen:

ftzx) := — cos(nt)eny1 + sin(rt) - (x,0)

Dabei ist e, 41 = (0,...,0,1) € R**!

Diese Abbildung transformlert einen Durchmesser von B™ auf einen Grofikreis von S™

Es gilt f(0) = enq1, f(2) = eny1 Vo € S 1 und f ist wohldefiniert (Beachte, dass man y € B®
auf 2 Arten als tx schreiben kann), surjektiv und stetig.

Auflerdem ist die induzierte Abbildung f : % — 5™, f([tx]) :== f(tx) wieder wohldefiniert, stetig
und bijektiv

Da S,L <= kompakt und S™ hausdorffsch ist = f ist Homéomorphismus nach Satz 6.7 (ii.) O
Ahnlich zeigt man

Satz 10.14.
§"x =11 o gun
Snx {—1}, 5" x {1}

Beweis. Sei H : S™ x [—1,1] — S™*1 definiert durch

0 T . T
(z,t) — <_1> cos( 5 (t+1)+ (0) : 51n(§(t +1))
Dann liefert die induzierte Abbildung wieder die Behauptung. O

Wir wollen nun noch einige Beispiele angeben. Zuvor brauchen wir noch folgende einfach Definition,
die uns die Notationen erleichtern soll:
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Definition 10.15. Sei X eine Menge und R' C X x X. Die von R’ erzeugte A quivalenzrelation
ist die kleinste Menge R C X x X die, die 3 Axiome aus Definition 10.1 erfillt und R’ enthilt.

Beispiel 10.16.  (i.) Zylinder:
Sei X :=R x [0,1] und R die von (x,0) ~ (z,1) erzeugte Aquivalenzrelation auf X .
Zur Anschauung sei diese hier nocheinmal ausgeschrieben:
(z,y) ~ (2',y) & (x,y) = (2,y) oder (y,y € {0,1} Az =2a)
= [(z,y)] ={(z,y)} V0 <y <1 und [(z,y)] = [(z,1)] = {(2,0), (z,1)} sonst.
X/ g ist homdomorph zu R x S entspricht also der Anschauung eines Zylinders.

Denn _ _
fiRx[0,1] =R xS f(x,y) := (x,cos(2my),sin(27y))

dann ist die induzierte Abbildung wieder der gesuchte Homdomorphimus.

(ii.) 2-dim Torus:
Auf X =10,1] x[0,1] definiere die von (z,0) ~ (z,1), = € [0,1] und (0,y) ~ (1,y), y € [0,1]
erzeugte Aquivalenzrelation.
Dann ist X/r homéomorph zu S* x S* (Donut)

(iti.) M&biusband:
Auf X = [0,1] x [0,1] definiert man die von (0,y) ~ (1,1 — 1), y € [0,1] erzeugte Aquiva-
lenzrelation.

X/r nennt man das Mobiusband, es ist eine Figur mit nur einem Rand und einer Ober-
fldche.

(iv.) Kleinsche Flasche:?

X = (St x[0,1])/r und R erzeugt von (x,y,0) ~ (z,—y,1), d.h. es werden die Randkreise
in entgegengesetzter Richtung miteinander verklebt.

(v.) n-dim reeller projektiver Raum:

RP" := (R"M\{0})/g mitz~y=IAER: 2= Ny
Damit ist der RP™ die Menge der 1— dimensionalen Unterriume des R™t!

Definition 10.17. (Verkleben von Rdumen,)

Seien X, Y disjunkte topologische Riume und A C X und f: A —Y stetig.

Betrachte auf XUY die Summentopologie und die Aquivalenzrelation Ry erzeugt von x ~ f(z) Vo €
A, also ist

[] ={z} fallsz e X\ A

2] ={f(@)}Uft{f(x)}) fallsz € A
] ={ytU ' {y}) falls y € f(A)

ly] ={y} fallsy e Y\ f(A4)

Man schreibt X Uy Y := (XUY)/g, und bezeichnet diesen Raum als die Verklebung von X und
Y wvia f.

Beispiel 10.18. Sei X := S! x [0,1] und Y die S? mit zwei kreisrunden Lichern.

Verklebt man X mit Y wvia f : S' x {0,1} = Y mit einem f, dass die Randkreise des Zylinders X
gerade auf die Rinder der 2 Locher auf der S? abbildet, dann erhdlt man die S? mit einem Henkel.
Diese Figur ist wiederum homdomorph zum Torus T?.

2Popkulturreferenz: In der Folge " The Route of All Evil” der US-Serie Futurama kann man
einige Kleinsche Flaschen im Regal erkennen (Klein‘s Beer). Die Serie ist voll mit solchen netten
mathematischen Anspielungen.
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10.1 Quotienten nach Gruppenoperationen
Wir erinnern an die Definition einer Gruppenoperation

Definition 10.19. Sei (G, -, e) eine Gruppe und X eine Menge. Eine Abbildung

GxX—=X
(9,2) > g.x

heifst Gruppenoperation von G auf X, falls folgende Eigenschaften erfillt sind:
(i.) ex=zVreX
(ii.) Yg,h e GVrx € X : g.(hx)= (g9 -h)x

Zu x € X heifit

e G,:={geqG | g.x =z} die Isometriegruppe oder Standgruppe von x
und

e G :={gx | g € G} der G— Orbit bzw. die Bahn von x

Schliefilich heifft eine Gruppenoperation transitiv
SVr,ye X IgeG: gr=y

Bemerkung: Fiir zwei Gruppenelemente g, h € G schreiben wir wie iiblich gh := g - h und fiir zwei
isomorphe Gruppen G, H schreiben wir G ~ H

Folgerung 10.20. (i.) G, ist eine Untergruppe von G
(ii.) Fine Gruppenoperation induziert eine Aquivalenzrelation auf X vermdige:
r~y & JgeG: x=gy

Die Bahnen G.x der Gruppenoperation sind genau die Aquivalenzklassen [x], also insbeson-
dere disjunkt nach Folgerung 10.2.

(#ii.) Die Operation ist transitiv < Yr € X 1 G =X
(iv.)

GxX—=X
(9,2) = g.x

ist eine Gruppenoperation < Die Abbildung

G— Sx={f:X — X| [ bijektiv}
g— (x— g.x)

ist ein Gruppenhomomorphismus.
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Beweis. zu (i.): e € G ist klar.
Seien g, h € G = (gh).x = g.(h.x) =gx =2 = gh € G,
Also ist G, eine Untergruppe.

zu (ii.): Es ist  ~ 2 mit g = e, also ist ~ reflexiv.

Sei x ~ y, dann ist x = g.y, also gilt y = g7 *.(g.y) = g~ L2 = y ~ z, also ist ~ symmetrisch.

Sei © ~y und y ~ z, dann ist z = g.y und y = h.z, also z = g.(h.z) = (gh).z = x ~ z, also ist ~
transitiv.

zu (iii.): ist klar
zu (iv.): eigentlich klar, die Homomorphismuseigenschaft kommt gerade aus (ii.) in Definition 10.19.

Um die Bijektivitdt von Fy(z) := g.x zu zeigen benstigt man die Eigenschaften (i.) und (ii.) in
10.19 -

1

Definition 10.21. Sei eine Operation von G auf X gegeben, dann nennt man X/q := {Gz | T €
X} den Orbitraum oder Bahnenraum der Gruppenoperation.
Ist X ein topologischer Raum, so ist X/q ein topologischer Raum mit der Quotiententopologie.

Beispiel 10.22.  (i.) Gl(n,R) = {A € R™*" | det A # 0} operiert auf R" vermdge (A,x) —
Ax = Az, allerdings nicht transitiv, da Gl(n,R).0 = {0}

(ii.) (Z™,+) operiert auf R™ vermdge (k,x) — k.x = x+k, da Z".x = x+7Z" ist diese Operation
nicht transitiv.

(iii.) Sei G(n,k) ={V |V k— dim Untervektorraum des R"} und O(n) = {A € Gl(n,R) | AT =
A}, dann ist

O(n) x G(n, k) = G(n, k)
(A, V) = AV := A(V)

eine transitive Gruppenoperation und die Isotropiegruppe von R¥ x {0} C R™ ist gegben
durch

{A €O0(m)| A= (%1 £2> mit Ay € O(k), As € O(n — k:)}

=:0(k) x O(n — k) C O(n)

Beweis. Es ist nur im letzten Beispiel etwas zu zeigen.
zur Transitivitét:

Seien U,V k— dimensionale Untervektorriume. Es lassen sich Orthonormalbasen (ONB) uq, ..ug
von U und vy, ..,v; von V wéhlen und zu ONB des R™ erweitern.

Die Abbildung A : R® — R” mit A(u;) = v; ist in O(n) und es gilt A(U) =V

Denn:

Seien )\é so gewdhlt, dass e; = Z)\;uj, wobei e; der i— te Einheitsvektor im R"™ ist, dann gilt

dij = (e, ej) = S° AL - M, wobei (.,.) das iibliche Skalarprodukt im R bezeichnet.
k=1
Also gilt:

(Aej, Aejy = > (MAug, N Aug) = > NN (vg, ) =D X+ M, = b5
k,l_1< > k=1 5‘; k=1

Also ist A € O(n) und A(U) =V ist offensichtlich.
Die Behauptung iiber die Isotropiegruppe lisst sich leicht verifizieren. O
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Beispiel 10.23. Als topologische Rdiume gilt
(i.) R?/z2 = T?

(ii.) R/y = 8!

Definition 10.24. Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G, dann operiert H von rechts auf G
vermoge

HxG—=G
(hyg) > hg:=g-h

die induzierte Aquvalenzrelation ist also

gi~agpe3IheH: gg=gphe g '€l

Der zugehorige Bahnenraum ist

G/lu={Hg|geGt={lgl|geG}={gH |geG}
Lemma 10.25. Operiert die Gruppe G transitiv auf X, so ist fir jedes x € X die Abbildung

G/Gl, — X
g.G, — g.x  wohldefiniert und bijektiv

Beweis. (i.) Seien g1, ge € G mit g1.G, = g2.G,
= g1 = goh, mit h € G, = g1.2 = (g2h).x = g2.(h.x) = go.x da h € G,
also ist die Abbildung wohldefiniert.

(ii.) Seien g1,g92 € G und g1.2 = go.x

= gy (g12) =93 () =2 = g3'g1 € Gy
=01 ~a, 92 = 91.Gz = 92.G;,

allso ist die Abbildung injektiv.

(iii.) Seiy € X = Jg € G: g.x =y wegen der Transitivitit, also ist die Abbildung surjektiv. [

Bemerkung: Trégt die Gruppe G eine Topolgie, lésst sich so eine Topologie auf X definieren, denn
sei ¢ : G/a, — X obige Bijektion, dann definiert

Ox = {p (V) | U offen in Quotiententopologie von G/, }

eine Topologie auf X

Beispiel 10.26. Nach Beispiel 10.22 gilt, dass O(n)/o(k)x0(n—k) vermoge der Abbildung in 10.25
zu G(n, k) bijektiv ist und da O(n) eine Topolgie trdagt (von beliebiger Matriznorm auf O(n) indu-
ziert) lisst sich die Topologie

OGnky ={p "(U) | U offen in O(n)/om)xom—k)}

definieren. Diese nennt man die ibliche Topologie auf G(n, k)

Definition 10.27. Eine Gruppe (G,-) mit einer Topolgie O¢ heifst topologische Gruppe, falls
die Abbildung
(,h) €eGxG —=gh~ted
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stetig ist. (beziiglich der Produkttopologie von Og auf G x G und Og auf G)
Folgerung 10.28. Sei G eine topolgische Gruppe. Dann sind die Abbildungen

ly:heG—=gheG und rg:heG—hgeCG

also die Links- und Rechtsmultiplikation, Homdomorphismen.

Beweis. Sei g € G fest.

Definiere ¢ : G — G x G gegeben durch p(h) := (g~1, ), sowie

Y : G x G — G gegeben durch ¥(g1,92) == g7 "g2

Dann ist 9 stetig, nach Definition der topologischen Gruppe und es ist nicht schwer nachzuweisen
(g ist fest), dass auch ¢ stetig ist.

Also ist I = 9 o ¢ stetig.

l4-1 ist offensichtlich eine Umkehrabbildung die nach obigem stetig ist, also ist [, ein Hom&omor-
phismus.

Analog zeigt man dies fiir 7, O

Beispiel 10.29. (i.) (G,-) = (R™,+) mit der iblichen Topologie ist eine topologische Gruppe,
denn
(z,y) eR" X R" >z —y e R"”

st stetig.
(is.) Allgemeiner gilt (i.) mit G = (V,||.||) beliebiger normierter Vektorraum.

(iii.) G = Gl(n,R) und |.| eine beliebige Matriznorm (alle solchen Normen sind dquivalent), dann
wird Gl(n,R) ein topolgischer Raum.
(Gl(n,R),-), wobei” -7 die Matrizenmultiplikation ist, ist sogar eine topologische Gruppe.

Beweis. Es ist nur bei (iii.) etwas zu zeigen:
(A,B) € Gi(n,R) x Gl(n,R) = A- B € Gl(n,R)

ist stetig, da es ein Polynom in den Matrizeneintrigen ist. (Bemerke, dass auf die Produkttopolgie
hier metrisierbar ist, nach Bemerkungen zu Lemma 6.16)
Ebenso ist

A€ Gl(n,R) = A~ € Gl(n,R)

stetig, da nach der Cramerschen Regel A~! als Quotient zweier Polynome schreibbar ist.

Damit ist dann auch
(A,B) - (A"',B) - A™*.B

stetig, also (Gl(n,R), ) eine topologische Gruppe. O

Definition 10.30. Sei G eine topologische Gruppe und H C G Untergruppe. Der Quotientenraum
G /g mit der Quotiententopologie heifit homogener Raum

Folgerung 10.31. Seien G, H wie in 10.30 und 7 : G — G/ g die Projektion, dann ist diese stetig
und offen.

Beweis. Stetigkeit folgt nach Definition der Quotiententopologie.
Sei U C G offen. Es ist zu zeigen, dass 7(U) offen in G/ ist, d.h.:
%, 7Y (w(U)) ist offen in G
m (@ U)=U-H=|JU-h
heH

Nun ist aber U - h = r,(U) und damit offen in G, da rp Vh € H ein Homéomorphismus ist.
Also ist 7= 1(7(U)) offen in G O
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Folgerung 10.32. G operiert transitiv auf G/g vermdége

GxG/g— G/
(91,[92]) = 91.[92] == [9192]

Die nach Folgerung 10.20 (iv.) zu jedem g € G zugehérige Bijektion

ly: 1] € G/u — [gq] € G/u

ist in diesem Fall sogar ein Homdomorphismus mit Umkehrabbildung lj—
Man sagt G operiert transitiv auf G/ durch Homdomorphismen.

Beweis. Es ist leicht zu zeigen, dass die Abbildung eine transitive Gruppenoperation ist.
Die Stetigkeit von [, folgt aus der Stetigkeit von I, und Satz 10.7, da das Diagramm

a—" .q

kommutiert. O

Satz 10.33. Fin homogener Raum G/ g ist hausdorffsch < H ist abgeschlossen in G

Beweis. ” =7 schon gezeigt in Satz 10.9 (iii.)

7 <7 G\ H ist offen in G, also ist S := {(g1,92) € G x G | g5 g1 € G\ H} offen, denn die
Abbildung

(91,92) — (g2,91) — g5 "g1 ist stetig nach Definition der topologischen Gruppe.

Seien nun [z] # [y] in G/g = (x,y) € S nach Definition der Klassen in G/ gy

Nach Definition der Produkttopologie existieren Uy, U, offen in G mit (z,y) € U, x U, C S

= [z] € m(U,) offen und [y] € 7w(U,) offen, da 7 offen ist nach 10.31

Angenommen es gibt ein [z] € 7(U,)N7(Uy) = 3x1 € Uy, 11 €Uy : [11] = [2] =[] = y; a1 €
H

aber es ist (z1,y1) € Uy x Uy C S, dies ergibt einen Widerspruch, also gilt 7(U,) N7(Uy) = 0 und
damit folgt, dass G/ hausdorffsch ist. O

Als letzten Satz halten wir noch fest, wann man einen topologischen Raum als homogenen Raum
darstellen kann.

Satz 10.34. Sei G eine kompakte topologische Gruppe, X ein topologischer Hausdorffraum und
G x X — X eine stetige transitive Gruppenoperation von G auf X. Dann gilt fir jedes v € X:

G/q, ist homdomorph zu X

Beweis. Sei x fest.

Nach Lemma 10.25 ist I : G/¢, — X, 9.G; — g.x eine bijektive Abbildung.

Esist Tom(g) = g.« stetig, da Tom =gpotyp mit o : G - Gx X, g — (g,z) und ¢ : G x X —
X, (9,y) — g.y, die beide stetig sind (¢ offensichtlich und ¢ nach Voraussetzung)

Damit liefert Satz 10.7 die Stetigkeit von I

Da G/, kompakt und X hausdorffsch ist folgt nach 6.7, dass I ein Homdomorphismus ist. O
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11 Homotopie

Das wichtigste Konzept in der algebraischen Topologie ist die sogenannte Homotopie, die besagt,
dass man zwei stetige Abbildungen stetig ineinander deformieren kann.

Insbesondere die Homotopie von Wegen hat weitreichende Anwendungen, besonders in der Funk-
tionentheorie (Cauchyscher Integralsatz)

In den folgenden Kapiteln sei stets I :=[0,1] C R und X,Y, Z topologische Riume.

Definition 11.1. Seien f,g: X — Y stetig. Dann heifst f homotop zu g
& es existiert eine stetige Abbildung h: X x I =Y, so dass fir alle x € X gilt:

hz,0) = f(z), h(z,1) = g(z)

Bezeichnung: h heifit Homotopie von f nach g und man schreibt f ~p g oder f ~ g.

Man kann sich hierbei die Abbildungsschar h; : X — Y, hi(x) := h(z,t) als Deformation von
ho = f nach hy; = g vorstellen.

Bemerkung: Die h; sind stetig, denn es gilt allgemein:
Ist f: X XY — Z stetig, dann ist Vo € X die Abbildung f, : Y — Z, f.(y) := f(x,y) stetig.

Definition 11.2. Seien f,g,h wie in 11.1

Sei A C X und fla = gja. Gilt dann fir h, dass ¥Vt € I : (hi)ja = fla(= gja) ist, so nennt man f
und g relativ A-homotop.

Man schreibt f ~ypea g.

Bemerkung: Besonders wichtig ist dies bei Wegen 71,72 : I — X mit gleichem Startpunkt v;(0) =
v2(0) und gleichem Endpunkt ;1 (1) = 72(1)
Eine relative {0, 1}-Homotopie hélt dann gerade diese Punkte fest.

Beispiel 11.3. Sei X = C\ {0} und 71,72 : I — X gegeben durch v1(t) = exp(wit) und
~2(t) = exp(—mit) also die Nord-, bzw. Sidhdlfte des Einheitskreisrands.

Dann haben diese Wege gleichen Start- und Endpunkt, sind aber in X nicht rel — {0,1} homotop,
wegen des Loches in der Mitte. Sie sind allerdings homotop in X wenn nur Homotopie nach Defi-
nition 11.1 gefordert wird.

In X = C sind sie wiederum sogar rel — {0,1} homotop.

Satz 11.4. ” Homotopie” ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der stetigen Abbildungen von
X nachY.

Beweis. (i.) Es gilt f ~ f mit h(x,t) = f(z) = ~ reflexiv
(ii.) Sei f ~p g = g~y f mit

h: X xI—=Y, hiz,t) :=h(x,1—1t)

denn h ist stetig und es gilt h(z,0) = h(z,1) = g(z), h(z,1) = h(x,0) = f(x)
= ~ symmetrisch
(111) Sei fo ~h f1 und f1 ~E fQ & : f() ~ fg

h(z,2t 0<
Definiere H : X x I — Y durch H(z,t) := (,21) L
Dies ist wohldefiniert, da h(z,1) = k(2,0) = fi(x) gilt und es sind Hx (o 17 und H|x 1 ) stetig,
also ist H stetig nach Lemma 3.5.
SchlieBlich gilt H(z,0) = h(x,0) = fo(z) und H(z,1) = k(x,1) = fo(z)
Also fo ~ fa = ~ transitiv. O

<
<

—_ N
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Bemerkung: Seig: ACX Y und # ={f: X > Y ‘ [ stetig fia = g}, dann zeigt man
analog, dass relA—Homotopie eine Aquivalenzrelation auf . ist.

Lemma 11.5. fo, f1: X =Y, go,91 : Y — Z seien alle stetig und fo ~n f1, 90 ~k 91
= goo fo ~m g10 f1 wobei H(x,t) = k(h(x,t),t)

Beweis. klar O

Beispiel 11.6. idgn~ ist homotop zur konstanten Abbildung
g:R" - R", g(x) :=0Vx eR"”

Beweis. h:R"x I — R", h(x,t) :=tx
#hozg,h1=ian:>gNian$ianNg O

Definition 11.7.  (i.) Fine stetige Abbildung f : X — Y heifst Homotopiedquivalenz
= Jg:Y = X stetig, so dass go f ~idx und fog~idy
g heifst Homotopieinverses zu f und ist i.a. nicht eindeutig

(ii.) X undY heiflen homotopiedquivalent (X ~Y)
< 3 Homotopiedquivalenz f: X =Y

(iti.) X heifit zusammenziehbar < X ist homotopieiquivalent zu einem 1-punktigen Raum.
Bemerkung:

(i.) ”homotopiedquivalent” ist eine Aquivalenzrelation (folgt aus 11.5)
(ii.) X,Y homsomorph = XY homotopiedquivalent

(iii.) Viele topologische Eigenschaften sind nicht invariant unter Homotopiedquivalenz
z.B. Kompaktheit, Dimension

Lemma 11.8.

X ist zusammenziehbar <3 h: X x I — X stetig mit
ho =idx, h1(X) ist 1-Punkt Menge

Beweis. 7 <7 Sei h1(X) ={zo} C X

Definiere f: X — {zo} und g : {zo} = X, g(xg) = x0

Dann gilt fog =idg,y und go f: X — X, go f(x) =20 = gof=h
Nach Voraussetzung gilt: g o f ~ idx und es folgt die Zusammenziehbarkeit.

7 = 7 Sei X homotopiedquivalent zu einem 1-Punktraum Y, dann ist Y hom&omorph zu jeder

beliebigen 1-punktigen Teilmenge von X

Wiéhle {z} C X, dann ist also X ~ {x¢}

Definiere die einzige Abbildung f : X — {x¢}, dann existiert zu dieser ein Homotopieinverses
g:{xo} = X mit idx ~p go f

Also existiert h : X x I — X stetig, mit hg =idx und hy = go f

Dies ist die gesuchte Abbildung. O

Definition 11.9.

X CR"™ heifit sternformig & Jxg € X Vo € X, Vt € [0,1] :
(1 —t);L‘o-i-t:L‘E X
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Beispiel 11.10. Kreisscheiben und Rechtecke im R? sind sternformig.

Folgerung 11.11. R"™ und jeder sternférmige Unterraum des R™ ist zusammenziehbar.

Beweis. Sei U C R" sternformig.
Die Abbildung h : U x I — U definiert durch h(x,t) = (1 — t)z + tz, mit z¢ Sternmittelpunkt,
erfiillt die Voraussetzungen aus Lemma 11.8 O

Beispiel 11.12.  (i.) Der Zylinder Z = S* x R ist homotopieiquivalent zu S*

(i.) Das Mobiusband M = [0,1]x[0,1]/r mit R erzeugt von (0,y) ~ (1,1—y) ist homotopiedqui-
valent zu S*

(iii.) Sei p € R™ beliebig und n > 2, dann ist R™ \ {p} homotopiedquivalent zu S™~*
Beweis. zu (i.): Definiere f: S' — S' x {0} C Z, f(s) = (s,0) und g : S x R — S, g(s,t) =
dann sind diese homotopieinvers zueinander, denn:

go f=1idg1 und fog(s,t) = (s,0) ist homotop zu idz via

h:ZxI—Z, h((s,t),7):=(s,7t)

zu (ii.): Definiere f : [0,1] x [0,1] — {[Oﬁ} ~ 51 durch f(z,y) := [a]
Die induzierte Abbildung f : M — {[8 i]} mit f o7 = f (hier ist 7 : [0,1] x [0,1] = M wie iiblich
die Projektion) ist wohldefiniert und stetig nach 10.7

Definiere g : {[ ]} — M durch g([z]) := [(z, )], dann ist auch g wohldefiniert und stetig nach 10.7

Esist fog=1id o1l und go f([(z,y)]) = [(z, 3)]
Noch %, : go f deM
Sei H :[0,1] x [0,1] x I — [0,1] x [0, 1] definiert durch

A,y 1) = (x, %t + (1=t

Dann induziert H die Abbildung H : M x I — M, H([(z,y)],t) = H(z,y,1)
Es ist zu zeigen, dass H wohldefiniert und stetig ist:
Es gilt

,id
0,1] % [0,1] x T —Z0  _prser

nokl %

M

ist kommutativ und 7 o H ist stetig, da m und H stetig sind.
Dann ist auch H o (,idy) stetig (dies folgt analog, mit leicht abgewandeltem Beweis, wie in Satz
10.7)

Es bleibt noch zu zeigen, dass H wohldefiniert ist, seien also [(z,y)] = [(/,¥')] in M, dann ist
entweder z =2’ und y =3’ oder x = 0,2’ =1lund y =1 — 3/

Der erste Fall ist trivial, also betrachten wir den zweiten.

Es gilt dann: H([(z,y)],t) = [(0, 5t + (1 — )y)] und H([(2",3)],1) = [(1,
Es ist zu zeigen, dass diese gleich sind in M, d.h. dass 1 — ( t+(1—1t)y)
Dies folgt aber sofort durch ausmultiplizieren.

Damit ist H stetig, wohldefiniert und es gilt Hy = idy; und H; = go f
= go f~idy

st+ (=11 -y)
=1t+(1—-t)(1—y) gilt.
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und damit M ~ % und wegen % ~St= M~ St
zu (iii.): Sei f: S"~1 — R™ \ {p} definiert durch f(x):=p+ z und

g:R"\ {p} — S"~! definiert durch g(z) := Ii:Z\ wobei |.| die gewihlte Norm ist.

Dann sind f, g homotopieinvers zueinander (Ubung)
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12 Die Fundamentalgruppe

In diesem Kapitel fithren wir die Fundamentalgruppe ein, die von grolem Interesse bei der Unter-
suchung algebraischer Strukturen in der Topologie ist.

Unser Ziel wird es sein einem topologischen Raum X mit ausgezeichnetem Punkt zg € X eine
Gruppe 71 (X, z¢), sowie jeder stetigen Abbildung

[ (X, 20) = (Yi0)
einen enstprechenden Gruppenhomomorphismus

f* : 7T1(X, m()) — ﬂ-l(Yy yO)

zuzuordnen.
(Wir werden im folgenden f : (X, z9) — (Y, y0) schreiben um anzudeuten, dass f(z) = yo gilt.)
Es soll hierbei gelten:

(1d(X,20))% = 1, (X 20)
sowie ;
(X, 20) = (Y,y0) > (Z, 20)
= (gof)*:g*of*

Dies bedeutet gerade, dass m; als Funktor von der Kategorie der topologischen Réume mit Basis-
punkten in die Kategorie der Gruppen verstanden werden kann.

12.1 Homotopien von Wegen und Definition der Fundamen-
talgruppe

Zunéchst werden wir einige Lemmata sammeln, die sich mit der Homotopie von Wegen beschéfti-
gen.

Lemma 12.1. Sind 9,7 : [0,1] — X rel{0,1}—homotop und
sind y1,74 : [0,1] = X rel{0, 1}—homotop
mit vo(1) = ~v1(0), so gilt

Yo * 71 ist rel{0,1} — homotop zu § * V]

Beweis. Seien h,k : [0,1] x I — X rel{0,1}—Homotopien von vy zu ) (h), bzw. von v1 zu ] (k)
Definiere H : [0,1] x I — X durch H; := hy * ky, d.h.

Esist [0,1] x I = [0, %] x TU [%,1] x I und Hyjo 1150 Hjg yxr sind stetig.

(?;g) H ist stetig.
AuBerdem ist Hy = 7o * 7, H1 = 71 * 7} sowie H¢(0) = 0(0), Hy(1) =1 (1) Vtel
also ist H eine rel{0, 1}—Homotopie. O
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Lemma 12.2. Sei~v:[0,1] = X stetig und ¢ : [0,1] — [0, 1] stetig mit ©(0) =0, ¢(1) =1
Dann sind v und 7 o ¢ rel{0, 1}—homotop.
(d.h. Umparametrisierungen sind homotop zueinander)

Beweis. Definiere h : [0,1] x I — X durch h(s,t) = v((1 —t)s + te(s)), dann ist
ho(s) = h(s,0) =~(s) = ho =7

hi(s) = h(s, 1) = v(p(s)) = hi =70

AuBerdem ist h:(0) = h(0,t) = v(0), ht(1) = h(1,t) = (1) Vt € I, also ist h eine rel{0, 1} —Homotopie
von 7y nach yo ¢ O

Folgerung 12.3. Sei vy : [0,1] — X stetig und € = ey ) : [0,1] — X definiert durch €(t) :=

7(0) Vvt € [0,1]
Dann ist € x vy rel{0, 1} —homotop zu 7y

Beweis. €%y =yo@mit ¢:[0,1] — [0,1] definiert durch

0 0<s<i
s) = -T2
#(s) {25 —1 % <s<1
und die Behauptung folgt aus dem vorherigen Lemma, da ¢ stetig ist und ¢(0) =0, ¢(1) =1 O

Lemma 12.4. Sei~v:[0,1] = X stetig und 7 : [0,1] = X definiert durch 5(t) := v(1 —t)
Dann ist v 7 rel{0, 1} —homotop zu € )

Beweis. Definiere h : [0,1] x I — X durch

_J(2st) 0
h“J)_{7@m+1—2ﬂ L

— Nl

<s<stel

<s<ltel

d.h. hy durchlduft v von v(0) bis y(t) und dann wieder zuriick, anschaulich ist klar, dass dies die
gewiinschte Homotopie liefert. Genauer:

hi(0) = h(0,t) = v(0) Vt € T und hy(1) = h(1,t) =5(1) =~(0) Yt € I
AuBlerdem h(s,0) =v(0) = ho = €,(0) und

(2t) 0<s<y _ _
h s 1 = 2 = * = h = *
(s, 1) {%%_J) Log<1 7 (s) 1=7%7

Die Stetigkeit von h folgt wie iiblich mit Satz 3.5, damit ist h die gesuchte Homotopie zwischen
€y(0) und y * 7 O
Lemma 12.5. Seien 1,72 : [0,1] = X stetig mit v1(0) = v2(0) und 1(1) = y2(1)
Dann gilt:

V1 ~rel{0,1} Y2 = Y1 *¥ V2 ~rel{0,1} €1 (0)
Beweis. Auch diese Aussage erscheint intuitiv sehr klar zu sein, benotigt aber im Beweis einiges
an Technik.

7 =" Seih:[0,1]xI — X eine rel{0, 1}—Homotopie von ; nach 7,. Definiere nun H : [0, 1] xI —
X

h(3ts,0) 0<s<itel
H(s,t) :=< h(t,35 — 1) %gsggtef
h(3t—3ts,1) 2<s<1tel
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Die Idee ist hierbei, dass man hg bis hg(t) durchlduft, dann lings der Homotopie von hq(t) nach
hi(t) und dann von hq(t) nach hy(0).

Man zeigt nun leicht, dass Ho = €., (o) ist, sowie H(0,t) = H(1,t) = 71(0) Vt € I und H stetig ist.
Es gilt

h(3s,0) 0<s<3
Hi(s):=Q¢h(1,3s—1) +<s<?2
h(3—3s,1) 2<s<1
%s OSSS%
und man sieht leicht, dass Hy = (71 * 72) 0  mit (s) = { 3 3 <s< 2 st
o1 i<s<a

Dabei ist ¢ wie in 12.2, also ist Hy ~ 71 * 72 und damit €., o) ~ Hy ~ 71 *72 und die Behauptung
folgt aus der Transitivitdt von ~

7 <7 Sei nun h: [0,1] x I — X eine rel{0, 1} —Homotopie von ; * 72 nach e, (o)
Es sei dann H : [0,1] x I — X mit

h(s,t) 0<s<itel
H(s,t) := ’ -2
() {h(g,(22t)s+2t1) i<s<litel

d.h. man durchléuft b bis zur Mitte hy(3) und lduft dann lings der Homotopie von k(%) nach
hi(3)

Es ist Hy eine Umparametrisierung von o : s € [0,1] — H (%, s), und H; eine Umparametrisierung
von 1

Da H auflerdem stetig ist und feste Anfangs- und Endpunkte hat, folgt hieraus, dass y1 ~cif0,1} @
ist.

Analog zeigt man mittels

h(1—s,t 0<s<iter
K(s,t) = (1 5:1) 1—5—2
i 2-2t)s+2t—1) L<s<iter
dass Y2 ~rel{0,1} g gﬂt
Und damit folgt 1 ~pci00,1} 72 -

Lemma 12.6. Seien v,0,7 :[0,1] = X stetig mit v(1) = 0(0) und o(1) = 7(0)
Dann gilt (y* 0) * T ~pergo,1) ¥ * (0 % T)

Bewets. Es gilt:

v4s)  0<s<l
(vxo)xT=qo(4s—1) Lt<s<1
T(2s—1) 1<s<1
4(2s)  0<s<}
yx(oxr)=oMs—2) L<s<?
7(4s — 3) %gsgl
Definiere ¢ : [0,1] — [0, 1] durch
2s 0§s§i
pl)=qs+5  iSs<3
3(s+1) 3<s<1



dann ist ¢ stetig und ©(0) =0, ¢(1) =1 und es ist (y* (0 % 7))(p(s)) = ((y*x o) * 7)(s)
Also folgt die Behauptung mit 12.2 O

Damit haben wir alle Eigenschaften zusammen um nun die Fundamentalgruppe zu definieren.
Zunichst bendtigen wir

Definition 12.7. Seixg € X. Fin Weg v :[0,1] = X (es sei daran erinnert, dass v ein Weg ist
& v stetig ist) heifit Schleife oder geschlossener Weg mit Anfangs- und Endpunkt x
= 7(0) =7(1) = zo

AUX,z0) = {y ’ v: X[0,1] = X stetig ,v(0) = v(1) = 2o}

Bemerkung:

(i.) Sei v eine Schleife, dann induziert 7 eine Abbildung +' : {[8}]} — X mit +'([t]) =v(¢)

” 7

(ii.) v0,m € QX,2z0) = " *m € QX,z0) deshalb konnte man erwarten, dass ” *” eine

Gruppenstruktur auf Q(X, ) induziert, allerdings ist ” x” nicht assoziativ und es existiert
i.a. auch kein neutrales Element.

(iii.) rel{0,1}—Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf Q(X,zo) (vgl. Bemerkung bei 11.4)
und damit ist es sinnvoll die Menge der Aquivalenzklassen

(X, o) = UX,20)/~ (o5
zu betrachten.
Folgerung 12.8. Seien [y], [11] € m (X, zo), dann ist
[vo] - [v1] := [m1 % 2] € m1(X, 20)
wohldefiniert und liefert eine Verkniipfung auf m1 (X, zo)

Beweis. 12.1 0

Satz 12.9. Sei X ein topologischer Raum, xo € X. Dann ist (m1(X,x0),-) eine Gruppe, die
Fundamentalgruppe von X zum Basispunkt xg

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass ” -7 Linksneutrale und Linksinverse Elemente besitzt, und ” - ”
assoziativ ist.
Sei € := [€4,], wobei €, die konstante Schleife in z ist, dann folgt mit (12.3), dass e ein Linksneu-

trales Element in 71 (X, zq) ist.
Nach (12.4) gilt auflerdem:

- =F*=F*7] =] =

also ist [7] ein Linksinverses Element.
Die Assoziativitét folgt direkt aus (12.6), denn

bl - (o] ) = [oxr] = [y (o= )] "2V [(y v o) w 7] = . = (1] - [o]) - [7]

Damit folgt die Behauptung 0
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Satz 12.10. Sei f: (X,20) — (Y, yo) stetig, so ist die Abbildung

Jeim(X,20) = m1 (Y, 90)
fo((]) = [f 0]

wohldefiniert und ein Gruppenhomomorphismus.
(Wir schreiben auch fi z, fir f«, wenn wir den Basispunkt sichtbar machen wollen)

Beweis. Seien [y1] = [y2] = [f o71] = [f o 72| nach (11.5) = f,. wohldefiniert.
Weiter ist

e -lo]) = fllyxa]) = [fo(vx o)l = [(fe) x (foo)l =[for]-[foo]
= fo((]) - f+([o])
0
Folgerung 12.11.  (i.) (id(x z4))+ = idr, (X 20)
(#i.) Falls (X, x0) ER (Y, y0) > (Z,20) mit f,g stetig, dann gilt
= (9o f)x=gso [
(genauer (9o fxazy = Gryo © fr,zo)
Beweis. zu (i.):
(idx)«([7]) = [idx o 7] = [7]
zu (ii.):
(go () =Mgof)erl=lgo(for)]=g:(lf o7]) = g (fu([¥]) = (g 0 £) (V)
O

12.2 Die Rolle des Basispunkts z,

Wir wollen nun genauer untersuchen welche Rolle der Basispunkt der Fundamentalgruppen spielt,
es wird sich zeigen, dass fiir alle z, die in einer Wegzusammenhangskomponente von X liegen, die
Fundamentalgruppen 71 (X, z) zueinander isomorph sind.

Satz 12.12. Sei~:[0,1] = X ein Weg mit v(0) = ¢ nach v(1) = 1. Dann ist

er : 771(X,$0) — 7T1(X7.’171)
Jy([0]) == [T * o) %]

ein Isomorphismus. (mit Inversem Jg)

Beweis. (i) Wohldefiniertheit von J,:
offensichtlich ist (7« o) * v € QUX,z1) = J,([o]) € m (X, z1)

falls 0 ~yerf0,1y 0 = (T % 0) * ¥ ~reio,13 (7% 0') %y nach (12.1)

= Jy([o]) = J5([0'])
Also ist J, wohldefiniert.
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(ii.) % : J, ist Homomorphismus. Seien [0}, [7] € m1 (X, z¢):

Ty(lo] - [7]) = Jy(fo 7)) = (7% (0 7)) #2] L (7 % (0 % (y £ 7)) #7) %]

D((Fx0)x7) x (F7) + )] = [(F*0) 4] - [(F*7) *7]

Sy (o) - J5([7])

Die Schritte (a) und (b) folgen beide indem man (12.6) und (12.1) mit entsprechender Sorgfalt
anwendet und sollen hier der Ubersichtlichkeit zuliebe nicht exakt ausgefiihrt werden. (Achtung
beim auseinanderziehen der [.] Klammern, dies geht nur wenn jeweils zwei geschlossene Wege
drinstehen!)

zu (iii.): J5 ist invers zu J,:

JzoJy([o]) = [T+ (Fx o) x7) *7] = [(v*7) * (0 * (v *7))]
7] ([o] - [y *7]) = [o]
—— ——

e e

=)

= J7 o J’Y = Z'dﬂ-l(X)a:D)

Und damit auch
Jyoldy = J50Jy = ide(x e
= J7 = J;l .

Folgerung 12.13. Ist X wegzusammenhdngend, so sind fir alle o € X die Fundamentalgruppen
m1 (X, x0) zueinander isomorph.

Die Isomorphieklasse dieser m1 (X, xg) nennt man oft kurz” die Fundamentalgruppe m (X) von X
”

(Etwa fir X = S': m1(S') = Z bedeutet Vo € S*: m (S, 2) ~Z)
Beispiel 12.14. X = {zo} = Q(X,z0) = {€z,} = m (X, z0) = {e}

Definition 12.15. Zwei Schleifen 71,72 : [0,1] — X heiflen geschlossen homotop falls eine
stetige Abbildung h : [0,1] x I — X emistiert, fir die gilt:
h(0,t) = h(1,t) Vt € I sowie h(s,0) =1(s), h(s,1) =y2(s) Vs € [0,1]

Natiirlich ist ‘geschlossen homotop* eine A quivalenzrelation und ist schwicher als rel{0,1}—homotop.

Definition 12.16.  (i.) Eine Schleife v : [0,1] — X heifst zusammmnenziehbar in X falls ein
x € X und eine geschlossene Homotopie h existieren mit hg = v und hy = €,.

(ii.) X heifit einfach zusammenhdngend, falls X ein wegzusammenhdingender Raum ist und
jede Schleife in X zusammenziehbar ist.

Bemerkung: Sei v : [0,1] — X eine Schleife, dann ist die Abbildung ~" : {[gi]} = X, ' ([t]) :=~()
wohldefiniert und stetig.

Folgerung 12.17. FEine Schleife v : [0,1] — X ist zusammenziehbar < 3 ein © € X und eine
Homotopie h' : {[8%]} x I — X mit hy =" und b = €,

Beweis. = 7 Sei h die Homotopie aus (12.16) und h'([s],t) := h(s,t), dann ist h’ wohldefiniert

und es gilt A’ o (7,idy), wobei 7 : [0,1] — {[8}]} die tibliche Projektion ist.

Damit ist A’, nach der Definition der Quotiententopologie, stetig. (Zeigt man mit einem analogen
Argument wie in Satz 10.7 (i.) )
Und es ist offensichtlich hj, = +" und h} =€,

7 <7 Sei h' wie in der Behauptung, dann definiert h := h’ o (,idy) die gesuchte Abbildung aus
(12.16). O
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Bemerkung: Sei Y = {[8’1]} und f Y — {[8’}]} der Hom6omorphismus. Dann ist die zu einer
Schleife v : [0,1] — X definierte Abbildung 7 : Y — X durch 5(y) := v/(f(y)) wohldefiniert und
stetig.

Folgerung 12.18. FEine Schieife v : [0, 1]~—> X ist zusammenziehbar < 3 ein x € X und eine
Homotopie h: Y x I — X mit hg =7 und hy = €,

Beweis. = Definiere TL(% 1) :=h(f(y),1t)
< Definiere 1/ ([s],t) := h(f~1([s]),t) O

Beispiel 12.19. In der letzten Folgerung sind besonders die FilleY = S' CR?, bzw Y = S C C
von Bedeutung. Man parametrisiert also den Weg durch den Rand des Einheitskreises.

Zum Beispiel, wenn vy : [0,1] — R? den Rand eines Rechteckes der Seitenlinge 1 und Mittelpunkt 0,
von (,0) aus startend, einmal umlduft, dann ist 5 : S* C R* — R? gegeben durch (y) = my
wobei ||.||oo die Mazimusnorm im R? ist.

Das genaue Aussehen von 7 ist aber nicht wichtig um (12.18) anzuwenden, man bendétigt nur, dass

5 als der Rand einer stetigen Abbildung aufgefasst werden kann. (Genauer im Lemma 12.22)

Wir werden nun zeigen, dass man z in der Definition der Zusammenziehbarkeit direkt als (0)
setzen kann.

Satz 12.20. Sei X ein topologischer Raum. Dann gilt:
FEine Schleife v ist in X zusammenziehbar < 7 ~yci50,1} €4(0)

Beweis. 7 =7

Sei xg € X beliebig.

Sei v € Q(X,x0), z € X und h eine geschlossene Homotopie von v nach ¢,.
Definiere o : [0,1] = X, o(t) := h(0,¢)

Dies ist dann ein Weg von xo nach x und es sei oy : [0,1] = X, 04(s) := o(ts)
Wir definieren & : [0,1] x I — X durch k; = (o * hy) * 7¢, genauer:

h(0, 4st) 0<s<itel
k(s,t) = < h(4s —1,t) 1<s<iter
h(0,t(2—2s)) 2<s<1tel

Da h; geschlossen ist, ist dies wohldefiniert. Dann sieht man leicht, dann k(0,¢) = zg = k(1,¢t) Vt € T
und ko bzw. k; sind Umparametrisierungen von vy bzw o &
Es gilt

€xo ~rel{0,1} O * o ~rel{0,1} k1 ~rel{0,1} ko ~rel{0,1} Y

7 <=7 Sei v eine Schleife in X mit 7(0) = z, dann gilt v ~,.¢;{0,1} € und damit ist sie insbesondere
zusammenziehbar. O

Folgerung 12.21.  (i.) Sei X topologischer Raum, dann gilt: Jede Schleife v in X ist zusam-
menziehbar < Vr € X : m(X,z) = {e}

(is.) Sei X wegzusammenhingend, dann gilt:
X einfach zusammenhingend < Jrg € X : m(X,z9) ={e} & Ve e X : m(X,z) = {e}

Beweis. zu (i.): Das folgt unmittelbar aus (12.20)

zu (ii.): Nach (i.) gilt X einfach zusammenhéngend < Vz € X @ m(X,z) = {e}

Natiirlich gilt Vo € X : m(X,2) = {e} = Fxp € X : m(X,z0) = {e}

Wir zeigen die Umkehrung:

Sei m1 (X, x0) = {e} und = € X beliebig, dann existiert ein Weg v von x¢ nach z und 7 (X, z) ~
71 (X, zo) via J, nach (12.12) O
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Das folgende Lemma gibt ein Kriterium fiir die Zusammenziehbarkeit einer Schleife.

Lemma 12.22. Sei |.| eine Norm auf R?
Weiter sei vy : [0,1] — X eine Schleife und 7 : S — X wie in Folgerung 12.18 und sei B? := {x €
R?||z| < 1}
Dann gilt
7 ist zusammenziehbar < 3f : B2 — X stetig, mit fist =7

Beweis. 7 < " Definiere H : S' x I — X durch H(z,t) := f(tx), dann ist diese Abbildung stetig
mit H; =74 und Hy = f(0) also nach (12.18) ist v zusammenziehbar.

” =7 Nach (12.18) existiert h: S? x I — X und ein # € X mit hg =7 und h; = €,

Nun kann man jedes y € B? eindeutig, als y = tx mit z € S* = B2 und t € T = [0, 1] schreiben.
Hierbei ist y € S < t=1

Damit definieren wir nun f : B2 — X als f(tz) :== h(1 —t,x) stetig und fist =ho=7 O

Satz 12.23. Sei h: X x I — Y Homotopie von hg = f nach hy = g. Seixg € X undv:[0,1] =Y
der Weg ~y(t) := h(zo,t) von v(0) = f(zo) =: yo nach y(1) = g(xo) =: 11

Dann gilt
Ge,zo = Iy © frmg
also
fe,z
71 (X, o) - m1(Y,%0)
k /
m1(Y, 1)
kommutiert.

Beweis. 77 : Vo € Q(X,xp) :

[(F+(feo)) 1] =lgoa] € m(Y,y)

Definiere 7, : [0,1] — X durch y:(s) := v(t + s(1 — t)) und

ke € Q(Y,y1) durch ki := (7% * (ht 0 0)) * v dann definiert k; eine rel{0, 1}—Homotopie von

ko = (7% (f ©.0)) # nach ky = (&, *(g00)) ¢,

Es ist aber (€, * (g0 0)) * €y, ~reif0,1} g© 0, da wieder nur eine Umparametrisierung vorliegt und
damit ist

(7* (f © U)) *Y = ko ~rel{0,1} k1 ~rel{0,1} 0O
also folgt die Behauptung. O

Lemma 12.24. Sei~y : [0,1] = X ein Weg mit v(0) = z¢ und v(1) = z1 und f : X = Y stetig.
Dann gilt
faar = Jpoy 0 fawo 0 Jy

bzw

f*,zl © Jw = Jfo'y © f*,:co

Beweis. Sei o € Q(X,xp). Dann gilt

feai(Jy([0]) =faa, (T * 0) %9]) = [f o (T * 0) %7)]
[(foys=foo)xforl=[(foy*foo)xfon]
= Jroy([f 0 0]) = Tfor (fizo ([0]))
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Satz 12.25. (i.) Ist f: X — Y Homotopieiquivalenz, so gilt fiir alle xg € X :

femo : (X, x0) = m1 (Y, f(x0)) ist ein Isomorphismus

(1.) X zusammenziehbar = Vg € X : m (X, zo) = {e}

Beweis. zu (i.): Sei g Homotopieinverses zu f, d.h. go f ~p, idx, fog~y idy
Definiere 7 : [0,1] — Y durch y(t) := h(zo,t)
Nach (12.23) kommutiert das Diagramm

(gof)*,m
71 (X, o) - 71(Y,%0)
(idx)x,zg _id% /
(Y, 91)

Insbesondere ist (g o f). = (Jy)~! ein Isomorphismus.
= g« O fi ist ein Isomorphismus
= fiz, it injektiv, g, ¢, ist surjektiv.
Analog bekommt man natiirlich, mit f o g ~ idy, dass g, f(,) injektiv und f, g(f(zo)) surjektiv
ist.
Definiere nun «/(t) := h(xg,1 — t). Dann ist dies ein Weg von z( nach g o f(xo) und wie erhalten
mit (12.24)
(Jroy') ™" 0 Fug(stao)) © Jy = Fuomo
Also ist insbesondere fi ;, surjektiv, da f, ¢(f(ao)) surjektiv ist.
Damit ist fs 4, bijektiv, also ein Isomorphismus.

zu (ii.): X ist homotopiefquivalent zu einem 1-Punkt-Raum. Die Fundamentalgruppe eines solchen
Raumes ist automatisch trivial. Nach (i.) existiert ein Isomorphismus von 1 (X, x¢) in die triviale
Gruppe. Dann muss 71 (X, zg) aber selbst trivial sein. O

Folgerung 12.26. (i.) Sei X CR™ sternformig = Vo € X : m (X, zo) = {e}

(ii.) Sei M das Mébiusband, dann ist

71 (S x [=1,1]) ~ 71 (SY) ~ 7y (M)

(iii.) Seip € R™, n > 2, dann ist m (R \ {p}) = m (S"~1)

Beweis. zu (i.): X sternférmig = X zusammenziehbar

zu (ii.),(iii.): Wir haben gezeigt, dass alle vorkommenden Rdume homotopieéiquivalent sind. Basis-
punkte kénnen wegen des Wegzusammenhangs weggelassen werden. O

Bemerkung;:

(i.) Eine wegzusammenhingende, zusammenziehbare Teilmenge des R™ ist einfach zusammenhéngend.
(folgt aus (12.25) (ii.) und 12.21 (ii.))

(ii.) Man zeigt in der Funktionentheorie, mit Hilfe des Riemannschen Abbildungssatzes, dass
die einfach zusammenhéngenden, offenen Teilmengen von C genau die offenen, wegzusam-
menhéngenden Teilmengen sind auf denen alle holomorphen Funktionen Stammfunktionen
besitzen (Elementargebiete)

D.h. dass die topologische Figenschaft des einfachen Zusammenhangs mit der analystischen
Eigenschaft eine Stammfunktion zu besitzen iibereinstimmt.
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13 Lokale Produkte und Uberlagerungen

In disem Kapitel werden wir uns eingehend mit sogenannten lokalen Produkten und Uberlagerun-
gen beschiiftigen, die es einem beispielsweise ermdglichen Umlaufzahlen und komplexe Logarithmen
zu definieren.

13.1 Lokale Produkte

Definition 13.1. Sei 7 :Y — X stetig. m : Y — X heifst lokales Produkt (oder: lokal triviale
Faserung)

& Vo € X 3 offene Umgebung U von x, ein topologischer Raum F = Fy # 0 und ein Homdomor-
phismus

h=hy: ’/Til(U) — U x F mit py Oh:7T|7T—1(U)

(esistp : U X F = U, pi(u, f) =u)

Dass heifit:
W U)——L S UxF
U
kommutiert.

F, :=7n7Y(x) CY heifit Faser von 7 tiber x

Bemerkung: hp, : [, — {2z} x F ist Vo € U ein Homdomorphismus.
Insbesondere heifit dies, dass jede Faser F. eines x € U homdomorph zu Fy; ist.

Definition 13.2. Fin lokales Produkt heif$t trivial oder global
< 3 ein topologischer Raum F und ein Homéomorphismus h:Y — X X F mitpioh ==

Bemerkung: Hier ist X = U also sind insbesondere alle Fasern homéomorph. Es stellt sich die
Frage ob auch bei lokalen Produkten alle Fasern homéomorph sein kénnen und falls ja, unter
welcher Voraussetzung.

Lemma 13.3. Ist 7 : Y — X ein lokales Produkt und ist X zusammenhdngend, so sind je 2
Fasern von m homdomorph.

Beweis. Wihle ein zg € X fest und setze Vy = {z € X ‘ F,2F, }und V; = X\ V)

Dann sind Vj, V7 offen, denn sei z € Vj, dann wéhle die Umgebung U aus der Definition des lokalen
Produktes und man erhilt F, = F,, Vx € U, also U C 1}

Analog fiir V4

Aber es ist xg € Vj also gilt wegen des Zusammenhangs Vy = X O

Bemerkung:

(i.) Sei X zusammenhingend und 7 : Y — X stetig, zo € z beliebig, aber fest, sowie F' :=
7 (). Dann gilt wegen der Homdomorphie aller Fasern, dass 7 ein lokales Produkt ist
& Vo € X 3 offene Umgebung U von x und ein Homéomorphismus h = hy : 7= H(U) —
U x Fmit pyoh =711

D.h. also, dass der topologische Raum F' fest gewihlt werden kann.

Insbesondere reicht es, wenn man zeigen will, dass man ein lokales Produkt vorliegen hat,
einen Homdomorphismus von 7~ 1(U) nach U x (eine beliebige Faser) zu konstruieren und
wenn es einen solchen nicht gibt, kann 7 auch kein lokales Produkt sein.
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(ii.) Da bei globalen Produkten sowieso alle Fasern homéomorph sind gilt dort (i.) auch ohne
den Zusammenhang.

Beispiel 13.4. (i.) 7 = p; : St x [0,1] — S?! ist offensichtlich ein globales Produkt mit Faser
[0,1]

(ii.) m: M — {[81]} wobei M das Mébiusband und 7([x,y]) = [z] ist, ist ein lokales, aber kein

globales, Produkt.

(iii.) ©:O(n) = O(n)/ow)xom—k) = G(n,k) ist lokales Produkt mit Faser O(k) x O(n — k)

(iv.) m: 83 CC? — 83/p =252 wobei z ~w = INESTCC: 2= w
ist ein lokales Produkt mit Faser S* (nicht global)

(v.) Y :=TS?:={(z,y) e R¥*xR® | x € §2 (z,y) = 0}
7:Y — 8% mit n(z,y) = x (Tangentialbiindel von S?) ist ein lokales, nicht globales, Produkt
mit Faser R?

Beweis. (Skizzen) zu (ii.): Wir zeigen nur, dass 7 kein globales Produkt ist. Jede Faser 7~ ([z]) =
{l(z,y)] | v € [0,1]} ist hombomorph zu [0,1]. Um zu zeigen, dass 7 kein globales Produkt ist

reicht es also (vgl Bemerkung vor dem Beispiel) zu zeigen, dass kein Homéomorphismus b : M —
[0,1]
{01}
Angenommen es gibt solch eine h, dann existiert ein f : M — [0, 1] Homéomorphismus (f = paoh)

Eine solche Abbildung existiert aber nicht. (Ubung)

zu (iv.): Wire 7 global, dann wire S® 2 §2 x S!

Dies kann nicht sein denn es gilt (ohne Beweis) 71(5%) = {e} aber m (5% x S') ~ m(S%) x 7(S!) =
{e} xZ~7

(Wir werden spiter noch 7y (S!) ~ Z zeigen.)

x [0,1] mit p; o h = 7 existieren kann.

zu (v.): Wire 7 ein globales Produkt wire T'S? = S§? x R? was einen Widerspruch zum Satz vom
Igel ergibt, der besagt, dass es kein stetiges Vektorfeld auf S? ohne Nullstelle gibt. O

13.2 Uberlagerungen
Definition 13.5. Fine Menge I mit Oy = (1) heifit diskreter topologischer Raum.

Definition 13.6. 7 : Y — X stetig, heifit Uberlagerung, falls Vx € X eine offene Umgebung U von
x, ein diskreter topologischer Raum I = Iy, sowie ein Homdomorphismus h = hy : 7= (U) — Ux1
existiert, so dass

kommutiert.

Lemma 13.7. Sei 7 stetig. Dann sind dquivalent

(i.) m ist eine Uberlagerung

(ii.) = ist lokales Produkt und jede Faser n='(x) C Y ist ein nichtleerer diskreter topologischer
Raum.



(i11.) Yo € X 3 offene Umgebung U von z, eine Indexmenge I # () und fiir alle i € I offene
Mengen U; C n=Y(U) C Y, so dass gilt

(a.) U Uy =7 1U)

(b) UinU; =0, i #j

(c.) Yiel: my,:U; — U ist ein Homéomorphismus

Dabei ist die Indexmenge in (iii.) gleich dem topologischen Raum in (i.) und (i.)

Beweis. Es sollen nur ein paar Hinweise zu ” (i.) = (iii.)” gegeben werden.
Ist m eine Uberlagerung so gilt Vi € I : U x {i} C U x I offen und da h : 7= 1(U) — U x I ein
Homoéomorphismus ist, sind die U; := h=1(U x {i}) offen und es gilt 7=1(U) = | U;
=
Diese sind disjunkt und es gilt fiir 7y, : U; — U, dass my, = ((p1)juxgiy) © (hjo,) ist.
Also ist 7y, ein Hom6omorphismus. O

Definition 13.8. Ist X zusammenhdingend, so ist #1 unabhdingig von © (nach (15.3)) und heifit
dann Blétterzahl der Uberlagerung

Beispiel 13.9.  (i.) Wir betrachten den homogenen Raum R/z =2 S' und die kanonische Pro-
jektion m : R = R/z, n(z) =[z] =2+ 7Z
Dies ist eine co-bldtrrige Uberlagerung.

(ii.) Die Abbildung h: R — S* C C, h(t) := €2>™ ist eine oo-blittrige Uberlagerung.
Genauso ist auch h: R — S* C C, h(t) := e eine co-blittrige Uberlagerung.

(ii.) Betrachte die Operation von {*idgsn } auf S™ und den zugehorigen Bahnenraum S™ /(4 ;qny =
RP"
Sei die Abbildung : S™ — S /(+idgny, T(x) = [x] = {—x,2} gegeben, dann ist diese eine
2-blittrige Uberlagerunyg.

(iv.) Sein € Z\ {0} )
Dann ist 7, : S CC — S* C C, m,(2) = 2" eine n—blittrige Uberlagerung.
(Diese Abbildung entspricht der Abbildung 7w :R/z — R/z, n([z]) = [nx])

(v.) Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C\ {0} ist eine co-blittrige Uberlagerunyg.
Beweis. zu (i.): Sei [x] € R/z. W&hle beispielsweise

U= ®/2)\{lo+ 3]} = (@~ 5,0+ 3) CR/z

Dies ist offen, da 7 nach (10.31) eine offene Abbildung ist und es gilt

1 1
T Y(U) = U(J;+i— T +it3)
i€EZ
und

o1 o1
ﬂ‘(x+i_%7x+i+%):(x+z—§,z—|—z—|—§)—>U

ist bijektiv, stetig und offen, also ein Homéomorphismus.

zu (ii.): Genauso wie (i.). U ist in beiden Fillen einfach das Bild von U aus (i.) unter dem
Homoomorphismus f : R/z — S, [z] — 2™
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zu (iil.): Zu x € S™ sei H, :={y € S" | (y,z) > 0}, d.h. die offene Halbsphre mit Mittelpunkt x
Sei [z] € 5" /{+idgn} und U := 7(H,) dann ist U offen und 7~ (U) = H, U H_, disjunkt.
Auflerdem ist

T Hy, - H:I:m —-U

bijektiv, stetig und offen.

Die Bijektivitdt ist klar, die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit von 7 und die Offenheit aus der
Offenheit von 7.

(7 ist offen, da fiir V C S™ offen, gilt: 7= (7 (V)) = V U (=V) offen in S™)

zu (iv.): Idee: Sei z = €? € S1, § € [0,27) dann ist die Faser

Fy={e¥ | ¢, =24k, k=01,..,n—1}

Zu x € S* withlt man U so klein, dass 7= (U) die disjunkte Vereinigung offener Umgebungen um
die Faserpunkte ist.

zu (v.): Idee: Ist 2 € C\ {0} und z ¢ {w € C | Re(w) < 0, Im(w) = 0}, wihle U = C_ := C\ {w €
C | Re(w) <0, Im(w) = 0}
Dann ist exp™'(U) = |J {w € C | Im(w) € (—m + 27k, 7 + 27k)}

kEZ

Im anderen Fall, wihle U = C\ {w € C | Re(w) > 0, Im(w) = 0}, dann ist exp~}(U) = |J {w €

kEZ
C | Im(w) € (27k, 27 + 27k)} O
Definition 13.10. Sei 7:Y — X lokales Produkt und f : Z — X stetig.
Eine stetige Abbildung f : Z — Y heifit Hochhebung oder Lift von f nach'Y
& mof=f
d.h.
7— 1 .y

X
kommutiert.
Folgerung 13.11. Euzistiert zu [ ein Lift, so gilt:
Vzo € Z Jyo € 7 1(f(20)) mit

Je(m1(Z, 20)) C ma(m1(Y,%0))
Beweis. Sei fein Lift. Setze yo = f(zo)
Damof=f= (mof).=f« und damit
T (fe(m1(Z, 20))) = fe(m1(Z,20)) = fe(m1(Z,20)) € (T2 (Y, 00)) 0
—_——

Cm1(Y,90)

Satz 13.12. Sei w:Y — X lokales Produkt. v :[0,1] — X ein Weg und yo € 7~ 1(7(0))
Dann existiert eine Hochhebung 7 : [0,1] = Y wvon v mit ¥(0) = yo

Beweis. [0,1] ist kompakt = 30 =ty < t; < ... < t, = 1 und Uy, ...U,, € X offen mit

(i) ([t trsa]) € Uk

(ii.) es existieren topologische Riume Fj, und Homdomorphismen hy : 7= 1(Uy) — Uy X F}, mit
P10 hg = Tr-1(y)
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Dies ist ein recht typisches Kompaktheitsargument ausgehend davon, dass [0, 1] von den Urbildern
(unter ) der U aus Definition 13.1 iiberdeckt wird. ES wird hier nicht ausgefiihrt, um den Beweis
iibersichtlich zu halten.
Es gilt ho(yo) = (¥(0), fo) fiir ein fo € Fy
Definiere 7 : [0,#1] = 72 (Up) C Y
durch

3(t) = hg ' (v(t), fo)

stetig, mit 3(0) = hy ' (7(0), fo) = yo und
moy(t) =mohy ' (4(t), fo) = pr1(7(), fo) = (1)
Es gilt h1(5(11)) ( (t1>,f1> fiir ein f; € Fy

Definiere 7, ¢,] dur
() =i (v(1), fr)

dann ist ¥ in ¢; wohldefiniert und es ist 7, ¢, stetig.

= Y|[0,15) Stetig und moy =1

Nach endlich vielen Schritten ist eine stetige Abbildung 7 : [0,1] — Y definiert mit 7(0) = yo und
moy =r O

Bemerkung: Im allgemeinen ist 5 nicht eindeutig, dazu miisste 7 eine Uberlagerung sein (siehe
(13.15))

Beispiel: Y = R?2 = R, 7(z,y) = x ist ein globales Produkt und es gilt 7 o5 = v und 7 stetig, fiir
jedes & der Form

(t) = (v(t), f(t)) mit stetigem f:[0,1] = R

Beispiel 13.13. (Winkelfunktion)
Zur Uberlagerung 7 : R — S' C C mit w(x) = ¢ und einem Weg v : [0,1] — S existiert eine
stetige Winkelfunktion ¢ : [0,1] — R mit

e = (1) vt € [0,1]

Beispiel 13.14. Sei v : [0,1] — C\ {20} stetig, dann existiert X : [0,1] — C stetig mit zo +
exp(\(t)) = y(t) (da exp : C — C\ {0} eine Uberlagerung ist und v(t) — zo € C\ {0}). X heifit
auch der Logarithmus des Weges 7.

Y(t)=z0
[v(t)—zo0]

Man kann diesen auch konkret konstruieren: Zu ¥(t) = wihle (t) mit e*®) = ';Zt/) wie

im letzten Beispiel. Dann gilt
Y(t) = 20 + |7(t) — 20]€®) = z + T B 20D ie®) = ) 4 AE)

mit A(t) =1In (|v(t) — 2ol) + i (t).

Satz 13.15. Seiw:Y — X Uberlagerung, f : Z — X stetig und Z zusammenhdngend.
Weiter sei zo € Z und yo € 7 (f(20)). Dann ezistiert hichstens eine Hochhebung f : Z —'Y won

£ mit f(z0) = o

Beweis. Seien ﬂ, fg zwei solche Abbildungen.
A={zeZ|fiz) = fa(2)} A =Z\A

Wir zeigen, dass A und A’ offen sind, dann folgt némlich mit dem Zusammenhang von Z, dass
fi=f

Sei z1 € A, d.h. fl(zl) = fg(zl) B
Sei U C X offene Umgebung von f(z1) € X aus der Definition der Uberlagerung, dann 3i €
I: f1(Z1) = fQ(Zl) S Ul
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Esist 2y € V= E_l(Ul) N f2 YU;) offen, da fl,fg stetig sind.

Es ist dann (7y,) o ((f1)\v) f|V = (my,) o ((f2)|v) da f1, f> Lifts sind.
Da 7y, injektiv ist = (fl)\v = (f2)|V = VCA

= A ist offen.

Sei z9 € A = fl(Zg) 75 fQ(ZQ) cm (f(Zz))

Sei U wieder die Umgebung von f(22) aus der Definition der Uberlagerung

Dann existieren ¢ # j mit fl(ZQ) e U;, f2(22) € Uy, denn wiirden fl(zg) fg(zg) im gleichen U;
liegen, wire dies ein Widerspruch zur Injektivitét von )y,

Setze V := f (Ui N f3 1 (U;)

Dann gilt zp € V und V ist offen mit V' C A’, denn fiir z € V' gilt:

fi(z) € Us, falz )€ Uj und U; NU; —(Z)alsogllt fi(2) # faz) = ze A

Also ist auch A’ offen und es folgt die Behauptung. O

Folgerung 13.16. Secien w, v und ¢ wie in (13.13), dann gilt
¢ ist ein Liftvony & Ik e€Z: ¢ =¢+k2r

Auflerdem gilt:
Ist v zusdtzlich geschlossen, so ist

fiir jeden Lift von ~y

Beweis. Wir zeigen zunichst die zweite Aussage.

Da + geschlossen ist gilt exp(ip(1)) = exp(ip(0)) und damit nach der Eulerformel:

sin(¢(0)) = sin(p(1)) und cos(¢(0)) = cos(¢(1)) und deshalb muss gelten, dass ¢(1) — p(0) € 27Z
ist.

Wir zeigen nun die Aquivalenz:
7«7 Es gilt
exp(ig’(t)) = exp(ip(t)) exp(2mi) = exp(ip(t)) = 7(t)

”? =7 Es sei also ¢’ ein Lift = exp(ip(0)) = exp(i¢/(0)) = 5=(¢'(0) — ¢(0)) € Z (wie oben)
D.h. 3k € Z: ¢'(0) = p(0) + k2w

Sei @¢(t) := ¢(t) + k27, dann ist @ ein Lift, nach 7 < ” und es ist $(0) = ¢’(0) also gilt ¢ = ¢
nach Satz 13.15 und es folgt die Behauptung. O

Bemerkung: In diesem einfachen Beispiel kann die Eindeutigkeit auch ohne Satz 13.15 gezeigt
werden, denn es existiert wegen e'¢' (1) = ¢##(®) zu jedem ¢ € [0,1] ein k(t) € Z mit (' (t)—p(t)) =
k(t) € Z. Die linke Seite ist aber stetig in R, woraus folgt, dass k(t) = k fest sein muss.

Folgerung 13.17. Seien 7, v und ¢ wie in (13.138) und sei vy nun stickweise stetig differenzierbar,
dann ist auch ¢ stickweise stetig differenziebar und es gilt

t
L (A7)
t) = — dT+ 0
o) =7 [ 55 dr+00)
0
t
Beweis. Definiere h(t f T) ) dr + (0 ), t €0,1]

0
Dann ist A stetig und stiickweise stetig differenzierbar.
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Weiter sei g(t) := e~ (1)
Dann gilt auf jedem Teilintervall auf dem h differenzierbar ist:

!
. ¢ .
g/(t) _ _efzh(t) . ’7 ( ) . ’Y(t) + efzh(t) . ’)/(t) =0

Also ist g konstant auf jedem solchen Teilintervall, da g aber stetig ist, ist g sogar auf [0, 1] konstant,
also g(t) = g(0) = e7#(0) . 4(0) = 1
Dann ist y(t) = e?*® und h(0) = ¢(0) also folgt mit (13.15) h = ¢

t ’
= o(t) = %bf‘*(” dr + (0)

(1)
Also ist ¢ stiickweise stetig diffbar und die Formel ist gezeigt. O

Satz 13.18. (Hochheben von homotopien) Seiw:Y — X eine Uberlagerung und H : Z x I — X
stetig und f1 : Z — Y eine Hochhebung von f := Hy : Z — X, dann existiert genau eine (vgl.
(13.15) mit Z = 1) Hochhebung H : Z x I —Y won H mit Hy = f

Beweis. Eindeutigkeit: Fiir jedes z € Z ist t — H(z,t) eine Hochhhebung von . : t — H(z,t) mit
H(z,0) = f(2) und diese ist nach (13.15) eindeutig.

Existenz: Es ist f(z) € 771(7.(0)) also existiert ein (eindeutiger) Weg 7 : I — Y mit 7,(0) = ()
und 707 =7, (nach (13.12) und (13.15))

Wir definieren H(z,t) := 7,(t)

Es ist nun noch zu zeigen, dass H stetig ist.

Seize Zund Sz:={tel| H ist in einer Umgebung von (Z,t) € Z x I stetig}
Wir zeigen Sz ist offen und abgeschlossen in I und 0 € Sz (da I zusammenhéngend ist = Sz =1)

Zeige: Sz ist offen. N

Seit € Sz = IV C Z, WCI offen mit (z,t) € V x W und Hy . ist stetig
= Vt' € W ist H stetig auf einer Umgebung V x W von Z,t)=> teWCSs
Also ist Sz offen in I

Zeige Sz ist abgeschlossen.
Seit € Sz, dann ist %7 : t € Sz
Wihle U C X offen mit H(z,t) € U wie in der Definition der Uberlagerung.

(dh. 771(U) = U Uj offen, U; offen und disjunkt und 7y, : U; — U Homéomorphismen Vj € .J)
icJ
3V C Z, W C I offen und zusammenhéngend mit (z,¢) € V x W und H(V x W) € U wegen der

Stetigkeit von H B N
teS:= HeSznNW = oE. (Hy)y ist stetig = 0.E. Ij € J: H,(V) CU;
= H‘VXW:(’JT|UJ,)710(H|VXW) stetig = teWCSz = te Sy

0 € Sz zeigt man genauso, nur spielt fdie Rolle von I;t O

Folgerung 13.19. Ist 7 : Y — X eine Uberlagerung, 7 : [0,1] = Y ein Weg mit 7(0) # 7(1) aber
mit Toy(0) =moq(1) =129 € X

Dann gilt fir v:=mo5 € UX,z0): e # [7] € m(X,z0)

(d.h. 7y ist nicht zu einem Punkt zusammenziehbar)

Beweis. Angenommen 7y ~,.qi{0,1} €z, und H : [0,1]x I — X die zugehorige Homotopie mit v = Hy
und €, = H;

Es ist 7 ein Lift von v = Hy

(139 5 genau eine Hochhebung H : [0,1] x I — Y von H mit Hy =7
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Es ist H(0,-) eine Hochhebung von H(0,-) = z

Definiere yo := H(0,0), dann ist 7(yo) = zp und wegen der Eindeutigkeit (13.15) gilt
H(0,t) = yo = H(0,0) YVt € I

da €, auch ein Lift von H(0,-) mit Start in yo ist.
Hy ist ein Lift von Hy = e;, mit Hy(0) = H(0,1) = yo. Damit gilt wieder

H(s,1) =yo = H(1,1) Vs € 0,1]

t — H(1,1 —t) ist eine Hochhebung von t — H(1,1 — t) = zo mit Start H(1,1) = yo. Auch hier
ist demnach

H(,1—t)=yo=H(1,0)Vte I

Also ist 5(0) = H(0,0) = yo = H(1,0) = F(1)
Dies ist ein Widerspruch. O

13.3 Anwendungen der Uberlagerungstheorie

13.3.1 Berechnung von Fundamentalgruppen

Folgerung 13.20.
(m1(S"),) = (Z,+)

Beweis. Es ist R/z =2 S' wir berechnen daher die Fundamentalgruppe von R/z im Punkt [0]
Sei m: R — R/z die Projektion.

Zu einem n € Z betrachte den Weg 7, : [0,1] = R, 7,,(t) =tn und 7, :=707, : [0,1] = R/z
Dann ist v, € Q(R/z,[0])

Wir zeigen, dass die offensichtlich wohldefinierte Abbildung

o Z— m(R/z)
n = [Yn]

ein Isomosphismus ist.

(Bemerkung: [z] mit x € R ist die Aquivalenzklasse in R/z, [y] mit v € Q(R/z, [0]) ist die Aquiva-
lenzklasse in w1 (R/z, [0]))

¢ ist ein Homomorphimus:

% [ngm] = [Yn * Ym] Es ist

Yn (2) 0<t<i [2tn] 0<t<i3
n * Ym = =
Tn Tm(2t—1) 1<t<1 [(2t—1)m] 3<t<1
Definiere
{m 0<t<i
P = (2t—1)m+n 1
Tfm o 3 =t=sl

dann ist ¢ stetig mit ¢(0) =0, ¢(1) =1 und es gilt nach (12.2) [Yntm] = [Yntm © @] = [Yn * Ym]
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¢ ist injektiv:

Sei n # 0, dann ist 7, ein nicht geschlossener Weg, also ist nach (13.19) [y,] # e und damit ist
ker ¢ = {e}, also ¢ injektiv.

¢ surjektiv:

Sei [y] € m1(R/z), dann ist v : [0,1] — R/z geschlossen und es existiert nach (13.12) ein «' :
[0,1]] = R mit oy’ =~ und 7/(0) =0
Damor/(1)=[0]= Ine€Z: ~v'(1)=neZ

Definiere die Homotopie H : [0,1] x I — R, H(s,t) = ~'(s)t +Vn(s)(1 — t) zwischen 4" und 7, (Vn
definiert wie oben)

Die Abbildung H = 7o H ist eine rel{0,1}—Homotopie zwischen v = 7 0+’ und ~,, = w07, also
ist ¢(n) = [yn] = [7] und damit ist n ein Urbild zu [v] O

Beispiel 13.21. Ist n # 2, so sind R? und R™ nicht homdomorph.

Beweis. n=1: R\ {Punkt} nicht zusammenhingend, R? \ {Punkt} ist zusammenhingend

n > 2:R?\ {Punkt} ist homotopiediquivalent zu S' also ist 71 (R? \ {Punkt}) = Z
Aber 71 (R™ \ {Punkt}) = {e}, da R™ \ {Punkt} einfach zusammenhingend ist. O

13.3.2 Retraktionen und Fixpunktsatz von Brouwer

Definition 13.22. Sei X ein topologischer Raum und A C X. Fine stetige Abbildung r: X — A
heifst Retraktion von X auf A, falls r| 4 = ida

Folgerung 13.23. Es gibt keine Retraktion r von B2 := B(0,1) C R? auf S* = 0B2

Beweis. Sei zg € S C B2undi:S!— B2 diiInklusion.
Angenommen es existiert eine Retraktion 7 : B2 — S, dann gilt

idﬂ'l(sl,zo) = (stl)* = (’I”Oi)* =Ty Ol ﬂ-l(Sla'TO) - 7'('1(51,@0)

aber es ist m1(S?, o) ~ Z und m1(B?,20) = {e} also ist der Homomorphismus i, : m1(S", ) —
71 (B2, z0) die triviale Abbildung i.(m1 (S, z0)) = {e}
Dies ist aber ein Widerspruch zu idy, (51 2,) = 7« © ix 0

Folgerung 13.24. (Fizpunktsatz von Brouwer) Sei F : B2 — B2 stetig, dann hat F einen Fia-
punkt, d.h. 3x € B2: F(z) =2z

Beweis. Angenommen: Vo € B2 : F(z) #
Sei < -, > ein Skalarprodukt auf R? und |.| die zugehérige Norm. Sei

A(z) == |z — F(z)|?, B(x) =<z —F(2),z>, C(z):=|z|* -1

Dann ist A(z) > 0 und C(z) < 1 und A, B, C sind als Abbildungen in x stetig.

Sei weiter t(x) := ﬁ (—B(x) + /B2(z) — A(x)C’(ac))7 dann ist ¢ stetig, t(x) > 0 und x € S* =
t(x)=0 o

Die Abbildung 7 : B2 — S* mit r(z) := z + t(2)(x — F(z)) ist dann stetig und wohldefiniert (d.h.
|r(x)] = 1) nach Wahl von t(z) und eine Retraktion von B2 auf S!, dies ist ein Widerspruch zu
(13.23) O

Bemerkung: Im Fall n =1 ist der Satz auch richtig, er lautet dann:

Eine stetige Funktion F': [-1,1] — [—1,1] hat einen Fixpunkt.
Dies ist klar wenn man G(z) := F(z) — z setzt, denn wegen G(—1) > 0 und G(1) < 0 folgt die
Behauptung aus dem Zwischenwertsatz!
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13.3.3 Die Umlaufzahl

Eine der wichtigsten Anwendungen der Uberlagerungstheorie ist die Moglichkeit eine Umlaufzahl
fiir Wege zu definieren.

Lemma 13.25. Sei zgp € C und v : [0,1] — C\ {20} ein geschlossener Weg. Dann existiert eine
stetige Funktion ¢ : [0,1] — R mit

Es ist dann die Differenz

und von ¢ unabhdngig.

Beweis. (13.13) und (13.16) da LH=% ¢ g1 O

RIOEEN

Definition 13.26. In obiger Situation heifst

1

(7, 20) = 5-(0(1) — 9(0)) € Z

die Umlaufzahl von v um zg
Bemerkung;:

(i.) Sei v :[0,1] — R*\ {(wo,y0)}, |.| die euklidische Norm im R? und 7 : R — S!, 7(z) =
(cos(x), sin(x))
Dann ist 7 offensichtlich eine Uberlagerung (analog wie in (13.9) (ii.)) und es existiert eine
stetige Funktion ¢ : [0,1] — R mit

v(t) — (zo,y0)

A0 — (o)) " © P = (eoseeld) sinee(r))

Auch hier ist dann n(y, (zo,y0)) := 3= (#(1) — ¢(0)) € Z und von ¢ unabhéingig und heiBt
Umlaufzahl um (zq, yo)

Dies ist offensichtlich, da man zu einem in R?\{(z0, y0)} geschlossenen Weg ~(t) = (71 (t), y2(t))
den zugehorigen Weg v/ (t) := v1(¢) + iv2(t) in C\ {0 + iyo} definieren kann.

Wihlt man dann ¢ aus (13.25) zu +/, zeigt sich, dass genau das gleiche ¢ auch % =
7o (t) erfiillt (Wegen Eulerformel)

Es gilt dann insbesondere:

n(7, (zo,y0)) = n(y', xo + iyo)

Im folgenden werden wir hauptséchlich mit C arbeiten, es sei aber bemerkt, dass Lemma
13.28, 13.30 und (13.31) natiirlich auch fiir Wege in R? gelten (es muss nur obige Identifi-
zierung durchgefiihrt werden)

(ii.) Es ist moglich die Funktion ¢ konkret (ohne Uberlagerungstheorie) zu konstruieren, dabei

V(t):z(’ definiert und dies
[v(t)—zo]

wird ¢ als der Winkel zwischen den komplexen Zahlen 1 und
stetig aneinandergesetzt.
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(iii.) Sei~y:[0,1] = C\ {z0} geschlossener Weg und A ein Logarithmus von v — zo nach (13.14)
Dann ist e’ = () — 2o und es gilt n(y, 20) = 5= (A(1) — X\(0))

27
denn: Es ist |y(t) — 20| = [} = eReA®) und damit ggg = emA®) sowie Re A(1) =
Re A(0) und es gilt (da Im A : [0,1] — R stetig ist)
1

(v, z0) = %(Im A1) —ImA(0)) = —

Beispiel 13.27. Sei y(t) = exp(8wit) dann ist n(v,0) = 4, was der Anschauwung entspricht.

Lemma 13.28. Seien vg,71 : [0,1] = C\ {20} zwei Schleifen die in C\ {zo} geschlossen homotop
sind.

d.h. hog =70, b1 =1 und h(0,t) = h(1,t), Vt €I
Dann gilt
n(0,20) = n(m, 20)

Beweis. Seien 7;(t) := w%zz‘ j=0,1und ¢; j =0,1 die zur Umlaufzahl gehérenden Hochhe-
bungen, d.h.

Yi(t) = e j=0,1

Dann ist h(s,t) := %

o]
Sei H : [0,1] x I — R eine Hochhebung der Homotpie h wie in (13.18), dann gilt n(hy, z) =
5= (H(1) — H(0)) nach Definition der Umlaufzahl (bemerke, dass die h; geschlossen sind)
Dle Funktion ¢ — 5= (H,(1) — H,(0)) ist eine stetige Funktion von [0, 1] nach R mit Werten in Z.
Dann muss sie aber schon konstant sein, insbesondere also

n(70, 20) = n(ho, z0) = n(h1,20) = n(M,20) O

eine geschlossene Homotopie von 7y nach 7;.

Bemerkung: Insbesondere gilt, dass n([y], z0) := n(v, 20) fiir [7] € m1(C\ {20}, 21) wohldefiniert
ist. Das folgende Lemma ist fiir Anwendungen duflerst wichtig, da meist v zumindest stiickweise
stetig differenzierbar ist.

Lemma 13.29. Seiv:[0,1] = C\ {20} ein stickweise stetig differenzierbarer Weg. Dann gilt

1
R
. o
n(y:20) ~ 2 ~( )—zo
0

Beweis. Betrachte den Weg h : [0,1] — S, h(t) :=

() = 2ol
AufBlerdem sei ¢ der Lift mit
Dann gilt nach (13.17):

‘38;7:;3' und sei r : [0,1] — R\ {0}, =(¢) :=

\18; zo| = eXP(W(t))

Es ist

Also
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und da v und damit r geschlossen ist, folgt

und damit die Behauptung. O

Folgende Eigenschaft der Umlaufzahl unterstiitzt auch ihre anschauliche Interpretation

Lemma 13.30. Sei z1 # zg beliebig, dann ist die Abbildung

Tl(~, ZO) : (71—1(((: \ {20}7 Zl)a ) - (Zv +)
ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Es ist zu zeigen: n(vo * 71, 20) = n(yo0, 20) + n(71, 20)

Sei n(vj,20) = 3= (i (1) — ¢;(0)) j=0,1

Es gilt wegen 70(1) = 71(0), dass e®0(1) = ¢#1(0) also existiert ein k € Z mit @o(1) + k27 = ©1(0)
D.h. k27 = ¢1(0) — ¢o(1)

Definiere

IA A
—_ N

wo(2t) +k2r  0<t
p(t) = .
p1(2t — 1) <t

Dann ist ¢ stetig und es gilt
Yo *71(t) — 20 _ oielt)
[0 % 71(t) — 2o

und nach Definition

1 1

n(Yo0 * 71, 20) = %(cp(l) —¢(0)) = o

= n(0, 20) + n(71, 20)

(p1(1) — ©1(0) + ¢o(1) — »0(0))

Bemerkung: Insbesondere ist n(7, z0) = —n(7y, 20)-

Weitere Eigenschaften der Umlaufzahl:

Lemma 13.31.  (i.) Seivy:[0,1] = C\ {20} ein geschlossener Weg. Dann gilt:

v ist in C\ {z0} zusammenziehbar < n(y,z9) =0

(i.) Seien vo,7v1 : [0,1] = C\ {20} Kurven mit vo(0) = v1(0), sowie v(0) = v1(1). Dann sind
diese ~reg0,13 homotop in C\ {20} < n(vo *71,20) =0

(#ii.) Sei~y :[0,1] — C\ {z0,21} ein geschlossener Weg und ¢ : [0,1] — C\ ~([0,1]) stetig mit
0(0) =20, p(1) ==
= n(')/azo) = n(fY7Z1)

Beweis. zu (i.): Es ist natiirlich nur 7 <=7 zu zeigen.

Sei also n(y, z0) = 0 und A ein Logarithmus von v — 2z
Definiere H : [0,1] x I — C durch H (s, t) := tA(0) 4 (1 — t)\(s)
und H : [0,1] x I — C\ {20} durch H(s,t) := exp(H(s,t)) + 2o
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Dann ist H eine Homotopie mit Hy = exp o) + 2z = v und Hy = exp(A(0)) + zo = v(0), sowie

H(0,8) =X + 2 = 7(0)

H(l,t) :eA(1)+t(A(l)—>\(0)) +2z0= e)x(l) eQﬂi-n(fy,zo)t +20 = 7(1) _ 7(0)
=1

Damit ist H eine rel{0, 1} —Homotopie von v zu €,(g) und es folgt die Behauptung.
zu (ii.): Dies folgt sofort mit 12.5 und (i.).

zu (iii.): Betrachte H : [0,1] x I — S mit H(s,t) = % geschlossene Homotopie von

v(8)—=0 v(s8)—21
[7(s)=zo [y(s)—21]

und H : [0,1] x I — R die Hochhebung dieser Homotopie mit eifl(st) = H(s,t) und Hy = ¢y,
wobei g die zur Umlaufzahl von v um 2y gehorende Hochhebung ist.

n:[0,1] = R, n(t) := %(ﬁ(l, t)— H(0,t)) ist die Umlaufzahl von y um ¢(t), also ist n stetig und
inZ

Dann ist n aber konstant und mit n(y, z9) = n(0) = n(1) = n(~, 21) folgt die Behauptung. O

nach

Bemerkung: Sind 7,71 in (ii.) sogar geschlossene Kurven in C\ {2z}, so gilt wegen n(yo*71, 20) =
n(y0, 20)—n(71, 20) (13.30), dass sie genau dann ~,.;10,13 homotop in C\{zp} sind, wenn n(vo, 20) =
n(1, 20) gilt.

Es sollen nun einige wichtige Satze mit Hilfe der Umlaufzahl bewiesen werden:

Als erstes beweisen wir die folgende anschauliche Tatsache iiber stetige Funktionen auf einer Kreis-
scheibe.

Folgerung 13.32. Sei f : B2 — R? stetig mit B> = B(0,1) C R?
Sei weiter v : [0,1] — 0B? ein geschlossener Weg und es sei p € R? mit n(f o~,p) # 0, dann
existiert ein ¢ € B2 mit f(q) =p

Beweis. Angenommen f(q) # p Vg € B2

Definiere h : [0,1] x I — R?\ {p} durch h(s,t) = f(tv(s)), dann ist h stetig, alle h; sind geschlossen
und hg = f(0), hy = foxy

Also ist nach (13.28) n(f o7, p) = n(ef(0),p) = 0, ein Widerspruch. O

Man kann nun auch den folgenden Satz beweisen
Folgerung 13.33. Es seien f,g:[—1,1]2 — R stetig und fiir alle z,y € [—1,1] gelte:
f(,y) >0, f(-1,y) <0, g(z,1) >0, g(z,—1) <0
Dann besitzt das Gleichungssystem
f(@,y) =0 g(z,y) =0

eine Losung (zo,%0) € [—1,1]?
(diese ist i.a. nicht eindeutig)

Beweis. Sei ¥ : [0,1] — 9(]—1,1]?) ein geschlossener Weg der den Rand des Rechtecks genau
einmal umliuft und « : [0,1] — R?\ {(0,0)} definiert als v(¢) := (f o §(t),g o §(t))

Dann ist H : [0,1] x I — R?\ {(0,0)} mit H(s,t) := (1 —1t)y(s) +t7(s) eine Homotopie von + nach
~ mit geschlossenen H,

Entscheidend ist, dass das Bild von H in R?\ {(0,0)} liegt.
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Dies folgt aber aus den Voraussetzungen, denn sei beispielsweise die zweite Koordinate von 7 auf
dem Intervall J gerade gleich 1, dann ist H(J,t) = (1 — t)y(J) + t7(J) dies ergibt in der zweiten
Koordinaten:

(1—-t)g(3(J))+t-1 und da 7 in der zweiten koordinaten 1 ist, gilt nach Voraussetzung g(7(.J)) > 0
also ist die zweite Koordinate von H(J,t) echt gréfler 0.

Analog auf den anderen Teilen der Parametrisierung.

Also ist n(y,(0,0)) = n(7,(0,0)) nach (13.28) und n(7,(0,0)) = 1 (klar, 7 ist z.B. homotop zu

einem einmal durchlaufenen Kreis)

Man kann nun Folgerung 13.32 anwenden (der Beweis geht analog mit [—1, 1]? statt B2) und erhiilt:
3(x07y0) € [717”2 : (fag)(x0>y0) = (070) O

Man kann auch den Fundamentalsatz der Algebra auf elegante Art und Weise mit Hilfe von Um-
laufzahlen beweisen.

Folgerung 13.34. Jedes Polynom p € Clz] vom Grad n > 1 besitzt eine Nullstelle in C.

Beweis. 0.E. sei p(z) = 2" 4 ¢(2), deg(q) <n —1

Sei R > 0 und pr : B2 C C — C, pr(z) :== m=p(Rz) = 2" + p=q(Rz)

Wiéhle R nun so grof}, dass Vz € C: |z| =R= "ﬂé—?‘ < 1 gilt (dies geht da deg(q) < n —1)
Dann gilt fiir 2| =1: |gZ=q(Rz2)| <

Seivy:[0,1] — S, v(t) =™ und H : [0,1] x I — C\ {0}, H(s,t) :=ty"(s) + (1 — t)pr(y(s))
H ist Wohldeﬁmert denn angenommen es gilt H(s,?) = 0 so gilt mit (s ) 1z

4 (1= ) (=" 4+ %q(Rz)) S0 = 2= (= 1)—g(R2)

R

Aber der Betrag der linken Seite ist 1 und der der Rechten ist echt kleiner 1, was ein Widerspruch
ist.

Also liegt das Bild von H wirklich in C\ {0} und es ist Hy = pgro~y, H; = 7" und die H; sind
geschlossen.

Also ist n(y™,0) = n(pr o~,0) und es ist offensichtlich n(y™,0) = n, also existiert nach (13.32) ein
wo € B2 mit pr(wg) = 0 und damit p(Rwy) =0 O

13.4 Hochhebbarkeitskriterium und Decktransformationen

Satz 13.35. (Hochhebbarkeitskriterium)

Seim:Y — X eine Uberlagerung, Z zusammenhingend und lokal wegzusammenhingend.
Sei f 1 Z — X stetig und 20 € Z, mit 29 := f(20), yo € 7Y (z0).

Dann ezistiert genau dann eine Hochhebung f : Z —'Y won [ mit f(20) = yo, wenn

fi(m1(Z, 20)) C mi(m1(Y, 90))

gilt.
; _
(Z, 20) (Y, y0)

S~ S

(X7 xO)

(Y, o)

(Nach (13.15) gibt es héchstens ein solches f)
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Beweis. Wir konstruieren einen Lift f

Sei z € Z. Da Z wegzusammenhéngend ist (4.22) kénnen wir einen Weg + : [0,1] — Z wihlen, mit
+(0) = 20 und (1) = =

Zu fo~:[0,1] — X existiert nach (13.12) und (13.15) ein eindeutiger Lift « : [0,1] — Y mit
a(0) = yo

Wir definieren f(z) := a(1)

Es ist zu zeigen, dass fwohldeﬁniert ist, d.h. dass der Wert «(1) von der Wahl von v unabhéngig
ist.

Seien also 71,72 : [0,1] — Z zwei Wege mit Start in 2o und Endpunkt z

= [fom*m)] € fu(m(Z, 20)) € mu(m1(Y, 90))

= JH : [0,1] x I — X stetig und einen Weg 8 : [0,1] — Y mit 5(0) = S(1) = yo und
Ho=fo(y1*72), HH=moBund H(0,t) = H(1,t) =z Vt € I

(4% 3 Hochhebung H : [0,1] x I — Y von H mit Hy = j

Es gilt PNI(O,t) = ﬁ(l,t) =yo Vt € I, denn t — I:T(O,t) und ¢, sind Hochhebungen von ¢, .
Wegen der Eindeutigkeit in (13.15) folgt dann H(0,t) = yo (genauso fiir H(1,t))

Also ist Hy ein Lift von Hy = fo(n *72) = (fom)* (fov2) mit Anfangs- und Endpunkt yo
Definiere nun 07,0 : [0,1] = Y durch oy (s) = Ho(3s) und o(s) := Ho(1 — 1s)

Dann gilt

woai(s) =m0 Hol3s) = Hol59) = (f om) T o) (39)
= fom(2-35) = Fomn(s)
. 1

= Fom(2: (1= 38) = 1) =Fom(l - 5) = f ona(s)

Also sind 01,07 (die eindeutigen) Lifts von f o1, f 0 y2 mit 01(0) = a2(0) = yo
Nach Definition von f ist also f(z) = o1(1) und f(z) = o2(1)
Esist 01(1) = ﬁo(%) = 02(1) und damit ist f wohldefiniert.
AuBerdem gilt fiir z € Z : 7o f(z) = n(a(1)) = f(7(1)) = f(2)
Es ist noch zu zeigen, dass fstetig ist.
Sei z € Z und U eine offene Umgebung von f(z) € X wie in der Definition der Uberlagerung und
()= U U,
jeJ
Sei V C f~1(U) eine offene wegzusammenhingende Umgebung von z
Fiir w € V wéhle 7y, : [0,1] = V mit 3,(0) = 2z, (1) = w und setze v, = v * J,, wobei v wie
vorher ein Weg von zg nach z ist.

JjeJ: f(z) €Uj da f(z) en(f(z)) S 1(U)

Es gilt fjy = (wﬁi) o (fjv), denn:

Sei w € V und a ein Lift von f o, mit a(0) = yo, dann ist (1) = f(w) und a(3) = f(z) nach
Definition.

Sei nun a; : [0,1] — Y definiert durch a1 (t) := a(3(1 +t)), dann ist oy ein Lift von f o 7, mit

1(0) = f(2)
Es ist aber auch 7r|_Ui o(foFw):[0,1] =Y (esist foA, ein Wegin U, da V C f~1(U)) ein Lift

von oy mit w; o (f 0 Fu)(0) = g (£(2)) = mip! (w(F(2))) = f(2)
Damit ist ay = wﬁi o (f o%y) und damit f(w) = a(l) =ay1(1) = wﬁi o(fou)(1) = ﬂﬁi (f(w))

(Wﬁjl-) o (fiv) ist stetig = ﬁv stetig.
Also ist J?insbesondere stetig auf V, also stetig in z. Da z beliebig war folgt die Behauptung. O
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Definition 13.36. Fine Decktransformation einer Uberlagerung m: Y — X ist ein Homéomor-
phismus h: Y =Y mitmoh =

Die Decktransformationen von w bilden mit der Hintereinanderausfihrung ” o
Decktransformationsgruppe % ()

7

eine Gruppe, die

Bemerkung: rToh =7 < h:Y — Y ist eine Hochhebung von 7 : ¥ — X

Beispiel 13.37.  (i.) m: R — R/z die Projektion = Z(r)={z €R s a+neR|neZ} ~7Z
(ii.) m: 8™ = S"/thidgny ERP™ = D (m) = {Fidsn} ~ Zo

(iii.) m:R* 5 R"/zn =T" = J(n) ={x €ER" sz +ne€R" |ne€Z} ~ 7"

Satz 13.38. Seim: Y — X eine Uberlagerung und Y einfach zusammenhingend und lokal wegzu-
sammenhingend. Dann ist die Decktransformationsgruppe 2 () isomorph zur Fundamentalgruppe
von X (da ™ nach Definition surjektiv ist, ist X = 7(Y) auch wegzusammenhdinged und daher
spielt der Basispunkt keine Rolle.)

Genauer:

Sei yo € Y und xo := m(yo)

Zu jedem h € () wihle einen Weg v, : [0,1] = Y mit v4(0) = yo und v4(1) = h(yo).

Dann ist [m o] € m1(X, o) unabhingig von der Wahl von vy, und I, : D(m) — m (X, xo) mit

I, (h) == [m o] ist ein Isomorphismus.

Beweis. (1.) Wohldefiniertheit von I,,,: Wir miissen zeigen, dass I,,, von der Wahl des Weges ~;,
unabhéngig ist. Seien also v, und 7, zwei Wege von yo nach h(yg), dann ist v, * Jh, zusammen-
ziehbar, da Y einfach zusammenhéngend ist. Nach (12.5) ist dann aber vy, ~y.¢i{0,1} Yn mittels der
Homotopie H.

Es ist dann 7 o H eine rel{0, 1}—Homotopie von 7 o v, und 7 o 7, also ist

[T o] = [m o] € m(X,z0) und damit ist I, wohldefiniert.

(2.) I, ist ein Homomorphismus: Seien hy, hy € ()
Wiéhle v, @ = 1,2 Wege von yo nach h;(yo), ¢ = 1,2 und setze Yp,on, := Vhy * (ha 0 Yh,).
Dann ist dies ein Weg von yg nach hy o ha(yo) und es gilt nach (1.), dass

Ly, (hg o hy) = [0 (Yh, * (h2 0 Yh,))] = [(7 0 Yn,) * (7 0 hy oyp, )]

= [(7( 07h2) * (7T O’th)} = [ﬂ- O’yhz}[ﬂ' O,yhl] = Iyo(hQ) . Iyo(hl)

(3.) I, ist injektiv: Sei h # idy

h ist Hochhebung von m = h(yo) # yo, denn sonst wiren h und idy Hochhebungen von 7 die yq
auf yo abbilden und nach (13.15) wére dann schon h = idy

Damit gilt aber nach (13.19) e # [m o y4] € mi (X, 20) = ker(Iy,) = {idy} = I, injektiv.

(4.) L, ist surjektiv: Sei [y] € m1(X,zp) und 7 : [0,1] — Y eine Hochhebung von v mit 7(0) = yo
Gesucht ist nun ein h € (7)) mit h(yo) = Y(1), denn dann gilt I, (k) = [7 0 7] = [y] und I, ist
surjektiv.

Z =Y ist lokal wegzusammenhingend und zusammenhéngend (da einfach zusammenhéngend)
m:Z — X und es ist m(Z,y0) = {e} da Z einf. zusammenhéngend, also folgt mit (13.35), dass
ein h: Z — Y stetig mit h(yo) = (1) und 7 o h = 7 existiert, d.h.

(Z, o) i (Y,7(1))




kommutiert.

Ebenso existiert eine Hochhebung h:Y — Y von 7 mit E(?(l)) = Yo

(X7 xO)

indem man die Rollen von yo und (1) vertauscht. B

Dann sind aber h o h und h o h Lifts von 7 mit h o h(yg) = yo und h o h(¥(1)) = (1)

Da idy ein Lift von 7 ist und idy (yo) = yo, sowie idy (Y(1)) = ¥(1) folgt mit (13.15):

hoh=1idy und ho h = idy

= h ist ein Homéomorphismus = h € 9(n) O

Beispiel 13.39. Es gilt nach Beispiel 13.37

(i.) m(SY) ~m(R/z) ~Z
(ii.) m (RP™) = Zs

(#ii.) m (T™) ~ 72"
Allgemeiner als der obige Satz, ist folgendes Lemma:

Lemma 13.40. Sei 7 :Y — X eine Uberlagerung und Y zusammenhingend, sowie lokal wegzu-
sammenhingend, yo €Y, xo := 7(yo).
Ist m.(m1(Y, y0)) normale Untergruppe von m (X, zo), so gilt:

(i.) Uyy) : D(m) = m1(X,20)/ 7. (m1 (Yoyo)) U5t €in Isomorphismus.
(Hy,] = po 1y, wobei p die Projektion p: m1(X,x0) = 71(X,20) /., (x1(v,y0)) i5t)

(ii.) Yz € X operiert D (r) transitiv auf 7= (z), d.h. Vy,y' € 7= (x) Ih € D(n) : h(y) = ¢/

(iii.) m:Y — X induziert einen Homéomorphismus H : Y /g — X durch H([y]) := 7(y)

Es sei angemerkt, dass aus (i.)-(iii.) folgt, dass m.(7w1(Y,yo)) normal ist, also ist dies eine notwen-
dige Voraussetzung.

Beweis. Der Beweis von (i.) soll hier lediglich skizziert werden.
[Iy,] ist wohldefiniert, denn: o

Seien i, 7n Wege von yo nach h(yo) = [yn *7n] € m1(Y,y0) = [moym] - [mom] ™! € mu(n (Y, 40)) =
[T 0 yn] ~ [1 0 4] beziiglich der Aquivalenzrelation in 71(X, 20)/x, (x, (v,y0))

Die Injektivitét von [I,,] folgt mit Hochheben von Homotopien &hnlich wie in (13.38)

Die Homomorphismuseigenschaft zeigt man wie in (13.38)

Zur Surjektivitat:

Z7 Ny € o) I h € D(m) 1 h(yo) =11

Solch ein h existiert nach (13.35) < m. (w1 (Y, y0)) C ma(m1 (Y, y1))

Ist nun v : [0,1] = Y Weg mit v(0) = yo und (1) = yi1, so gilt m(Y,y1) = Jy(n(Y,%0)) =
{{7xa)*1]| aeQY,y)}

= m(m(Y,y1)) = [1 o] m(m(Y,90)) - [7 0] = m(m1 (Y, 90)) O
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14 Die universelle Uberlagerung und die Klassi-

fikation der Uberlagerungen

Bemerkung: Ist 7 : Y — X Uberlagerung und h : Y — Y’ ein Hombomorphismus, so ist 7/ :=
moh™!:Y’ — X auch eine Uberlagerung.

Definition 14.1. Zwei Uberlagerungen m:Y — X, 7’ : Y — X von X heifien isomorph, falls ein
Homéomorphismus h : Y — Y’ existiert mit ¥’ oh =7

Satz 14.2. Sei Y # 0, 7 : Y — X und 7' : Y — X Uberlagerungen, Y,Y' zusammenhingend,
sowie lokal wegzusammenhdngend. Dann gilt:

7w und ' sind genau dann isomorph, wenn es Punkte yo € Y und y, € Y’ gibt mit w(yo) = 7' (y()
und T (m1(Y, y0)) = 7L (1 (Y, y5))

Beweis. ,, = ,: Sei h: Y — Y’ Homdomorphismus mit 7’ o h = 7.

Wiéhle yo € X und y(, := h(yo) = 7(yo) = 7'(y}) und es gilt, da h, ein Isomorphismus ist:

T (M1 (Y, 90)) = 7, 0 hu(m1(Y, 50)) = 7l (m (Y, y5))

» < ¢ Nach (13.35) existieren Hochhebungen % : (Y,y0) — (Y, 4({) von 7 : (Y,yo) — (X, 20) und
B (Y y0) = (Y,yo) von ' (Y, y5) — (X, 20)

Es gilt b/ o h(yg) = yo sowie ho h'(y)) = y, und K’ o h : Y — Y’ ist Hochhebung von 7, da
mo(h'oh)=n"oh=m.

Da idy aber auch eine Hochhebung von 7 mit idy (yo) = yo ist folgt wegen der Eindeutigkeit in
(13.15), dass h' o h = idy ist.

Analog folgt h o b’ = idy: und damit sind h, h’ Homdomorphismen und 7, 7" sind isomorph. O

Definition 14.3. Sei Y einfach zusammenhdingend und lokal wegzusammenhdngend und 7 :Y —
X eine Uberlagerung. Dann heifit = die universelle Uberlagerung von X

Bemerkung: Nach Satz 14.2 ist 7 eindeutig bis auf Isomorphie!
AuBerdem folgt in dieser Situation, dass Z(w) ~ m1(X), nach (13.38)

Lemma 14.4. Sei 7 : Y — X eine Uberlagerung, X lokal zusammenhingend und 4 C 9D(r)
eine Untergruppe der Decktransformationsgruppe, sowie Y/g := Quotientenraum von Y nach der
Aquivalenzrelation (Gruppenoperation):

Yo~y 3IJheb: hy) =wn )

Dann sind ©' : Y = Y/y, 7'(y) = [y] und 7" : Y/y — X, 7" ([y]) := n(y) Uberlagerungen mit
o' =71 und D(n') =%

Beweis. Skizze:
Sei g € X und U eine offene, zusammenh#ngende Umgebung aus der Definition der Uberlagerung,

dann ist 771(U) = |J U; und U; sind gerade die Zusammenhangskomponenten von 7~1(U) und
icl

7y, : Uy = U sind Hom&omorphismen..

Vh € 2(m) 3 0 = o(h) € S; (wobei Sy die bijektiven Selbstabbildungen von I sind) mit h(U;) =

Ug(i) Viel

Daraus folgt mit einigem technischen Aufwand die Behauptung. O

Beispiel 14.5. Y =R? X =R?/z: = T2, 9(r) = Z?, 4 = {0} x Z, dann ist die Decktransfor-
mationsgruppe von 1’ : RZ — RQ/{O}XZ natirlich gerade 2(n') = {0} x Z.

Satz 14.6. (Universalitit der universellen Uberlagerung)

Sei 7 : (Y,40) — (X, x0) universelle Uberlagerung von X und 7 : (Y,y0) — (X, 20) eine andere
Uberlagerung, sowie 4 = Izi)l(ﬂ'*(ﬂ'l(Y, Y0))) C 2(7). Auflerdem seien 7', 7" wie im vorherigen
Lemma. _

Dann ist w: (Y,yo) = (X, o) isomorph zu 7" mit #" : (Y /¢, [y0]) = (X, zo)

D.h. also, dass man jede Uberlagerung als Faktorisierung der universellen Uberlagerung wiederfin-
den kann.
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Beweis. 7! o Iy’iol = (Iyio)‘g, denn:
m/([r" 0n]) = [r" om' 0q] = [ 0]
Damit gilt:
! (w1 (Y, [g0]) w15 (9)) = I7(%) = m(m1(Y, 90))
Damlt folgt die Behauptung aus Satz 14 2 O

13. 38 14.4

Zum AbschluB dieses Kapitels soll nun noch die Existenz einer universellen Uberlagerung nachge-
wiesen werden. Dazu bendtigen wir noch eine letzte

Definition 14.7. Ein topologischer Raum X heifst semilokal einfach zusammenhdngend <
Vx € X 3 eine Umngebung U von z, so dass jede in U geschlossene Kurve in X zusammenziehbar
15t.

(um lokal einfach zusammenhingend zu sein, muss der Weg schon in U zusammenziehbar sein.)

Beispiel 14.8.  (i.) X CR" offen = X lokal einfach zusammenhdingend. Dies gilt allgemeiner
fiir jede topologische Mannigfaltigkeit.

(ii.) Wihle in R? die Menge aller Kreise mit Mittelpunkt (+,0) und Radius £, n € N (Hawaiian
earring).
Diese Menge ist nicht lokal einfach zusammenhingend (Problem in 0), aber wohl semilokal
einfach zusammenhdngend.

(#ii.) Es gibt Raume die nicht lokal einfach zusammenhingend, aber einfach zusammenhingend
sind. Man wihle z.b im R die Kreise aus (ii.) und erginze diese zu Kegelmdnteln mit Spitze
n (0,0,1)

Satz 14.9. Sei X zusammenhdingend, lokal wegzusammenhdngend und semilokal einfach zusam-
menhdngend. Dann existiert ein einfach zusammenhdingender, lokal wegzusammenhdngender topo-
logischer Raum Y und eine Uberlagerung w:Y — X. (diese ist dann nach Definition universell)

Beweis. Sei xg € X fest und Qg (X) := {a : [0,1] — X stetig | a(0) = z0}
Definiere auf €2, die Aquivalenzrelation:

a~fieall)=801) Ao~y B .

Definiere Y := Q,,/~ und schreibe [[a]] fiir Aquivalenzklassen in Y.

Weiter sei 7: Y — X definiert durch 7([[a]]) = (1) € X, sowie xg := [[€x,]]
= 7(xg) = a0

Wir definieren nun eine Topologie auf Y:

Zu a € Q,, und einer wegzusammenhingenden Umgebung U von z = «(1) sei V(U,«a) :=
{llaxA]] [ v:[0,1] = U stetig , (0) =z}

Wenn y = [[a]] = [[8]] ist, so gilt: V(U,a) = V(U, 8) =: V(U,y)

Damit kann man nun definieren: V' C Y heifit offen : &

Yy € V 3 wegzusammenhingende Umgebung U von 7(y) mit V(U,y) CV

Es gilt: 7n(V(U,y)) =U

(i.) Dies definiert eine Topologie auf Y

Vereinigungen von offenen Mengen sind offensichtlich offen.
Seien Vi, V4 offen und y € V3 NV, Wihle die Uy, Us aus der Definition, dann folgt, dass V(U,y) C
V (Ui, y) NV (Us,y) mit einem U CU; NUy, y €U

(ii.) 7 ist stetig beziiglich dieser Topologie:

Sei W C X offen und y € 7—1(W). Wihle wegzusammenhingende Umgebung U von 7(y) € W
mit 7(y) e U CW = V(U,y) C 71 (W), da n(V(U,y)) =U.

iii.) 7 ist offen:

Sei VCYoffenund z e n(V)=3JyeV:n(y)

m(y) = x = 3 wegzusammenhingende Umgebung U
von x mit V(U,y) CY =2 €U =n(V(U,y)) Cn(V) =

m(V) ist offen
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(iv.)r ist eine Uberlagerung:

Sei z € X und U eine offene wegzusammenhéngende Umgebung von x fiir die gilt, dass jeder ge-
schlossene Weg in U in X zusammenziehbar ist (diese existiert da X lokal wegzusammenhingend
und semilokal einfach zusammenhiingend ist)

Folgende drei Punkte zeigen, dass 7 eine Uberlagerung ist:

e Seiy € 7 1(x). Dann ist 7 : V(U,y) — U bijektiv.
Die Surjektivitat ist klar, es bleibt also nur die Injektivitat zu zeigen.
Seien dazu y1,y2 € V(U,y) und 7(y1) = 7(y2), y1 = [l x ], y2 = [[a*72]].
Aus w(y1) = 7(y2) folgt v1(1) = 72(1) und ~; *73 ist nach Definition von U auf einen Punkt
zusammenziehbar, d.h. [y; * 73] = e in 71 (X, z)
Damit ist:
[(axm) * (axy2)] = [ax (11 *72) *a] = Ja([n *T2]) = e
wobei Jz die Abbildung aus den vorherigen Kapiteln bezeichnet: Jz : (X, z) = m(X, )
Also ist [(a*71) * (axy2)] = e in (X, 2) und damit nach Definition y; = y9, also ist die
Abbildung injektiv.
Mit (ii.) und (iii.) folgt damit nun, dass 7y (v, ein Homéomorphismus ist.

o m }U)= |U V(U,y) (bemerke: die V (U, y) sind nach Definition offen) Die Inklusion
yer—1(x)
7 D7 ist klar.
Fiir die andere Richtung sei z € 77 1(U) = 3 8 € Qy, mit [[B]] = 2z und (1) = 7(z) € U.
Wiihle v : [0,1] — U stetig mit v(0) = 2 und (1) = B(1) = B ~reqo,13 (B*7) * 7
Es gilt y := [[8«7]] € 7~ (z) und [[B] = [[(8+7) * ] € V(U,y)

e Noch %, dass die V(U,y) disjunkt sind.

Seien y; = [[a1]] € 7~ H(z) und yo = [[az]] € 771 (x), sowie z = [[a1 * M1]] = [[a2 * 12]] €
V(U,y1) NV (U,y2) mit v; : [0,1] = U mit 7;(0) = a;;(1), 7(1) =7n(z), i =1,2

m(X,20) 3 e = [(a1 *71) * (a2 ¥ 72)] = [a1 * (71 % 7o) * Q2] = [a1 * Q2] = Q1 ~reifo,1) Q2 =
Y1 =92

Damit ist 7 eine Uberlagerung.

(v.)Y ist zusammenhéngend und lokal wegzusammenhéngend:

o Wir zeigen zunéchst den Zusammenhang:
y=|la]] €Y. Fiir t € [0, 1] definiere den Weg a; € Q,, durch ay(s) := a(ts)
Definiere 7 : [0,1] — Y durch (¢) := [[on]] = 7 stetig. (dies wird hier nicht gezeigt)
Y(1) = [len]] =y, 7(0) = [[ew]] = Zo.
Damit folgt, dass Y wegzusammenhéngend ist.

e Der lokale Wegzusammenhang folgt aus dem lokalen Wegzusammenhang von X und den
Uberlagerungseigenschaften von .

(vi.)Y ist einfach zusammenhéingend:

Zeige m.(m1(Y, %)) = {e} € 7(X, zo), dann folgt der einfache Zusammenhang aus der Injektivitét
von T, nach (12.21) (ii.).

Sei also [a] € m. (w1 (Y, xg)) wobei o : [0,1] = X, a(0) = a(l) = zo

Definiere wie in (v.) a(s) = a(ts)

= [[ao]] = 7o und 7(([ar]]) = ar(1) = a(1)

= t — «a(t) ist Lift von «

= [a] € m.(m1(Y,Tp)) und damit folgt nach (13.18), dass [[a1]] = Tp < [a] = e € m(X, x0) O
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A Der Satz von Seifert-van Kampen

Es soll hier noch kurz der wichtige Satz von Seifert-van Kampen vorgestellt werden mit dem man
elegant Fundamentalgruppen komplizierterer R&ume berechnen kann. Er soll hier allerdings nicht
bewiesen werden und wird daher nur als Appendix gefiihrt.

Satz A.1. Sei X = UUV ein topologischer Raum, U,V offen und U, V,UNV wegzusammenhdngend
und x € UNYV. Es seien in

m1 (U, x)
(1)«
/ (41) =
7T1(Uﬂ‘/v,$) 7T1(X,3?) G
(J2)« ha
7'1'1(‘/7 .Z‘)

11,19, J1,j2 die Inklusionen und G eine beliebige Gruppe.
Es gilt: Fir jedes Paar von Homomorphismen hy, ha mit hy o (i1)s = ho o (i2). existiert genau ein
Homomorphismus h mit hy = ho (jg)«, k=1,2

Eine wichtige Folgerung aus dem Satz von Seifert-van Kampen ist

Folgerung A.2. Ist 1 (UNV,z) = {e} so folgt, dass 71 (X, ) das freie Produkt von (j1)«(m1 (U, x))
und (j§2)«(m1(V,x)) ist.

Beispiel A.3. Es sei X = 90B(1,—1)U0B(1,1) C C eine liegende Acht. Dann ist m(X) = Z * Z
das freie Produkt von 7Z mit sich selbst.

Beweis. Schreibe X = U UV mit U = X \ {—2} und V = X \ {2} dann sind U und V offen und
U NV ist einfach zusammenhéngend, daher also m1 (U NV,0) = {e}

Weiter ist U ~ V ~ St und damit 7 (U,0) ~ 71(V,0) ~ m(S?) ~ Z, also folgt die Behauptung
aus obiger Folgerung. O
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