Ubungsblatt 11 zur Vorlesung “Topologie” im SS 16

Prof. V. Bangert 5. 7. 2016
Schreiben Sie Thren Namen auf Ihre Losung. Abgabe am 12. 7. vor Beginn der Vorlesung.
Aufgabe 1.

Sei U C R" offen, v : S — U eine Schleife und € > 0. Zeigen Sie:

Es existiert eine stiickweise affine Schleife 7 : S — U mit d(v,7) := max,cq1 [|7(s) — F(s)| < e,
die in U rel{0, 1}-homotop zu - ist.

Dabei heifit 7 : S1 = % — U stiickweise affin, falls ein £ € N und eine Unterteilung 0 = ty <
t1 < ... <ty =1 von [0, 1] existiert, so dass J|i,_, ¢, affin ist fiir jedes 7 € {1,..., k}.

Hinweis: vgl. Blatt 10 Aufgabe 3.

Aufgabe 2.

a) Zeigen Sie: Jede stetige Abbildung f : X — S™ mit f(X) # S™ ist homotop zu einer konstanten
Abbildung.

Anleitung: stereographische Projektion aus einem Punkt in S™\ f(X).

Sei n > 3 und sei 7 : ST — R™\{0} eine stiickweise affine Schleife (vgl. Aufgabe 1).
Zeigen Sie:

b) v ist in R™"\{0} zusammenziehbar.

Anleitung: Zeigen Sie, dass v in R™\{0} homotop zu 7 : St — S"~1, 3(t) = 7(%, ist und dass
7(S1) # 8"~ ist. Beniitzen Sie dann Teil a).

¢) Fiir n > 3 sind die Fundamentalgruppen von R™\{0} und S™~! trivial. (Sie kénnen im Beweis
Aufgabe 1 voraussetzen.)

Aufgabe 3.

Sei Y der Produktraum der topologischen Réume X1, Xo und y = (1, 22) € Y. Selen p; : X1 x X9 —
X1 und pg : X7 X X9 — X» die Projektionen auf die Faktoren. Zeigen Sie:

P1x X p2x - (Y, y) = w1 (X1, 1) X w1 (X2, x2) ist ein Isomorphismus von 71 (Y, y) auf 7 (X1, 1) X
71 (X2, x2) mit der Produktgruppenstruktur.

(Die Produktgruppenstruktur zweier Gruppen (G1, -) und (G, -) ist wie folgt definiert: Sind g1, h; €
Gl und g2, hg S GQ, SO ist (gl,gg) . (hl,hg) = (91 . h1,92 . hg))

Aufgabe 4.

Sei X einfach zusammenhéngender topologischer Raum und 79,71 : [0,1] — X Wege in X mit
70(0) = 71(0) =: zo und (1) = 7 (1) =: 21.

Zeigen Sie: v und 7 sind rel{0, 1}-homotop.

Anleitung: Betrachten Sie eine Zusammenziehung h : [0,1] x I — X von 7y * ¥ € Qx 5, durch
Kurven h; € Qx 4, und ki := hy x 1.



Losung 1.

Sei ¢ > 0 und S' = {[8}]} Da v : [0,1] — U stetig und [0, 1] kompakt, existiert nach Aufgabe 3,
Blatt 10 ein £ > 0, so dass jede Schleife 4 : [0,1] — U mit ||y(t) — 5(¢)|| < € fiir alle ¢ € [0,1], in
U homotop zu « ist. Wegen der gleichméssigen Stetigkeit von «y existiert ein 6 > 0, so dass fiir alle
t,t €10,1] gilt: falls |t — | < &, dann ||y(2) —y(f)|| < % Definiere fiir n € Ny t,, :== min{nd, 1}
und damit 0 =ty < t; < ... < tp = 1, und die affine Schleife 4 mit

(t — tn)
(tnt1 — tn)
Es folgt fiir 0 <n <k —1: 4(t,) = v(tn) und 5(0) = (1) = ~v(0) = (1) und 7 stetig.
Firt e [0,1] ex. 0 <n <k —1 mit t € [t,, tp41] und nach Wahl von 6, [|v(t) —v(t,)| < %
Weiterhin gilt nach der Definition von 4 und ¢, fiir das gleiche ¢: || 3(¢) =7 (tn)|| < [|7(tnt1) =7 ()| =
1y (tns1) — 2(ta) || < ™52 Dag ergibt

(@) = 3ON < 7@ = vE) + 7 (E) = O = v (@) = &)+ 17(E) = (@] < min{e, £}

Nach Wahl von € ist 4 in U homotop zu 7.

ity tnga] (£) 7= v(tn) + (Y(tnt1) —y(tn)) fir 0<n<k-1.

Loésung 2.
a) Sei S” ¢ R™! und o.E. sei der Nordpol e,;1 ¢ f(X). Die stereographische Projektion Py :

x1 iy .
n ) und ihre

S™\{en+1} — R™ ist gegeben durch Py(z1,...,Tnt1) = ey
1 -2y 1—2p1

2 —1 2
Umkehrabbildung durch Pﬁl(yl, vy Yn) = (1 +ZﬁlyH2,..., 1 +yﬁyH2’ : _:_HL%! ) . Damit ist es

leicht zu sehen, dass Py ein Homdomorphismus ist. Die Abbildung h : X x I — S™, h(z,t) =
Pyt ((1 = t)Py(f(x))) ist stetig mit h(x,0) = f(z) und h(z,1) = —e,q1 € S™ C R™! fiir alle
e X.

b) H(s,t) := t¥(s) + (1 — t)7(s) ist eine Homotopie in R™\{0} zwischen v(s) und 5(s) = Hz%zg”.
Da « stiickweise affin ist, liegt 7(.S') in der Vereinigung U§:1 GY von endlich vielen Grofkreisen
G; C S™~1. Da GroBkreise in S"~! abgeschlossen sind und fiir n > 3 leeres Inneres haben, folgt
per Induktion, dass S~ 1\ U;?:l GY offen und nichtleer ist. Speziell ist 7(S1) # S"~1. Nach Teil
a) ist 4 in S"~! homotop zu einer konstanten Abbildung. Also ist v in R™\{0} homotop zu einer
konstanten Abbildung.

c) Sei v € Q(S" 1 z0), n > 3. Nach Aufgabe 1, ex. eine in R™\{0} zu v homotope stiickweise
affine Schleife ¥ € Q(R™\{0}, 7¢) und nach Teil b) ist 4 in R™"\{0} zusammenziehbar. Da S"~!
wegzshgd., ist es damit 1-zshgd., und nach Fakt (9.12) gilt fiir alle z € S, 71(S"" 1, 2) = {e}.
Da R™\{0} homotopiedquivalent zu S"~! (vgl. Lésung der Aufgabe 2, Blatt 10), gilt nach Satz
(9.15) fiir alle y € R™\{0}: m (R™"\{0},y) = {e}.

Loésung 3.

Nach Def. der Produkttopologie: v € Q(Y,y) < (v; := pioy € Q(X;,x;) fiir i = 1,2). Ausserdem
gilt fiir v,7 € Q(Y,y), dass H : [0,1] x I — Y stetig mit Hy =+, H; =5 und H(0,s) = H(1,s) =y,
genau dann wenn fiir i = 1,2, H' := p;o H stetig mit H} = v;, Hi = 7; und H(0,s) = H'(1,s) = z;,
also v ~g013 7 € (p1o7,p207) ~o1} (P10 7,p207). Damit ist p1. X pax : [v] = ([l [12])
wohldefiniert und bijektiv. Es gilt offensichtlich v x5 = (71 * 31,72 * J2), also p1« X pa([Y] - [F]) =
Pre X P2« ([v % 3]) = pra X p2u([(71 %Y1, 72 % 32)]) = ([(32 % %], [v2 * 32)]) = ([(n] - (3]s [y - [2)))-



Losung 4.

Da m1(X,z9) = {e} und 7o * 31 € Qx 4, gilt, existiert eine Homotopie h : [0,1] x I — X mit hg =
Yo*71, h1([0,1]) = {xo} und h(0,t) = h(1,t) = x¢ fir alle t € I. Dann ist k(s,t) := (hy*x7y1)(s) stetig,
k(0,t) = ht(0) = h(0,t) = zop und k(1,t) = v1(1) = 2 fir alle t € T und ko = ho*y1 = (Yo *71) *71,
ki = h1 %1 = €4, * 1. Man sieht leicht (wie im Beweis von (9.3), (9.4) und (9.6)), dass

ko = (70 * J1) * 71 ~{0,13 Y0 * (1 * V1) ~{0,1} 70 * €20 ~{0,1} 10

und kl =0 %M ~10,1} Y1 gllt Also Yo ~{0,1} 1.



