Ubungsblatt 8 zur Vorlesung “Topologie” im SS 16

Prof. V. Bangert 14. 6. 2016
Schreiben Sie Thren Namen auf Ihre Losung. Abgabe am 21. 6. vor Beginn der Vorlesung.
Aufgabe 1.

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Zeigen Sie:
Zu jeder offenen Uberdeckung (U;);c; existiert eine Lebesgue-Zahl, d.h. ein § > 0, so dass fiir alle
x € X ein i € I existiert mit B(x,d) C U;.

Aufgabe 2.

Zeigen Sie: Ist (X, d) ein kompakter metrischer Raum, (Y, d’) ein metrischer Raum und f : X - Y
stetig, so ist f gleichméBig stetig. D. h., fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir alle 7,2’ € X
mit d(z,2") < § gilt d'(f(z), f(2')) <e.

Aufgabe 3.
Zeigen Sie:

a) Ist X topologischer Raum, B Basis seiner Topologie und besitzt jede Uberdeckung (U;);cr von
X mit U; € B fiir alle ¢ € I eine endliche Teiliiberdeckung, so ist X kompakt.

b) Sind X,Y kompakte topologische Rédume, so ist X x Y mit der Produkttopologie kompakt.

Anleitung: Wegen a) geniigt es zu zeigen: Ist (U; x Vi);e; Uberdeckung von X, wobei alle U;
offen in X, alle V; offen in Y sind, so existiert eine endliche Teiliiberdeckung. Zeige zunéchst
mit der Kompaktheit von Y: Fiir alle x € X existiert eine Umgebung U, von x in X und eine
endliche Teilmenge E, C I mit U, x Y C U;ep, (Ui x Vi).

Aufgabe 4.

Auf X = R x {~1,1} C R? betrachten wir die Aquivalenzrelation ~, fiir die fiir alle z € R\{0}
gilt (x,—1) ~ (x,1), und fiir die das die einzigen verschiedenen #quivalenten Punkte sind. Es sei
Y := X/~, m: X — Y die kanonische Projektion und Y sei mit der Quotiententopologie versehen.
Zeigen Sie:

a) Y ist nicht hausdorffsch.
b) m: X — Y ist stetig und offen.

¢) Tlrxquy : Rx {1} = Y\{7((0, —1))} und 7|gy (1} : Rx {1} = Y\{n((0,1))} sind Hom6omor-

phismen.

d) 7([-1,1] x {1}) = Ky und 7([-1,1] x {—1}) =: K_; sind kompakt, wihrend K; N K_; nicht
kompakt ist.



Losung 1.

Sonst existiert fiir alle n € N ein z, € X, so dass fiir kein i € I gilt: B(2y, ) C U;. Da (X, d)

folgenkompakt ist, existiert eine Teilfolge (,,(x))ren von (T4 )nen mit limy oo 7,y = * € X. Da

Uier Ui = X gilt, existiert ein ¢ € I mit 2 € U;. Da U; offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit B(xz,¢) C U;.
1

Man kann (wegen limy_, o, n(k) = o0) ein k € N wiihlen, so dass am < 5 und d(xp ), ) < §5 gilt. Ist
1

Y € B(zym), Tk))’ so gilt d(y,x) < d(y, Tpm)) + d(Tpm), ) < &, dh. B4, ﬁ) C B(z,e) C U,
im Widerspruch zur Wahl von z,,.

Losung 2.

Sonst existiert € > 0 und Folgen (2, )nen, (Yn)nen in X mit limy, o0 d(2n, yn) = 0und d'(f(z5), f(yn)) >
e fiir alle n € N. Da X folgenkompakt ist, existiert Teilfolge (z,,(1))ken von (2 )nen, die gegen ein

r € X konvergiert. Dann gilt auch limy oo Yy = 2. Da f stetig ist, folgt limy o0 f(Ynr)) =
f(z) = limg o0 f(Tp k), in Widerspruch zu d'(f(xn), f(yn)) > € fiir alle n € N.

Loésung 3.

a) Sei (V;);er eine offene Uberdeckung von X. Da B eine Basis ist, existiert zu jedem z € X ein
i € T und ein B, € B mit x € B, C V;. Dann ist (B,)zex eine offene Uberdeckung von X
mit B, € B fiir alle x € X. Nach Voraussetzung existieren endlich viele x1,...,z, € X mit
Ui—1 Bz, = X. Nach Konstruktion existiert fiir jedes k € {1,...,n} ein i, € I mit B,, C Uj,.
Dann gilt (,_, U;, = X.

b) Da {U x V | U offen in X,V offen in Y} eine Basis der Produkttopologie ist, geniigt es nach
3a) fiir jede Uberdeckung (U; x V;)ser eine Uberdeckung von X x Y, fiir die alle U; offen in X
und alle V; offen in Y sind, eine endliche Teilitberdeckung zu finden. Ist z € X soist {z} xY C
X x Y kompakt (da homomorph zu Y). Deshalb existiert eine endliche Menge E, C I mit
{7} x Y C Ujep, (Ui x V;). Wir kénnen annehmen, das fiir alle i € £, gilt: z € U; (denn sonst
gilt (U; x Vi) N ({z} xY) = ). Dann gilt x € Uy := \;cp, Ui und U, ist offen, da E; endlich
ist. Ist (Z,y) € U, x Y, so existiert ¢ € E, mit (z,y) € U; x V;, also (Z,y) € U; x V;. Daraus
folgt (U xY) C Ujep, (Ui x Vi). Da X kompakt ist, existieren x1,..., 2, mit Jy_; Uz, = X.
Dann gilt fiir £ := |J}_, Ez,:

X xY C | JUnxy) C |J Wi x Vi)
k=1 i€l

Losung 4.

a) Es seien Vi, V_; offene Umgebungen von 7((0,1)) und 7((0,—1)) in Y. Dann sind 7—1(V;)
und 7~ %(V_1) offene Umgebungen von (0,1) und (0, —1) in X. Also ex. ein ¢ > 0, so dass
(—e,e) x {1} C 71 (V1) und (—¢,¢) x {—1} C 7 1(V_4) gilt, speziell 7(§,1) € V1 N Va.

b) m ist stetig nach Def. der Quotiententopologie. U C X ist genau dann offen, wenn U N (R x {1})
und U N (R x {—1}) offen in X sind. Es geniigt also z.z.: Ist V' C R offen, so sind 7(V x {1})
und 7(V x {—1}) offen in Y. Es gilt etwa: 7= *(7(V x {1})) = V x {—1,1} ist offen in X. Also
ist (V' x {1}) offen in Y.

) Tlrxq1y : R x {1} = Y\{7((0,—1))} ist bijektiv, stetig und offen, also ein Homéomorphismen.

d) Dam([-1,1]x{1}) C X C R? kompakt und 7 stetig ist, ist K; kompakt, ebenso K_1. KijNK_1 =
m(([-1,1]\{0}) x {1}) ist nicht kompakt, da ([-1,1]\{0}) x {1} nicht kompakt ist, |gy{1} :
R x {1} — Y\{=((0,—1))} ein Homéomorphismus ist und 7(([—1,1]\{0}) x {1}) = K1 N K_;
gilt.



