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Schreiben Sie Ihren Namen auf Ihre Lösung. Abgabe am 21. 6. vor Beginn der Vorlesung.

Aufgabe 1.
Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Zeigen Sie:
Zu jeder offenen Überdeckung (Ui)i∈I existiert eine Lebesgue-Zahl, d.h. ein δ > 0, so dass für alle
x ∈ X ein i ∈ I existiert mit B(x, δ) ⊂ Ui.

Aufgabe 2.
Zeigen Sie: Ist (X, d) ein kompakter metrischer Raum, (Y, d′) ein metrischer Raum und f : X → Y
stetig, so ist f gleichmäßig stetig. D. h., für alle ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass für alle x, x′ ∈ X
mit d(x, x′) < δ gilt d′(f(x), f(x′)) < ε.

Aufgabe 3.
Zeigen Sie:

a) Ist X topologischer Raum, B Basis seiner Topologie und besitzt jede Überdeckung (Ui)i∈I von
X mit Ui ∈ B für alle i ∈ I eine endliche Teilüberdeckung, so ist X kompakt.

b) Sind X,Y kompakte topologische Räume, so ist X × Y mit der Produkttopologie kompakt.

Anleitung: Wegen a) genügt es zu zeigen: Ist (Ui × Vi)i∈I Überdeckung von X, wobei alle Ui

offen in X, alle Vi offen in Y sind, so existiert eine endliche Teilüberdeckung. Zeige zunächst
mit der Kompaktheit von Y : Für alle x ∈ X existiert eine Umgebung Ux von x in X und eine
endliche Teilmenge Ex ⊂ I mit Ux × Y ⊂

⋃
i∈Ex

(Ui × Vi).

Aufgabe 4.
Auf X = R × {−1, 1} ⊂ R2 betrachten wir die Äquivalenzrelation ∼, für die für alle x ∈ R\{0}
gilt (x,−1) ∼ (x, 1), und für die das die einzigen verschiedenen äquivalenten Punkte sind. Es sei
Y := X/∼, π : X → Y die kanonische Projektion und Y sei mit der Quotiententopologie versehen.
Zeigen Sie:

a) Y ist nicht hausdorffsch.

b) π : X → Y ist stetig und offen.

c) π|R×{1} : R×{1} → Y \{π((0,−1))} und π|R×{−1} : R×{−1} → Y \{π((0, 1))} sind Homöomor-
phismen.

d) π([−1, 1] × {1}) =: K1 und π([−1, 1] × {−1}) =: K−1 sind kompakt, während K1 ∩K−1 nicht
kompakt ist.



Lösung 1.
Sonst existiert für alle n ∈ N ein xn ∈ X, so dass für kein i ∈ I gilt: B(xn,

1
n) ⊂ Ui. Da (X, d)

folgenkompakt ist, existiert eine Teilfolge (xn(k))k∈N von (xn)n∈N mit limk→∞ xn(k) = x ∈ X. Da⋃
i∈I Ui = X gilt, existiert ein i ∈ I mit x ∈ Ui. Da Ui offen ist, existiert ein ε > 0 mit B(x, ε) ⊂ Ui.

Man kann (wegen limk→∞ n(k) =∞) ein k ∈ N wählen, so dass 1
n(k) <

ε
2 und d(xn(k), x) < ε

2 gilt. Ist

y ∈ B(xn(k),
1

n(k)), so gilt d(y, x) ≤ d(y, xn(k)) + d(xn(k), x) < ε, d.h. B(xn(k),
1

n(k)) ⊂ B(x, ε) ⊂ Ui,
im Widerspruch zur Wahl von xn.

Lösung 2.
Sonst existiert ε > 0 und Folgen (xn)n∈N, (yn)n∈N inX mit limn→∞ d(xn, yn) = 0 und d′(f(xn), f(yn)) ≥
ε für alle n ∈ N. Da X folgenkompakt ist, existiert Teilfolge (xn(k))k∈N von (xn)n∈N, die gegen ein
x ∈ X konvergiert. Dann gilt auch limk→∞ yn(k) = x. Da f stetig ist, folgt limk→∞ f(yn(k)) =
f(x) = limk→∞ f(xn(k)), in Widerspruch zu d′(f(xn), f(yn)) ≥ ε für alle n ∈ N.

Lösung 3.

a) Sei (Vi)i∈I eine offene Überdeckung von X. Da B eine Basis ist, existiert zu jedem x ∈ X ein
i ∈ I und ein Bx ∈ B mit x ∈ Bx ⊂ Vi. Dann ist (Bx)x∈X eine offene Überdeckung von X
mit Bx ∈ B für alle x ∈ X. Nach Voraussetzung existieren endlich viele x1, ..., xn ∈ X mit⋃n

k=1Bxk
= X. Nach Konstruktion existiert für jedes k ∈ {1, ..., n} ein ik ∈ I mit Bxk

⊂ Uik .
Dann gilt

⋂n
k=1 Uik = X.

b) Da {U × V | U offen in X,V offen in Y } eine Basis der Produkttopologie ist, genügt es nach
3a) für jede Überdeckung (Ui × Vi)i∈I eine Überdeckung von X × Y , für die alle Ui offen in X
und alle Vi offen in Y sind, eine endliche Teilüberdeckung zu finden. Ist x ∈ X so ist {x}× Y ⊂
X × Y kompakt (da homöomorph zu Y ). Deshalb existiert eine endliche Menge Ex ⊂ I mit
{x} × Y ⊂

⋃
i∈Ex

(Ui × Vi). Wir können annehmen, das für alle i ∈ Ex gilt: x ∈ Ui (denn sonst
gilt (Ui × Vi) ∩ ({x} × Y ) = ∅). Dann gilt x ∈ Ux :=

⋂
i∈Ex

Ui und Ux ist offen, da Ex endlich
ist. Ist (x̃, y) ∈ Ux × Y , so existiert i ∈ Ex mit (x, y) ∈ Ui × Vi, also (x̃, y) ∈ Ui × Vi. Daraus
folgt (Ux × Y ) ⊂

⋃
i∈Ex

(Ui × Vi). Da X kompakt ist, existieren x1, ..., xn mit
⋃n

k=1 Uxk
= X.

Dann gilt für E :=
⋃n

k=1Exk
:

X × Y ⊂
n⋃

k=1

(Uxk×Y ) ⊂
⋃
i∈E

(Ui × Vi).

Lösung 4.

a) Es seien V1, V−1 offene Umgebungen von π((0, 1)) und π((0,−1)) in Y . Dann sind π−1(V1)
und π−1(V−1) offene Umgebungen von (0, 1) und (0,−1) in X. Also ex. ein ε > 0, so dass
(−ε, ε)× {1} ⊂ π−1(V1) und (−ε, ε)× {−1} ⊂ π−1(V−1) gilt, speziell π( ε2 , 1) ∈ V1 ∩ V2.

b) π ist stetig nach Def. der Quotiententopologie. U ⊂ X ist genau dann offen, wenn U ∩ (R×{1})
und U ∩ (R × {−1}) offen in X sind. Es genügt also z.z.: Ist V ⊂ R offen, so sind π(V × {1})
und π(V × {−1}) offen in Y . Es gilt etwa: π−1(π(V × {1})) = V × {−1, 1} ist offen in X. Also
ist π(V × {1}) offen in Y .

c) π|R×{1} : R× {1} → Y \{π((0,−1))} ist bijektiv, stetig und offen, also ein Homöomorphismen.

d) Da π([−1, 1]×{1}) ⊂ X ⊂ R2 kompakt und π stetig ist, istK1 kompakt, ebensoK−1. K1∩K−1 =
π(([−1, 1]\{0}) × {1}) ist nicht kompakt, da ([−1, 1]\{0}) × {1} nicht kompakt ist, π|R×{1} :
R × {1} → Y \{π((0,−1))} ein Homöomorphismus ist und π(([−1, 1]\{0}) × {1}) = K1 ∩K−1
gilt.


