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11. Übungsblatt

Abgabetermin 12.7.2020

Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Übungsgruppe auf Ihr Blatt. Sie können
Übungsblätter in Gruppen von bis zu 2 Studierenden abgeben.
Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet und wenn nicht anders angegeben gleichmäßig auf die
Teilaufgaben verteilt.

Übung 11.1 Es sei Ω ⊂ Rn ein offenes und beschränktes Gebiet. Zeigen Sie, dass C∞c (Ω) nicht
dicht in W 1,2(Ω) liegt.

Übung 11.2 Es sei r ∈ R und fr auf B1(0) \ {0} ⊂ Rn gegeben durch fr(x) = |x|r. Zeigen Sie

1. Für jeden Multiindex γ mit |γ| = k existiert ein homogenes Polynom pγ vom Grad k, so dass
∂γfr = pγ fr−2k.

2. Es gibt Konstanten c = ck,n > 0 und C = Ck,n, so dass

c fr−k ≤
∑
|γ|=k

|∂γfr| ≤ C fr−k

Übung 11.3 (1+2+1 Punkte) Es sei r ∈ R und fr gegeben wie in Aufgabe 11.2.

1. Sei r /∈ N0. Zeigen Sie, dass fr ∈ Ck,α(B1(0)) genau dann, wenn r ≥ k + α.

2. Sei r /∈ N0. Zeigen Sie, dass fr ∈W k,p(B1(0)) genau dann, wenn r > k − n
p .

3. Es sei H1(0) =
{
x ∈ B1(0)

∣∣ xn > 0
}

der obere Halbball. Geben Sie für alle n, k und
1 ≤ p < ∞ eine Funktion f ∈ W k,p(H1(0)) die vom Spuroperator nicht nach W k,p(∂H1(0))
abgebildet wird.

Übung 11.4 (1+3 Punkte) Es sei Ω ⊆ Rn ein offenes und beschränktes Gebiet mit Lipschitz-
Rand ∂Ω und es bezeichne S : W 1,p(Ω)→ Lp(∂Ω) die Spurabbildung für 1 ≤ p <∞. Zeigen Sie:

1. ker(S) = W 1,p
0 (Ω).

2. Die Abbildung N : W 1,p(Ω) 3 f 7→ ‖Df‖Lp(Ω) + ‖S(f)‖Lp(∂Ω) ∈ R+
0 definiert eine Norm auf

W 1,p(Ω), die äquivalent zu der Standardnorm ist.



Hinweis: Sie dürfen die Poincaré-Wirtinger Ungleichung

‖f − fΩ‖Lp ≤ C‖Df‖Lp

verwenden, wobei fΩ = 1
λ(Ω)

∫
Ω f dλ und C > 0. Es gibt 2 Bonuspunkte, falls Sie die Aufgabe ohne die Poincaré-

Wirtinger Ungleichung beweisen.


