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1. (a) Seien n, m ∈ N, n > m, und sei L : Kn → Km, L(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm).

Zeigen Sie, dass L linear ist, und bestimmen Sie ker L und im L.

(b) Seien a1, . . . , an ∈ K. Zeigen Sie, dass die Abbildung L : Kn → K, definiert durch
L(x1, . . . , xn) = a1x1 + · · ·+ anxn, linear ist.

Zeigen Sie: Ist L : Kn → K linear, so existieren a1, . . . , an ∈ K, so dass für alle
(x1, . . . , xn) ∈ Kn gilt: L(x1, . . . , xn) = a1x1 + . . . , +anxn.

2. Für n ∈ N sei Pn der R-Vektorraum der Polynomfunktionen f : R → R vom Grad ≤ n,
vgl. Blatt 5, Aufgabe 4. Welche der folgenden Abbildungen sind linear? Bestimmen Sie
für diese den Kern und das Bild.

(a) F1 : Pn → Pn+1, F1(f) = f̃ mit f̃(x) = xf(x) + 1

(b) F2 : Pn → Pn, F2(f) = f̃ mit f̃(x) = f(x)− f(0)

(c) F3 : Pn → Pn, F3(f) = f̃ mit f̃(x) = f(x− 1)

(d) F4 : Pn → Pn−1, definiert durch:

Ist f(x) = anx
n + · · ·+ a1x + a0, so ist F4(f)(x) = nanx

n−1 + · · ·+ a1.

3. Sei L ∈ Hom(V, W ) und M ⊆ V . Zeigen Sie: L(span M) = span L(M).

4. (a) Seien V, W, Z K-Vektorräume, L1 ∈ Hom(V, W ), L2 ∈ Hom(W, Z).

Zeigen Sie: L2 ◦ L1 ∈ Hom(V, Z).

(b) Zeigen Sie: Ist L : V → W ein Isomorphismus, so ist auch L−1 : W → V ein Isomor-
phismus.

5. Diese Aufgabe ist besonders für Studierende der Mathematik und der Physik gedacht.
Die erzielten Punkte sind Bonuspunkte.

Sei V = C∞(R, R) der R-Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen
f : R → R. Sei ω ∈ R r {0} und L : V → V die Abbildung L(f) = f ′′ + ω2f . Zei-
gen Sie:

(a) L ist linear.

(b) Die Funktionen x 7→ cos(ωx) und x 7→ sin(ωx) liegen in ker L.

(c) Ist f ∈ ker L, so ist die Funktion ω2f 2 + (f ′)2 konstant.

Anleitung : Differenzieren Sie.

(d) ker L = {f | ∃a, b ∈ R ∀x ∈ R : f(x) = a cos(ωx) + b sin(ωx)}.
Anleitung : Ist f ∈ ker L, so wenden Sie Teil (c) auf die durch g(x) := f(x) −(
f(0) cos(ωx) + f ′(0)

ω
sin(ωx)

)
definierte Funktion g ∈ ker L an.
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