Klausur ,,Lineare Algebra I“ WS 2002/03
Montag, 17. Februar 2003

mit Lésungsvorschlagen

Aufgabe 1

Welche der folgenden Aussagen ist wahr, welche falsch? Begriinden Sie kurz
oder geben Sie ein Gegenbeispiel an.

,oind f: A — B und g: B — C Abbildungen und ist f injektiv und g
surjektiv, so ist die Abbildung go f: A — C

a) bijektiv.« (1 Punkt)
Falsch, da g o f weder injektiv noch surjektiv zu sein braucht, siehe
b), c)

b) surjektiv.® (1 Punkt)

Falsch. Beispiel:
A={1}, B=C={1,2}, f1) =1, g(1) = 1,9(2) = 2.
c) injektiv.“ (1 Punkt)

Falsch. Beispiel:
A=B={1,2}, C={1}, f(1) =1, f(2) =2, g(1) = g(2) = 1.

Aufgabe 2

Seien U;, U, zweidimensionale Untervektorraume des R-Vektorraums R*.

a) Welche natiirlichen Zahlen kénnen als dim(U; N Us) auftreten? (Ohne
Begriindung) (1 Punkt)

0,1,2
b) Welche dieser Zahlen tritt in den ,meisten“ Fillen auf? (Ohne Be-
griindung) (1 Punkt)

0



Aufgabe 3

Welche der folgenden Mengen von Vektoren des R? sind Untervektorriume
des R3? Geben Sie eine kurze Begriindung.

a) M1 = {(l’l,l’z,l’g) ‘ x|+ 2.’172 — 3(133 = O} (1 Punkt)

Ja. Lésungsmenge eines homogenen LGS.

b) My = {(z1,22,23) | 2} = 23} (1 Punkt)

Nein. Nicht abgeschlossen unter Addition: a = (1,1,0) € My, b =
(1,—1,0) € My, aber a+b = (2,0,0) ¢ M.

¢) Ms={(0,0,0)} (1 Punkt)

Ja. Das ist der triviale Unterraum.

d) Essei L € End(R?) und M, = {(:Ul,xg,:cg) } L(xq, g, w3) = (1,0,0)}.
(1 Punkt)

Nein. Da L((0,0,0)) = (0,0,0) # (1,0,0), ist (0,0,0) ¢ M,.

e) Ms={(1,1,1)} (1 Punkt)
Nein, da (0,0,0) ¢ Ms.

Aufgabe 4
Geben Sie eine endliche Menge M von Vektoren des R? an mit span(M) = R?,
die keine Basis des R? ist. (2 Punkte)

M = {ela €2, €3, €1 + 62}-



Aufgabe 5

Welche natiirlichen Zahlen kénnen als Dimension des Bildes im L = L(R?)
eines R-Vektorraumhomomorphismus L: R* — R7 auftreten? (Ohne Be-
griindung) (1 Punkt)

0,1,2,3,4

Aufgabe 6 Sein > 2.

Welche der folgenden Aussagen ist wahr, welche falsch? Begriinden Sie kurz
oder geben Sie ein Gegenbeispiel.

LHir alle A, B € R™™" und alle o € R gilt:

a) det(aA) = adet A.“ (1 Punkt)

Falsch. Gegenbeispiel:
n=2 a=2 A= (}9). det(24) =4 # 2 = 2det A.

b) det(aA) = o™ det A.“ (1 Punkt)

Wahr. Laut Vorlesung.
(det ist n-linear als Funktion der Spalten.)

c) det(A+ B) = det A + det B“. (2 Punkte)

Falsch. Gegenbeispiel:
n=2 A= B=Es.
det A+detB=1+1=2,det(A+B)=139] =4.



Aufgabe 7
Sein > 2, seien Ay, ..., A\, € Rund sei die symmetrische Bilinearform b: R" x

R™ — R gegeben durch b(z,y) = > x;\y;.
i=1

Welche der folgenden Aussagen ist wahr, welche falsch? Begriinden Sie oder
geben Sie ein Gegenbeispiel.

,,b ist positiv definit, falls gilt:
a) A\; >0 fir allei € {1,...,n}.“ (1 Punkt)

Wahr.
b(z,z) = Nwx2 >0, und aus b(z,z) = 0 folgt > \z> = 0, also
z; =0 Vi, alsox = 0.

b) At Ao Ay > 0. (1 Punkt)

Falsch. Gegenbeispiel:
n=2 A =X=-1 (:>)\1')\2:1>0),$:€1
= b(z,z) =—-1<0.

c) Ay >0fiirallede{l,...,n}.“ (1 Punkt)
Falsch. Gegenbeispiel:
A ==X, =0=b(x,z) =0 fiir alle z € R".

d) es existiert ein ¢ € {1,...,n}, fir das \; > 0 ist.“ (1 Punkt)

Falsch. Gegenbeispiel:
n=2, AM=-1,X=1>0,xr=¢ :}b(x’;p):_l_



Aufgabe 8

1 2 1
SeiA=12 5 1 undB:((l] _21 _01 )
0 -1 —1

Welche der folgenden Ausdriicke sind mathematisch sinnvoll? Geben Sie eine
Begriindung, falls ein Ausdruck nicht sinnvoll ist. Berechnen Sie die Aus-
driicke, die sinnvoll sind.

a) AB,b) BA, c¢) BTA,d) B7'A, e) det(BA), ) det(A?), g) rg(A), h) rg(B).
(8 Punkte)

a) nicht sinnvoll: Zahl der Spalten von A # Zahl der Zeilen von B.
1 2 L2 ! 12 3
b) BA = (0 —1 —O1> ?) _51 _11 - (—51 —4 0)
c) nicht sinnvoll: Zahl der Spalten von BT # Zahl der Zeilen von A.
d) nicht sinnvoll: B nicht quadratisch = B~ nicht definiert.
e) nicht sinnvoll: BA nicht quadratisch = det(BA) nicht definiert.
f) det(A?) = det(A)2.
det(A) " 540 -2 —0+4+ 1= —2= det(42) = det(A)> = 4.
g) det(A) # 0 = A ist regular = rg(A) ist maximal, also rg(A) = 3.
h) B ist in Stufenform = die Zeilen sind linear unabhangig = rg(B) = 2.



Aufgabe 9

2 a b
Seit A=1(0 3 1 € R*? und L € End(R?) der Endomorphismus
0 -1 -2

des R® mit Mat(L) = A (d.h. L besitzt bzgl. der Standardbasis des R? die
Matrix A).

Berechnen Sie alle Eigenwerte und einen Eigenvektor von L. (8 Punkte)
A—2 a b
pL()\) _ 0 3\ 1 Enthckeln (2 . )\) ‘3_—1)\ _21_ )\’
0 -1 —-2-A

=2-N(B=N(=2=-X)+1)=2-N)AN-X=5)

Nullstellen von pr,()):

1 1 1 1
M =2 ds==-=+4/-+5=-£-V21
1 s 2,3 9 4+ 9 2
Also, Eigenwerte sind: 2,1 — 1v/21,1 + 11/21

Eigenvektor zu \; = 2:

Offensichtlich ist L(e;) <§> = 2¢; (erste Spalte der Matrix) = e, ist
Eigenvektor zum Eigenwert 2.



Aufgabe 10

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K und seien J, L €
End(V'). Beweisen Sie:

a) JoL =0 (0-Abbildung) <= im L C ker J. (4 Punkte)

~= " SeiweimL = JveV:w=L(v).
J(w) = J(L(v)) = (Jo L)(v) 2 0 = w € ker J.
=" Seiv € V. Dann istw:= L(v) € im L.
Nach Voraussetzung ist im L C ker J, also w € ker J.
Daraus folgt 0 = J(w) = J(L(v)) = (J o L)(v).
Dies gilt fiir alle v € V', also J o L = 0.

b) Aus Jo L = 0 folgt: dim(ker J) + dim(ker L) > n. (4 Punkte)

Aus a) folgt: im L C ker J = dim(im L) < dim(ker J).
Dimensionsformel: n = dim V' = dim(im L) + dim(ker L).
Zusammen folgt:

n = dim(im L) 4+ dim(ker L) < dim(ker J) + dim(ker L).



