Zur Einleitung: Lineare Gleichungssysteme

Wir untersuchen zunéchst mit Methoden, die Sie vermutlich aus der Schule kennen, explizit
einige kleine lineare Gleichungssysteme. Das Gleichungssystem I wird dabei sukzessive in
“einfachere” Gleichungssysteme II, II1, ... umgeformt. Die Umformungen sind so, daf} sich
die Losungsmenge nicht andert.

1) 1 Gleichung, 1 Unbekannte:

I 3r+5=9 |—5
I1 3r =4 |:3
11 r=3

Losungsmenge Ly = {z € R |30 +5=9} = Ly ={z € R |3z =4} = Lj; = {3}
2) 1 Gleichung, 2 Unbekannte:
I 20 +4y =8 |- 4] -5
IT y=—3+2
Betrachte geordnete Paare (z,y) mit z € R,y € R und setze R? = {(z,y) [t € Rund y €
R}
Li={(z,y) eR* |22 +4y =8} = L;; = {(z,—-£ +2) |z € R}
Es gibt unendlich viele Losungen!

3) 2 Gleichungen, 2 Unbekannte:

I 20+4y = 8 | -(-3)
3r—6y = 4 |
II 20+ 4y = 8
0r —12y = =8 | :(—12)
— 8 _ — 16 — 8
11 2v+ 4y = % 2r+3 =38 2z =3 T =3
Yy = 3
- 8
v Ty
Yy = 3

Ly ={(z,y) e R?*| (z,y) lost ()} = {(%,2)}, genau eine Lisung.
4) 2 Gleichungen, 2 Unbekannte:

L 2wy = 8 | (D)
3r+6y = 4 |
0 2v+4y = 8

Or+0y = -8



keine Losung, L; = {(z,y) € R?*| (z,y) erfillt ()} =0

Geometrische Interpretation: Fiir eine Gleichung ax + by = ¢ mit a # 0 oder b # 0 (das
wird im folgenden Abschnitt stets vorausgesetzt) ist die Losungsmenge eine Gerade in der
Ebene R?. (Fiir b # 0 etwa gegeben durch y = —%z+¢). Zwei lineare Gleichungen mit zwei
Unbekannten entsprechen also zwei Geraden und der Losungsmenge des Gleichungssystems
entspricht die Menge der Punkte, die auf jeder der beiden Geraden liegen. Im allgemeinen
gibt es also genau eine Losung des Gleichungssystems (= genau einen Schnittpunkt der
beiden Geraden). Folgende Ausnahmefille sind moglich:

a Verschiedene parallele Geraden (= keine Losung des Gleichungssystems)
b die beiden Geraden stimmen iiberein (= unendlich viele Losungen des Gleichungssys-
tems, Losungsraum durch einen reellen Parameter parametrisierbar).

Bemerkung: Zum Losen haben wir nur die Grundrechenarten beniitzt. Sind die Koef-
fizienten (a,b etc. ) rational (oder komplex), so liefert dieses Verfahren rationale (oder
komplexe) Losungen.

GauBsches Eliminationsverfahren (iiberfithrt Gleichungssystem in dquivalentes in Stufen-
form — rekursiv auflosbar).

5) 3 Gleichungen mit 4 Unbekannten (genannt xi, xs, T3, x4).

201 + 4wy + 4z + b6ry = 2 | - (—%) |
[ 3v, + Twxy + Hr3 + 914 = 4 | (=)
Ty + 3$2 — T3 + 51’4 =1 Hl

2ZE1 + 41‘2 + 4.%‘3 + 61’4 = 2
II To9g — I3 =1 | (—1)
To — 3[[‘3 + 2[L‘4 =0

2]71 + 4&32 + 41’3 + 65(?4 = 2 IIIl
11 Ty — T3 = 1 Il Gleichungssystem in Stufenform
—2r3+ 2, = —1 I3 (“rekursiv ausflosbar”)

Losung: Wahle x4, = r € R beliebig

Il = 23 = x4+ % = r 4+ é
[y, = 2 = x3+1 = r 4+ 5
I, = 2 = —2x9—223—3x4+1 = —Tr—3

{(z1, 9,23, 24) | 11 E R,29 € Ry 23 € R, 24 € R}
L; = {(z1, 79,73, 24) € RY| (21, 73, 23, 74) 165t T}
{(=7r = 3,7+ 3,r+ 1,r) | r € R} Parameterdarstellung des Losungsraums
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Kapitel 1: Zur Sprache der Mathematik
ibliche Sprache + Fachausdriicke + mathematische Symbole
Abkiirzende logische Symbole

(1.1) “A = B” bedeutet “aus Aussage A folgt Aussage B”.
Beispiel: z € R = 22 >0
Andere sprachliche Formen:
“A impliziert B” oder
“A ist hinreichend fiir B”
“B ist notwendig fir A”
(1.2) “A < B” bedeutet “A = B und B = A”.
Beispiel: t e Rund 3x € Q &z € Q
Andere sprachliche Formen: “A und B sind aquivalent” oder “A gilt genau dann
(dann und nur dann), wenn B gilt”.
(1.3) “3” steht fiir “Es existiert (mindestens) ein ...”
Beispiel: “r € R : 2% = 2 steht fiir “Es existiert ein z € R, so daf§ 2% = 2 gilt”
(ndmlich x = V2 oder z = —/2.
(1.4) “¥” steht fiir “Fiir alle ...”
Beispiel: “Vax € R: 22 > 0" steht fiir “Fiir alle reellen Zahlen z gilt: 2% > 0”

SchlieBlich: “oder” ist nicht ausschliefend (im Gegensatz zu “entweder ... oder”).
Die Aussage “Es gilt 1+ 1 = 2 oder es gilt 1 — 1 = 0" ist wahr.
Die Aussage “Entweder es gilt 1 + 1 =2 oder es gilt 1 — 1 = 0" ist falsch.

(1.5) “A:= B” steht fiir “A ist durch B definiert” oder “A ist nach Definition gleich B”.
Mengen und Abbildungen (Georg Cantor 1845-1918)

Menge = Zusammenfassung von (mathematischen) Objekten (=Elementen)
“r € M7 steht fiir “x ist Element der Menge M”,
“r ¢ M” steht fiir “x ist nicht Element der Menge M”.

Angabe von Mengen:

(1.6) Aufzéhlend, z.B. M = {1,3,5,7}(= {1,1,3,5,7})
(1.7) Durch Angabe von Eigenschaften: Sei M eine Menge und A(z) eine Aussage iiber
die Elemente von M. Dann kann man eine Menge N definieren durch
N ={z|x € M und A(x) ist wahr} = {zx € M | A(x) ist wahr}

zB.Q={xeR|IpeZ,IqeN,q#0: 2= §} Menge der rationalen Zahlen
oder M = {x € N | x ist ungerade natiirliche Zahl kleiner als 9}.

Beispiele von Mengen: N = {z € R | z natiirliche Zahl} = {0,1,2,3,...}
Z = {x € R|xganze Zahl} ={0,1,—-1,2,-2,...}
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Vielleicht kennen Sie schon C = {z + iy | x € R,y € R}
() die leere Menge (enthélt kein Element)

(1.8) Def.: Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B(“A C B”), falls jedes Element
von A auch Element von B ist, d.h. falls gilt
reA=x€b.
Beispiel: ) CNCZCQCRCC

(1.9) Zwei Mengen A und B sind gleich (“A = B”), wenn A und B die selben Elemente
enthalten, d.h. falls gilt

reAsreB
Oder: A=B< AC Bund B C A.

Beispiel: {z | z € N, x ungerade natiirliche Zahl kleiner 9} = {1,3,5,7}

Konstruktionen mit Mengen A und B:
(1.10) Schnittmenge (Durchschnitt) AN B von A und B:
reANB&rcAundre B
Vereinigung AU B von A und B:
re AUB& € Aoderr € B
Komplement A\ B von B in A (Differenzmenge von A und B)
reA\BsrecAundazr ¢ B



