Zuriick zur Mengenlehre:
Abbildungen zwischen Mengen

(1.17) Def.: Es seien M, N Mengen. Eine Abbildung f : M — N von M nach N ist eine
Vorschrift, die jedem x € M genau ein Element f(z) € N zuordnet.

Beispiele:

a) M=N=R, f:R->R,VzeR: f(z) =32 -z +1
)M=R, N=Ryg={ze€R|z>0}VreR: f(z) =
0 x gerade
) [ Z =101}, fla) = 1z ungerade
d) M Menge. idy : M — M, Yz € M :idy () := . “Identitat von M”.
)
)

o

e) ACB.i:A— B,Vx € A :i(z) := = “Inklusionsabbildung”

Seien Aj,..., A, Mengen und i € {1,...,n}.

pis A X .o x Ay — Ay pilag, ..., ay) i= a; “Projektion auf die i’te Komponente”.
g) +:R? > R, V(z,y) ER*: +(x,y) :==x+y

(1.18) Def.: Eine Abbildung f: M — N heifit

(a) injektiv, falls fir alle z € M,y € M gilt: = #y = f(x) # f(y).
(b) surjektiv, falls fiir alle y € N ein x € M existiert, so dafl f(z) = y gilt.
(c) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv is.

Von den obigen Beispielen ist a) surjektiv, aber nicht injektiv, wihrend b) bijektiv ist.

(1.19) Def. (Komposition, Hintereinanderausfithrung) Seien A, B, C, D Mengen mit B C C'
und f: A — B, g: C — D Abbildungen. Dann ist go f : A — D definiert durch: Fiir alle

vedist (go f)(z) = g(f(z)).

gof
A

Symbolisch: :4 Ny cCc3D
Bem: AL B%C 5 D= ho(gof)=(hog)of=hogof
Schreibweise: Ist f: A — B Abbildung und C' C A, so bezeichne
f(C)={ye B|3xeC: f(x) =y}"“Bild von C unter f”
Ist D C B, so bezeichne
f(D):={x € A| f(x) € D} “Urbild von D unter f”

Bem:
f:A— Bsurjektiv < f(A) = B.
f:A— Binjektiv & Fir alle y € B enthalt f~!'({y}) hochstens 1 Element.
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(1.20) Rechenregeln: Sei f: M — N Abbildung, A C M, B C M. Dann gilt

Beweis von (f):

re fYN\C)=z€ Mund f(z) e N\ C
zeMund f(z) ¢ C=ze M\ f7HC)
reM\fH(C)=rxeMundz ¢ f~Y(C)=xe Mund f(z) ¢ C
= f(z) e N\ f7(C)

Beispiel zu (b):

f:R—R, f(z)=2?
A={zeR|z<0},B={zeR |z >0}
= AN B =10, aber f(A) = f(B) ={z e R |z > 0}(=: Ryy)
dh. f(A)N f(B) =R # 0.

(1.21) Def.: Ist f: M — N Abbildung und A C M, so ist die Einschrankung (Restriktion)
flA(= fla) : A— N von f auf A definiert durch: Fiir alle z € A ist (f|A)(x) = f(z).

Bemerkung: Bezeichnet i : A — M die Inklusion, so gilt f|[A = foi

(1.22) Fakt: Ist f : M — N bijektive Abbildung, so existiert genau eine Abbildung
f71: N — M,sodaBl f~lof = idy; gilt. Fiir diese Abbildung f~! gilt auch fof~! = idy.

Vorsicht: Das Symbol f~! wird in unterschiedlichen Bedeutungen verwendet!
Bew.: f bijektiv & Vy € N ex. genau ein x € M : f(z) = y.

Eindeutigkeit von f=': Gilt f(z) =y, somu f~'(y) = f1(f(z))= ("o f)(x)
= idy(z) = z gelten.

Definiere f~' : N — M durch f~}(y) =z & y = f(z)

(1.23) Def.: Seien M, N Mengen. Eine Relation auf (M, N) ist eine Teilmenge von M x N.
(Ist M = N, so spricht man von einer Relation auf M)

Schreibweise: Sei R C M x N. Statt (x,y) € R schreibt man auch zRy.

Beispiele:

1) Ay ={(z,z) | x € M} die Diagonale in M x M.
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2) Sei f: M — N Abbildung. Dann ist der Graph von f,

graph (f) :=A{(z, f(x)) | = € M}

eine Relation auf (M, N). Bem.: Ay = graph (idy,)
3) Sei M = N =Rund R := {(z,y) € R* | x = y*}. Diese Relation ist nicht Graph
einer Funktion f: R — R.

(1.24) Def. Sei M Menge, R C M x M Relation auf M. Dann heift

(a) Rreflexiv e Ve e M :zRx (& Ay C R)

(b) R symmetrisch < (Vz,y € M : xRy < yRx)

(¢) R transitiv < (Vo,y,z € M : xRy und yRz = xRz)

(d) R Aquivalenzrelation < R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv

Bei Aquivalenzrelationen R schreibt man oft statt zRy: x ~pg y oder kurz = ~ y (wenn
klar ist, welches R gemeint ist).

Beispiele:

1) Auf M = R kennen wir die Relation “kleiner gleich”, d.h.
R={(z,y) eR* |z <y}

R ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch. (Beweis?)
2) Sei M = Z, p > 2 feste natiirliche Zahl.

R :={(m,n) € Z* | n — m ist durch p teilbar}.
Wir zeigen: R ist eine Aquivalenzrelation

(a) Vm € Z: m ~gm, da m —m = 0 durch p teilbar: 0=0-p
(b) Es gelte m ~gn = n —m durch p teilbar = m — n durch p teilbar
= Nn~pm
(c) Es gelte k ~g mund m ~gn = 3j € Z,l € Z : m—k = jpn—m = Ip
=n—k=(+j)pundl+j€Z=k~gn.

Langes Beispiel: Eine Zerlegung M einer Menge M, ist eine Menge M, deren Elemente
Teilmengen von M sind, so dafl gilt:

(1) Ae M, Be M= A=DBoder ANB = .
(2) U A=M. (wobei |J A:={z|JAe M :x e A})
AeM AeM

Wir werden sehen, da eine Aquivalenzrelation auf M im Grunde das gleiche ist, wie eine
Zerlegung von M. Zunéchst iiberlegen wir, wie wir aus einer Zerlegung eine Aquivalenzrelation
erhalten: Zu einer Zerlegung M von M definieren wir die Relation

R={(z,y) e M x M |FA e M : {z,y} C A}
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Wir zeigen: R ist eine Aquivalenzrelation.

(a) Sei x € M. Wir wollen zeigen, dafl (z,z) € R gilt. Wegen (2) existiert ein A € M,
so dafl x € A gilt. Also gilt {z,z}(= {z}) C A, d.h. (z,2) € R.

(b) {z,y} C A& {y,z} C A

(c) Es gelte (z,y) € Rund (y,2) € R=3A e M, Be M mit {z,y} CA, {y,2} CB

:>y€AﬁB,d.h.AQB#@(:lQA:Bi{x,z}GAé(:L‘,z)ER.

Bezeichnung: Sei R € M x M eine Aquivalenzrelation und = € M. Dann heiBt

[2]g = {y€ M| (z,y) € R} die Aquivalenzklasse von x und
M/R = {[z]g |z € M} die Menge der Aquivalenzklassen, die auch “M modulo R”

genannt wird.

(1.25) Fakt: Sei R € M x M eine Aquivalenzrelation. Dann ist M/R eine Zerlegung von
M.

Beweis: Offensichtlich ist jedes Element von M/R eine Teilmenge von M (némlich eine
Aquivalenzklasse). Wir zeigen, dafl die Menge M/R die Eigenschaften (1) und (2) hat.

Zu (2): Offensichtlich gilt  |J [z]g € M. Sei umgekehrt © € M. Die Reflexivitét (a)
[zlrREM/R
von R besagt, daBl (z,z) € R gilt, also = € [z]g. Damit M C | [z]g.
[z]rREM/R

Zu (1): Wir zeigen, dafl folgende Aussagen («),(53), () iiber Elemente x € M,y € M
aquivalent sind:

() [z]lr N [ylr #0
(B) .~y
(7) [#]r = [y]r

1. Schritt: (a) = (5): Sei z € [x]g N [y|r, d.h. es gelten & ~ z und y ~ z. Die Symmetrie
und Transitivitat von ~ implizieren dann x ~ y.

2. Schritt: (8) = (v): Wegen der Symmetrie der Voraussetzung = ~ y geniigt es, [y|r C
[z]r zu zeigen. Sei w € [y|gr, d.h. y ~ w. Unsere Voraussetzung x ~ y ergibt zusammen
mit y ~ w und der Transitivitat, dal = ~ w gilt, d.h. w € [z]x.

3. Schritt: (y) = («): Wegen z € [z]g folgt aus [z|g = [y|r, daB [z]gr N [y|lr = [z]r # 0
gilt.

Sind nun A und B Elemente von M /R, etwa A = [z|g und B = [y] fiir Elemente z, y von
M, so gilt wegen («) < () entweder AN B = () oder A = B. Das beweist (1).

Beispiel: Es sei nun wieder p € N, p > 2 und wir betrachten die Aquivalenzrelation auf Z,

die durch

m ~ n < n —m ist durch p teilbar
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definiert ist, vgl. Bsp. 2 nach (1.24). Dann sind die Aquivalenzklassen von ~ genau die
Teilmengen von Z, die aus den ganzen Zahlen bestehen, die bei Division (mit Rest) durch
p, den gleichen Rest ergeben. Sie heiflen deshalb auch die “Restklassen mod p”. Es gibt
genau p verschiedene solche Restklassen mod p, namlich

0], = {np|neZ} Rest 0 bei Division durch p

1], = {np+1|neZ} Rest 1 bei Division durch p

p—1], = {np+((p—1)|neZ} Restp—1beiDivision durch p
= {np—1|neZ}

Fiir diese Aquivalenzrelation ist folgende Bezeichnung gebrauchlich:

m ~n < m = n(mod p)



