(3.2) Rechenregeln. Fiir alle o € K, v € V gilt

(1) OU:Q, aQ:Q
(i) cv=0=a=0o0derv=0
(iii) (—a)v = a(—v) = —(aw) (= —awv)

Bew.:

i) ov=0w+@w—-v)=0v+1v)—v=0+1)v—v=1-v—v=v—0v=0
ad=a0+ (a0 —al)=a(0+0)—al=a0—a0 =0

(ii) Seiav:Qunda;&O(:i;a_l(cw):Qé(a_la)vzgélvzgzﬂjzg

(iii) (—a)v+av = ((—a) +a)v =00 20 = (—a) = —(aw)
a(—v) +av = a((—v) +v) = al U 0= a(—v) = —(av)
(3.3) Def.: Sei V' K-Vektorraum und U C V. U heit Unter(vektor)raum von V, falls

1) U#0
(11) U1,026U2>U1+’02€U
(i) ce K,veU=avelU

(3.4) Folgerung: Sei V' K-Vektorraum, U C V Unterraum. Dann ist U (mit den von V' auf
U eingeschrinkten Strukturen) ein K-Vektorraum.

Bew.: Sei U Unterraum.

(i) = + ist innere Verkniipfung auf U(= (G,)).
(ii) = die Multiplikation mit Skalaren ist eine Abbildung K x U — U.

Wir zeigen: (U, +) ist abelsche Gruppe: v € U @ (-lwelU N

U%@:EIUEU#vund—vEU@v—i—(—v):QEV
Daraus folgen (Gs), (G3) fir (U, +), (Gy) fir (U, +) folgt aus (G) fiir (V,+). Die anderen
Eigenschaften sind offensichtlich erfiillt.

Beispiele:

1) {0} und V sind Unterrdume von V'

2) Ist m < n,soist K™ x {(0,....,0} ={(z1,...,2,) € K" | Tppy1 = ... = 2, = 0}
——

(n—m)—mal
Unterraum von K"
3) Ist I homogenes lineares Gleichungssystem fiir n Unbekannte mit Koeffizienten a;;
in K, so ist Ly Unterraum von K", vgl. (1.15).
) V=A{f]|f: M — R}, vgl. Bsp. 4) nach (3.1). Zu festem a € M sei U = {f € V|

f(a) = 0}. Dann ist U Unterraum von V.
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(3.5) Fakt. Ist V ein K-Vektorraum und U eine Menge von Unterrdumen von K, so ist
W := (1 U Unterraum von V.

veu
Bew:VUcU:0cU=0ecW

vl,U2€W<:>VUEU:U1,UQGU(
Ebenso: a e K,veW = ave V.

(3.6) Def.: Sei V' K-Vektorraum, M C V. Uy :={U | U Unterraum von V mit M C U}

U v el vyt e U S v+ €W

Dann heifit span(M) := () U der von M aufgespannte (oder erzeugte) Unterraum. M
Uely
heiflit Erzeugendensystem von V', falls span(M) =V gilt. V heifit endlich erzeugt, falls es

eine endliche Menge M C V gibt mit span(M) = V.

Bem.: (3.5) = span(M) ist Unterraum von V', der (bzgl. der Inklusion) kleinste, M ent-
haltende Unterraum.

Bsp.:

1) M =0 oder M = {0} = span(M) = {0}
2) Ist M Unterraum von V, so span(M) = M

(3.7) Satz. Sei V' K-Vektorraum, ) = M C V. Dann gilt:
span(M) ={v eV | Tk e Nay,...,ap € K,v1,...,00 € M : v = vy + ...+ apui}

Bez.: ayvq + ...+ i, heiit eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v.

k
abgekiirzt: ajv; + asvy + ...+ o = Y
i=1

Bew.: Wir bezeichnen die Menge auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens in (3.7)
durch U,.

1) Zeige Up ist Unterraum von V. Wegen M # ) gilt Uy # (). Seien v,w € U, v =
a1V + .Uy, w = frwy + .o+ Gjwy; mit ag,..., 6 € K vy, ..., w; € M. Dann gilt
v+ w=av; + ...+ g + frwr + ..o+ Bjw; € U.

k
Sei a € K,v=>_ au; € Uy mit v; € M. Dann gilt
i=1

av = a(avy + ...+ apog) = a(avr) + ...+ alogog) = (aoq)vy + ...+ (aag)vg € U,

k k
(Kiirzer: o) au; = > ao;).
=1 i=1

Also ist Uy ein M enthaltender Unterraum. Nach Definition (3.6) folgt span(M) C U,.

2) Zeige Uy C span(M). Seien vy, ..., v € M, o, ..., € K. Daspan(M) Unterraum ist,

folgt nach (3.3)(iii): ayvy € span(M),. .., vy € span(M), und nach (3.3)(ii) ayv1+agvy €
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span(M), (aqvy + asvs) + asvs € span(M), u.s.w. bis
a1v1 + ... + agvy € span(M).
Also Uy C span(M).

Bsp.: Betrachte K™ und e; := (1,0,...,0) € K™, ey := (0,1,0,...,0) € K", ..., e, =
0,...,0,1) € K™. Dann ist M = {ey,...,e,} Erzeugendensystem fiir K". Es geniigt,
K™ C span(M) zu zeigen. Ist z = (z1,...,x,) € K™, so gilt * = x1e1 + x99+ ... + 1€, €
span(M).

(3.8) Def.: Die Vektoren vy, . .., vy heien linear unabhéngig, falls gilt: Ist a1 € K, ... a4 €

K und aqv1 + ... + apu, = 0, so folgt ay = ay = ... = ap = 0. Sonst heiflen die Vektoren
vy, ...,V linear abhéangig. Eine Teilmenge M von V heifit linear unabhangig, falls gilt:
Ist £ € N und sind vy, ..., v, verschiedene Vektoren in M, so sind die vy, ..., v; linear

unabhangig. Sonst heifit M linear abhangig.
Bem.: vy, ..., v linear abhangig < day, ..., € K nicht alle = 0:
a1+ ... +apu, =0

Bsp.:

1) 0 € M = M linear abhéngig. Denn: 1-0 = 0.

2) M = {v} linear unabhéngig < v # 0. Denn: av =0,v #0 ( a=0.
3) Sei M C M'"C V. Dann: M linear abhéngig = M’ linear abhangig
M’ linear unabhéngig = M linear unabhéngig

4) ey,...,e, sind linear unabhéngig in K™.  Denn:
rieg+ ...+ ape, = (v1,..,2,) =02 =... =2, =0.

5) V.= {f | f: R — R}. Die Funktion x — sinz und = — cosx sind linear
unabhangig. Seien r;s € R und rsinz 4+ scosx = 0 fiir alle x € R. Dann gilt das
speziell fur x =0 und = = 7, d.h.

3.2)(ii)

(3.9) Fakt. Die Vektoren vy, ..., v; seien linear unabhéngig. Dann gilt:

051U1+...+Ckkvk251U1+...+ﬂkvk:>a1:ﬁl,...,ak:ﬁk

Bew.: Voraussetzung = (a3 — f1)vr + (ae — B2)va + ... + (g — Br)veg =0
1. unabh.
:g al—ﬁl:O,...,ak—ﬁk:0:>oz1:ﬁl,...,ak:ﬁk.

(3.10) Def.: Eine Teilmenge M von V heiit Basis von V', falls M linear unabhéngig und

ein Erzeugendensystem von V' (< span(M) = V) ist.
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Bsp.: {e1,...,e,} C K™ ist Basis von K", die “Standardbasis von K™”.
Eine Beispielrechnung zur linearen Unabhangigkeit von Vektoren:

Wir fragen, ob die Vektoren (1,0,1),(0,1,1),(1,1,—1) im R-Vektorraum R? linear un-
abhéangig sind. Dazu nehmen wir an, daf§ fiir die reellen Zahlen r, s und ¢ gilt:

r(1,0,1) +s(0,1,1) + ¢(1,1,—1) = (0,0, 0)

Die Vektoren sind linear unabhangig, wenn wir aus dieser Gleichung folgern kénnen, dafl
r =s =1t =0 gilt, vgl. Def. (3.8). Die Gleichung ist dquivalent zum homogenen linearen
Gleichungssystem

r +1 =0 | -
s+t =0 |
r+s—t =0 |

Wir 16sen es nach dem Gauflschen Eliminationsverfahren:
r +t =0

s+t 0 | -
s—2t = 0

<—|

r + t =0
s+t =0
-3t = 0

Aus der letzten Gleichung folgt t = 0, damit aus der vorletzten s = 0 und aus der ersten
r=0.

Vorsicht: Bezeichnet man im Korper (Zs, +, ) wie in Kérpern iiblich das 0-Element mit
0, das 1-Element mit 1 und das additive Inverse von 1 mit —1, so kann man die Vektoren
(1,0,1),(0,1,1), (1,1, —1) auch als Element des Zs-Vektorraums (Z3)? auffassen. In diesem
sind sie linear abhéangig, denn

(1,0,1) + (0,1,1) — (1,1, —1) = (0,0,0) in (Z3)*!

(3.11) Lemma. (i) v € span(M) = span(M U{v}) = span(M)
(i) wvespan(M)\ M = M U{v} linear abhéngig

Beweis von (i): span(M) C span(M U {v}) ist klar.
l

Sei w € span(M U {v}), w = av + > fw; mit w; € M.
j=1
k k I
vespan(M) =v=> au, = w=> (aw)v; + Y fjw; € span(M).
i=1 i=1 j=1

k
Beweis von (ii): (3.7) = Es existiert k € N, oy, ..., a1 € K, v1,...,05 € M: v 2 > a;.
i=1
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Wir koénnen (mittels der Vektorraumaxiome) etwaige Summanden o;v; und ov; mit v; = v;

zu (o + a;)v; zusammenfassen und dann annehmen, dafl alle vy, . .., v;, verschieden sind.
v & M = v,vy,...,v; sind alle verschieden.
k
(x)=1-v— Zaivi = 0= M U {v} linear abhéingig.
i=1

(3.12) Satz. Folgende Aussage tber eine Teilmenge M von V' sind dquivalent:

(i) M ist Basis
(ii) M st linear unabhdingig und jede echte Obermenge M' C V won M ist linear
abhdngig. (“M ist eine mazximale linear unabhingige Teilmenge von V.”)
(iii) Es gilt span(M) =V und fiir jede echte Teilmenge M" von M gilt: span(M") # V.
(“M st ein minimales Erzeugendensystem von V.”)

Bew.: V = {0} & M = () ist Basis von V. Dann ist (3.12) klar. Es gentigt also, den Fall
M # () zu betrachten.

1) (i) = (ii): Es ist zu zeigen, daf jede echte Obermenge M’ C V von M linear
abhéngig ist. Sei v € M"\ M. Wegen span(M) =V (M Basis!) gilt v € span(M) \
M. Nach (3.11)(ii) ist M U {v} und damit auch M’ O M U {v} linear abhéngig.

2) (ii) = (iii). Wir zeigen zunéchst, dafl span(M) = V gilt. Sei v € V'\ M. Wegen
(ii) ist M U{v} linear abhéngig. Es existieren also verschiedene vy, ..., v, € M und
Qa,qq,...,q € K, nicht alle = 0, mit

k
av + g o;v; =0
i=1

Da M linear unabhéngig ist ((ii)!), gilt a # 0. Also

k
v = Z (_Tal) v; € span(M)
i=1

Also V'\ M C span(M), und damit: V' = span(M).
Sei schliefllich M" eine echte Teilmenge von M, v € M\M". Ware v € span(M"), so
wiirde aus (3.11)(ii) folgen, da8 M"”U{v} C M linear abhéngig ist, im Widerspruch
dazu, da M nach Voraussetzung ((ii)!) linear unabhéngig ist.
Also v ¢ span(M") und deshalb span(M”) # V.

3) (iii) = (i). Zu zeigen ist, dal M linear unabhéngig ist. Seien vy, ..., vy verschiedene
Elemente in M, aq,...,a; € K und

k
g a;v; =0
i=1
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ware eines der «; ungleich 0, z.B. ay # 0, so folgt:

k
n=3 (a—) o, € spanfun, ..., v} C span(M \ {u1})

Wegen (3.11)(i) folgt span(M) = span(M \{v; }), also span(M \{v;}) = V, im Widerspruch

zu (iii).

(3.13) Satz. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Bem.: Wir zeigen sogar: Ist My C V linear unabhangig, so existiert eine M, enthaltende
Basis von V.

Bew.: 1) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dafl es ein endliches Erzeugendensystem,
genannt M, von V gibt. Dann existiert das kleinste n € N, so daf es eine n-elementige
Teilmenge von M, gibt, die V' erzeugt. Sei M ein solches Erzeugendensystem. Dann folgt
aus (3.12), dal M eine Basis von V ist. Zusatzlich gilt M C M.

2) Fiir den allgemeinen Fall benétigen wir folgendes

(3.14) Lemma von Zorn. Sei M # () eine Menge, deren Elemente Mengen sind. Gilt fir

jede Kette K C M, daBB |J M € M gilt, so existiert ein maximales Element in M,
Mek
d.h. ein M € M, so dafl aus M C M' € M folgt M = M’.

Dabei heifit eine Teilmenge K von M Kette, falls K # () und falls fir je zwei Elemente
Ml,Mz e gﬂt

(*) M1 Q M2 oder M2 Q M1

Wir nehmen das Lemma von Zorn als Axiom der Mengenlehre hin und definieren in
Abhéangigkeit von einer gegebenen, linear unabhangigen Menge M, C V:

M :={M | My C M CV, M linear unabhéngig}

Wegen My € M gilt M # (. Wir wollen die Voraussetzung von (3.14) nachweisen. Sei

also IC eine Kette in M. Dann gilt My C |J M und es bleibt zu zeigen, dal | J M linear
MeK MeK
unabhangig ist.

Seien vy, ..., v verschiedene Vektoren in | J M. Dann existieren M, ..., My € K mit
MeK
vy € My, ..., v € M. Wegen (x) existiert eine der Mengen My, ..., My, sagen wir M;, die
die anderen enthalt. Dann sind vy, ..., v, verschiedene Elemente in M; und damit linear
unabhéngig (, da M; € M linear unabhéngig ist). Also |J M € M. Nach (3.2) ist ein
MeK
maximales Element von M, das nach (3.14) existiert, eine M, enthaltende Basis von V.

Wichtig: Es gibt im allgemeinen sehr viele Basen eines Vektorraumes. Sie haben aber

alle “gleich viele” Elemente, siehe (3.16). Zum Beispiel bilden zwei Vektoren v = (a,b),
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w = (c,d) des R? genau dann eine Basis des R?, wenn ad — bc # 0 (, was “meistens” der
Fall ist!).

Bemerkung: Die “Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems”, d.h. das Auffinden
einer Parameterdarstellung des Losungsraums, besteht gerade darin, eine Basis dieses
Losungsraums zu finden.



