Kapitel 3: Vektorraume

(3.1) Def.: Ein Vektorraum iiber einem Korper K ist eine abelsche Gruppe (V, +) zusammen
mit einer Abbildung K x V — V| (a,v) € K X V +— av, so daf fiir alle a, f € K und alle
v,w eV gilt:

i) a(fv) = (af)v (= abv)

i) (a+ B)v = (av) + (Bv) (=: av + Pv)

(ili) a(v+w) = (aw) + (aw) (=: av+ aw)

(iv) lv=wv (, wobei 1 das Einselement von K bezeichnet!)

Sprechweisen und Bezeichnungen:
“Punkt vor Strich” av + fw = (av) + (fw), auBerdem: v — w := v + (—w)
Vektorraum iiber einem Korper K = K-Vektorraum

Das neutrale Element von (V,+) wird (zunéchst) mit 0 bezeichnet, zur Unterscheidung
vom neutralen Element 0 von (K, +).

Elemente von V' werden “Vektoren” (des Vektorraums V') genannt, Elemente des Korpers
werden auch “Skalare” genannt.

Beispiele:
1) K :=Rund V :=R"” mit den vor (1.15) eingefithrten Operationen
(1, xn) + W1y yn) = (X1 4+ Y1, T+ Yn)

r(zy, ..., xn) = (rey, ..., rx,).

In diesem Fall 0 = (0,...,0)
2) Allgemeiner: Sei K beliebiger Korper, n € N, n > 1. Dann kénnen wir genau wie
in Beispiel 1) die Menge

K"={(x1,...,2,) |11 € K,... 2z, € K}

zu einem Vektorraum iiber dem Koérper K machen.
3) Sei I ein homogenes lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekann-
ten xq,...,x, und Koeffizienten aq1,..., amn, in K. Dann bildet die Losungsmenge

Li={z=(21,...,2,) € K" | x lost I}

mit den wie in 1) definierten Operationen einen K-Vektorraum, vgl. (1.15).
4) Sei K :=R, M # () eine Menge und V ={f | f : M — R}.

Fir r e R, f,g € V definieren wir f +¢g € V und rf € V durch

(a) Vo € M : (f + g)(x) = f(z) + g(x)
(b) Ve € M : (rf)(x) :=rf(x)
Mit diesen Operationen ist V' ein R-Vektorraum (wobei 0 € V' die Abbildung ist,

die jedes x € M auf 0 € R abbildet).
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Wir beweisen exemplarisch, dafl (3.1)(iii) gilt:
Seien f,g € V, r € R. Zu zeigen ist:
(*) r(f+g)=rf+rg

Auf beiden Seiten von (k) stehen Abbildungen von M nach R. Wir haben also zu zeigen,
daB fiir alle z € M gilt:

(r(f +9))(@) = (rf +rg)(z)
Wendet man auf beide Seiten (a) und (b) an (auf der linken Seite zunéchst (b) dann (a)),
so erhdlt man fiir die linke Seite

(r(f +9)(@) Cr((f + 9)(2) D r(f(2) + g(x))

und fiir die rechte Seite
(rf +rg)@) 2 (rf)(@) + (rg) (@) € rf(2) + rg(x)

SchlieBlich gilt r(f(z) + g(z)) = rf(xz) 4+ rg(z) aufgrund des Distributivgesetzes fiir die
reellen Zahlen.

(3.2) Rechenregeln. Fiir alle o € K, v € V gilt

(i) ou=0,a0=0
(i) acv=0=a=0o0derv=0

(iii) (—a)v =a(—v) = —(av) (= —av)

Bew.:
) ov=0w+@w—v)=0v+1lv)—v=0+1)r—v=1-v—v=v—v=0
al=al+ (a0 —al) =a(0+0)—ald=a0 —a0=0
(ii)Seiav:Qunda%Oga )—0:>(a la)jp=0=1lv=0=v=0

o
Naid

(iii) (—a)v+av=((—a)+a)v=0v
a(—v) +av = a((—v) +v) = a0 !

o
Nab2

Q = (—a)v = —(aw)

=0 = a(—v) = —(aw)

(3.3) Def.: Sei V' K-Vektorraum und U C V. U heifit Unter(vektor)raum von V| falls
(i) U#0

(11) v, €U = v +1vy €U
(i) e K,veU=avelU

(3.4) Folgerung: Sei V' K-Vektorraum, U C V' Unterraum. Dann ist U (mit den von V' auf
U eingeschrinkten Strukturen) ein K-Vektorraum.

Bew.: Sei U Unterraum.

(i) = + ist innere Verkniipfung auf U(= (G,)).

(ii) = die Multiplikation mit Skalaren ist eine Abbildung K x U — U.
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Wir zeigen: (U, +) ist abelsche Gruppe: v € U @ (—velU GAW v

U#£0=FveU=vund velU Zot(—v)=0eV
Daraus folgen (Gs), (G3) fiir (U,+), (Gy) fiir (U, +) folgt aus (Gy) fir (V,+). Die anderen
Eigenschaften sind offensichtlich erfiillt.

Beispiele:

1) {0} und V sind Unterrdume von V'
2) Ist m < n,soist K™ x {(0,...,0} ={(z1,...,2,) € K" | Tppi1 = ... =z, =0}
(n—m)—mal

Unterraum von K"

3) Ist I homogenes lineares Gleichungssystem fiir n Unbekannte mit Koeffizienten a;;
in K, so ist L; Unterraum von K™, vgl. (1.15).

) V={f]f: M — R}, vgl. Bsp. 4) nach (3.1). Zu festem a € M sei U ={f € V|
f(a) = 0}. Dann ist U Unterraum von V.

(3.5) Fakt. Ist V ein K-Vektorraum und U eine Menge von Unterrdumen von K, so ist

W := (| U Unterraum von V.
Ueu

Bew.. VU elUU: Qe U=0ecW

’Ul,UQEW@VUGZ/{ZUhUQEU(
Ebenso: a e K,ve W = av e W.

(3.6) Def.: Sei V' K-Vektorraum, M C V. Uy := {U | U Unterraum von V mit M C U}

UG et v+ €U vy +vs €W

Dann heifit span(M) := (] U der von M aufgespannte (oder erzeugte) Unterraum. M
Uelys
heiflit Erzeugendensystem von V, falls span(M) = V gilt. V heifit endlich erzeugt, falls es

eine endliche Menge M C V' gibt mit span(M) = V.

Bem.: (3.5) = span(M) ist Unterraum von V', der (bzgl. der Inklusion) kleinste, M ent-
haltende Unterraum.

Bsp.:

1) M =0 oder M = {0} = span(M) = {0}
2) Ist M Unterraum von V, so span(M) = M

(3.7) Satz. Sei V' K-Vektorraum, O # M C V. Dann gilt:

span(M) ={v eV |k eNay,...,a € K,v,...,00 € M : v =aqv; + ...+ apv}



Bez.: aqvy + ... + agv, heifit eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v.

k
abgekiirzt: vy + s va + ...+ o = D
i=1

Bew.: Wir bezeichnen die Menge auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens in (3.7)
durch U,.

1) Zeige Uy ist Unterraum von V. Wegen M # () gilt Uy # 0. Seien v,w € Uy, v =
avr + .o, w = frwr + .o+ Gjwy; mit aq,..., 68 € K vy, ..o, w; € M. Dann gilt
v+ w = v+ ..+ g + frwr + ..+ Bjw; € U.

k
Sei a € K,v="> a;u; € Uy mit v; € M. Dann gilt
i=1
av = a(avy + ...+ apug) = a(avy) + ...+ alogog) = (aoq)vy + ...+ (aag)vg € U,

k k
(Kiirzer: Y cyu; = Y aayy;).
i=1 i=1

Also ist Uy ein M enthaltender Unterraum. Nach Definition (3.6) folgt span(M) C U.

2) Zeige Uy C span(M). Seien vy, ..., v € M, vy, ..., € K. Da span(M) Unterraum ist,
folgt nach (3.3)(iil): ayv; € span(M), ..., apvx € span(M), und nach (3.3)(ii) agv +agvy €
span(M), (aqv; + avs) + agvg € span(M), u.s.w. bis

v + ... + agug € span(M).
Also Uy C span(M).

Bsp.: Betrachte K™ und e; := (1,0,...,0) € K", es := (0,1,0,...,0) € K", ..., e, =
(0,...,0,1) € K™ Dann ist M = {ey,...,e,} Erzeugendensystem fiir K™. Es geniigt,
K™ C span(M) zu zeigen. Ist © = (z1,...,x,) € K™, so gilt x = z1e; + xoe2+ ...+ Tpe, €
span(M).

(3.8) Def.: Die Vektoren vy, .. ., vy heiflen linear unabhéngig, falls gilt: Ist o € K, ... oy €

K und aqv; + ... + agvp = 0, so folgt ay = as = ... = ap = 0. Sonst heiflen die Vektoren
vy, ...,V linear abhéngig. Eine Teilmenge M von V heifit linear unabhéngig, falls gilt:
Ist £ € N und sind vy, ..., v, verschiedene Vektoren in M, so sind die vq,...,v; linear

unabhéngig. Sonst heifit M linear abhéngig.

Bem.: vq,...,v; linear abhéngig < day,...,ar € K nicht alle = 0:
a1+ ...+ opu, =0

Bsp.:

1) 0 € M = M linear abhéngig. Denn: 1-0 = 0.

2) M = {v} linear unabhingig < v #0. Denn: av =0,v #0 GAW o\ — 0.
3) Sei M C M'"C V. Dann: M linear abhéingig = M’ linear abhéngig
M’ linear unabhingig = M linear unabhéngig
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4) ey,...,e, sind linear unabhéngig in K.  Denn:
rier+ ...+ ape, = (r1,...,0,) =02 =... =2, =0.

5) V.= {f | f : R — R}. Die Funktion # — sinz und x — cosz sind linear
unabhéngig. Seien 7, s € R und rsinx + scosz = 0 fiir alle z € R. Dann gilt das

speziell fir z =0 und x = 7, d.h.
rsin(Q+scos( =0 = s=0

=0 =1
T T

in | — —)=0 = = 0.

rsm(z)—l—scos 2) r

~—— ——
=1 =0

(3.9) Fakt. Die Vektoren vy, ..., v seien linear unabhéngig. Dann gilt:
alvl+...+ozkvk:ﬁlvl+...+ﬂkvk:>oz1:61,...,ozk:ﬁk

Bew.: Voraussetzung = (a1 — Pr)vr + (g — Bo)vg + ... + (g — Bp)vr =0
1. unabh.
= a—05=0,..,04—0=0=a0=0,...,00 = .

(3.10) Def.: Eine Teilmenge M von V heifit Basis von V, falls M linear unabhéngig und
ein Erzeugendensystem von V' (& span(M) = V) ist.

Bsp.: {e1,...,e,} € K™ ist Basis von K", die “Standardbasis von K™”.
Eine Beispielrechnung zur linearen Unabhéngigkeit von Vektoren:

Wir fragen, ob die Vektoren (1,0,1),(0,1,1),(1,1,—1) im R-Vektorraum R? linear un-
abhéngig sind. Dazu nehmen wir an, daf fiir die reellen Zahlen r, s und ¢ gilt:
r(1,0,1) +s(0,1,1) + ¢(1,1,—1) = (0,0, 0)

Die Vektoren sind linear unabhéngig, wenn wir aus dieser Gleichung folgern kénnen, dafl
r=s=1t=0gilt, vgl. Def. (3.8). Die Gleichung ist dquivalent zum homogenen linearen
Gleichungssystem

r +t =0 | —
s+t =0 |
r+s—t =0 |

Wir l6sen es nach dem Gaufischen Eliminationsverfahren:
r + 1t =0
s+t =0 | —
s—2t = 0 |
r + 1t =0
s+t =0
-3t = 0
Aus der letzten Gleichung folgt t = 0, damit aus der vorletzten s = 0 und aus der ersten

r=20.
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Vorsicht: Bezeichnet man im Koérper (Zs, +, ) wie in Korpern iiblich das 0-Element mit 0,
das 1-Element mit 1 und das additive Inverse von 1 mit —1, so kann man die Vektoren
(1,0,1),(0,1,1),(1,1,—1) auch als Element des Zs-Vektorraums (Z3z)? auffassen. In diesem
sind sie linear abhéngig, denn

(1,0,1) + (0,1,1) = (1,1, —1) = (0,0,0) in (Z3)3!

(3.11) Lemma. (i) v €span(M) = span(M U{v}) = span(M)
(i) wvespan(M)\ M = M U{v} linear abhéngig

Beweis von (i): span(M) C span(M U {v}) ist klar.
!
Sei w € span(M U {v}), w = av + > fw; mit w; € M.
j=1

k k I
vespan(M) = v =>3 au, = w= > (aw)v; + Y fjw; € span(M).
i=1 i=1 j=1

k
Beweis von (ii): (3.7) = Es existiert k € N, aq, ..., a5 € K, v1,..., 05 € M: v ® > au;.
i=1
Wir kénnen (mittels der Vektorraumaxiome) etwaige Summanden o;v; und a;v; mit v; = v;
zu (o + a;)v; zusammenfassen und dann annehmen, dafl alle vy, . .., v;, verschieden sind.
ve& M = v,vq,...,v; sind alle verschieden.

k
() =>1-v— Z a;v; = 0= M U {v} linear abhéngig.

i=1

(3.12) Satz. Folgende Aussage tiber eine Teilmenge M von V' sind dquivalent:

(i) M ist Basis
(il) M st linear unabhingig und jede echte Obermenge M' C V won M ist linear
abhingig. (“M ist eine maximale linear unabhdngige Teilmenge von V.”)
(iii) Es gilt span(M) =V und fiir jede echte Teilmenge M" von M gilt: span(M") # V.
(“M ist ein minimales Erzeugendensystem von V.”)

Bew.: V = {0} & M = () ist Basis von V. Dann ist (3.12) klar. Es geniigt also, den Fall
M # () zu betrachten.

1) (i) = (ii): Es ist zu zeigen, daB jede echte Obermenge M’ C V von M linear
abhéngig ist. Sei v € M'\ M. Wegen span(M) =V (M Basis!) gilt v € span(M)\ M.
Nach (3.11)(ii) ist M U {v} und damit auch M’ O M U {v} linear abhéngig.

2) (ii) = (iii). Wir zeigen zunéchst, daf span(M) = V gilt. Sei v € V' \ M. Wegen
(ii) ist M U{v} linear abhéngig. Es existieren also verschiedene vy, ..., v, € M und
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Qa,qq,...,q € K, nicht alle = 0, mit

k
av + g o;v; =0
=1

Da M linear unabhéngig ist ((ii)!), gilt a # 0. Also

k
v =

(_—ai) v; € span(M)
-\ o

1

Also V'\ M C span(M), und damit: V' = span(M).
Sei schliefllich M” eine echte Teilmenge von M, v € M\ M". Wére v € span(M"), so
wiirde aus (3.11)(ii) folgen, da§ M”U{v} C M linear abhéngig ist, im Widerspruch
dazu, dal M nach Voraussetzung ((ii)!) linear unabhéngig ist.
Also v & span(M") und deshalb span(M”) # V.

3) (iii) = (i). Zu zeigen ist, dafl M linear unabhéngig ist. Seien vy, ..., vy verschiedene
Elemente in M, aq,...,q; € K und

k
E a;v; =0
i=1

wiére eines der «; ungleich 0, z.B. ay # 0, so folgt:

k
n=3 (a—) o, € spanfun, ...} C span(M \ {u1})

Wegen (3.11)(i) folgt span(M) = span(M \{v }), also span(M\{v;}) = V, im Widerspruch

zu (iii).

(3.13) Satz. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Bem.: Wir zeigen sogar: Ist My C V linear unabhéngig, so existiert eine M, enthaltende
Basis von V.

Bew.: 1) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, daf es ein endliches Erzeugendensystem,
genannt My, von V gibt. Dann existiert das kleinste n € N, so daf} es eine n-elementige
Teilmenge von M; gibt, die V' erzeugt. Sei M ein solches Erzeugendensystem. Dann folgt
aus (3.12), daBB M eine Basis von V ist. Zusatzlich gilt M C M.

2) Fiir den allgemeinen Fall benotigen wir folgendes

(3.14) Lemma von Zorn. Sei M # () eine Menge, deren Elemente Mengen sind. Gilt fiir jede

Kette K C M, dall |J M € M gilt, so existiert ein maximales Element in M, d.h. ein
Mek
M e M, so dafl aus M C M' € M folgt M = M’.
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Dabei heifit eine Teilmenge K von M Kette, falls K # () und falls fiir je zwei Elemente
Ml,MQ el gﬂt

(%) M; C M, oder My C M,

Wir nehmen das Lemma von Zorn als Axiom der Mengenlehre hin und definieren in
Abhéngigkeit von einer gegebenen, linear unabhédngigen Menge M, C V:

M :={M | My C M CV, M linear unabhiingig}

Wegen M, € M gilt M # (). Wir wollen die Voraussetzung von (3.14) nachweisen. Sei also

K eine Kette in M. Dann gilt My C |J M und es bleibt zu zeigen, dafl |J M linear
MeK MeK
unabhéngig ist.

Seien vy, ..., v verschiedene Vektoren in |J M. Dann existieren M,..., M € K mit
Mek

vy € My, ..., v, € M. Wegen (x) existiert eine der Mengen Mj, ..., My, sagen wir M;, die

die anderen enthélt. Dann sind vy, ..., v, verschiedene Elemente in M; und damit linear

unabhéngig (, da M; € M linear unabhéngig ist). Also |J M € M. Nach (3.2) ist ein
MeK
maximales Element von M, das nach (3.14) existiert, eine M, enthaltende Basis von V.

Wichtig: Es gibt im allgemeinen sehr viele Basen eines Vektorraumes. Sie haben aber
alle “gleich viele” Elemente, siehe (3.16). Zum Beispiel bilden zwei Vektoren v = (a,b),
w = (c¢,d) des R? genau dann eine Basis des R?, wenn ad — bc # 0 (, was “meistens” der
Fall ist!).

Bemerkung: Die “Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems”, d.h. das Auffin-
den einer Parameterdarstellung des Losungsraums, besteht gerade darin, eine Basis dieses
Losungsraums zu finden.

(3.15) Austauschlemma. Sei B = {v;...,v,} eine Basis von V mit n Elementen und
w € V'\ {0}. Dann existiert j € {1,...,n}, so daB B’ = (B \ {v;}) U {w} Basis von V ist.

Bew.: Wegen span(B) = V existieren ay,...,q, € K, so dafl

n
(%) w = Zaivi
i=1

gilt. Da w # 0 ist, existiert ein j, 1 < j < n mit «; # 0. Wir zeigen, da8 fiir jedes solche j
gilt: B' = (B\{v;}) U{w} = {v1,...,vj_1,vj_1,..., vy, w} ist Basis.
1 . 1 . <—ozi)
v, =— | w— o | = —w+ U;
Ty Z o; Z a
i#] 1#]

und die rechte Seite ist eine Linearkombination von Elementen von B’.
8

Zunéchst gilt v; € span(B’), da aus (x) folgt




Nach (3.11)(i) folgt

span(B’) G0 span(B’ U {v;}) = span(B U {w}) G0 span(B) =V,

d.h. B’ ist Erzeugendensystem von V. Um die lineare Unabhéngigkeit von B’ zu zeigen,
nehmen wir an, daf fiir 8 € K, 51,...,08;-1, Bj+1,- -, 0n € K gilt:

() pw + Z fivi =0
B
Mit (x) folgt

ﬁz QU + Z Biv; = 0,
s g
also
ﬁO!j'Uj + Z(ﬁal + 51)2}@ = Q
2
Da B = {vy, ..., v,} linear unabhéngig ist, folgt aus der vorangehenden Gleichung So; = 0
und Bo; 4+ B; = 0 fiir alle ¢ # j. Da wir j so gewahlt hatten, dafl a; # 0 ist, folgt 3 =0

und daraus §; = 0 fiir alle i # j. Damit haben wir gezeigt, dal in (*x) alle Koeffizienten
und [; fiir i # j gleich 0 sind, d.h. B’ ist linear unabhéingig.

(3.16) Austauschsatz von Steinitz. Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V mit n Elementen
und seien wy, . .., W, m linear unabhdngige Vektoren in V. Dann gilt
(i) m<n
(ii) Es gibt (n —m) Vektoren in B, bei geeigneter Numerierung vmyi1,...,0,, so dafs
{wy, ..., Wy, U1, ..., 0} eine Basis von V ist.

Speziell gilt: Jede Basis von V' hat n Elemente.

Bew.: Induktion nach m.

Dm=10#w eV =V#{0}=n>1=m= (i). (i) folgt aus (3.15).

2) m > 1. Induktionsvoraussetzung: (i) und (ii) gelten fiir m — 1. Seien wy, ..., w,, linear
unabhéngig gegeben. Die Induktionsvoraussetzung impliziert: (m—1) < n und es existieren
n —m+ 1 Vektoren in B, 0.E. v, ..., v,, so dal {wq,..., w1,V ...,v,} eine Basis von

V ist.

Zeige (i): m < n. Sonst gilt nach der vorangehenden Uberlegung m — 1 = n und die Menge
{wy, ..., wy_1} ist Basis von V' (n —m + 1 = 0!), im Widerspruch zur Voraussetzung, daf
{wy, ..., wy,} linear unabhéingig ist. Das beweist m < n.

1 i1): Wir wollen in der is {wy, ..., Wy—1,Um,..., Uyt €in ro, m<i1<mn
Zeige W olle der Basis e Uy -« « eines der v;, < i <n,
gegen w,, ‘austauschen” und zwar so, dafl wieder eine Basis entsteht.

9



Da spanf{wy, ..., Wn_1,Um,...,0,} = V gilt, existieren aq, ..., a, € K, so dafl
Wy, = QWL + ..o+ Q1 Wy—1 + QO Uy, + - .. + QU

gilt. Da {w;, ..., wy,} linear unabhéngig ist, existiert ein j € {m,...,n} mit o; # 0. Wir
konnen annehmen, dafi j = m ist. Wendet man das Austauschlemma (3.15) (vgl. auch den
Anfang des Beweises von (3.15)!) auf w := w,, und die Basis {wy,..., Wn_1,Vm, ..., Un}
an, so folgt, daBl {wy, ..., W, Vmi1,-..,v,} eine Basis von V ist. Das beweist (ii).

(3.17) Def.: Ist V endlich erzeugter Vektorraum, so heifit die Anzahl der Elemente einer
(= jeder) Basis von V die Dimension von V' (abgekiirzt: dim V).

Ist V' nicht endlich erzeugt, so setzen wir dim V' := oc.

Beispiele:

1) V={0} & dimV =0 (mit Basis M = ()

2) Fiir den K-Vektorraum K" gilt: dim(K") =n
Begriindung: Die Standardbasis {ey, ..., e,} von K™ hat n Elemente.

3) V.=Af| f: R — R}, vgl. Bsp. 4) nach (3.1). Fiir diesen R-Vektorraum gilt
dim V' = oo, vgl. Blatt 6, Aufgabe 4(b).

Bem.: V endlich erzeugt < V' endlich-dimensional.

(3.18) Folgerungen. Sei V' Vektorraum, dim V' = n < co. Dann gilt:

(i) Ist M C V linear unabhéngig, so gilt #M < n, und es gilt #M = n genau dann,
wenn M Basis von V ist.
(ii) Ist M C V Erzeugendensystem von V| so gilt #M > n, und es gilt # M = n genau
dann, wenn M Basis von V ist.
(iii) Ist U € V Unterraum, so gilt dimU < dim V. Jede Basis von U ist in einer Basis
von V enthalten. Es gilt genau dann dimU = dim V', wenn U =V gilt.

Losung von Blatt 5, Aufgabe 3: Sei U Unterraum des R? mit {(0,0)} # U # R2 Dann
existiert v € R?\ {(0,0)}, so daB U = {rv | r € R}.

Bew.: Es gilt 0 < dimU < 2 = dim(R?), also dimU = 1. Sei {v} Basis von U = Beh.
Beweis von (3.18):

(i) (3.16)(1) = #M < n. Speziell: Ist #M = n, so ist M (im Sinne von (3.12)!) eine
maximale linear unabhéngige Teilmenge, also nach (3.12) eine Basis.

(ii) Analog zu (i).

(iii) Ist B’ Basis von U, so ist B’ als Teilmenge von V' linear unabhéngig, also dim U =
#B' < n = dimV nach (i). Aus (3.16)(ii) folgt, daB B’ in einer Basis von V
enthalten ist. Gilt dimU = dim V| so ist nach (i) jede Basis B’ von U auch Basis
von V, d.h. U = span(B’) = V.
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(3.19) Def.: Seien Uy, Uy Unterrdume eines Vektorraums V. Dann heifit der Unterraum
U1 + U2 = Sp&n(Ul U UQ)

die Summe von U; und U,. Gilt Uy N Uy = {0}, so nennt man span(U; U Us) die direkte
Summe von U; und Us; und schreibt

span(U1 U U2> =: U1 D U2

Bsp.: Fiir 0 < m < n gilt: K" = (K™ x {0}) & ({0} x K"™™)

(320) Fakt. (1) Ui+ U; = {Ul + Uo ‘ Uy € Ul,u2 c UQ}
(ii) Gilt Uy N U, = {0}, so existieren fiir jedes v € Uy & Uy genau zwei Vektoren uy € Uy,
Uy € Us, so dal v = uy + uy gilt.

Bsp.: 1) V = R?, U;, U, Unterrdume der Dimension 1, U; # U,. Dann: U; N U, = {(0,0)},
U1 @ UQ - R2.
2) V =R3, U, # U, Unterrdume der Dimension 2. Dann: dim(U; NUy) = 1, U; + Uy = R3.
Beweis: Die Menge {u; + us | ug € Uy, ug € Uy} ist Unterraum (!), der U; und Us enthilt,
also span(U; U Us) C {uy + ug | ug € Uy, ug € Uy}, vgl. Def. (3.6).
Die Inklusion {u; 4+ us | uy € Uy, uy € Us} C span(U; U Uy) ist klar!
Gilt v = uy + ug = v} + uh mit {uy,u)} C Uy, {ug, uh} C Us, so folgt

/

uyp —uj =uh —uy € Uy NUy = {0}, also uy = uj, us = u.

(3.21) Lemma.

(i) Ist U Unterraum von V| so existiert ein Unterraum W von V', so dafl UNW = {0}
und U @ W =V gilt.
(W heift ein zu U komplementérer Unterraum)

(ii) Sind Uy, Uy Unterrdume von V' mit Uy N Uy = {0}, so gilt

Bem.: Im allgemeinen gibt es sehr viele zu U komplementére Unterrdume. Beispiel: Es sei
U=Rx {0} CR? und es sei v = (v1,v9) € R? und vy # 0. Dann ist W = span{v} zu U
komplementér.

Bew.: (i) Ergénze eine Basis B’ von U nach (3.18)(iii) zu einer Basis B von V und setze
W :=span(B \ B').

(ii) Fiir i = 1,2 seien By, By Basen von Uy, Us. Aus Uy N Uy = {0} folgt By N By = 0. Wir
zeigen, daf§ By U By Basis von Uy @ Uy ist (= dim(U; @ Us) = #(ByUBy) = #B1 +#By =
dim U; + dim Us). Wegen (3.20)(i) ist By U By Erzeugendensystem von U; & Us. Um zu
zeigen, dafl By U By linear unabhéngig ist, sei

k !
Z QU; + Z Bjw; =0,
i=1 j=1
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wobei aq,...,0, € K, vy,...,v; verschiedene Elemente von By, wq,...,w; verschiedene
Elemente von B, sind. Dann folgt

Wegen Uy N U, = {0} folgt

> =0= 3

j=1
Da B; und B; beide linear unabhéngig sind, folgt aus den vorangehenden Gleichungen
a;=...=ar=0und g, = ... = 3, = 0. Das beweist die lineare Unabhéngigkeit von
B, U Bs.

Bem.: (3.21)(ii) gilt — richtig interpretiert — auch fiir den Fall, da§ U; oder U, unendlich-
dimensional sind. Fiir den Rest des Kapitels werden wir aber dim V' < oo voraussetzen.

(3.22) Dimensionssatz. Seien Uy, Uy Unterrdiume eines Vektorraums V. Dann gilt
d1m(U1 + Ug) = dim Ul dim UQ — d1m(U1 N UQ)

Bew.: Uy NU, =: Ujy. Nach (3.21)(i) existieren Unterrdume Wi (von U; = von V') und W,
so dafl Uy = Uy @ Wi und Uy = Upp @ Wo gilt. Dann folgt

(*) U1+U2: (Ulg@Wl)@Wg
Denn einerseits 148t sich jedes Element v € U; 4+ U, als

V= U1 + Us :u12+w1+u’12+w2 = (u12+u’12)+w1+w2
mit uy € Uy, ug € Us, ujg, u)y € U, wy € Wy und wy € W schreiben und andererseits gilt
(U12 EB Wl) N W2 == U1 N (U2 N WQ) = U12 N W2 — {Q}
Nach (3.21)(ii) folgt aus (x): dim(U; + Us) = dim Uys + dim Wy + dim Wa, und aus U; =
U @ Wy, Uy = Upp ® Wo:

dim U1 = dim U12 + dim W1
dim U2 = dim U12 + dim W2

Subtrahiert man diese beiden Gleichungen von der vorangehenden, so folgt
dlIIl(U1 + UQ) — dim U1 — dim U2 = —dim U12

oder
d1m(U1 + Ug) = dim U1 + dim U2 — dim U12,
wie behauptet.

Bez.: Ein Unterraum H C V heifit Hyperebene, falls dim H = dim V' — 1 gilt.

(3.23) Folgerung. Ist U C V' Unterraum, H C V Hyperebene, so gilt entweder

dim(UNH)=dimU — 1
12



oder UCH(U=UNH<Sdm(UNH)=dimU).
Bew.: Aus (3.22) folgt
(%) dim(UNH) =dimU + (dimV — 1) — dim(U + H).

Gilt dim(U + H) < dim V, so folgt aus (3.18)(iii) angewendet auf H C U + H, da}l H =
U+H,d.h. U C H gilt. Gilt dim(U+H) = dim V, so folgt aus (*): dim(UNH) = dim U —1.

(3.24) Lemma. Ist K ein Koérper und sind ay, ..., a, € K nicht alle = 0, so ist der Losungs-
raum L; C K" der Gleichung

1 &1$1+...+Cln$n:0
eine Hyperebene in K™.

Bew.: Sei etwa a; # 0. Dann folgt durch Auflésen von I nach z;:

Q;

sz{x:(:cl,...,xn)ER”]xj:i(—a—) i},

i=1 J
1#]
Wir definieren fiir ¢ # j die Vektoren v; = e; — #+e; € K™. Dann gilt
J

Ly =span{v; | i € {1,....,n} \ {j}}.
Da die Vektoren v;,i # j, linear unabhéngig sind (!), folgt dim L; =n — 1.
(3.25) Satz. Sei K ein Korper und
ay; 1 +...+ ap r, =0
1 : : :
a1 1+ ...+ Qg T, =0

ein homogenes lineares Gleichungssystem mit a;; € K fir 1 <: <k, 1 < j <n. Dann gilt
dimL; >n—k.

Beweis: Induktion nach k.

k = 1: Nach (3.24) ist der Losungsraum L; C K™ einer einzigen linearen Gleichung (n—1)-
dimensional, es sei denn, alle Koeffizienten der Gleichung sind 0 (und in diesem Fall gilt
L; = K™). In jedem Fall gilt dim L; > n — 1.

k > 1: Es sei I' das Gleichungssystem, das aus den ersten (k — 1) Gleichungen von [
besteht, und I, sei die k’te (=letzte) Gleichung von I. Dann gilt

L[ = L[/ N L]k

Die Induktionsvoraussetzung besagt: dim Ly > n — k + 1. Sind alle Koeffizienten von I,
gleich 0, so gilt L;, = K", also L; = Ly und damit dimL; =dim Ly >n—k+1>n—k.
Sind nicht alle Koeffizienten von I gleich 0, so ist L;, nach (3.24) eine Hyperebene.
Dann folgt aus (3.23), angewendet auf U = Ly, H = Ly,
dim L] == dlm(L]/ N L[k> Z dlm(Lp> -1 Z n—k.
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Bez.: Eine Teilmenge A von V heifit k-dimensionaler affiner Unterraum, falls es ein v € V/
und einen k-dimensionalen Unterraum U C V gibt, sodaB A={v+u|ue U} = v+ U
gilt. Ist &k = 1, so nennt man A eine affine Gerade, ist £ = 2, eine affine Ebene und ist
k =dimV — 1, eine affine Hyperebene.

Bem.: Ein affiner Unterraum A von V' ist genau dann ein Unter(vektor)raum von V', wenn
0 € A gilt. Sind vy, v; € V und sind Uy, U; Unterrdume von V', so gilt vy + Uy = v + U
genau dann, wenn Uy = U; und vy — vy € Uy gilt.

(3.26) Folgerung. Sei K ein Korper und [ ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit k
Gleichungen fiir n Unbekannte. Dann gilt entweder L; = () oder L; ist ein affiner Unterraum
von K™ der Dimension > n — k. Insbesondere besitzt I héchstens dann genau eine Lésung
(d.h. #L; = 1), wenn k > n gilt.

Bew.: Die Behauptung folgt durch Kombination von (1.6) mit (3.25).

Bem.: Die Aussagen von (3.25) und (3.26) kann man auch direkt mit dem Gaufschen
Eliminationsverfahren einsehen.
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