Kapitel 4: Lineare Abbildungen und Matrizen.

Wie iiberall, so sind auch in der Mathematik nicht nur die einzelnen Objekte wichtig, son-
dern auch die Beziehungen zwischen ihnen, die hier meist durch Abbildungen beschrieben
werden, die (in einem zu definierenden Sinn) die Struktur der Objekte erhalten, sogenannte
Homomorphismen. Im folgenden seien V und W Vektorrdume iiber demselben Koérper K.

(4.1) Definition. Eine Abbildung L : V' — W heifit linear (oder Vektorraumhomomorphis-
mus), falls fiir alle v, v1,v3 € V und alle a € K gilt:

(i) L(vy +v9) = L(vy) + L(ve) (L ist “additiv”)
(ii) L(aw) = aL(v) (L ist “homogen”)

Bez.: Statt “lineare Abbildung” ist auch “linearer Operator” iiblich. Im Fall W = K spricht
man oft von einem “linearen Funktional” oder einer “Linearform” L:V — K.

Hom(V,W):={L | L:V — W linear}.

Eine lineare Abbildung L : V — V heiBt Endomorphismus, End(V) = {L | L : V —
V linear}.

Ein Homomorphismus L : V — W heiit Isomorphismus, falls L bijektiv ist. Zwei K-
Vektorraume V und W heiflen isomorph, falls es einen Isomorphismus L : V' — W gibt.

Beispiele:

0) idy € End(V).
Ist L:V — W die “0-Abbildung” definiert durch

YoeV:Lv=0eW,

so gilt L € Hom(V,W). Ist U C V Unterraum, so ist die Inklusion ¢ : U — V|
Vu € U: i(u) := u, eine lineare Abbildung.

1) Fira € Ksei S, : V. — V, S,(v) := av, die “Streckung” um «. Dann gilt:
Se € End(V).

2) V := der R-Vektorraum R. L € End(R)

m := L(1). Dann gilt: L(z) = L(x - 1) D
3) Zu reellen Zahlen a < b ist C°([a,b],
Vektorraum, vgl. Bsp. 4 nach (3.1).

—_

L(l)=m-z.

< dm € RVzx € R: L(z) = ma. Namlich:
T -
) ={f | [ : [a,b] — R stetig} ein R-

L:C%a,b,R) =R, L(f):= /f(x)dx

L ist linearer Operator von C°([a,b],R) nach R (“Lineares Funktional”).
4) CY(R,R) = {f | f: R — R ist differenzierbar und f’': R — R ist stetig}
D: CYR,R) — C%R,R), D(f) := f". D ist linearer Operator.
5) Die im Exkurs tiber Codes definierte Abbildung F' : (Zy)" — (Z2)? ist linear.
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Wichtig ist folgender Zusammenhang mit der Analysis: Ganz grob gesprochen ist die Ana-
lysis die Kunst, nichtlineare Funktionen (in einer kleinen Umgebung eines festen Punktes
xo) durch lineare Funktionen zu approximieren und aus Eigenschaften der approximieren-
den linearen Funktion (, mit der man gut explizit rechnen kann) auf Eigenschaften der
urspriinglichen nichtlinearen Funktion zu schlieflen.

Im Fall von (nichtlinearen) Funktionen f : R — R und zy € R ist die approximierende
lineare Funktion gegeben durch h € R — f'(x¢)h € R, und es gilt fiir den durch f(xo+h) =

f(zo) + f'(xo)h+ R(h) definierten “Approximationsfehler” R(h) : }llin(l) %h) = 0. Betrachtet

man (z.B. in der Analysis II) Funktionen f : R” — R™ und zp, € R", so wird in der
analogen Definition der Differenzierbarkeit aus der linearen Funktion h € R — f'(zg)h € R
eine lineare Abbildung D f(z() € Hom(R", R™).

Noch allgemeiner betrachtet man in der Theorie der Differentialgleichungen (und in der
Physik und in anderen Wissenschaften) nichtlineare Differentialoperatoren zwischen un-
endlich-dimensionalen Funktionenrdumen, die durch lineare Operatoren zwischen solchen
Funktionenrdumen approximiert werden. Oft verwendet man in der Physik direkt diese
linearisierten Operatoren (z.B. Wellengleichung, Wirmeleitungsgleichung).

Bez.: Ist L € Hom(V, W), so heif}t
ker L:={v eV |Lkv)=0eW}=L"'{0})
der Kern von L und
mL:={weW|JveV:Lv)=w}=LV)
das Bild von L.
(4.2) Fakt. Sei L € Hom(V, W), U; Unterraum von V', Uy Unterraum von W. Dann gilt:

(i) L(Uy) ist Unterraum von W.
(i) L=*(Uy) ist Unterraum von V.

Speziell: ker L ist Unterraum von V| im L ist Unterraum von W, und es gilt L(0) = 0.

Bew.:

(i) Sind wq,wq € L(Uy), so existieren vy, vy € Uy, so dal L(vy) = wy und L(vy) = wy
gilt. Da Uy Unterraum ist, gilt v; +vy € Uy, also L(vy+vy) € L(Uy). Die Additivitét
von L impliziert: wy + wy = L(vy) + L(ve) = L(vy + vq) € L(Uy).

Analog folgt: Ist w € L(Uy),a € K, so gilt aw € L(U;y). Schliefllich impliziert
Uy # 0, da L(Uy) # 0 gilt.

(i) Ist v € L7H(Us),a € K, so gilt aL(v) € Us, da U, ein Unterraum ist. Die Homoge-
nitdt von L impliziert: L(av) = aL(v) € Us, also av € L™(U,). Analog folgt: Sind
v, v9 € L7H(Uy), so gilt vy +vy € L7 (Uy). SchlieBlich zeigen wir, dal L(0) = 0 gilt.
Daraus folgt dann 0 € L=Y(U,), speziell L=1(Us) # (. L(0) = L(00) = 0L(0) = 0,

vel. (3.2)(i). 2



(4.3) Fakt. Sei L € Hom(V, W). Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i) L ist injektiv.
(ii) ker L = {0}.
(iii) Ist M C V linear unabhéngig, so ist L(M) C W linear unabhéngig.

Bew.: (i) = (ii): Ist L injektiv, so ist 0 € V' das einzige Element von V| das durch L auf
0 € W abgebildet wird, also ker L = {0}.
(i) = (iii): Es gelte ker L = {0} und M C V sei linear unabhéngig. Seien wy, ..., wy

k
verschiedene Elemente von L(M), aq,...,a4 € K, und es gelte Y ocyw; = 0. Wir wollen
i=1
zeigen, dal oy = ... = o = 0 gilt. Zu jedem w; € L(M) existiert ein v; € M mit
L(v;) = w;. Da die wy, . .., wy, verschieden sind, sind auch die vy, . .., vy verschieden. Durch

Induktion folgt aus der Linearitdt von L, dafl
k k
(o) = Yot
i=1 i=1

k k
gilt. Aus > a; L(v;) = > ayw; = 0 folgt also

i=1 =1

k
Z a;v; € ker L = {0},
i=1

k

d.h. > a;u; = 0. Da die vy, ..., vy verschiedene Elemente der linear unabhéngigen Menge
i=1

M sind, folgt a; = ... = ap = 0.

(iii) = (i): Seien vy # vy € V. Dann gilt vy —v; # 0, d.h. die Menge M = {vy — v} C V ist
linear unabhéngig. Nach (iii) ist dann auch L(M) = {L(vy —v;)} € W linear unabhéngig,
d.h. L(vg — v1) # 0. Nun gilt (vgl. (3.2)(iii)):

0# L(vy —v1) = L(vg + (—=1)vy) = L(vg) + L((=1)vy) = L(vy) — L(vy).
Also L(vy) # L(va), d.h. L ist injektiv.

Bem.: Die linke Seite eines linearen Gleichungssystems I mit & Gleichungen und n Unbe-
kannten definiert wie folgt eine lineare Abbildung L € Hom(K", K*):

L(zy,...,x,) = (@11 + ... 4+ Q1pTny - o, Q11 + o+ Q) € K*.

Das Problem, fiir eine gegebene rechte Seite b = (by, ..., b) € K* von I die Losungsmenge
L; zu finden, ist also gerade das Problem die Urbildmenge L~'({b}) zu finden,

Li = L7 ({b)).

Es gilt also:

I ist besitzt fiir die rechte Seite b = (by, ..., bx) eine Losung < b € im L.
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I besitzt fiir jede rechte Seite hochstens eine Losung < L injektiv < ker L = {0}.
I besitzt fiir jede rechte Seite genau eine Losung < L Isomorphismus.

(4.4) Lemma. Sei L € Hom(V, W), M C V. Dann gilt:
L(span(M)) = span L(M).

Bew.: Ubungsaufgabe.
(4.5) Folgerung. Sei L € Hom(V, W). Dann sind dquivalent:

(i) L ist Isomorphismus (< L bijektiv).
(ii) Fiir jede Basis B von V gilt: L|B ist injektiv und L(B) ist Basis von W.
(iii) Es existiert eine Basis B von V, so dafl L|B injektiv und L(B) Basis von W ist.

Bew.:

(

(i) = (ii). Sei B C V Basis £ L(B) ist linear unabhéngig.

span L(B) (1 L(span B) = L(V)

W. L injektiv = L|B injektiv.
(ii) = (iii): klar, da nach (3.13) eine Basis von V' existiert.
(iii) = (i). Zeige: L ist injektiv. Sei v € ker L. Dann existiert & € N und verschiedene

L suiektiv

W = L(B) ist Erzeugendensystem von

k
V1,...,0 € Bund aq,..., 04 € K: v =) o;v;. Daraus folgt
i=1

(%) 0=L(v) = ZaiL(vi).

Da L|B injektiv ist, sind die L(vq),. .., L(vg) verschiedene Elemente der Basis L(B). Also
folgt aus (%): oy = ... = ag = 0 und daraus v = 0. Also ker L = {0}, d.h. L ist injektiv.
L(V) = Lspan B) 1 span L(B) = W = L ist surjektiv.

Bez.: Eine geordnete Basis G eines n-dimensionalen Vektorraums V' ist ein n-Tupel von
Vektoren G = (vy,...,v,), so daB {vy,...,v,} eine Basis von V ist.

(4.6) Satz. Sei dimV =n < oo, G = (v1,...,v,) geordnete Basis von V und wy, ..., w,
beliebige Elemente von W. Dann existiert genau ein L € Hom(V,W), so dafi Lv; =
wy ..., Lv, =w, gilt.

Beweis: Vorbemerkung: Wegen span{vy,...,v,} = V existieren zu jedem v € V Skalare
ag,...,a, € K, sodal v=> au; gilt, und da die vy, ..., v, linear unabhéngig sind, sind
i=1

die aq, ..., a, eindeutig durch v bestimmt, vgl. (3.9).
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(i) Eindeutigkeit von L: Es seien L, L’ € Hom(V, W) und Lv; = L'v; fiir alle i €
yeee,foDEL Y = a;v; € V. Dann gilt
{1 }.Seiv=Y% V. Dann gil

=1

=L (i oziw) = iaiL(vl Zal (v;) = Za,vz = L'(v).
i=1 i=1

n
(ii) Existenz von L: Fiir v = ) a;v; € V definieren wir

=1
n
== Z oW; € W.
i=1

n n n
Ist v="> v, vV => v, sov+v =) (a; + a)v; und damit:
i=1 'L:l
n

Lv+v) = Z(a, + af)w; Z a;w; + Z aw; = L(v) + L(v'), d.h. L ist additiv. Analog
folgt, dafl L homogen ist, also L e Hom(V W). Offensichtlich gilt L(v;) = w; fiir alle
ie{l,...,n}.

Bem.: Eine (4.6) entsprechende Aussage gilt auch im Fall dim V' = oo.

(4.7) Folgerung. Seien V, W K-Vektorrdume, dim V' = n < oo. Dann gilt:

(i) V ist isomorph zu K".
(ii) V ist isomorph zu W < dimV = dim W.

Bew.:

(i) Sei (vy,...,v,) geordnete Basis von V. Nach (4.6) existiert ein L € Hom(V, K™)
mit L(vy) =ey,..., L(v,) = e,. Nach (4.5) ist L Isomorphismus.

(ii) Analog folgt aus dimV = dim W, da V und W isomorph sind. Ist umgekehrt
L :V — W Isomorphismus, so folgt aus (4.5), dafl dim V' = dim W gilt.

(4.8) Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen. Ist L € Hom(V, W) und dimV < oo, so gilt
dim(ker L) < oo, dim(im L) < oo und

dim V' = dim(ker L) + dim(im L).
Speziell folgt: Ist dimV = dim W, so gilt: L injektiv < L surjektiv < L bijektiv.

Bew.: Aus (3.21) folgt die Existenz eines zu ker L komplementaren Unterraums U von V/,

dh. ker L& U =V und
dim(ker L) + dim U = dim V.
Wir zeigen, daB L|U : U — im L ein Isomorphismus ist und damit dimU = dim(im L),

woraus mit der vorangehenden Gleichung die Behauptung folgt.
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L|U ist injektiv, da ker(L|U) = ker LN U = {0}, vgl. (4.3). Zu jedem w € im L existiert
ein v € V mit L(v) = w. Wegen ker L & U = V existieren vy € ker L und u € U, so da8
v = vy + u gilt. Dann folgt w = L(v) = L(vy) + L(u), d.h. w € L(U). Das zeigt, da8
L|U : U — im L surjektiv ist.

Anwendung;:

Sei I die linke Seite eines linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten und k Glei-
chungen und Koeffizienten a;; € K. Sei L : K® — K* die zugehérige lineare Abbildung,
vgl. Bem. nach (4.3). Dann gilt: Lmem = ker L und

{b=(b1,...,bx) € K* | 3 Losung von I mit der rechten Seite b} = im L.
Aus (4.8) folgt: dim Lpom = n — dim(im L) > n — k. Das wurde schon in (3.25) gezeigt.

I ist fiir beliebige rechte Seiten (by, ..., bx) losbar < dim(im L) =k
<~ dim(LIhom) =n — k

d.h. ist n > k und ist [ fiir beliebige rechte Seite l6sbar, so ist die Losungsmenge fiir
jede rechte Seite ein (n — k)-dimensionaler affiner Unterraum. Ist k = n, so gilt: [ ist fir
beliebige rechte Seiten (by, ..., b,) 16sbar < Lpmem = {0} < I besitzt fiir jede rechte Seite
(b1,...,b,) genau eine Losung.

Ist L € Hom(V, W), a € K, so definieren wir:
alL :V — W durch: Vv € V ist (aL)(v) := aL(v) € W.
Es gilt dann: oL € Hom(V, W), z.B. zeigen wir, dal oL additiv ist: (L) (v +vq) = aL(v1+
v9) = a(L(v1)+L(vy)) = aL(v1)+al(vy) = (aL)(v1)+(al)(ve). Sind Ly, Ly € Hom(V, W),
so definieren wir:
Li+ Ly : V — W durch: Yo € V ist (L1 + Ly)(v) := L1(v) + La(v) € W.

Es gilt dann: Ly + Ly € Hom(V, W), z.B. zeigen wir, dafl L; + Lo homogen ist: (L4
Ls)(av) = Li(av) + Ly(av) = ali(v) + aLs(v) = a(Li(v) + La(v)) = a(Ly(v) + La(v))
a(Ly + Ly)(v).

(4.9) Satz. Mit dieser Addition und dieser Multiplikation mit Korperelementen o € K st
Hom(V, W) ein K-Vektorraum.

+

Bew.: Es mufl nachgepriift werden, dal (Hom(V,W),+) eine abelsche Gruppe ist und
daB die Bedingungen (3.1)(i)-(iv) erfiillt sind. Das ist ebenso langwierig wie langweilig,
aber man sollte es (einmal) getan haben. Wir fithren exemplarisch einige der notwendigen
Schritte durch: Das neutrale Element der Addition in Hom(V, W) ist die Abbildung L €
Hom(V, W), die jedes v € V auf 0 € W abbildet, genannt die 0-Abbildung. Das additive
Inverse zu L € Hom(V, W) ist —L € Hom(V, W), definiert durch (—L)(v) := —L(v).

Um (3.1)(iii) zu zeigen, seien « € K, Ly, Ly € Hom(V,W). Fiir beliebiges v € V' gilt:

(a(Ly + L2))(v) = a((Ly + L2)(v)) = a(Li(v) + La(v)) = aLy(v) + aLy(v)
= (aLi)(v) + (OZL2)(;J) = (aLi + aLly)(v).



Also gilt: a(Ly + Lo) = aLy + aLs.

(4.1) Def. Eine m x n-Matrix A tiber dem Korper K ist ein rechteckiges Schema, das aus
m - n Korperelementen a;; € K besteht:

aiy; ... Qip
A= : : = (aij) 1<i<m
1<j<n
Am1 .- Amn
A heifit quadratisch < m = n.
Die Vektoren (aii,...,a1,) € K™ ..., (ami,-- -, @mn) € K™ heiflen die Zeilenvektoren von
ai QA1n
A. Die (m x 1)-Matrizen : ey : heiflen die Spaltenvektoren von A.
am1 Qmn

Mit K™*" wird die Menge der (m x n)-Matrizen iiber K bezeichnet.

Bsp.: Die linke Seite eines linearen Gleichungssystems mit m Gleichungen und n Unbe-
kannten (in K) ist durch eine Matrix A € K™*" gegeben.

(4.11) Def. Sei L € Hom(V,W), dimV = n, G = (vy,...,v,) geordnete Basis von V,
dimW =m, G’ = (wy, ..., w,) geordnete Basis von W. Dann heifit die Matrix A = (a;;) €
K™ die durch

L(v;) =: Zaijwi fir 1 <j<n,

=1

definiert ist, die Matrix von L beziiglich G und G’,
A= Matg/(L).
(4.12) Folgerung. Die Abbildung Matg/ : Hom(V, W) — K™*" ist bijektiv.
Bew.: Injektivitat: Seien Li, Ly € Hom(V, W) und Matgl(Ll) = Matg/(LQ). Dann gilt:

Li(v;) = > ajjw; = La(v)) fiir j € {1,...,n}. Aus (4.6) folgt dann: Ly = L,.
i=1

Surjektivitit: Sei A = (a;;) € K™ " gegeben. Wir definieren fiir j € {1,...,n}:
Ej = Zaijwi e Ww.
i=1

Nach (4.6) existiert (genau) ein L € Hom(V, W) : Lv; = w;. Dann gilt: Mg/(L) = A.

Bem.: Da eine Matrix A € K™*"™ im Grunde nur ein etwas anders notiertes Element von

K™™ ist, 148t sich leicht eine “natiirliche” K-Vektorraumstruktur auf K™*" definieren:
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ae€ K, A= (a;) € K" — aA = (aa;;) € K™, d.h.

aayp ... QQip
aA =

A1 .. Ol
A= (aij) € Kmxn7 B = (bU) e K™ - A+ B := (Cbij + sz) c Kmxn, d.h.

ay +bn ... a, by
A+ B := : :
am1 + bml coo Qmp + bmn

(4.13) Fakt. Mit diesen Operationen ist K" ein K-Vektorraum der Dimension m -n. Die
Matrizen E;; € K™ ", 1 <:<m,1<j<n

0O ... ... 0 ... ... 0
0

Eij=10 0 1 0 0
0

0O ... ... 0 ... ... 0

(wobei die 1 am Schnittpunkt der i’ten Zeile und der j’ten Spalte sitzt) bilden eine Basis,
die kanonische Basis, von K™*".

Bem.: Ist A = (a'z'j) € Kmxn’ SO gllt A= Z Z aijEZ—j.

i=1j=1
(4.14) Folgerung. Matg/ : Hom(V, W) — K™*" ist ein Isomorphismus.

Bew.: (4.12) besagt, dafl Matg/ bijektiv ist. Es bleibt zu zeigen, dafl Matg/ homogen und
additiv ist:

Dann gilt fir j € {1,...,n}:

(aL)(v;) = Z Qa;jw;.

Also Matg/(ozL) = afa;j) =« Matgl(L).

Analog folgt: Matg,(Ll + Ly) = Matg/(Ll) + Matg/(LQ).
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Frage: Gegeben 3 K-Vektorrdume V, W, Z mit dimV = n, dimW = m, dimZ = k und
geordneten Basen G, G, G” und L € Hom(V, W), J € Hom(W, Z). Wie héngt Matg”(JOL)
mit Matg:/(J) und Matg/(L) zusammen?

(4.15) Satz. Ist A = (an) = Matd, (J) € K™ B = (by) = Matd (L) € K™, so
1st Matg”(J o L) durch die Matriz C = (cy;) € K™ gegeben mit cp; = iahibij fiir
1<h<k1<j<n. -
Vorbemerkung: Assoziativ-, Kommutativgesetz von +, Distributivgesetz =

m k m k k m

Zbi ( ajivj) = Z (Z biajl-vj> = Z (Z biaﬂ) ;.

i=1 j=1 i=1 \j=1 j=1 \i=1
Bsp.: bi(a11v1 + ag1v2) + ba(a1201 + agva) = (braiy + baarz)vy + (bragr + baags)vs.
Bew. von (4.15): Sei G = (v1,...,v,), G = (w1,...,wy), G" = (z1,...,2x) und

Dann gilt: (Jo L)(v;) = J(L(vj)) =J (f) bz’j“’z‘) = i bijJ (w;)

Definition. Ist A = (ay;) € K™ B = (b;;) € K™ ", so heifit die Matrix C' = (¢;;) € K*"
mit

chj::Zahibij furléhgk,lg]fn
j=1
das Produkt der Matrizen A und B, C' =: AB. Dann gilt mit den Bezeichnungen von
(4.15):
Matg”(J oL)= Matg:/(J) Matg'(L).
Vorsicht: Damit AB definiert ist, muf} gelten
# Spalten von A = # Zeilen von B

Explizit:



(1) (2)-(5)

cK?2x3 cK2x1

(4.16) Folgerung.

(i) Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ: A(BC) = (AB)C
(11) A(Bl —+ BQ) = ABl + ABQ, (A1 + AQ)B = AlB + AQB (Distributivgesetze)

Bew.:

(i) Nachrechnen. Oder: A = Matg‘é (L3), B = Matgg(Lg), C= Matgf(Ll)

und (Lg 0] LQ) e} L1 = L3 @) (LQ @) L1> (4:1>5) Beh.
(ii) Nachrechnen. Oder: J o (Ly + Ly) = (J o Ly) + (J o L) (J linear!)

WL 4B, + By) = AB, + AB,

(4.17) Abhéngigkeit von der Wahl der Basen. Seien g,? geordnete Basen von V, G’ ,?l
geordnete Basen von V’ und L € Hom(V,V”). Dann gilt:

Mat? (L) = Matg (idy+) - Matd (L) - MatZ(idy)

Bew.: Wende (4.15) auf L = idy» oL o idy bzgl. der Basen G, G, Q’,G’ an.

Bem.: G = (v1,...,v,), G = (V1,...,0,). Dann
Matg(ldv) = (aij)lgid'gn < V; = Z aiﬁi fir 1 S] <n.
i=1

1. Spezialfall: V' =V

Ein Homomorphismus L : V' — V heifit Endomorphismus, End(V) := Hom(V, V). Sei
dim V' = n. Fiir jede geordnete Basis G von V' gilt:

1 0
Matg (idy) = = E, € K"™"
0 1

FE,, heiit die n-dimensionale Einheitsmatrix.

(End(V), +, o) ist Ring (mit 1). Neutrales Element von o ist idy. (K™*", +, -) ist Ring (mit
1). Neutrales Element von - ist E,.

Matg : End(V)) — K™" ist Isomorphismus von Ringen, vgl. (4.14) und (4.15).
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Ein bijektiver Endomorphismus heifit Automorphismus, Aut(V) := {L | L € End(V') bijektiv}.
(Aut(V), o) ist Gruppe (Untergruppe von (Sy, o), vgl. Bsp. 5) nach (2.1)).
Denn:

(i) idy € Aut(V) (neutrales Element beziiglich o)

(i) L € Aut(V) = L™ € Aut(V) (L' = Umkehrabbildung von L)
L1 ist bijektiv. Linearitéit von L1

L(L™ (v + w)) = v+w }

LI ) + L) = DL (o) + L w) = v tw [ = 2 0w

— L7\ (v) + LY (w)

ebenso L™ (av) = aL™(v)
(iii) Ly, Ly € Aut(V) = Ly o Ly € Aut(V)
(L1 o Ly)(av) = Li(La(aw)) = Li(aLy(v)) = aLi(Ly(v)) = a((L1 o La)(v))

Analoges Objekt in K™*":
GL,(K) ={Ae K" |3dBe K™": BA=FE,}
Def.: Seien (G,T1),(G’,7") Gruppen. H : G — G’ heiit Gruppenhomomorphismus <

Vg, h € G: H(gTh)=H(g) 7" H(h)
H Gruppenisomorphismus < H bijektiver Gruppenhomomorphismus

(4.18) Satz. (GL,(K),) ist Gruppe und Matg : Aut(V) — GL,(K) ist Gruppenisomor-
phismus.

Bew.:

(i) Zeige: L € Aut(V) = Matg(L) € GL,(K)
E, = Matd(idy) = Matd(L ' o L) "2 Matd(L ") - Matd(L)
N ——

eK’an

(i) Zeige: VA € GL,(K)3L € Aut(V) : Matg(L) = A

A€ GL,(K)= 3B € K™": BA = E,. Nach (4.14) existieren J, L € End(V): Matg(J) =
B, Matg(L) = A. Also: Matg(J o L) = BA = E,,. Da Matg injektiv ist, folgt J o L = idy,
speziell L ist injektiv. Nach (4.8) ist L bijektiv, also L € Aut(V) und Matg(L) = A,
auBerdem folgt J € Aut(V) und damit nach (i) Matg(J) = B € GL,(K).

(i)+(ii) = Matg : Aut(V) — GL,(K) bijektiv.
4.15) = (GL,(K), ) ist Gruppe und Mat¥ Gruppenisomorphismus.
g

Bez.: Die Elemente von GL,,(K) heifien regulire (oder nicht-ausgeartete oder invertierbare)
(nxn)-Matrizen. Ist A € GL,,(K), B € K™*" und BA = E,,, so folgt (vgl. Bew. von (4.18))
B € GL,(K) und damit (da GL,(K) eine Gruppe ist) B = A™!, speziell auch AB = E,,.
A~! heifit die zu A € GL,,(K) inverse Matrix.
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(4.19) Folgerung (aus (4.17)): Seien G, G geordnete Basen von V, L € End(V) und P :=
MatZ(idy). Dann gilt P € GL,(K), P~ = Matg(idy) und

Matd(L) = P~ Matg(L)P

Bew.: Mat{ (idy) MatZ(idy) = MatZ(idy) = E, = P € GL,(K) und P! = Mat{(idy).
Die letzte Gleichung folgt aus (4.17).

Bez.: Zwei Matrizen A, A € K™ heiflen dhnlich < 3P € CL,(K) : P'AP = A
“Ahnlich” ist eine Aquivalenzrelation. Nichttriviales Problem: Man finde zu gegebenem
A € K™ eine “moglichst einfache” dhnliche Matrix (oder dquivalent: Man finde zu L €
End(V) eine Basis G, so daB Matg(L) méglichst einfach ist). Der im allgemeinen nicht
erreichbare Idealfall ist:

dy

Matg(L) = Diagonalmatrix =

2. Spezialfall: 'V = K" mit Basis G = (e1,...,¢e,)
V' = K™ mit Basis G’ = (e1,...,en)

Bez.: Im Fall dieser natiirlichen Basen schreiben wir fiir Matg, kurz Mat : Hom(K", K™) —
K™ Wir identifizieren K™ (bzw. K™) mit den “einspaltigen” Matrizen K™*! (bzw.
K™*1) durch den Vektorraumisomorphismus

T
(x1,...,2,) € K" — : € K™,

T

(4.20) Satz. Mit diesen Identifikationen gilt: Ist L € Hom(K" K™) und A = (a;;) =
Mat(L), so gilt fir alle x = (xq,...,2,) € K":

1 a1 ... Qip X1
Lix)=Al : | =

Tn Ami -+ Qmn T,

Bew.: Mat(L) = (a;;) 1<i<m < L(e;) = > ajje; fiir 1 < j <n.
1<5<n j=1
12



Also: L(:(:) = L (i a:je]) — i *TjL<€j) zn: <Z a”el) vgl. Bew.:von (4.15)

n n
. m 3 .
L(z) = | ayzy, Z A2 T,y > Ay | € K™, Andererseits:
Jj=1 Jj=1 Jj=1
n
> a1;;
aijr ... Qip T j=1
. . : — : c Kmxl
a a x ”
ml .- mn n Z amjxj

Bem.: L € Hom(K™, K™), A = Mat(L). Dann “ist” L(e;) € K™ der j'te Spaltenvektor
von A

0
a .
ai;y ... Qip 0 1
L _ . . 1 . a2j KmX1
(ej) = : : = : € .
Am1 .- Amn 0 a' 4
. mj
0

Speziell: Ist A € K™ so gilt: A € GL,(K) < die Spaltenvektoren von A sind linear
unabhéngig.

Begriindung: Die lineare Abbildung L € End(K™) mit Mat(L) = A bildet die Basis
el,...,e, auf die n Spaltenvektoren von A ab. Nach (4.5) ist L genau dann ein Auto-
morphismus, wenn diese Spaltenvektoren eine Basis von K™*! bilden.

(4.21) Def.: Der Rang rg(A) von A € K™ ™ ist die maximale Zahl linear unabhéngiger
Spaltenvektoren von A.

Bem.: 1) 0 <rg(A) < min{n, m}. Begriindung: Da A n Spaltenvektoren hat, gilt rg(A) <
n. Da der Raum K™*! ~ K™ der Spaltenvektoren m-dimensional ist, gilt rg(A) < m, vgl.
(3.16) Austauschsatz von Steinitz.

2) Fir A e K™ gilt: rg(A) =n < A € GL,(K).

(4.22) Fakt: Sei L € Hom(K", K™) und A = Mat(L). Dann gilt

rg(A) = dim(span{Spaltenvektoren von A}) = dim(im L)
= n—dim(ker L) =n — dim{x € K"*! | Az = 0}.

Bew.: Die 1. Gleichung folgt aus der Tatsache, daf§ die Dimension eines Vektorraums die

maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren dieses Vektorraums ist. Die 2. Gleichung,
13



folgt aus “L(e;) = j’ter Spaltenvektor von A” und im L = span{L(e;) | 1 < j < n}. Die 3.
Gleichung folgt aus (4.8) und die 4. Gleichung folgt aus der dritten.

(4.23) Satz. Fir jedes A € K™ " ist rg(A) auch die mazimale Zahl linear unabhdngiger
Zeilenvektoren von A (“Spaltenrang = Zeilenrang” ).

Bew.: Siehe (4.25).
(4.24) Satz. Sei A = (a;j;) € K™ ™ und I das lineare Gleichungssystem

T by
I A =
Tn b
ayy ... Gy, bp
und (A|b) € K™ "V die Matriz
Ami -+ Qmpn bm

Dann gilt: I besitzt eine Losung < rg(A) = rg(A|b)

T bl aplry +...+ A1nTp = bl
Bew.: A : = : & : : &
Tn b, Am1T1 + ...+ GmnZn = bm
ai a2 A1n by
. . . . 1
Il : +$2 : —f——l—l’n : — : GKmX
Qm1 Am?2 Qmn bm
~ v ~ / —_——— N——
=4 =:Az =:An —b

Also: I besitzt Losung < span{A,..., A, } =span{A,..., A,,b}
& rg(A) = rg(A|b)

Konkrete Rechenverfahren:

(4.25) Losen eines linearen Gleichungssystems mit dem Gauflschen Algorith-
mus in Matrizenschreibweise. (Zum Losen von linearen Gleichungssystemen siehe auch
(1.13), (1.15), (1.16), (3.25), (3.26) und (4.8) plus Anwendung).

Gegeben das lineare Gleichungssystem

aplry +...+ ainT, = b1
m1Z1 + ...+ GpnZn = by
Setze
aiyy ... Qip bl
Al — c Kmx(nJrl)
Gml -+ Qmn Om
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1. Fall ay; # 0:

1 ai2 ain by
ail ail ail b
12 ai 1
0 az —any? A2n — G217 by — ag a
Al — A2 =
b
0 Am2 — Aml 212 cor Omp — Aml n bm — Am1 .

ail ail

2. Fall: a1, = 0, aber es existiert ¢ > 1 : a;; # 0. Vertausche 1. und 7’te Zeile von A;. Dann
1. Fall.

3. Fall: a;; =0 fir 1 <7 <m, d.h.

0 a2 ... bl a2 ... bl
A = : : e Kmx(ntl) Betrachte A; = : : e Kmxn.

Oamg bm Am2 ... bm
Dann 1. Fall (fiir n — 1).
Iteriere! — Endergebnis ist eine Matrix (A|b) € K™**1 in Treppenform, z.B.

1 I
o 0 1
A= 0 0 O

*

o

(hier ist j, = 1, jo = 3, js = 4),

S = ¥
*

0000
d.h. es gibt Zahlen £ < min{m,n} und 1 < j; < jo < ... < jp < n (= j; > i firi €
{1,...,k}) mit:

1) a5, =11fiir 1 <i<kunda; =0fiir 1 <i<kundj<j.

T bl
Wegen (1.13) gilt fiir alle x = : € K™ und alle b = : e KM

Ty, b
(1) Az =b< Az =b (1)
Falls b = 0, so b = 0. Deshalb folgt aus (4.22):
rg(A) = n — dim{x | Ar = 0} = n — dim{x | Az = 0} = rg(A) = k.

=n—k

Andererseits: 1g(A) =k = dim(span{Zeilenvektoren von A})
= dim(span{Zeilenvektoren von A})

Daraus folgt (4.23).
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I besitzt Losung < Fiiri > k = rg(A) gilt: b; = 0. Dann ist I rekursiv auflésbar, beginnend
mit der k’ten Zeile, und die Losungsmenge von I (=Losungsmenge von [) ist ein (n—rg(A))-
dimensionaler affiner Unterraum von K".

(4.26) Berechnung der inversen Matrix mit dem Gaufischen Algorithmus. Gege-
ben A € K™, Frage: Gilt A € GL,(K). Wenn ja, berechne A~

1 0
Betrachte (A | E,) = | A € K™ und wende (4.25) analog auf (A | E,,)
0 1
an. Man erhilt (A | B) € K™ und es gilt A € GL,(K) & A € GL,(K) & a; = 1
1 % .. %
fiir 1 <4 < n. Ausserdem gilt @;; = 0 fiir i > j... (d.h. A= O - : ). Durch
0 ... 0 1
geeignete Additionen der letzten, der vorletzten, ..., der 2. Zeile verwandelt man (A| B)

in (E, | B), und es gilt fiir j € {1,...,n} und alle z € K™%

Ar =e; & E,2(= z) = j'te Zeile von B= ?ej.

Also: A?ej = Ax =e; fiir j € {1,...,n} und damit AB = E,. Also gilt:

B ist zu A inverse Matrix.

Zwei explizite Beispiele zu den Rechenverfahren.

Zu (4.25):
I + T — x3 — Ty = -2
I 3ZE1 + 32 — xT3 — 21’4 = 6
—ry — i) + 3ZE3 + 21’4 = 14
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11 -1 -1 =2

00 2 1|12 - 3

00 2 1|12 _
11 -1 -1 =2 N
00 1 4|6 +|
00 0 0] 0

Es folgt: rg(A) = 2, I ist 1osbar, der Losungsraum

ist ein 2-dimensionaler affiner Un-
terraum.

Explizite Losung;:

Tq=: A
l’3+§$4: = I3 = —%)\
Tog =l

LI = {(%A_u+47,u76 - %)‘7)\) | ()\,M) < RQ}
= {(4a 07670) + )‘(%aov _%7 1) + ILL(_]" 17070) | (/\nu) € RQ}
= (4,0,6,0) + span{(3,0,—3,1),(—1,1,0,0)} C R*

Zu (4.26)

1 11
Berechnung von A~  fir A= | 1 0 2 ) e Q¥
1 21



1
—1
1

3 —1

10

1

0
0
1

0
1
0

1
0
0

Speziell folgt: A € GL3(Q).
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