5. Die Determinante

Motivation: Ist V' ein R-Vektorraum der Dimension n und sind vy, . . ., v, linear unabhéngi-
ge Vektoren in V', so heif3t

P(vl,,vn):{ZtlvMVze{l,,n}Ogtlgl}
=1

das von vy, ..., v, aufgespannte Parallelotop.
Bsp.: n = 2: Parallotop = Parallelogramm.

Wie es bisher fiir uns keinen mathematischen Sinn hat von der “Lénge eines Vektors v € V7
zu sprechen (dazu benotigt man eine zusitzliche “mathematische Struktur” - eine Norm
oder ein Skalarprodukt auf V'), so benétigt man auch eine zusétzliche Struktur auf V,
um “das” Volumen eines Parallelotops definieren zu kénnen. Diese zusétzliche Struktur
auf dem R-Vektorraum V heifit eine Determinantenform und ist eine Funktion D : V" =
Vx...xV — R, die einer geordneten Basis (vy,...,v,) von V eine reelle Zahl (# 0)
n-mal

zuordnet, deren Betrag wir als Definition fiir das Volumen von P (v, ..., v,) nehmen wollen.
(Es stellt sich heraus, daf§ die Funktion D, die positive und negative Werte annimmt, das
mathematisch natiirliche Objekt ist. Das Vorzeichen von D(vy,...,v,) sagt etwas {iber
die “Orientierung” der geordneten Basis (v, ...,v,) aus, d.h. im Fall V = R?® (und in
physikalischer Sprechweise) ob (v1, v2, v3) ein Rechts- oder ein Linkssystem ist). Damit man
so zu einem verniinftigen Volumenbegriff kommt, wird D besondere Eigenschaften haben
miissen. Es ist eine erfreuliche Tatsache, dal D durch folgende natiirliche Forderungen
nahezu eindeutig (d.h. bis auf Multiplikation mit einer reellen Zahl # 0) bestimmyt ist.

(V1) (v1,...,v,) Basis = D(vy,...,v,) #0.
(Vz) Fir allei € {1,...,n}, (v1,...,v,) € V" und r € R gilt:

D(vi, ... 01,104, Vi1, -, Uy) = 1 D(v1, ..., 0p)
(V3) Fir alle 1 <i < j <nund alle (vq,...,v,) € V" gilt
D(’Ul, ey Vi1, U5 + Vj, Vit1y e - ,/Un) = D(’Ul, ce ,/Un) = D(’Ul, ey U1, U4 + Vj, ... ,Un)
Dabei hat (V5) die anschauliche Interpretation, dal das Volumen von P(vy, ..., v;_1, 70, Vg1, - - -
das |r|-fache des Volumens von P(vy,...,v,) sein soll.

Die anschauliche Bedeutung von (V3) ist die “Scherungsinvarianz” des Volumens.

(5.1) Def. Sei V ein K-Vektorraum, k € N. Eine Abbildung f : V¥ — K heifit

(i) k-linear (k-Linearform), falls f in jedem Argument linear ist, d.h. falls fir jedes
ie{l,....k} und alle vy, ..., v; 1, VW, V41, ..., €V, o, € K gilt:

af(ve, ..., 01,0, Vg1, - -, Uk)

flor, ... v, 00 + Bw, Vg1, ..., 0) =
+ ﬁf(vh cey Vi1, Wy Vg1, - - 7/Uk>

, Un)



(ii) alternierend (oder schiefsymmetrisch) falls firalle1 <i < j < kundallevy,..., v, €
Vogilt: v; =v; = f(vr,...,0,...,05,...,0) =0

(5.2) Lemma. Sei V' K-Vektorraum, dimV =n und f : V"* — K. f erfiillt genau dann die
Bedingungen (V5) (fiir K statt R) und (V3), wenn f alternierend und n-linear ist.

Bew.: siche R. Walter, Einf. i.d. Lin. Alg. (Vieweg-Verlag 1982) S. 146, Satz D).
(5.3) Lemma. Fiir jede alternierende k-Linearform f : V¥ — K gilt:

O VL<i<j<h flooy0yonyi, )= —F( 0, 0,

(i) vy,...,v, linear abhéngig = f(vy,...,v,) =

)

0
J i j
() VI<i<j <k fl...,0,..., 0w+ v,...)=f(...,0,... 0,...)
Bew.:

(i)

-0
+f(. w0 )+ fw, . w, )/
-0

k
(ii) Sei etwa v; = ) «a;v;. Dann:
i=1
JFi

n
f(Ul, Ce ,Un> = Z()éj f(Ul, e 7Ui—lavj7vi+1; e ,Uk) = 0
j=1

-~
= =0
J#i

(iii) klar.

Wir werden uns als néchstes damit beschéftigen, herauszufinden, wie sich der Wert einer
alternierenden Form &ndert, wenn man die Argumente ganz beliebig vertauscht (“permu-
tiert”). Zunéchst einiges zu diesen Permutationen:

Die Menge S,, ={o | o : {1,...,n} — {1,...,n},o bijektiv} mit der Komposition o von
Abbildungen als Verkniipfung bildet eine Gruppe, die symmetrische Gruppe. Ein o € S,
heiit eine Permutation von {1,...,n}.

Sind aq, ..., a; Korperelemente, so fithren wir in Analogie zum Summensymbol ¥ ein:
k
HCLZ‘ =ai-ag- ... ag.
i=1
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(5.4) Def.: Ist 0 € S,,, so heifit
sgn(o) :=

das Signum von o.

2) Ist 0 € S, mitw(;(l) =2, 0(2):=1,s0sgn(o) = =2 = —1.
3) o € S, heifit Transposition < 1 < i < j < n: o(i) = 7, 0(j) =7 und o(k) = k, falls

ke{l,....n3\{i ).
(5.5) Fakt.

(i) sgn: S, — {£1}
(ii) sgn(o) = (—1)Fehlstandszahlvon o " ohei die Fehlstandszahl von o die Anzahl der
Paare (4, j) ist mit 1 <1i < j <nund o(i) > o(j).
(iii) o € S,, Transposition = sgn(c) = —1 (o hat 2(j — i) — 1 Fehlsténde!).

Bez.: Eine Permutation o heifit gerade, falls sgn(o) = 1, sonst ungerade.

(5.6) Satz. Fir alle o, € S, gilt sgn(c o 7) = sgn(o)sgn(r), d.h. o ist Homomorphismus
von (Sy,o) in die Gruppe(!) ({£1},-).

Bew.: Vorbemerkung: Wegen "(j]):?(") — "(izi;’(j

statt iiber alle Paare (i,j) mit 1 < ¢ < j < n zu multiplizieren tiber irgendeine Menge
von Paaren (7, j) multiplizieren, die die Eigenschaft hat, dafl die Menge der zugehorigen
Paarmengen {i, j} die Menge aller 2-elementigen Teilmengen von {1,...,n} ist.

) kann man in der Definition von sgn(c)

wnoor— ] o(r(j)) — o(r(i)) _ T o(7(j)) — o (r(i)) 1 () = 7(3)

1<i<j<n J—i 1<i<j<n (7) = 7(2) 1<i<j<n g
A ~~ J A ~~ J/
= sgn(o) =isgn(r)

(vgl. Vorbemerkung)
(5.7) Folgerung.

(i) sgn(o™t) = sgn(o).
(ii) Sei 7 € S, ungerade. Dann bildet die Abbildung ¢ — 7 o ¢ die Menge der geraden
Permutationen bijektiv auf die Menge der ungeraden Permutationen ab.

Bew.:

(i) 1= sgn(id) = sgn(c 0 0™!) = sgn(o) sgn(o~") = sgn(o) = sgn(c ™).
(i) sgn(o) = 1 = sgn(r o o) = —1. Die Abbildung ¢ — 7 o ¢ ist injektiv, da aus
Tooy,=Toay folgt 7V o(r00)) =0, =7"1o(r00y) =0y Ist 6 € S, ungerade,
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so gilt 7o (771 05) = 6 und sgn(77! o 5) = sgn(r7!)sgn(a) © sgn(7)sgn(d) =

(—D(-1) = 1.
(5.8) Fakt. Ist n > 2 und o € S, so existiert k € {1,...,n} und Transpositionen 71,. .., 7y,
sodafl 0 =7y 0...07 gilt. Es gilt dann sgn(c) = (—1)*.
Bew.: Offensichtlich (oder per Induktion). sgn(o) = (—1)* folgt aus (5.6) und (5.5) (iii).

(5.9) Lemma. Sei V' K-Vektorraum und f : V¥ — K k-linear und alternierend. Dann gilt
fir alle (vy,...,v;) € V¥ und alle ¢ € Sy:

f(vau), e ,va(k)) = sgn(a) f(v, ..., vk).

Bew.: Folgt aus (5.3) (i) und (5.8).

(5.10) Satz. Sei V' K-Vektorraum, dimV = n, (vq,...,v,) Basis V und o € K. Dann
gibt es genau eine alternierende n-Linearform f: V™ — K mit f(vq,...,v,) = o und fir

dieses [ gilt: Ist (wy,...,w,) € V", w; = Y a;jv;, 0
i=1

(*) f(wb ce 7U)n) = Z Sgn(U)aa(l)l *Qg(2)2 -+ - Go(n)n-
oc€ESnh

Speziell: Ist f(vy,...,v,) = 0 fiir eine Basis (vy,...,v,), soist f =0.

Bew.: (i) Eindeutigkeit: Sei f alternierende n-Form, f(vq,...,v,) = «

n n n
f(wla CIE awn) - f ( Z a’illvip Z aiQQUizv sy Z ainnvin)

i1=1 ia=1 in=1
f mn-linear n L n
= DD 2 Wit a2 Qi [ (Ui, 0y,)
i1=1142=1 in=1 N ~~
=0, falls k — 7 nicht injektiv
f alternierend
= Yo o)1 Ao2)2 - - - Gomn (Vo(1)s - - - Vo))
UESn
(5.9)
= a Y sgn(0)asay - .- Go(nin
O'ESn

Vorbem. zu (ii): 0 € S, = [[ bi = [[ bos) (- kommutativ!)

i=1 i=1

(ii) Wir zeigen: ) sgn(o)ai,1) - - Gnom) = 2 S8N(T)Ao(1)1 - - - - * Ao(n)n-
oc€eSy oSy
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c€Sp—o~ eS8, bijektiv -
Denn » sgn(o)aisq)- - -Gnon) =" > sgn(o 1)91071(1) S g ()

gESy, oESH -~

= H b; fiir biiiaigfl(i)
1=1

= Y sgn(0) eyt - - - Go(nin
O'ESn ~ ~ -
=TI bo(i
=1

(ili) Existenz: Definiere f durch (x). Man sieht leicht, daB8 f n-linear ist. Aulerdem gilt
wegen v; = Z 51']'7}1' (mlt 5@‘ =1fir:= j, (5@' =0 fir ¢ # j)
i=1

flog, ... o) =« Z sgn(0)0o(1)1 * - - - * Og(nyn = arsgn(id) = a.

Bleibt zu zeigen, dafl f(wy,...,w,) = 0 gilt, falls fiir ein Paar (i, j) mit 1 <i < j <n gilt:

w; = wj. Ist wy = Y agvy, 1 < k < n, so folgt aus w; = w;:
=1

(k) a; = a5 fiir 1 <1 <n.
Sei 7 die Transposition, die ¢ und j vertauscht.

flwi,...,w,) = a ) sgn(0)aiea) - Onom) =
oESy
= o Y, Qo) - Opom) — QX Y. Glrog(1) " - - - Unroo(n) = 0,
oeSpgerade oeSnhgerade

da aus (xx) folgt: ai,() = tiree fiir alle I € {1,...,n} und alle o € S,,.

(5.11) Def.: Sei V' K-Vektorraum, dim V' = n. Eine alternierende n-Linearform D : V" —
K, D # 0, heiffit Determinantenform auf V.

Erinnerung: D # 0 bedeutet: Es existiert (vq,...,v,) € V™ D(vy,...,v,) # 0.
Bsp.: Dy : R? x R? — R, Do((21,%2), (y1,2)) = 7192 — Tay1.
D0<€1,62) =1

(5.12) Folgerung. Sei D Determinantenform auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum V
und (vy,...,v,) € V™. Dann gilt

(i) (v1,...,v,) Basis von V < D(vy,...,v,) # 0.
(ii) Ist f: V™ — K alternierende n-Linearform, so existiert o € K : f = aD.

Bem.: 1) (ii) & {f | f alternierende n-Linearform} ist 1-dimensionaler K-Vektorraum. Die
Determinantenformen sind die Elemente # 0 dieses Vektorraumes.
f(vlv""”n)

D(vl,mﬂ)n)
5
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Bew.: (i) Sei (vy,...,v,) Basis von V. Dann folgt aus (5.10) (“Speziell:”) und D # 0, da8
D(vy,...,v,) # 0 gilt. Ist D(vy,...,v,) # 0, so folgt aus (5.3)(ii), dal die vy, ..., v, linear
unabhéngig sind, also - wegen dim V' = n - eine Basis von V.

(i) Sei (vy, ..., v,) eine Basis von V und « := H Dann sind f und oD alternierende
n-Linearformen, die auf der Basis (vy, ..., v,) den gleichen Wert annehmen. Also folgt aus

(5.10) (Eindeutigkeit): f = aD.
Einschub: Die Determinante quadratischer Matrizen.

In K™ haben wir die Standardbasis (ey, ..., e,), die - nach (5.10) - eine “Standarddetermi-
nantenform” Dy : K™ x ... x K™ — K durch

Do(el,...,en) =1

eindeutig bestimmt. Ist A = (a;j)1<ij<n € K™, so selen A; :=

n
a;je; die “Spaltenvekto-

=1

ren” von A.

(5.13) Def. Die Determinante det : K™*" — K ist definiert durch
det A := Do(Al, PN 7An)
ayy ... QAip
Bezeichnungsweise: det A =

Ap1 ... QApp

(5.14) Folgerung (Gottfried Wilhelm Leibniz 1646-1716). Ist A = (a;;)1<ij<n € K™, s0
det A = Z sgn(a)ag(1)1 T Qo(n)n-

O’ES’n

Bem.: Beweis (5.10)(ii) = det A = )~ sgn(0)aisa) - -- - * Gnowm)-
O'GSn
n (5.10)
Bew.: det(A) = Dg(Al, c ,An), Aj = Z Q;5€4, Do(el, R ,€n) =1 =
i=1

Speziel: n=1: A=(a) — detA=ay

— 9. _ (a11a12 —
n=2: A= (a21a22) — det A= 11922 — Q120921

n = 3: Regel von Sarrus (Rechenverfahren)

a1 a12 @13 ai 12
AN X X /
21 22 @23 21 22
/ X X AN
a31 a32 a33 a31 32
det A = ajanass + a12a23a31 + a13021a32

— (31022013 — Q32023011 — A33421A12
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(5.15) Satz (einige Eigenschaften von det A)

(i) det A ist n-linear und alternierend in den Spaltenvektoren von A.
(i) det E,, = 1.
(ili) det A # 0 & A € GL,(K).

Bew.:

(i) folgt direkt aus der Definition.
(11) det En = Do(el, Ce ,€n) =1.

(iii) det A #0 20 Spaltenvektoren linear unabhéngig < A € GL,(K).

Folgerungen aus (5.15)(i):

11 ... QG1; ... Qp1 aip ... Qapi

Qm1 .. QQpj ... GQpp Ap1 - .- Qpp
und: det(aA) = " det A.
Vertauscht man 2 Spalten von A, so dndert sich das Vorzeichen der Determinante. Addiert

man zu einer Spalte eine Linearkombination der anderen Spalten, so dndert sich det A
nicht, z.B.

an +aaie a2 ... QAip air --. Qin
a21 + Qage  azy ... Q2 : :
Ap1 + Qp2 Ap2 ... Gpp a1 Qn

(5.15)(iii): det A = 0 < Spaltenvektoren sind linear abhéngig.

(5.16) Def. Sei A € K™*™. Die transponierte Matrix AT € K™™ zu A hat als Zeilen gerade
die Spalten von A (in der gleichen Reihenfolge), d.h.

ai;r ... Qmi
ayj; a2 ... Qin 1o Qs
A= + L= AT =
Am1 Am2 ... Omn
A1p - -« Amn

: T _ (7 B,
oder: A = (a;;) 1<i<m € K™*™, so A" = (i) 1<j<n mit a;; = a;;.

1<j<n 1<i<m
1 2 3 L4

Bsp.: A= e =AT=1| 2 5 | e Q>
4 5 6 3 6



(5.17) Folgerung (aus Bew. (5.10)(ii)).

(i) VA € K™ : det A = det(AT).
(ii) det A ist auch in den Zeilenvektoren von A n-linear und alternierend. (D.h. (5.15)(i)
+ Folgerungen gelten auch fiir Zeilenvektoren).

Bew.:
(i) (AT = (a;:) 1<j<n mit aj; = a;j.
1<i<n

N N Bew.(5.10)(ii)
det(AT) = Z sgn(0)o(1)1 * - - - * Go(n)n Z sgn(0)ais(1) - - - * Gno(n) = det A.

0ESh 0ESh
(ii) folgt aus (i).

Konkretes Verfahren zur Berechnung von det A fiir groflere n: Durch Addition von Viel-
fachen von Zeilen zu anderen Zeilen und - falls nétig - durch Vertauschung von Zeilen
verwandle A in “obere Dreiecksmatrix” A = (@;;) (d.h. @;; = 0 fiir ¢ > j), analog zu (4.25).
Dann gilt, wenn k die Anzahl der Zeilenvertauschungen bezeichnet:

det A= (=1)*det A = (=1)*a@y, - ... - @py,. Denn:

(5.18) Lemma. Ist A = (a;;) € K™*™ obere (oder untere) Dreiecksmatrix, so gilt det A =
aiy c ... App-

Bew.: o)1+ -+ Gomyn #0=> Vi€ {1,...,n} :0(i) <i= 0 =id = Beh.
Bsp.:
12 3| 4| -7] |1 2 3 1 2 3
48 6/ | | =|0o 0 —6|=-|0 -6 —11|=-36
7 8 10 i 0 —6 —11 0 0 -6

Zuriick zur Theorie:

Bem.: Ist K =R, dimV =n und D : V" — R Determinantenform, so definiert man das
Volumen (bzgl. D) volp(P) eines Parallelotops P = P(vy,...,v,) C V durch volp(P) =
|D(v1, ..., v,)]. Wegen (5.12)(ii) gilt:

Sind D, D Determinantenformen auf V, so existiert a € R-g, so daB fiir alle Parallelotope
P =P(vy,...,v,) CV gilt:

volp(P) = avolp(P).
(5.19) Satz und Def. Sei V' n-dimensionaler K -Vektorraum und L € End(V'). Dann ist
fiir jede Basis (vy,...,v,) von V wund jede Determinantenform D auf V der Quotient

M{S’”)) das gleiche Element von K und wir definieren

D(L(vy), ..., L(vn))'

D(vy,...,v,)
8
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Bem.: Sei K = R. Dann gilt fiir jedes Parallelotop P C V" und jede Determinantenform
D: volp(L(P)) = | det L|volp(P).
(L linear = L(P(vy,...,v,)) = P(L(v1),..., L(v,))!)

Bew. von (5.19): Wegen (5.12)(i) gilt D(vy,...,v,) # 0. Aus (5.12)(ii) folgt, dafl det L
unabhéngig von der Wahl von D ist. Um die Unabhéngigkeit von der Wahl der Basis zu
beweisen, bemerken wir, daf3

fo(wy, ... wy) € VY — D(L(wy),. .., L(w,))

eine alternierende n-Linearform ist, so daf aus (5.12)(ii) folgt: Es existiert o € K:

f=aD.
Fiir jede Basis vy, ...,v,) von V gilt also:
D(L ..., L
o = f(Uh ’vn) _ ( (Ul)’ ) ('Un))(:: det L)
D(vy,...,v,) D(vy,...,v,)

(5.20) Folgerung. Seien L, Ly, Ly € End(V),« € K. Dann gilt:

i) det(idy) =1
ii) L e Aut(V) < det L#0
(iii) det(Lq o Ly) = det Ly det Ly
)
)

(iv) L € Aut(V) = det(L™!) = (det L)~!
(v) det(aL) = ™ det(L)
Bew.:
(i) L € Aut(V) & Ist(vy, ..., v,) Basis, so auch(L(vy),. .., L(v,))
(5.12)(3), (5.19)

& det L # 0.
(iii) 1. Fall: Ly € Aut(V). Sei (vy, ..., v,) Basis von V. Dann ist (L(v1), ..., L(v,)) Basis
von V', und es gilt:

det(0 L) = Dllabip il
D(Lz(Liv1),..., La(L1(vn)))

o D2(L1('Ll}1) ,,,,, L21 (vln)) ° det Ll

= det L2 N det Ll

2. Fall: L, ¢ Aut(V)(g det L; = 0). Dann ist Ly nicht injektiv, vgl. (4.8). Also ist
auch Ly o Ly nicht injektiv, also det(Lg o L1) = 0. Daraus folgt:
0 = det L2 det L1 = det(L2 e} Ll)
~——

=0
(iv) L € Aut(V) = 1 2 det(idy) = det(L" o L) 2 det(L~") det L = Beh.

(v) folgt direkt auf Def. (5.19).
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Zusammenhang mit der Determinante von Matrizen:
(5.21) Fakt.
T
(i) Sei L € End(K™) und Mat(L) = A, d.h. “L(z) = A : ",
Tn
Dann gilt: det L = det A.
(ii) Sei V' K-Vektorraum G = (vy,...,v,) € V" Basis von V und L € End(V).
Dann gilt: det L = det(Matg(L)).

Bew.:

g Dolle), - Le)

= Do(Ay,...,A,) =det A.
Do(e:b en) O( ].7 Y ) €
(ii) Sei J € Hom(K™, V) der Isomorphismus mit J(e;) = v; fir j € {1,...,n}, vgl.
(4.5). Dann gilt Mat(J 'oLoJ) = Matd(L),da JtoLoJ(e;) = a;; ¢ <

=J~(vi)
L(vj) = Z a;;v;. Wir verwenden auf V' die Determinantenform (!) D, die durch

D(wy,...,w,) = Do(J Hwy),...,J Hw,))
definiert ist. Dann gilt D(vy,...,v,) = Do(el, ...,e,) =1 und damit
det L = D(L(vl) (vn)) ( Yo L(vy),...,J 7 o L(vy))
= DO(J oLoJ(e) oLoJ(en))

1

— det(J'oLolJ) )det(Mat(J o Lo.J)) = det(Matd(L)).

Bem.: Es gilt i.a. nicht det L = det(Matg(L)), wenn G und G verschiedene Basen von V
sind.

(5.22) Folgerung (aus (5.20)(ii), (iii), (5.21) und (4.15)).

(i) A,B € K™" = det(AB) = det A - det B.
(i) A € GL,(K) = det(A™!) = (det A)~?
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