Speziell besagt (5.22): Die Abbildung A — det A ist ein Gruppenhomomorphismus von
(GL,(K),-) auf (K \ {0},-). SL,(K) = {A € GL,(K)|det A = 1} ist Untergruppe von
GL,(K), die spezielle lineare Gruppe.

Eigenwerte und Eigenvektoren (eine Anwendung der Determinante)

(5.23) Def.: Sei V' K-Vektorraum, L € End(V). A € K heifit Eigenwert (EW) von L, falls
ein v € V' \ {0} existiert mit L(v) = Av. v € V heifit Eigenvektor (EV) von L, falls v # 0
gilt und ein A € K existiert mit L(v) = Av. In diesem Fall heifit v ein Eigenvektor zum
Eigenwert \.

Bem.: vEV zum EW A\, a € K\ {0} = avEV zum EW \.
Bsp.:
1) Ist L = Aidy, so ist A der einzige EW von L und jedes v € V' \ {0} ist EV zum

EW A
2) Ist L : K™ — K" definiert durch L(e;) = N\e; fiir alle i € {1,...,n}, d.h.

A 0 ... 0
Mat(L) = 0 R
S
0 ... 0 X\,
so sind Ay, ..., A\, Eigenwerte von L und eq,...,e, Eigenvektoren von L.

3) L:R* - R? L(xy,72) = (z1 + T2, 22) “Scherung”, mit

Mat(L):((l) })

Dann ist A = 1 der einzige EW von L und x € R? ist genau dann EV von L, wenn
xr = (x1,0) fir ein x; # 0 gilt.
4) L:R? - R?, L(zy,7s) = (ax; — bxg, bry + axs) mit

a —b
Mat(L) = ( b4 ) .
Es folgt aus Aufgabe 1b), Blatt 11, daf L fiir b # 0 keinen (reellen) EW hat. Geo-
metrisch ist L eine “Drehstreckung”. Identifiziert man R? mit C durch (z,zs) <
x1+ixe, vgl. Kap. 2, so kann man L schreiben als: L(z1+ix3) = (a+ib)(x;+izs). Die
Abbildung, die z € C die Zahl (a +ib)z € C zuordnet, ist also eine Drehstreckung.

5) “Gekoppelte Schwingungen”: Gegeben A € End(R™), gesucht Losungen x : R — R”
der “Differentialgleichung”:

(%) 2"(t) = A(x(t)) fiir alle t € R.
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Ist v € R"EV von A zum EW A € R und ist f : R — R Losung von f”(t)-Af(t)
= 0 (diese sind explizit bekannt!), so ist x(¢) := f(t)v Losung von (x):

2'(t) = f'(tv = A (v = [(H)A(v) = A(f(t)v) = A(z(1)).
(5.24) Satz. Sei 1 < dimV < oo, L € End(V'). Dann gilt:
AEW von L < det(L — Aidy) = 0.

Bew..  det(L—Aidy) =0 OB (L - xidy) & Aut(v) &

kern(L — \idy) # {0} <&  JveV\{0}:(L—Aidy)(v) =0
& JueV\{0}: Lv) = .

Bem.: Ist Matg(L) = (aij) € Kan, SO gllt Matg(L — Aldv) = (CLZ']' — Aéij)lgi,jgn- Also nach
(5.21):
det(L — Aidy) = > sgn(a)(alg(l) — )\510(1)) L (am,(n) — )\57“,(”))

O’ESn
n

= (=1)"\" + (Z aii) (=) NI 2 A2 42N+ det L,

i=1
mit von den a;; abhéingenden Koeffizienten 7, die uns im Moment nicht weiter interessieren.
Einen Ausdruck dieser Art nennt man “ein Polynom in (der Variablen) \”.

Bez.: Pr(A) := det(L — Aidy) heifit das charakteristische Polynom von L.

(5.24) besagt: \EW von L < Pr(A\) =0 ¢\ Nullstelle von P;. Ob Polynome (vom Grad

> 1) stets Nullstellen haben, hdngt vom Koérper K ab!

K =Q,R — nicht immer, z.B. \2 +1
K=C —  stets (“Fundamentalsatz der Algebra”)

Verfahren zur Bestimmung von EW’en und EV’en eines L € End(V):

1) Berechne P;, (= det(L — Aidy)).

2) Bestimme Nullstellen von P, (= EW’e von L). Das ist oft nur approximativ
moglich.

3) A Nullstelle von P, = Das lineare Gleichungssystem L(v) = Av besitzt Losung
v # 0. Bestimme alle Losungen # 0(= EVen zum EW )).

Es ist leicht zu zeigen: Besitzt Pp n(= dim V') verschiedene Nullstellen, so ist L diago-
A1

nalisierbar (< es existiert Basis G von V: Matg(L) = h , namlich:

G=(v1,...,vn), v; EV von L zum EW \;).

Weitere Anwendungen der Determinante:
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(5.25) Def.: Eine (geordnete) Basis (v1, ..., v,) des R™ heifit positiv orientiert (oder Rechts-

system), falls Dy(vy,...,v,) > 0 (sonst negativ orientiert oder Linkssystem).
Bsp.: (e1, ..., e,) ist positiv orientiert, (—eq, ey, ..., e,) und (e, ey, €3, ..., €,) sind negativ
orientiert.

Bem.: Ist L € Aut(R"), det L > 0, so gilt:

(v1,...,v,) positiv orientierte Basis < (L(v1), ..., L(v,)) positiv orientierte Basis.

(5.26) Cramersche Regel (Gabriel Cramer 1704-1752). Sei

anry +...+ apr, = b1 T b1
I : : oder kurz: A : = : =0
11 +...+ appr, = b1 Tn bn

Gleichungssystem mit n Gleichungen fiir n Unbekannte. Dann gilt: Ist det A # 0, so ist

apg ... Qip—1 b1 Qg ... Gy

1
~det A

Ty (firk=1,...,n)

Qp1 .. Apk—1 bn Ank+1 --- Opn
die (einzige) Losung von I.

(5.2&(11) " n e e 1 . . .
Bew.: det A # 0 r € R" — Az € R” ist bijektiv. Also existiert genau eine Losung

von I, d.h. genau ein x € R™ Az = b. Sind Ay,..., A, die Spaltenvektoren von A, so
bedeutet Ax = b gerade

1Ay + A0+ . 2, A, =0 (vgl 1)
Also gilt:

Do(Al,...,Ak,hb,Ak+1,...,An) = Do(Al,...,Ak,th‘iAi,AkJrl,...,An)

=1

Dy n-linear n
= inDO(A17‘"JAk—17Ai7Ak+17"’7ATL)
=1

Dg alternierend
= x det A.

Eine weitere Erkenntnis, die uns die Determinante schenkt:

Nach (5.15)(iii) wissen wir, daf eine reelle quadratische Matrix A € K™*" genau dann in
GL(n,R) liegt, wenn det A # 0 gilt. Daraus folgt mit etwas Analysis: Fiir die “meisten”

Matrizen (“fiir eine offene, dichte Menge” bzw. “fiir alle bis auf eine Menge vom Maf3 0”)
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A e R gilt A € GL,(R). Speziell: “Typischerweise” ist ein System von n linearen Glei-
chungen fiir n (reelle) Unbekannte eindeutig 16sbar. Oder geometrisch: “Typischerweise”
schneiden sich (z.B.) zwei 3-dim. affine Unterriume des R® in genau einem Punkt des RS
(2mal 3 lineare Gleichungen fiir 6 Unbekannte).

Zum Abschluf} des Kapitels noch eine (i.a. nicht besonders praktische) Moglichkeit zum
Berechnen von Determinanten - der Laplacesche Entwicklungssatz (Pierre Simon Laplace
1749-1827)).

1 0...0
- 0
(5.27) Lemma. Ist A € K®=D*=1 ynd A := | | i € K™ so gilt
0
det A = det A.

Bew.: Als Funktion der Spaltenvektoren von Aist det A (n—1)-linear, alternierend, und fiir
A= E, gilt A= E, und det E, = 1. Mit der Eindeutigkeitsaussage von (5.10) impliziert
das: det A = det A.

Bez.: Zu A € K™ und 1 < i,j < n bezeichne A4;; € K("~V*("~1 die Matrix, die aus A
durch Streichen der i’ten Zeile und der j’ten Spalte entsteht.

Bsp.:
A: = Ay = 8 7 5
8 7 6 5 43 1
4 3 2 1

(5.28) Entwicklungssatz. Fir alle A € K™, j € {1,...,n} gilt:
det A = Z(—l)i“aij det A;;  (Entwicklung nach der j’ten Spalte).
i=1
Fiir allei € {1,...,n} gilt:

det A = Z(—l)iﬂazj det A;;  (Entwicklung nach der i’ten Spalte).
j=1



Bsp.:

R B ISR 121
=(=1)1"* 31 1|+ (=120 1 2|=-2
311 10 2 10 2
100 2
ol By | 9 1 12
= (=1)t*3 10 2[+(-D)*.2.101 0|=-2
1 11 3 1 1
an A1n
Bew.: A = : yee Ap = : seien die Spaltenvektoren von A.
Qn1 Qnn

det A = DO(A17' .. 7An) = DO(Ala- .. ,Aj = Zaijei,. .. ;An)
= (IijD(](Al,...,Aj,l,ei,AjJrl...,An)
=1

Es bleibt zu zeigen: DO(AD Ce ,Aj,l, €, Aj+1 ce 7An) = (—1)z+j det Az]
D()(Al, e ,Ajfl, €;, Aj+1 e ,An) = <—1)j_1D0(€Z‘, Al, R ,Ajfl, Aj+1, e ,An>

1 (0751 R (0779
0 ay;y .. ... Qin 0 a1 A1n
— j—1 _ i+j—2
= (—1)‘7 1 (075 R S ¢ 7 = (_1)z+] 0 Qi—11 -+ |- Gi—1n
0 Q411 -+ |- Gitln
0 Qn1 QAnn :
0 QAn1 Qnn
1 0 0
0 an A1n
= (—1)Z+] 0 Ai—11 -+ |- Qi—1n
0 Ai+11 -0 |- Qigin
0 Qan1 N Ann

(5.27)

= (—1)i+j det Aij
(hierbei soll der senkrechte Strich in den Determinanten andeuten, daf§ die j'te Spalte
gestrichen ist!)



