Nachtrag: Orientierung von R-Vektorrdumen.

Wir wollen nun (7.12) benutzen, um das Kreuzprodukt (auch Vektorprodukt genannt) zu
definieren. Dazu benotigen wir den Begriff des “orientierten R-Vektorraums”. Das folgende
ist eine Verallgemeinerung von (5.25), und zwar auf den Fall beliebiger R-Vektorraume V|
mit 1 < dimV =n < 0.

(7.13) Def.: Zwei Basen (vy,...,v,), (wi,...,w,) von V heiflen gleich orientiert, falls fiir
den Endomorphismus L € End(V), der durch L(v;) = w;, 1 < ¢ < n, definiert ist, gilt:
det L > 0.

Bem.: 1) (v1,...,v,) und (wy,...,w,) sind genau dann gleich orientiert, falls fiir eine (=
jede) Determinantenform D auf V' gilt:
D(wy, ..., wy,)
D(vy, ..., v,)
2) “gleich orientiert” ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der geordneten Basen V'
mit zwei Aquivalenzklassen.

>0, vgl. (5.19).

(7.14) Def.: Eine Orientierung von V ist die Auswahl einer der beiden Aquivalenzklassen
von geordneten Basen von V. Die Basen in der ausgewéhlten Aquivalenzklasse heiflen
positiv orientiert.

Bsp.: Die “iibliche Orientierung” des R™ besteht in der Auswahl der Aquivalenzklasse, die
die Standardbasis (e, ..., e,) enthalt, vgl. (5.25).

Bez.: Sei (V, (,)) orientierter euklidischer Vektorraum, 0 < dim V' = n < oo. Dann existiert
genau eine Determinantenform D auf V| so daf fiir eine (= jede) positiv orientierte ONB
von V gilt: D(vy,...,v,) = 1. Dieses D heifit die kanonische Determinantenform von V.

Bem.: Ist (v, . .., v,) positiv orientierte ONB von V', so kann man fiir beliebige (wy, ..., w,)
n

€ V™ den Wert D(wy, ..., w,) wie folgt berechnen: Ist w; = > a;;v; und A := (aij)1<i j<n,
i=1

so gilt D(wy, ...,w,) = det A. Das liegt daran, dafl diese Formel eine Determinantenform
definiert, die auf der gegebenen, positiv orientierten ONB (vy,...,v,) den Wert 1 hat (da
in diesem Fall A = E,, gilt).

Speziell ist im Fall V' = R"™ mit dem Standardskalarprodukt und der iiblichen Orien-
tierung, die kanonische Determinantenform gerade die “Standarddeterminantenform” Dy,
vgl. (5.13).

Das Kreuzprodukt

(7.15) Def.: Sei (V,(,)) orientierter euklidischer Vektorraum, 3 < dimV = n < oo, mit
kanonischer Determinantenform D. Zu je n — 1 Vektoren wy, ..., w,_1 in V existiert genau
ein Vektor w € V', so daB fiir alle v € V' gilt:

(%) D(wy, ..., w,_1,v) = (w,v).
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Dieses w heifit das Kreuzprodukt von wy, ..., w,_1 und wird durch das Symbol w; x ... X
w,—1 bezeichnet.

Begriindung: Die Abbildung v € V. — D(wy,...,w,_1,v) € R ist eine Linearform auf
V. Da (,) eine nichtausgeartete Bilinearform ist, folgt Existenz und Eindeutigkeit eines
Vektors w, der (x) fur alle v € V erfiillt, aus Folgerung (7.12).

Bem.: Es ist nur das Kreuzprodukt w; X ... X w,_1 von n — 1 Vektoren (n = dimV’)
definiert, d.h. fiir zwei Vektoren w;, ws € R?* ist w; X ws nicht definiert!

Eigenschaften des Kreuzprodukts:

(i) Die Abbildung (wq,...,w,—1) €V X ... XV — wy X ... X w,_1 € V ist multilinear
und alternierend. Speziell gilt: wy, ..., w,_; linear abhédngig = wy X ... xXw,_1 = 0.
Z.B. beweist man wie folgt die Additivitdt im 1. Argument:

((wy +w)) X we X ... X wWy_1,-) = D(wy +wj,ws, ..., we_1,")
= D(wy,ws, ..., wy_1,-) + D(w},ws, ..., wy_1,")

= (w1 X wg X ... X Wy_1,-) + (W) X wy X ... X wy_1,")

= (w1 X ... X Wy_1 + W] X Wy X ... X Wy_1,")

(i) Le O(V) = L(wy) X ... x L(wy,_1) =det L - L(wy X ... X wy_1).

Bew.: (L(wi) x ... X L(w,_1),v) = D(L(w,y), ..., L(w,), L(L™*(v)))
=det L D(wy,...,wu_1, L7 (v)) =det L+ {(wy x ... X w,_1, L7 (v))

begm) (det L - L(wy X ... X wp_1),v)
(iii) “Geometrische Definition des Kreuzprodukts”: Sind wy, ..., w,—; linear unabhén-
gig, so ist wy X ... X w,_1 der eineutig bestimmte Vektor mit:
(a) wy X ... X w,_1 € (span{wy, ..., w,_1})%,
(b) (wy, ..., wy_1, w1 X ... X wW,_1) ist positiv orientierte Basis von V', und
(c) lwy x ... X wo_y [|=voli  (P(wy, ..., wp1)).

Wir zeigen, dafl wy X ... x w,_; die Eigenschaften (a)—(c) hat:

zu (a): (w;,wy X ... X Wy_1) = D(wy, ..., wp_1,w;) =0 fir 1 <i<n-—1.
zu (b): D(wi, ..., Wy 1, w1 X ... X Wy_1) = (W1 X ... X Wy_1,W1 X ... X Wy_1)

= ||’UJ1 X . X Wp—1 ||2
zu (¢): Zeige zunéchst: wy, ..., w,_1 linear unabhingig = w := wy X ... X w,_1 # 0.
Ergénze wy, ..., w,_1 zu einer Basis (wy, ..., w,_1,v) von V.
Dann gilt 0 # D(wy, ..., wy_1,v) = (w1 X ... X Wy_1,0), also w = wy X ... X w,_1 # 0.
Nun ist die Abbildung, die vy,...,v,_1 € span{wy,...,w,_1} die reelle Zahl
D (vl, ceey Un_1, m) zuordnet, eine normierte Determinantenform auf span{wy, ..., w,_1},
also

w '\ (b
V01§1’>_1(P(w1, ceyWpo1)) =D (wl, ey Wy, m) (:)||w1 X oo X Wy || -
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Umgekehrt sieht man leicht, da ein Vektor durch die Eigenschaften (a)-(c) eindeutig
bestimmt ist.

Schliellich leiten wir eine explizite Formel her, die es erlaubt, w; x ... X w,_; aus den
Komponenten von wy, ..., w,_1 beziiglich einer positiv orientierten ONB zu berechnen.

(7.16) Fakt. Ist (vy,...,v,) positiv orientierte ONB von V und w; = ;aijvi firl1 <j<
n — 1, so gilt

n

Wy X ... X Wy = Z ((=1)"*"" det A))) vy,

i=1

wobei A® € R®DX(=1 qus A = (a;;) 1<i<n € R™®~Y durch Streichen der i’ten Zeile
1<j<n—1
entsteht.

Bsp.: Im Fall von V = R? mit der iiblichen Orientierung und dem Standardskalarprodukt
betrachten wir die positiv orientierte ONB (eq, €2, e3) und

3
wy =: a=(ay,asa3) =Y. a;e; € R? und
i-1

3
wy =: b= (bl,bg,b;),) = sz €; € R3.

=1

Dann ist A € R3*? die Matrix

a; by
as bo
as by

und es gllt axb= Z?:l ((—1)Z+3 det Az) €; — (agbg — agbl, —albg + &3[)1, Cllbg — agbl).

Bew. von (7.16): Fiir alle x = ) x;v; € V gilt aufgrund der Bem. nach (7.14):
i=1

aix ... Qin—1 T1 | Entwicklung nach

: : : der letzten Spalte 7 .
D(wy,...,w,_1,x) = _ . . = (—1)"** det A;x;
. . . i=1

ap1 .. Qup—-1 Tp

n .
= <Z (=)™ det A;) vi,x> :

i=1

Also: W X ... X Wp—1 = Z ((_1)n+z det Az) V;.
=1
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Bsp.: Es sei V' = R""! mit iiblicher Orientierung und Standardskalarprodukt. Es sei
e1,...,e, die Standardbasis des R™ und sy, ..., s, reelle Zahlen. Wir betrachten die Vek-
toren wy 1= (€1,51),..., Wy := (€, 8,) im R". Dann gilt:

vol (P(wy, . . .

(vgl. Blatt 2, Aufgabe 4 fiir die Fille n = 2, 3).
Bew.: Nach (c¢) und (7.16) gilt:

n+1
Z(det A;)?, wobei

i=1

vol, (P(wy, ..., wy)) (—9||w1 X ... X wn||(7é6)

A; aus der ((n+ 1) x n)-Matrix

1 0 0

0 1 0
A—

0 B |

S1 S22 ... ... S8p

durch Streichen der i'ten Zeile entsteht. Offensichtlich gilt det A,,11 = 1 und |det A;| = |s]
fir1 <i<n.



