Nachtrag: Quotientenraum (manchmal auch Faktorraum genannt).

Vor der Beschiftigung mit diesem Nachtrag ist es gut, sich (1.23), (1.24) und die darauf
folgenden Tatsachen iiber Aquivalenzrelationen ins Gedéchtnis zu rufen.

Sei V ein K-Vektorraum und U Untervektorraum von V. Wir definieren eine Aquivalenz-
relation ~¢ auf V' durch:

vepwsv—w e U
Die Transitivitdt von ~ sieht man so ein:

U Untervektorraum
vepwund w ~pz=v—weUundw —2z €U =

w—w)+(w—2)=v—2zelU=v~y =

Bem.: Die Aquivalenzklasse von v € V beziiglich ~ ist genau der affine Unterraum v+U =
{v+u|ueU}, vgl. (3.26) und die Abschnitte vor (3.26).

Bew.: (i) Ist w € v+ U, d.h. w = v+ u fir ein u € U, so gilt w—v =u € U, also w ~y v.
Deshalb ist v + U in der Aquivalenzklasse von v enthalten.

(i) Ist z € V und z ~y v, so gilt z —v =1u € U, also z = v+ u € v+ U. Das zeigt, dafl
die Aquivalenzklasse von v in v 4+ U enthalten ist.

Es ist fiir das Folgende ganz wichtig, im Gedéchtnis zu behalten, dafl in der Darstellung
einer Aquivalenzklasse in der Form v 4+ U das Element v € V nicht eindeutig bestimmt ist
(es sei denn U = {0}), denn es gilt:

v+ U=w+Ussv~ypywsv—wel

Man nennt jedes Element aus v + U einen Reprisentanten der Aquivalenzklasse v + U.

Wir bezeichnen mit
VIU ={v+U|veV}
die Menge der Aquivalenzklassen von ~y und mit
7:V=V/Umnw) =v+U
die “kanonische Projektion”.

(7.17) Fakt: Es gibt genau eine K-Vektorraumstruktur auf der Menge V/U, so dafl 7 :
V — V/U ein Homomorphismus ist.

Bew.: Die Eindeutigkeit der K-Vektorraumstruktur folgt aus der Surjektivitéit von 7. Denn
sindao € Kund v+ U, w+ U € V/U, so gilt 7(v) = v+ U, 7(w) = w+ U. Ist nun 7 ein
Homomorphismus, so muf fiir das (noch zu definierende) Produkt a(v+U) € V/U gelten:

a(v+U) =an(v) retontVV/) m(av) = (aw) + U.

Und ebenso:

(v—l—U)—i—(w—i-U)=7T(v)+7T£w)=7T(v—|—w):(v+w)+U.



Wenn 7 ein Homomorphismus werden soll, miissen wir also die Gleichungen

(%) a(v+U)=(w)+U
und
(xx) w+U)+(w+U)=@w+w)+U

zur Definition der in den Gleichungen links stehenden Operationen verwenden. Es ist nicht
klar, dafl das moglich ist, denn es besteht die Gefahr, dafl etwa in (x) v+ U = v' + U gilt,
aber (av)+U # (av’)+U. Wir miissen zeigen, dafl das nicht passieren kann. Man sagt dazu,
wir miissen zeigen, dafi die “Definition” (*) unabhéngig von der Wahl des Représentanten
v von v + U ist, und Analoges fiir (xx): aus v + U = v’ 4+ U folgt v — v' € U, und damit
alv—2")=av—av €U, also av ~y av’ oder () +U = (') +U. Ausv+U =0 +U
und w4+ U = w' 4+ U folgt v —v € U, w—w" € U, und damit (v — ') + (w — ') =
(v+w)— (V+w')eU, also (v+w) ~y (V+w') oder (v+w)+U=+uw)+U.

Das zeigt, da§ wir (%) und (%) beniitzen konnen, um eine Multiplikation mit Skalaren
(¢ K) und eine Addition auf V/U zu definieren. Wir bemerken noch, dafl wir beim Beweis
der Reprisentantenunabhéngigkeit von (s#x) die Kommutativitéit der Addition in V' benutzt
haben. Wir werden spéter eine analoge Quotientenkonstruktion fiir Gruppen kennenlernen,
und dabei tritt an der entsprechenden Stelle fiir nichtabelsche Gruppen ein Problem auf.

Nun sind natiirlich noch die Vektorraumaxiome fiir V/U mit den durch (%) und () defi-
nierten Operationen nachzupriifen. Das ist ldnglich, aber leicht. Wir bemerken noch, dafl

U=n0)=n(u)=u+U (firaleuelU)
das 0-Element von V/U ist.
Bsp.: V =R? und U = span{(1,1,1)} = {(z,z,x) | v € R}.
V/U = Menge der affinen Geraden, die parallel zu U sind.

7w : R® — R3/U ordnet einen Punkt v € R3 die v enthaltende Gerade v + U dieser
Parallelschar zu. Da jede dieser Geraden R* x {0} in genau einem Punkt trifft, ist (7 |
R? x {0}) : R* x {0} — R3/U ein bijektiver Homomorphismus, also ein Isomorphismus,
d.h. die (durch (xx) definierte) Summe von zwei Geraden kann man wie folgt erhalten: Man
bestimmt die Schnittpunkte der zwei Geraden mit R?x {0} und erhilt die “Summengerade”
als die zu U parallele Gerade durch die Summe (in R? x {0}) der Schnittpunkte. Es ist
aber wichtiger die Struktur der Quotientenkonstruktion zu verstehen, als dieses explizite
Beispiel.

Es ist nicht leicht zu erkldren, warum diese Quotientenkonstruktion wichtig ist. Sie macht
aus V ein vergrobertes Abbild V/U, in dem alles, was den Unterraum U betrifft, “vergessen”
wird. Wir werden etwa in (7.19) sehen, dafl zu jedem Homomorphismus L € Hom(V, W)
ein “natiirlicher” Homomorphismus L : V/ker L — W mit L o m = L gehort, der injektiv

ist. Es ist wichtig zu wissen, dafl analoge Quotientenkonstruktionen fiir alle algebraischen
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Strukturen (Gruppen, Ringe, Moduln) méglich und oft niitzlich sind. Hier wird kurz noch
der Fall einer (moglicherweise nichtabelschen) Gruppe (G, -) skizziert:

Ist H eine Untergruppe von G, so definiert

g1~ g2 g5 g1 €H

eine Aquivalenzrelation ~p auf G, deren Aquivalenzklassen gerade die “Linksnebenklas-
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Sen
gH ={gh|h e H}

von H sind. Man setzt wieder G/H = {¢gH | g € G} und 7 : G — G/H, 7(g) =
gH. Versucht man nun, in Analogie zu (7.17), G/H so mit einer Gruppenstruktur zu
versehen, daB 7 ein Homomorphismus wird, so kann man die (unangenehme) Uberraschung
erleben, daf§ das nicht geht: Man wiirde gern (g1 H) o (9o H) durch (g192) H definieren, aber
es stellt sich heraus, daf§ (im nichtabelschen Fall) (g192)H sehr wohl von der Wahl der
Repréasentanten ¢g; von ¢g1H und ¢, vn goH abhéngen kann, d.h. aus ¢tH = ¢{H und
goH = ghH folgt nicht notwendig (¢192)H = (¢}g5)H. Es ist nicht schwer einzusehen, daf
das genau dann klappt, wenn fiir alle g € G

gHg'=H

gilt, wobei gHg™' := {ghg™ | h € H}. Untergruppen H mit dieser Eigenschaft heiflen
normal, und genau fiir solche normale Untergruppen H ist es moglich, auf G/H eine
Gruppenstruktur zu definieren, so da 7 : G — G/H homomorph ist. Ist G abelsch,
so gilt natiirlich ghg~ = gg~'h = h, und alle Untergruppen von G sind normal. Zu Beginn
von Kapitel 2 haben wir (im Prinzip) auf diese Art aus (G,-) = (Z,+) und einer Zahl
p € N die endliche zyklische Gruppe (Z,, +) konstruiert: Als Untergruppe H nehmen wir

pZ ={n € Z | p teilt n}
und erhalten Z, als Z/p Z.

Zurick zu den K-Vektorrdumen V:

(7.18) Fakt: (i) Sind U und W komplementdre Untervektorraume von V', d.h. gilt V =
UdW,soist n|W : W — V/U ein Isomorphismus.
(i) Ist dim U < oo, so gilt dim(V/U) = dimV — dim U.

Bew.: (i) Surjektivitat von 7|W: Sei v + U ein beliebiges Element von V/U. Dann besitzt
v eine (eindeutige) Darstellung als v = u + w mit v € U, w € W. Wegen w(u) =0 € V/U
gilt: v+ U =7(v) =7(u+w) =7(u) + m(w) = w(w).

Injektivitat von m|W: Sei w € W und n(w) =0 € V/U. Dann gilt w+U = U, d.h. w € U.
Also w € W N U. Wir haben aber vorausgesetzt, dafi U @& W eine direkte Summe ist,
d.h. daB UNW = {0} gilt, vgl. (3.19). Also folgt aus w € W NU, da w = 0 gilt. Das
zeigt ker(m|W) = {0}, d.h. «|W ist injektiv.
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(ii) Nach (3.21) existiert ein zu U komplementérer Untervektorraum W von V', und es gilt
dimU + dim W = dim V. Nach (i) gilt dim W = dim(V/U), und wegen dim U < oo kann
man die Gleichung auch als dim(V/U) = dim W = dim V' — dim U schreiben.

(7.19) Isomorphiesatz. Zu L € Hom(V,W) existiert genau ein Homomorphismus L €
Hom(V/ker L, W), fir den L = L om gilt. L ist injektiv und ein Isomorphismus von
V/ker L aufim L C W.

Bem.: Ist dim(ker L) < oo, so folgt aus der letzten Aussage, daf
dim(im L) = dim(V/ker L) "2” dim V' — dim (ker L)

gilt. Das ist ein nicht wirklich neuer Beweis des Dimensionssatzes (4.8).

Bew.: Da 7 : V — V/ker L surjektiv ist, existiert hochstens eine Abbildung L : V|ker L —
W mit Lom = L. Wenn L existiert, muf L fiir alle v + ker L € V/ ker L durch

(%) L(v+ker L) = L(r(v)) = L(v)

gegeben sein und wegen L|ker L = 0 ist () in der Tat unabhingig von der Wahl des
Représentanten der Aquivalenzklasse v + ker L. Es gilt dann fiir alle « € K, vy + ker L €
V/ker L, vy +ker L € V/ker L:

L(a(v; +ker L)) = L((avy)+ker L) = L(awv,) = aL(vy)

L
= aL(v +ker L) und
L((vy +ker L) + (v + ker L)) = z((vl + v9) + ker L) = L(vy + v9) = L(vy) + L(vg)

= L(vy +ker L) + L(vy + ker L).

Das zeigt, daB8 L : V/ker L — W ein Homomorphismus ist. Ist v + ker L € V/ker L und
gilt L(v +ker L) = 0, so folgt L(v) =0, d.h. v € ker L und damit v +ker L = 0 € V/ker L.
Das zeigt ker L = {0}, d.h. L ist injektiv. Da L(V/ker L) = L(x(V)) = L(V) = im L gilt,
ist L als Abbildung von V/ker L nach im L auch surjektiv, also ein Isomorphismus von
V/ker L auf im L.



