Lineare Algebra

Skriptum zur Vorlesung von Prof. Dr. Victor Bangert
WS 2002/03 und SS 2003

Zur Einleitung: Lineare Gleichungssysteme

Wir untersuchen zunéchst mit Methoden, die Sie vermutlich aus der Schule kennen, explizit
einige kleine lineare Gleichungssysteme. Das Gleichungssystem I wird dabei sukzessive in
“einfachere” Gleichungssysteme II, 111, ... umgeformt. Die Umformungen sind so, dafl sich
die Losungsmenge nicht dndert.

1) 1 Gleichung, 1 Unbekannte:

I 3c4+5=09 | =5
11 3r =4 |:3
1T T=73

Losungsmenge Ly = {z € R |32+ 5=9} =Ly ={z € R |3z =4} = Lyjy = {3}
2) 1 Gleichung, 2 Unbekannte:
I 20 +4y =8 |1 4] =3
i y=—%+42
Betrachte geordnete Paare (z,y) mit * € R,y € R und setze R* = {(z,y) | r e R und y €
R}
Ly={(z,y) eR* |2z +4y =8} = L;y = {(z,-%+2) | z € R}
Es gibt unendlich viele Losungen!

3) 2 Gleichungen, 2 Unbekannte:

I 2044y = 8 | (-2
3r—6y = 4 |
H 20+ 4y = 8
Oz —12y = =8 | :(-12)
1 20 + 4y = 62% 20+58=8 2= =3
y = 3
- 8
v T
Yy = 3

Ly ={(z,y) e R?*| (z,y) lost ()} = {(%,2)}, genau eine Lésung.
4) 2 Gleichungen, 2 Unbekannte:



2044y = 8 | (-2

! 3r+6y = 4 |
I 2v+4y = 8
Oz +0y = =8

keine Losung, L; = {(x,y) € R? | (z,y) erfiillt (1)} =0

Geometrische Interpretation: Fiir eine Gleichung ax + by = ¢ mit a # 0 oder b # 0 (das
wird im folgenden Abschnitt stets vorausgesetzt) ist die Losungsmenge eine Gerade in der
Ebene R2. (Fiir b # 0 etwa gegeben durch y = — %2+ ). Zwei lineare Gleichungen mit zwei
Unbekannten entsprechen also zwei Geraden und der Losungsmenge des Gleichungssystems
entspricht die Menge der Punkte, die auf jeder der beiden Geraden liegen. Im allgemeinen
gibt es also genau eine Losung des Gleichungssystems (= genau einen Schnittpunkt der
beiden Geraden). Folgende Ausnahmefille sind moglich:

a Verschiedene parallele Geraden (= keine Losung des Gleichungssystems)
b die beiden Geraden stimmen iiberein (= unendlich viele Losungen des Gleichungs-
systems, Losungsraum durch einen reellen Parameter parametrisierbar).

Bemerkung: Zum Losen haben wir nur die Grundrechenarten beniitzt. Sind die Koeffizien-
ten (a, b etc. ) rational (oder komplex), so liefert dieses Verfahren rationale (oder komplexe)
Losungen.

GauBsches Eliminationsverfahren (iiberfithrt Gleichungssystem in dquivalentes in Stufen-
form — rekursiv auflésbar).

5) 3 Gleichungen mit 4 Unbekannten (genannt z1, xq, 3, Z4).

2v7 + 4dxy 4+ 4dxs + b6y = 2 | - (_%) |
I 333'1 -+ 7£C2 + 51’3 + 9513'4 = 4 J | . (_%>
ry + 3]72 — T3 + 5%4 =1 ‘_|

2[E1 + 41’2 + 41‘3 + 61‘4 = 2
IT Tg — T3
T — 3!L’3 + 21’4 =0

I
—
—~

|
—_
~—

2x1 + 4xg + 423 + 624 = 2 III,
I11 Ty — X3 = 1 I, Gleichungssystem in Stufenform
—2w3+ 22, = —1 IIl; (“rekursiv ausflosbar”)

Losung: Wahle z, = r € R beliebig



Il = 23 = x4+ % = r+ é
M, = 2o = x3+1 U
I, = 2 = —2x9—223—3x4+1 = —Tr—3

R = {(ZE1,£L’2,$3,[E4) |[E1 ER,ZEQER,ZL‘g GR,ZB4€R}
L; = {(z1,79,73,24) € R | (21, 73, 73, 74) 165t T}
{(=7r = 3,7+ 3,r+ %,r) | r € R} Parameterdarstellung des Losungsraums

1. Zur Sprache der Mathematik
iibliche Sprache + Fachausdriicke + mathematische Symbole

Abkiirzende logische Symbole

(1.1) “A = B” bedeutet “aus Aussage A folgt Aussage B”.
Beispiel: z € R = 22 >0
Andere sprachliche Formen:
“A impliziert B” oder
“A ist hinreichend fiir B”
“B ist notwendig fiir A”
(1.2) “A < B” bedeutet “A = B und B = A”.
Beispiel: z e Rund 3r € Q &z € Q
Andere sprachliche Formen: “A und B sind &dquivalent” oder “A gilt genau dann
(dann und nur dann), wenn B gilt”.
(1.3) “3” steht fiir “Es existiert (mindestens) ein ...”
Beispiel: “Jz € R : 22 = 2 steht fiir “Es existiert ein € R, so daf§ 22 = 2 gilt”
(ndmlich z = V2 oder z = —/2.
(1.4) “V” steht fiir “Fiir alle ...”
Beispiel: “Va € R : 22 > 0” steht fiir “Fiir alle reellen Zahlen z gilt: 2% > 0”

SchlieBlich: “oder” ist nicht ausschlieBend (im Gegensatz zu “entweder ... oder”).
Die Aussage “Es gilt 1 +1 = 2 oder es gilt 1 — 1 = 0” ist wahr.
Die Aussage “Entweder es gilt 1 +1 = 2 oder es gilt 1 — 1 = 07 ist falsch.

(1.5) “A:= B” steht fiir “A ist durch B definiert” oder “A ist nach Definition gleich B”.

Mengen und Abbildungen (Georg Cantor 1845-1918)

Menge = Zusammenfassung von (mathematischen) Objekten (=Elementen)
“r € M7 steht fiir “x ist Element der Menge M”,
“r ¢ M” steht fiir “x ist nicht Element der Menge M”.

Angabe von Mengen:



(1.6) Aufzéhlend, z.B. M = {1,3,5,7}(={1,1,3,5,7})
(1.7) Durch Angabe von Eigenschaften: Sei M eine Menge und A(x) eine Aussage iiber
die Elemente von M. Dann kann man eine Menge N definieren durch

N ={z |z € M und A(x) ist wahr} = {z € M | A(x) ist wahr}

zB.Q={xeR|Ipe€Z,IqeNq#0: 2= %’} Menge der rationalen Zahlen
oder M = {x € N | x ist ungerade natiirliche Zahl kleiner als 9}.

Beispiele von Mengen: N = {z € R |z natiirliche Zahl} ={0,1,2,3,...}
Z = {z e€R|x ganze Zahl} ={0,1,-1,2,-2,...}

Vielleicht kennen Sie schon C = {z + iy | x € R,y € R}
() die leere Menge (enthilt kein Element)

(1.8) Def.: Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B(“A C B”), falls jedes Element
von A auch Element von B ist, d.h. falls gilt

rEA=zx€B.

Beispie: ) CNCZCQCRCC

(1.9) Zwei Mengen A und B sind gleich (“A = B”), wenn A und B die selben Elemente
enthalten, d.h. falls gilt

reEAsxeEB

Oder: A=B< AC Bund B C A.
Beispiel: {z | z ungerade natiirliche Zahl kleiner 9} = {1,3,5,7}

Konstruktionen mit Mengen A und B:
(1.10) Schnittmenge (Durchschnitt) AN B von A und B:
reANB&reAundx € B
Vereinigung AU B von A und B:
re AUB& € Aoderr € B
Komplement A\ B von B in A (Differenzmenge von A und B)
reA\BereAundzx ¢ B

(1.11) Rechenregeln (fiir Vereinigung, Durchschnitt, Komplement)
Sind A, B, C Mengen, so gilt:



(a) AUB = BUA ANB=BnNA “Kommutativgesetze”

(b) (AUB)UC = AU (BUCQC) “Assoziativgesetze”
(ANB)NC = AN(BNCQC)

(c) An(BUC) = (ANnB)U(ANCQC) “Distributivgesetze”
Au(BnNnC) = (AUB)N(AUCQ)

(d) A\(BUC) = (A\B)n(A\C) “De Morgansche Regeln”
AN(BAC) = (A\B)U(4\C)

Beweis von (c):
Seiz € AN(BUC)=x€ Aund (x € B oder x € C) =
(reAundz € B)oder (xr€ Aundz € C)=x € (ANB)U(ANC)

Seiz € (ANB)U(ANC)= (x € Aund z € B) oder (x € Aund z € C)
=zrzc€Aund (r€BoderzeC)=xe€ AN (BUC)

(1.12) Kartesische Produkt (benannt nach R. Descartes 1596-1650). Sind A, B Mengen, so
ist das kartesische Produkt A x B von A und B die Menge aller geordneten Paare (a,b)
mit a € Aund b € B.

Ax B:={(a,b) |a € Abe B}
Bem.: (a,b) = (d/,0') & a =da' und b =10'!
Bem.: R x R =: R?
Allgemeiner: Sind Ay, ..., A, Mengen, so
Ay x ..o x Ay ={(ar,...,a,) | a1 € Aj,as € As, ... a, € Ay}
Dabei gilt — per definitionem — (aq,...,a,) = (a},...,al) genau dann, wenn a; = df, ...,

a, = a,, gelten.

Bem.: R x ... x R =: R". Ein Element (ay,...,a,) € R™ heiit n-Tupel von reellen Zahlen.
— — i’ i

n-mal

Exkurs: Nochmals lineare Gleichungssysteme

Das allgemeine lineare Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten:

]1 a1y + appxry 4+ ...+ A1nTy, = b1
I I, an®y + ATy +...+ aT, = b

Im Am1T1 + 2Ty + ...+ Qupdy, = bm
Gegeben sind die aqq, ..., amp, b1, - - ., by, gesucht die xq, ..., x,.

Losungsmenge Ly = {(z1,...,2,) € R" | (z1,...,x,) 16st I}
5



(1.13) Satz. Sei ajy # 0 und sei I' das Gleichungssystem mit den Zeilen

a21 Am1

! ! !

I=11=1—-—=5L,... I =1I,——"1I,.
a1 a1

Dann gilt: Ly = Lp

Beweis: Sei T = (Zy,...,T,) € L;. Dann erfiillt T die Gleichung I} (= I1). Ist 2 < i < m,
so erfiillt T auch die Gleichung [;, also auch I! = I, — 2[;. Also z € L.

ail

Sei T = (Ty,...,%,) € Lp. Dann erfiillt T die Gleichung I; (= I7).

Ist 2 < i <m, so erfiillt T auch die Gleichung I/, also auch
Q41

L=1I+-21.

ai
Also x € L.

(1.14) Definition. Das lineare Gleichungssystem I heifit homogen, falls b; = 0 gilt fiir alle
ie{l,...,m}.

Bemerkung: Ist I homogen, so ist (0,...,0) € R" Losung von .

Auf R"™ definieren wir eine Addition durch
(@1, s Tn) + Y1y Yn) == (X1 + Y1, ..., + yn)  (komponentenweise Addition)
und eine Multiplikation mit reellen Zahlen r € R durch
r(T1, .., xn) = (12, ..., TTy)

(1.15) Satz. Ist I ein homogenes lineares Gleichungssystem, so hat seine Losungsmenge Ly
folgende Figenschaften:

Ist == (x1,...,2,) € Ly undy = (y1,...,Yyn) € Ly, sogilt x+y € L.

Ist x=(x1,...,2,) € Ly und r € R, so gilt rx € L.

Beweis: x € Ly und y € L; = Fiir allei € {1,...,m} gelten: ajyz1 + ... + ajpx, = 0 und

any1 + ... + @iy, = 0. Summiert man diese Gleichungen, so folgt
an(r14+y1)+ ...+ (T, +y,) =04+0=0

Also erfiillt x4y = (z1+y1, ..., zn+y,) firalle: € {1,...,m} die Gleichung I;, d.h. x+y €

Ly.

Die 2. Behauptung folgt analog durch Multiplikation von [; mit r.

Bemerkung: Besitzt ein homogenes lineares Gleichungssystem I eine Losung = # (0, ..., 0),
so besitzt I nach (1.15) unendlich viele Losungen (Vr € R:rx € Ly).

Zu einem linearen Gleichungssystem I bezeichne "™ das zugehorige homogene lineare
Gleichungssystem, das sich nur dadurch von I unterscheidet, dafl alle rechten Seiten von I

durch 0 ersetzt werden.
6



(1.16) Satz. Es existiere eine Losung T = (Ty,...,T,) des linearen Gleichungssystems 1.
Dann gilt
Li={T+x |2 € Lmom}-

Ohne die Mengensprechweise driickte man die Aussage von (1.16) frither durch folgenden
langen Satz aus: Die allgemeine Losung eines linearen Gleichungssystems ist eine spezielle
Losung dieses Gleichungssystems plus die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen
Gleichungssystems.

Beweis:

a) Sei y € L;. Wie zeigen: y — T € Lhom (wobei y — 7 :=y + (—1)7).

{yai} C LI:>Vi€ {177m} : ai1y1+~--+ainyn:bi und
a1T1+ ...+ Ty, = bz

Subtraktion dieser Gleichungen liefert:
aﬂ(yl —fl> + ...+ am(yn —En) = b, — bz =0

Also: y — 7 € Ljhom. Wir nennen y — 7 =: ¥ € Lhom und erhalten y = 7 + x mit
xr &€ L]hom-
b) Sei € L hom. Dann gilt fiir alle i € {1,...,m}:

anry+ ...+ a;jpx, =0
Wegen y € Ly gilt fir alle ¢ € {1,...,m}:
anyr + ...+ QinlYn = b;
Addition dieser Gleichungen liefert:
ain (1 +vy1) + .o+ (T +ym) = b (firalle i € {1,...,m})
alsoy+x € Lj.

Zuriick zur Mengenlehre:
Abbildungen zwischen Mengen

(1.17) Def.: Es seien M, N Mengen. Eine Abbildung f : M — N von M nach N ist eine
Vorschrift, die jedem = € M genau ein Element f(z) € N zuordnet.

Beispiele:

M=N=R, f:R—>R,VzeR: f(z) =323 —x—i—l
M=R, N=Roy={z€R|z>0},VzeR: f(z):=
] 0 x gerade
J+Z—={01} flo) = 1z ungerade
M Menge. idy : M — M, Vz € M :idy(z) := z. “Identitédt von M”.
ACB.i:A— B,Vz € A:i(zx) =z “Inklusionsabbildung”
7
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f) Seien Ay, ..., A, Mengen und i € {1,...,n}.
pis A X .o x A, — A pilag, ..., ay) i= a; “Projektion auf die i’te Komponente”.
g) +:R* > R, V(z,y) ER*: +(x,y) :==x+y

(1.18) Def.: Eine Abbildung f : M — N heifit

(a) injektiv, falls fiir alle z € M,y € M gilt: © # y = f(x) # f(y).
(b) surjektiv, falls fiir alle y € N ein x € M existiert, so daf} f(z) = y gilt.
(c) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv is.

Von den obigen Beispielen ist a) surjektiv, aber nicht injektiv, wihrend b) bijektiv ist.

(1.19) Def. (Komposition, Hintereinanderausfithrung) Seien A, B, C, D Mengen mit B C C'
und f: A— B, g: C — D Abbildungen. Dann ist go f : A — D definiert durch: Fiir alle

v e Aist (g0 f)(a) = g(f(x)

gof
7\

Symbolisch: A L Bc o % D
Bem.:ALBiClDiho(gof):(hog)of::hogof
Schreibweise: Ist f : A — B Abbildung und C' C A, so bezeichne

f(C)={yeB|3xeC: f(x)=y}“Bild von C unter f”
Ist D C B, so bezeichne
fH(D):={x € A| f(z) € D} “Urbild von D unter f”

Bem:

f:A— Bsurjektiv < f(A) = B.
f:A— Binjektiv < Fiir alle y € B enthélt f~'({y}) hochstens 1 Element.

(1.20) Rechenregeln: Sei f : M — N Abbildung, A C M, B C M. Dann gilt

(a) fF(AUB) = f(A)U f(B)

(b) f(ANB) C f(A)N f(B)

(c) F(MN\A)D F(M)\ f(A) (& M)\ f(A) C f(M\A)
Fiir alle C C N, D C N gilt:

(d) fFH(CuD)=fY(C)uUf (D)

(e) fFH(CND)=fYC)NnfY(D)

() FHNN\C) = M\ F1(C)



Beweis von (f):

re fTAN\C)=2zeMund f(z) e N\C
szreMund f(z) ¢ C=ze M\ f1(C)
reM\f N (C)=rxeMundz ¢ f(C)=xe Mund f(z) ¢ C
= f(z) e N\ f7HC)
Beispiel zu (b):
f R =R, f(z) =2
A={zeR|z<0},B={zeR|z>0}
= ANB =1, aber f(A) = f(B)={x € R |z > 0}(=: Ryy)
d.h. f(A)N f(B) =Rsg # 0.
(1.21) Def.: Ist f : M — N Abbildung und A C M, so ist die Einschrédnkung (Restriktion)
flA(= fla) : A — N von f auf A definiert durch: Fiir alle z € A ist (f|A)(x) = f(x).
Bemerkung: Bezeichnet i : A — M die Inklusion, so gilt f|A = foi

(1.22) Fakt: Ist f : M — N bijektive Abbildung, so existiert genau eine Abbildung f~! :
N — M, so dal f~'o f = idy gilt. Fiir diese Abbildung f~! gilt auch fo f~! = idy.

Vorsicht: Das Symbol f~! wird in unterschiedlichen Bedeutungen verwendet!
Bew.: f bijektiv < Vy € N ex. genau ein x € M : f(z) = y.

Eindeutigkeit von f=1: Gilt f(z) =y, somu f~'(y) = [~} f(z))=(f"to f)(x)
= idy(z) = x gelten.

Definiere f™' : N — M durch f~'(y) =2 &y = f(x)

(1.23) Def.: Seien M, N Mengen. Eine Relation auf (M, N) ist eine Teilmenge von M x N.
(Ist M = N, so spricht man von einer Relation auf M)

Schreibweise: Sei R C M x N. Statt (z,y) € R schreibt man auch xRy.
Beispiele:

1) Ay ={(z,2) | x € M} die Diagonale in M x M.
2) Sei f: M — N Abbildung. Dann ist der Graph von f,
graph (f) :={(z, f(z)) | z € M}
cine Relation auf (M, N). Bem.: Ay, = graph (ida)
3) Sei M = N =R und R := {(z,y) € R? | x = y*}. Diese Relation ist nicht Graph
einer Funktion f: R — R.

(1.24) Def. Sei M Menge, R C M x M Relation auf M. Dann heifit

(a) Rreflexiv e Ve e M :zRx (& Ay CR)
(b) R symmetrisch < (Vz,y € M : xRy < yRx)
9



(¢) R transitiv < (Vz,y,2 € M : 2Ry und yRz = xR2)
(d) R Aquivalenzrelation < R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv

Bei Aquivalenzrelationen R schreibt man oft statt xRy:  ~g y oder kurz x ~ y (wenn
klar ist, welches R gemeint ist).

Beispiele:
1) Auf M = R kennen wir die Relation “kleiner gleich”, d.h.
R={(z,y) eR* |z <y}

R ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch. (Beweis?)
2) Sei M =7, p > 2 feste natiirliche Zahl.

R :={(m,n) € Z* | n — m ist durch p teilbar}.
Wir zeigen: R ist eine Aquivalenzrelation

(a) Ym € Z: m ~gr m, da m —m = 0 durch p teilbar: 0 =0-p
(b) Es gelte m ~gn = n —m durch p teilbar = m — n durch p teilbar
= N ~RMm
(c) Es gelte k ~g mund m ~gn = 3j € Z,1l € Z : m—k = jpn—m = Ip
=>n—k=(I+j)pundl+j€Z=Fk~gn.

Langes Beispiel: Eine Zerlegung M einer Menge M, ist eine Menge M, deren Elemente
Teilmengen von M sind, so daf} gilt:

(1) Ae M, Be M= A=DBoder ANB = .
(2) U A=M. (wobei |J A:={z|JAeM:zec A})
AeM AeM

Wir werden sehen, da8 eine Aquivalenzrelation auf M im Grunde das gleiche ist, wie eine
Zerlegung von M. Zunichst iiberlegen wir, wie wir aus einer Zerlegung eine Aquivalenzre-
lation erhalten: Zu einer Zerlegung M von M definieren wir die Relation

R={(x,y) e M x M |3A e M : {z,y} C A}
Wir zeigen: R ist eine Aquivalenzrelation.

(a) Sei x € M. Wir wollen zeigen, da (z,z) € R gilt. Wegen (2) existiert ein A € M,
so dafl x € A gilt. Also gilt {z,z}(= {z}) C A, d.h. (z,z) € R.

(b) {z,y} C A= {y2} C A

(c) Es gelte (z,y) € Rund (y,2) € R=3JA e M, Be M mit {z,y} C A, {y,2} CB

:>yEAﬂB,d.h.AQB%@(ZIQA:Bé{x,Z}EAi(x,z)ER.
10



Bezeichnung: Sei R C M x M eine Aquivalenzrelation und = € M. Dann heifit
[z]r = {y€ M| (z,y) € R} die Aquivalenzklasse von z und
M/R = {[z]g |z € M} die Menge der Aquivalenzklassen, die auch “M modulo R”
genannt wird.

(1.25) Fakt: Sei R € M x M eine Aquivalenzrelation. Dann ist M/R eine Zerlegung von
M.

Beweis: Offensichtlich ist jedes Element von M/R eine Teilmenge von M (némlich eine
Aquivalenzklasse). Wir zeigen, daf§ die Menge M/R die Eigenschaften (1) und (2) hat.

Zu (2): Offensichtlich gilt  |J [z]g € M. Sei umgekehrt x € M. Die Reflexivitét (a)
[z]lrREM/R
von R besagt, dal (z,x) € R gilt, also x € [z|g. Damit M C  |J [z]g.
[z]lrREM/R

Zu (1): Wir zeigen, dafl folgende Aussagen («),(3), (y) iiber Elemente x € M,y € M
dquivalent sind:

(o) [z]rN [ylr #0
(B) z~y
(7) [z]r = [Wlr

1. Schritt: () = (6): Sei z € [z]gr N [y]r, d.h. es gelten z ~ z und y ~ z. Die Symmetrie
und Transitivitdt von ~ implizieren dann x ~ y.

2. Schritt: () = (v): Wegen der Symmetrie der Voraussetzung z ~ y geniigt es, [y|r C [z]r
zu zeigen. Sei w € [y|g, d.h. y ~ w. Unsere Voraussetzung = ~ y ergibt zusammen mit
y ~ w und der Transitivitit, daB z ~ w gilt, d.h. w € [z]g.

3. Schritt: (v) = (a): Wegen z € [z]g folgt aus [z]g = [y]r, daB [z]r N [y]r = [x]r # 0 gilt.

Sind nun A und B Elemente von M /R, etwa A = [z]g und B = [y] fiir Elemente z,y von
M, so gilt wegen (a) < () entweder AN B = () oder A = B. Das beweist (1).

Beispiel: Es sei nun wieder p € N, p > 2 und wir betrachten die Aquivalenzrelation auf Z,
die durch

m ~ n < n —m ist durch p teilbar
definiert ist, vgl. Bsp. 2 nach (1.24). Dann sind die Aquivalenzklassen von ~ genau die
Teilmengen von Z, die aus den ganzen Zahlen bestehen, die bei Division (mit Rest) durch
p, den gleichen Rest ergeben. Sie heiflen deshalb auch die “Restklassen mod p”. Es gibt
genau p verschiedene solche Restklassen mod p, ndmlich

0], = {np|neZ} Rest 0 bei Division durch p
1], = {np+1|neZ} Rest 1 bei Division durch p

{np+ (p—1)|n€Z} Restp— 1 bei Division durch p
= {np—1|nez}

[p - 1]17

11



Fiir diese Aquivalenzrelation ist folgende Bezeichnung gebriuchlich:

m~n<<m=n (mod p)

12



2. Gruppen und Korper

(2.1) Def. Eine Gruppe ist eine Menge, genannt G, und eine Abbildung (“innere Ver-
kniipfung”) von G x G nach G, hier bezeichnet als

T:GxG— G, (a,b) =:ab,

so daf} folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(Gy) Fiir alle a,b,c € G gilt: (aTb) Tc=aT(bTc) (Assoziativgesetz)
Es existiert ein Element e € GG, so daf gilt:
(Go) Firalleae GgilteTta=a (Existenz eines “Linksneutralen”)

(G3) Fiir alle a € G existiert ein b € G, so dafl gilt: b Ta = e. (Ex. eines “Linksinversen”)
Eine Gruppe (G, T) heifit abelsch (oder kommutativ), falls fiir alle a,b € G gilt: aTb =bTa

Die Anzahl der Elemente von G heiit die Ordnung |G| € NU {oo} einer Gruppe (G, T).
(G, T) heiBt endliche Gruppe, falls |G| < oo und sonst unendliche Gruppe.

Bem.: Die abelschen Gruppen sind nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik
Abel (1802-1829) benannt.

Beispiele:

1) Einfachste Gruppe: G = {e} (mit e Te :=¢)
2) Zweiteinfachste Gruppe: G = {e, a} mit a # e, wobei aTa := e (und eTa = aTe = ¢)
3) G:=7Z, T : =+~ (Z,+) “unendlich zyklische Gruppe”
Ebenso: (Q,+), (R, +). Hier stets e := 0.
(N, +) ist keine Gruppe: Es miifite e = 0 gelten, aber es existiert zu keinem n € N
mit n > 0 ein additives Inverses. (d.h. (G3) ist nicht erfiillt).
4) (@>07 ')7 (R>07 ')7 (@ \ {0}7 ')7 (R \ {0}7 ) sind Gruppen.
Hier stets e := 1.
(Z\ {0},) ist keine Gruppe.

Alle Gruppen unter 1) - 4) sind abelsch, die unter 3) und 4) sind unendlich.

5) M Menge: Sei Sy = {f : M — M | f bijektiv}. Sy mit der Hintereinander-

Zur Motivation: Der Begriff “Gruppe” ist eng verkniipft mit dem Bemiihen, die Symmetrien
von Figuren (in der Ebene oder im Raum) zu verstehen. Was soll es z.B. bedeuten, da8
zwei verschiedene Figuren “die gleiche Symmetrie” besitzen?

Fiir eine gegebene Figur F' betrachtet man die Menge Gr der Kongruenzabbildungen
(“Isometrien”) der Ebene bzw. des Raumes, die F' in sich tiberfithren. G mit der inneren

Verkniipfung “Hintereinanderausfithrung” ist eine Gruppe (die “Isometriegruppe” von F')
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1) F = gleichseitiges Dreieck = |Gp| =6
namlich: G besteht aus den Drehungen um 120° um den Mittelpunkt und den
Spiegelungen an den 3 Hohen.
2) F = regelméiBiges n-Eck = |Gr| = 2n
3) F = Kreis = |Gp| = o0
4) Es gibt (auBer den aus 1) und 2) abgeleiteten) im Wesentlichen nur 3 endliche
Gruppen von Kongruenzabbildungen des Raumes, ndmlich die Isometriegruppen
von
a) Reguldrem Tetraeder mit |G| = 24
b) Wiirfel (=Isometriegruppe des reguliéren Oktaeders) mit |G| = 48
¢) Reguldrem Dodekaeder (=Isometriegruppe des reg. Ikosaeders) mit |G| = 120
Alle diese Gruppen sind nicht abelsch.

Vorsicht: Es gibt “verschiedene” Gruppen mit der gleichen Ordnung. )
Nach jahrzehntelanger Anstrengung vieler Mathematiker hat man einen genauen Uberblick
tiber alle endlichen Gruppen (Beweise in Gesamtlédnge von iiber 3000 Seiten)

Beispiel: Die (endliche) zyklische Gruppe (Z,,+) (wobei p € N,p > 2). Die Menge Z,
besteht aus den Restklassen (mod p), d.h.
Ly =00y, U]p: -5 [ = 1p} = {[mlp [ m € Z}

Seien a,b € Z,. Wir wollen a 7 b, hier geschrieben a + b, definieren. Dazu wéhlen wir ein
m € a C Z,n € b C Z, und tiberlegen, daf die Restklasse [m +n], nicht von diesen Wahlen
abhéngt: Jedes andere m € a kann ndmlich als m = m + Ip fiir ein | € Z geschrieben
werden und ebenso jedes andere n € b als n = n + jp fiir ein j € Z. Also:

m4+n=m+n+(j+1)p, dh. [m+n],=[m+n],

Wir konnen also definieren
a+b=[m+n,

und das ist unabhéngig von der Wahl von m € a und n € b.

Es gilt dann mit m € a,n € bund [ € ¢ € Zy:

(a+b)+c = [(m+n)+l,=m+n+1),=a+ (b+c¢) Assoziativgesetz
a+b = [(m+n),=[n+ml,=b+a (= (Z,,+) ist abelsch)
0], +a = [(0+m)],=[m],=a ([0], ist neutrales Element)
[—m], +a = [-m+m],=]0], ([=m], ist bzgl. + invers zu [m],)

(Z,,+) heiflt zyklisch, weil es ein Element a € Z, gibt, so daf
2, = . .
p {[O]P7a7a+aa ,CL(+ ) —|—CL’}
p—1)—mal

wahrend a + ...+ a = [0], gilt, ndmlich a = [1],.

p—mal
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Die Gruppe (Z,,+) verhélt sich genau gleich wie die (“ist isomorph zur”) Gruppe der
Drehungen der Ebene (um einen festen Punkt) um die Winkel - 360°, m € {0,...,p—1}.

(2.2) Fakt: Sei (G, T) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein Element in G, fiir das (G2) gilt (nédmlich e).
Fiir alle a € G gilt: a Te = a.

(ii) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b 7 a = e gilt.
Fiir dieses b gilt auch: a Tb = e.

Bezeichnung: Das Element b € G mit bTa = a 7b = e wird mit a™! (bzw. mit —a, falls
T = +) bezeichnet.

Beweis: Zeige zunéchst:
() a,beGundbTta=e=aTb=¢ (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b € G ein ¢ € G mit ¢ Tb = e. Es gilt:

CLTb(C;Q)eT(CLTb)Z(CTb)T(CLTb);CT((bTCL}Tb) @ rp=e

zu “1”: (eTb) T (aTh) (@ et (b7 (aTh)) (@ et ((bTa)Tb) Beweis von (i): Sei € € G ein
—d —d
Element, so dafl (Gg) gilt. Zu zeigen: e = é. Es gilt:

(Gi)fir e . (*) . (Go)fir e _
e = eéTe=eTé = ¢

Sei a € G. Wir zeigen a T e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit b T a = e und nach (x)
folgt a T b = e. Also

ate=aT(bTa) (@ (aTb)Ta:eTa(%)a
Beweis von (ii): Seien a,b,b € G und es gelte: bTa =e = b T a. Zu zeigen: b= b

Es gilt: B@BTe(;)ET(aTb)((il)(BTa)szeTb(iZ)

(2.3) Fakt. Sei (G, T) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:

() (et =a

(ii) (aTD) blta?
Beweis:
(i) Zu zeigen ist: a ist das Inverse von ™!, d.h.aTa ™! =e¢

Nach Definition gilt a™! T a = e, und nach (2.2) (ii) folgt daraus a Ta™! =e.

(ii) Zu zeigen ist: (b~ Ta™') T (a Tb) = e. Wir rechnen:

(b'Ta ) T(aTh) (il)b’lT(a’lTa)Tb:b’lTeTb(iz) b'tb=e

15



(2.4) Def.: Ein Korper ist eine Menge, genannt K, und zwei innere Verkniipfungen + :
KxK—K, (a,b)—~a+bund -: K x K — K, (a,b) — a-b=:ab, so dafi gilt

(i) (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e =: 0
(ii) (K'\{0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e =: 1 (speziell 1 # 0!)
(iii) Ya,b,c € K : (a+ b)c = (ac) + (be) (Distributivgesetz)

Schreibweisen: a + (—=b) =: a — b, (ab) + ¢ =: ab + ¢ “Punkt vor Strich”

(2.3)(1) = —(—a) =a
(2.3)(ii)) = —(a+b) = (=b)+(—a) = —a—b

Beispiel: (R, +,-), (Q,+, "), (C,+,-) sind Korper.
(Z,+,-) ist kein Korper (z.B. besitzt 2 in Z kein multiplikatives Inverses).

Bem.: Verzichtet man in (2.4)(ii) auf die Bedingung der Existenz von multipl. Inversen,
so nennt man (K, +, ) einen kommutativen Ring mit 1. Verzichtet man zusétzlich auf die
Kommutativitit von (K \ {0},-) und ergéinzt (iii) durch a(b+ ¢) = ab + ac, so nennt man
(K,+,-) einen Ring mit 1. (Es wird die Existenz von 1 € K mit 1-a = a-1 = a fiir alle
a € K\ {0} gefordert)

Beispiel: (Z,+, -) ist kommutativer Ring mit 1.
(2.5)Rechenregeln: Sei (K, +,-) Korper (es gentigt: Ring), a,b, ¢ € K. Dann gilt:

(i) 0-a=0

(ii) a- (=b) = (—a) - b= —(ab)(=: —ab)
(ili) a(bc) = (ab)c

Beweis:
(i) Es gilt: 0O-ata=0-a+1-aq 2" O0+la=1-a=a |—-a=0-a=0
(i) (—a)b+ab “EY (o) +ap=0-0Z0
(iii) Nach (2.4)(ii), falls {a,b,c} € K \ {0}. Sonst: (i) = a(bc) = 0 = (ab)c

Schreibweise: Ist a € K \ {0}, b € K, so schreibt man auch a™* =: L und a™'b = ba™" =: 2.
Der Korper der komplexen Zahlen (Cardano 1501-1576, C.F. Gaufl 1777-1855)

K=R? + :R>xR?—R?(a,b)+ (c,d):=(a+c,b+d)
' R? x R? — R? (a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc)

Eigenschaften:

1) (R?,+) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element e = (0, 0).

2) (1,0) - (a,b) = (a,b), d.h. (1,0) ist neutrales Element beziiglich -.

3) - ist kommutativ: (a,b) - (a’,b") = (aa’ — bb', ab’ + a'b) = (a', V') - (a,b)
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4) Tst (a,b) € R2\ {(0,0)}, so gilt: (T ——g) (a,b) = (1,0),

dn. (

ol a2:rbb2) = a2—1|-b2 (a, —b) ist multiplikatives Inverses zu (a, b).

5) Fiir alle (a,b), (a/,), (a”,V") in R? gilt
((CL, b) ) (CL/, bl)) ’ (aﬂv b/,) = (av b) ) ((ala b/) ) (aﬂa b”))
d.h. - ist assoziativ (Ubung)
2)-5) = (R?*\ {(0,0)},") ist abelsche Gruppe mit neutralem Element (1,0)
6) Distributivgesetz:
(a,b) . ((a/7b/) + (a//,b//>> — (a/’ b) . (a/ + a/l) b/ + b//>
Defgon- (CL(CL, 4 a//) . b(b/ 4 b”),(l(b/ 4 b//) 4 b(a/ 4 a//))
(a,b) - (a',b") + (a,b) - (a", V") = (ad’ — bV, ab’ + ba’) + (aa” — bV, ab” + a"b)
— (a(al +a/l) _ b(bl _|_ b”),a(b/ + b//) + b(a/ + al/))

Aus 1)-6) folgt, daBl (R?,+,-) ein Kérper ist.

Bem.: Es gilt
(0’1) ’ (071) = (_170> = _<1=O)
(0,1)-(b,0) = (0,b) Vb e R
(a,0)-(b,0) = (ab,0) Va,b e R
(a,0)-(0,b) = (0,ab) Va,b e R

Fiir alle reellen Zahlen a identifiziert man (a,0) mit a und schreibt abkiirzend
(0,1) =:14, (0,b) = (0,1) - (b,0) =: ib =: bi, (a,b) = (a,0) + (0,b) =: a + ib

Speziell: (0,0) =0, (1,0) =1, (0,1) =4 mit:

(2.6) i = —1

Mit diesen Bezeichnungen gilt fiir a,b,d’, b’ € R:

(2.7) (a+1ib) + (d' + i) =a+d +i(b+ V)

(2.8) (a+1b) - (a' +ib') = aad’ — bb' + i(al + ba’)

C :={a+1i | a € Rb e R} Die Veranschaulichung von komplexen Zahlen in der
Koordinatenebene R? stammt von C.F. Gaufl (Gaufsche Zahlenebene).

Ist z=a+1b € Cmit a € R, b € R, so heiffen

a der Realteil von z,a =: Re(z)
b der Imaginérteil von z,b =: Im(2)

Es gilt 2 # 0 & (a,b) # (0,0) (& a®+0? >0)
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4) = Ist z = a +1ib # 0, so ist das multiplikative Inverse 2! von 2:
(29) 27" = (a+1ib) ' = iz (a —ib)
Die Abbildung z = a+1b € C — Z = a — ib € C heifit Konjugation.

Esgilt: Z=z, 2 Ffw=zZ+wudz-w=2-w
Ist z=a+ib € C, a,b € R, eine komplexe Zahl, so heifit |z| = +va2+ b2 € R>( der
Betrag von z. Offensichtlich gilt 2z = |z|%.

Damit gilt fiir 2 # 0: 271 = % Denn: 271z = =1
Existenz von endlichen Korpern

Fiir p € N, p > 2, definieren wir eine Multiplikation auf

Ly = {[0lp, -, [p = Up} = {[m]p [ m € Z}
durch: @ = [m],,b = [n], — ab = [mn], unabhéngig von der Wahl von m € a, n € b,
vgl. Blatt 3, Aufgabe 3.

Es ist leicht nachzupriifen, da (Z,, +, -) ein kommutativer Ring mit 1(= [1],) ist.
(2.10) Satz. Ist p € N Primzahl, so ist (Z,,+,-) ein Korper.

Beweis: Zu zeigen ist die Existenz eines multiplikativen Inversen fiir jedes a € Z, \ {0}.

a € Z,\{0} = a = [m], fireinm € {1,...,p—1}. Wir zeigen: Die Elemente [1],-[m],, [2],-
[mlp, ..., [p—1], - [m], in Z, sind alle ungleich 0.

Denn [j],[m], = [0], ist Aquivalent dazu, daf p die Zahl jm teilt. Da p Primzahl ist, teilt
p dann j oder m (betrachte die Primfaktorzerlegungen von j, m und jm!), d.h. [j], = 0
oder [m], = 0. Dann sind die Elemente [1], - [m],, ..., [p — 1], - [m], alle verschieden, denn
aus [t],[m], = [j]p[m], folgt [j — i],[m], = 0. Also existiert ein ¢ € {1,...,p — 1}, so da8
[i],[m], = [1], gilt, d.h. [¢], ist multiplikatives Inverses von a = [m],.

Speziell: (Zz, +,-) Korper mit 2 Elementen, Z, = {0, 1}.

Bem.: Lineare Gleichungssysteme mit Koeffizienten a;; in einem Koérper K und “Unbe-
kannten” x; in K konnen mit dem GauBschen Eliminationsverfahren (1.13) gelost werden.
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3. Vektorraume

(3.1) Def.: Ein Vektorraum iiber einem Korper K ist eine abelsche Gruppe (V, +) zusammen
mit einer Abbildung K x V — V| (a,v) € K X V +— av, so da8 fiir alle a, f € K und alle
v,w eV gilt:

(i) a(fv) = (af)v (= afv)

(ii) (a+ B)v = (aw) + (Bv) (=: av+ Pv)

(ili) a(v +w) = (aw) + (aw) (=: av + aw)

(iv) lv=wv (, wobei 1 das Einselement von K bezeichnet!)

Sprechweisen und Bezeichnungen:
“Punkt vor Strich” av + fw := (aw) 4+ (fw), auBerdem: v — w := v + (—w)
Vektorraum iiber einem Korper K = K-Vektorraum

Das neutrale Element von (V,+) wird (zunéichst) mit 0 bezeichnet, zur Unterscheidung
vom neutralen Element 0 von (K, +).

Elemente von V' werden “Vektoren” (des Vektorraums V') genannt, Elemente des Korpers
werden auch “Skalare” genannt.

Beispiele:
1) K :=Rund V :=R" mit den vor (1.15) eingefithrten Operationen
(xlv"'axn) + (yla"'ayn) = (xl +y17---7xn+yn)

r(zy,. .., xn) = (e, ..., rxy,).

In diesem Fall 0 = (0,...,0)
2) Allgemeiner: Sei K beliebiger Korper, n € N, n > 1. Dann kénnen wir genau wie
in Beispiel 1) die Menge

K'"={(x1,...,z,) |11 € K,... 2z, € K}

zu einem Vektorraum iiber dem Kérper K machen.
3) Sei I ein homogenes lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekann-
ten xq,...,x, und Koeffizienten a1, ..., a,,, in K. Dann bildet die Losungsmenge

Li={x=(z1,...,2,) € K" | 2 16st I}

mit den wie in 1) definierten Operationen einen K-Vektorraum, vgl. (1.15).
4) Sei K :=R, M # () eine Menge und V ={f | f : M — R}.

Firr € R, f,g € V definieren wir f + g € V und rf € V durch

(a) Vo € M : (f +g)(x) := f(z) + g(x)
(b) Ve € M : (rf)(x) :=rf(x)
Mit diesen Operationen ist V' ein R-Vektorraum (wobei 0 € V' die Abbildung ist,

die jedes x € M auf 0 € R abbildet).
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Wir beweisen exemplarisch, dafl (3.1)(iii) gilt:
Seien f,g € V, r € R. Zu zeigen ist:
(*) r(f+g)=rf+rg

Auf beiden Seiten von (k) stehen Abbildungen von M nach R. Wir haben also zu zeigen,
daB fiir alle z € M gilt:

(r(f +9))(@) = (rf +rg)(z)
Wendet man auf beide Seiten (a) und (b) an (auf der linken Seite zunéchst (b) dann (a)),
so erhdlt man fiir die linke Seite

(r(f +9)(@) Cr((f + 9)(2) D r(f(2) + g(x))

und fiir die rechte Seite
(rf +rg)@) 2 (rf)(@) + (rg) (@) € rf(2) + rg(x)

SchlieBlich gilt r(f(z) + g(z)) = rf(xz) 4+ rg(z) aufgrund des Distributivgesetzes fiir die
reellen Zahlen.

(3.2) Rechenregeln. Fiir alle o € K, v € V gilt

(i) ou=0,a0=0
(i) acv=0=a=0o0derv=0

(iii) (—a)v =a(—v) = —(av) (= —av)

Bew.:
) ov=0w+@w—v)=0v+1lv)—v=0+1)r—v=1-v—v=v—v=0
al=al+ (a0 —al) =a(0+0)—ald=a0 —a0=0
(ii)Seiav:Qunda%Oga )—0:>(a la)jp=0=1lv=0=v=0

o
Naid

(iii) (—a)v+av=((—a)+a)v=0v
a(—v) +av = a((—v) +v) = a0 !

o
Nab2

Q = (—a)v = —(aw)

=0 = a(—v) = —(aw)

(3.3) Def.: Sei V' K-Vektorraum und U C V. U heifit Unter(vektor)raum von V| falls
(i) U#0

(11) v, €U = v +1vy €U
(i) e K,veU=avelU

(3.4) Folgerung: Sei V' K-Vektorraum, U C V' Unterraum. Dann ist U (mit den von V' auf
U eingeschrinkten Strukturen) ein K-Vektorraum.

Bew.: Sei U Unterraum.

(i) = + ist innere Verkniipfung auf U(= (G,)).

(ii) = die Multiplikation mit Skalaren ist eine Abbildung K x U — U.
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Wir zeigen: (U, +) ist abelsche Gruppe: v € U @ (—velU GAW v

U#£0=FveU=vund velU Zot(—v)=0eV
Daraus folgen (Gs), (G3) fiir (U,+), (Gy) fiir (U, +) folgt aus (Gy) fir (V,+). Die anderen
Eigenschaften sind offensichtlich erfiillt.

Beispiele:

1) {0} und V sind Unterrdume von V'
2) Ist m < n,soist K™ x {(0,...,0} ={(z1,...,2,) € K" | Tppi1 = ... =z, =0}
(n—m)—mal

Unterraum von K"

3) Ist I homogenes lineares Gleichungssystem fiir n Unbekannte mit Koeffizienten a;;
in K, so ist L; Unterraum von K™, vgl. (1.15).

) V={f]f: M — R}, vgl. Bsp. 4) nach (3.1). Zu festem a € M sei U ={f € V|
f(a) = 0}. Dann ist U Unterraum von V.

(3.5) Fakt. Ist V ein K-Vektorraum und U eine Menge von Unterrdumen von K, so ist

W := (| U Unterraum von V.
Ueu

Bew.. VU elUU: Qe U=0ecW

’Ul,UQEW@VUGZ/{ZUhUQEU(
Ebenso: a e K,ve W = av e W.

(3.6) Def.: Sei V' K-Vektorraum, M C V. Uy := {U | U Unterraum von V mit M C U}

UG et v+ €U vy +vs €W

Dann heifit span(M) := (] U der von M aufgespannte (oder erzeugte) Unterraum. M
Uelys
heiflit Erzeugendensystem von V, falls span(M) = V gilt. V heifit endlich erzeugt, falls es

eine endliche Menge M C V' gibt mit span(M) = V.

Bem.: (3.5) = span(M) ist Unterraum von V', der (bzgl. der Inklusion) kleinste, M ent-
haltende Unterraum.

Bsp.:

1) M =0 oder M = {0} = span(M) = {0}
2) Ist M Unterraum von V, so span(M) = M

(3.7) Satz. Sei V' K-Vektorraum, O # M C V. Dann gilt:

span(M) ={v eV |k eNay,...,a € K,v,...,00 € M : v =aqv; + ...+ apv}
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Bez.: aqvy + ... + agv, heifit eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v.

k
abgekiirzt: vy + s va + ...+ o = D
i=1

Bew.: Wir bezeichnen die Menge auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens in (3.7)
durch U,.

1) Zeige Uy ist Unterraum von V. Wegen M # () gilt Uy # 0. Seien v,w € Uy, v =
avr + .o, w = frwr + .o+ Gjwy; mit aq,..., 68 € K vy, ..o, w; € M. Dann gilt
v+ w = v+ ..+ g + frwr + ..+ Bjw; € U.

k
Sei a € K,v="> a;u; € Uy mit v; € M. Dann gilt
i=1
av = a(avy + ...+ apug) = a(avy) + ...+ alogog) = (aoq)vy + ...+ (aag)vg € U,

k k
(Kiirzer: Y cyu; = Y aayy;).
i=1 i=1

Also ist Uy ein M enthaltender Unterraum. Nach Definition (3.6) folgt span(M) C U.

2) Zeige Uy C span(M). Seien vy, ..., v € M, vy, ..., € K. Da span(M) Unterraum ist,
folgt nach (3.3)(iil): ayv; € span(M), ..., apvx € span(M), und nach (3.3)(ii) agv +agvy €
span(M), (aqv; + avs) + agvg € span(M), u.s.w. bis

v + ... + agug € span(M).
Also Uy C span(M).

Bsp.: Betrachte K™ und e; := (1,0,...,0) € K", es := (0,1,0,...,0) € K", ..., e, =
(0,...,0,1) € K™ Dann ist M = {ey,...,e,} Erzeugendensystem fiir K™. Es geniigt,
K™ C span(M) zu zeigen. Ist © = (z1,...,x,) € K™, so gilt x = z1e; + xoe2+ ...+ Tpe, €
span(M).

(3.8) Def.: Die Vektoren vy, .. ., vy heiflen linear unabhéngig, falls gilt: Ist o € K, ... oy €

K und aqv; + ... + agvp = 0, so folgt ay = as = ... = ap = 0. Sonst heiflen die Vektoren
vy, ...,V linear abhéngig. Eine Teilmenge M von V heifit linear unabhéngig, falls gilt:
Ist £ € N und sind vy, ..., v, verschiedene Vektoren in M, so sind die vq,...,v; linear

unabhéngig. Sonst heifit M linear abhéngig.

Bem.: vq,...,v; linear abhéngig < day,...,ar € K nicht alle = 0:
a1+ ...+ opu, =0

Bsp.:

1) 0 € M = M linear abhéngig. Denn: 1-0 = 0.

2) M = {v} linear unabhingig < v #0. Denn: av =0,v #0 GAW o\ — 0.
3) Sei M C M'"C V. Dann: M linear abhéingig = M’ linear abhéngig
M’ linear unabhingig = M linear unabhéngig
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4) ey,...,e, sind linear unabhéngig in K.  Denn:
rier+ ...+ ape, = (r1,...,0,) =02 =... =2, =0.

5) V.= {f | f : R — R}. Die Funktion # — sinz und x — cosz sind linear
unabhéngig. Seien 7, s € R und rsinx + scosz = 0 fiir alle z € R. Dann gilt das

speziell fir z =0 und x = 7, d.h.
rsin(Q+scos( =0 = s=0

=0 =1
T T

in | — —)=0 = = 0.

rsm(z)—l—scos 2) r

~—— ——
=1 =0

(3.9) Fakt. Die Vektoren vy, ..., v seien linear unabhéngig. Dann gilt:
alvl+...+ozkvk:ﬁlvl+...+ﬂkvk:>oz1:61,...,ozk:ﬁk

Bew.: Voraussetzung = (a1 — Pr)vr + (g — Bo)vg + ... + (g — Bp)vr =0
1. unabh.
= a—05=0,..,04—0=0=a0=0,...,00 = .

(3.10) Def.: Eine Teilmenge M von V heifit Basis von V, falls M linear unabhéngig und
ein Erzeugendensystem von V' (& span(M) = V) ist.

Bsp.: {e1,...,e,} € K™ ist Basis von K", die “Standardbasis von K™”.
Eine Beispielrechnung zur linearen Unabhéngigkeit von Vektoren:

Wir fragen, ob die Vektoren (1,0,1),(0,1,1),(1,1,—1) im R-Vektorraum R? linear un-
abhéngig sind. Dazu nehmen wir an, daf fiir die reellen Zahlen r, s und ¢ gilt:
r(1,0,1) +s(0,1,1) + ¢(1,1,—1) = (0,0, 0)

Die Vektoren sind linear unabhéngig, wenn wir aus dieser Gleichung folgern kénnen, dafl
r=s=1t=0gilt, vgl. Def. (3.8). Die Gleichung ist dquivalent zum homogenen linearen
Gleichungssystem

r +t =0 | —
s+t =0 |
r+s—t =0 |

Wir l6sen es nach dem Gaufischen Eliminationsverfahren:
r + 1t =0
s+t =0 | —
s—2t = 0 |
r + 1t =0
s+t =0
-3t = 0
Aus der letzten Gleichung folgt t = 0, damit aus der vorletzten s = 0 und aus der ersten

r=0.
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Vorsicht: Bezeichnet man im Koérper (Zs, +, ) wie in Korpern iiblich das 0-Element mit 0,
das 1-Element mit 1 und das additive Inverse von 1 mit —1, so kann man die Vektoren
(1,0,1),(0,1,1),(1,1,—1) auch als Element des Zs-Vektorraums (Z3z)? auffassen. In diesem
sind sie linear abhéngig, denn

(1,0,1) + (0,1,1) = (1,1, —1) = (0,0,0) in (Z3)3!

(3.11) Lemma. (i) v €span(M) = span(M U{v}) = span(M)
(i) wvespan(M)\ M = M U{v} linear abhéngig

Beweis von (i): span(M) C span(M U {v}) ist klar.
!
Sei w € span(M U {v}), w = av + > fw; mit w; € M.
j=1

k k I
vespan(M) = v =>3 au, = w= > (aw)v; + Y fjw; € span(M).
i=1 i=1 j=1

k
Beweis von (ii): (3.7) = Es existiert k € N, aq, ..., a5 € K, v1,..., 05 € M: v ® > au;.
i=1
Wir kénnen (mittels der Vektorraumaxiome) etwaige Summanden o;v; und a;v; mit v; = v;
zu (o + a;)v; zusammenfassen und dann annehmen, dafl alle vy, . .., v;, verschieden sind.
ve& M = v,vq,...,v; sind alle verschieden.

k
() =>1-v— Z a;v; = 0= M U {v} linear abhéngig.

i=1

(3.12) Satz. Folgende Aussage tiber eine Teilmenge M von V' sind dquivalent:

(i) M ist Basis
(il) M st linear unabhingig und jede echte Obermenge M' C V won M ist linear
abhingig. (“M ist eine maximale linear unabhdngige Teilmenge von V.”)
(iii) Es gilt span(M) =V und fiir jede echte Teilmenge M" von M gilt: span(M") # V.
(“M ist ein minimales Erzeugendensystem von V.”)

Bew.: V = {0} & M = () ist Basis von V. Dann ist (3.12) klar. Es geniigt also, den Fall
M # () zu betrachten.

1) (i) = (ii): Es ist zu zeigen, daB jede echte Obermenge M’ C V von M linear
abhéngig ist. Sei v € M'\ M. Wegen span(M) =V (M Basis!) gilt v € span(M)\ M.
Nach (3.11)(ii) ist M U {v} und damit auch M’ O M U {v} linear abhéngig.

2) (ii) = (iii). Wir zeigen zunéchst, daf span(M) = V gilt. Sei v € V' \ M. Wegen
(ii) ist M U{v} linear abhéngig. Es existieren also verschiedene vy, ..., v, € M und
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Qa,qq,...,q € K, nicht alle = 0, mit

k
av + g o;v; =0
=1

Da M linear unabhéngig ist ((ii)!), gilt a # 0. Also

k
v =

(_—ai) v; € span(M)
-\ o

1

Also V'\ M C span(M), und damit: V' = span(M).
Sei schliefllich M” eine echte Teilmenge von M, v € M\ M". Wére v € span(M"), so
wiirde aus (3.11)(ii) folgen, da§ M”U{v} C M linear abhéngig ist, im Widerspruch
dazu, dal M nach Voraussetzung ((ii)!) linear unabhéngig ist.
Also v & span(M") und deshalb span(M”) # V.

3) (iii) = (i). Zu zeigen ist, dafl M linear unabhéngig ist. Seien vy, ..., vy verschiedene
Elemente in M, aq,...,q; € K und

k
E a;v; =0
i=1

wiére eines der «; ungleich 0, z.B. ay # 0, so folgt:

k
n=3 (a—) o, € spanfun, ...} C span(M \ {u1})

Wegen (3.11)(i) folgt span(M) = span(M \{v }), also span(M\{v;}) = V, im Widerspruch

zu (iii).

(3.13) Satz. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Bem.: Wir zeigen sogar: Ist My C V linear unabhéngig, so existiert eine M, enthaltende
Basis von V.

Bew.: 1) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, daf es ein endliches Erzeugendensystem,
genannt My, von V gibt. Dann existiert das kleinste n € N, so daf} es eine n-elementige
Teilmenge von M; gibt, die V' erzeugt. Sei M ein solches Erzeugendensystem. Dann folgt
aus (3.12), daBB M eine Basis von V ist. Zusatzlich gilt M C M.

2) Fiir den allgemeinen Fall benotigen wir folgendes

(3.14) Lemma von Zorn. Sei M # () eine Menge, deren Elemente Mengen sind. Gilt fiir jede

Kette K C M, dall |J M € M gilt, so existiert ein maximales Element in M, d.h. ein
Mek
M e M, so dafl aus M C M' € M folgt M = M’.
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Dabei heifit eine Teilmenge K von M Kette, falls K # () und falls fiir je zwei Elemente
Ml,MQ el gﬂt

(%) M; C M, oder My C M,

Wir nehmen das Lemma von Zorn als Axiom der Mengenlehre hin und definieren in
Abhéngigkeit von einer gegebenen, linear unabhédngigen Menge M, C V:

M :={M | My C M CV, M linear unabhiingig}

Wegen M, € M gilt M # (). Wir wollen die Voraussetzung von (3.14) nachweisen. Sei also

K eine Kette in M. Dann gilt My C |J M und es bleibt zu zeigen, dafl |J M linear
MeK MeK
unabhéngig ist.

Seien vy, ..., v verschiedene Vektoren in |J M. Dann existieren M,..., M € K mit
Mek

vy € My, ..., v, € M. Wegen (x) existiert eine der Mengen Mj, ..., My, sagen wir M;, die

die anderen enthélt. Dann sind vy, ..., v, verschiedene Elemente in M; und damit linear

unabhéngig (, da M; € M linear unabhéngig ist). Also |J M € M. Nach (3.2) ist ein
MeK
maximales Element von M, das nach (3.14) existiert, eine M, enthaltende Basis von V.

Wichtig: Es gibt im allgemeinen sehr viele Basen eines Vektorraumes. Sie haben aber
alle “gleich viele” Elemente, siehe (3.16). Zum Beispiel bilden zwei Vektoren v = (a,b),
w = (c¢,d) des R? genau dann eine Basis des R?, wenn ad — bc # 0 (, was “meistens” der
Fall ist!).

Bemerkung: Die “Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems”, d.h. das Auffin-
den einer Parameterdarstellung des Losungsraums, besteht gerade darin, eine Basis dieses
Losungsraums zu finden.

(3.15) Austauschlemma. Sei B = {v;...,v,} eine Basis von V mit n Elementen und
w € V'\ {0}. Dann existiert j € {1,...,n}, so daB B’ = (B \ {v;}) U {w} Basis von V ist.

Bew.: Wegen span(B) = V existieren ay,...,q, € K, so dafl

n
(%) w = Zaivi
i=1

gilt. Da w # 0 ist, existiert ein j, 1 < j < n mit «; # 0. Wir zeigen, da8 fiir jedes solche j
gilt: B' = (B\{v;}) U{w} = {v1,...,vj_1,vj_1,..., vy, w} ist Basis.
1 . 1 . <—ozi)
v, =— | w— o | = —w+ U;
Ty Z o; Z a
i#] 1#]

und die rechte Seite ist eine Linearkombination von Elementen von B’.
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Nach (3.11)(i) folgt

span(B’) G0 span(B’ U {v;}) = span(B U {w}) G0 span(B) =V,

d.h. B’ ist Erzeugendensystem von V. Um die lineare Unabhéngigkeit von B’ zu zeigen,
nehmen wir an, daf fiir 8 € K, 51,...,08;-1, Bj+1,- -, 0n € K gilt:

() pw + Z fivi =0
B
Mit (x) folgt

ﬁz QU + Z Biv; = 0,
s g
also
ﬁO!j'Uj + Z(ﬁal + 51)2}@ = Q
2
Da B = {vy, ..., v,} linear unabhéngig ist, folgt aus der vorangehenden Gleichung So; = 0
und Bo; 4+ B; = 0 fiir alle ¢ # j. Da wir j so gewahlt hatten, dafl a; # 0 ist, folgt 3 =0

und daraus §; = 0 fiir alle i # j. Damit haben wir gezeigt, dal in (*x) alle Koeffizienten
und [; fiir i # j gleich 0 sind, d.h. B’ ist linear unabhéingig.

(3.16) Austauschsatz von Steinitz. Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V mit n Elementen
und seien wy, . .., W, m linear unabhdngige Vektoren in V. Dann gilt
(i) m<n
(ii) Es gibt (n —m) Vektoren in B, bei geeigneter Numerierung vmyi1,...,0,, so dafs
{wy, ..., Wy, U1, ..., 0} eine Basis von V ist.

Speziell gilt: Jede Basis von V' hat n Elemente.

Bew.: Induktion nach m.

Dm=10#w eV =V#{0}=n>1=m= (i). (i) folgt aus (3.15).

2) m > 1. Induktionsvoraussetzung: (i) und (ii) gelten fiir m — 1. Seien wy, ..., w,, linear
unabhéngig gegeben. Die Induktionsvoraussetzung impliziert: (m—1) < n und es existieren
n —m+ 1 Vektoren in B, 0.E. v, ..., v,, so dal {wq,..., w1,V ...,v,} eine Basis von

V ist.

Zeige (i): m < n. Sonst gilt nach der vorangehenden Uberlegung m — 1 = n und die Menge
{wy, ..., wy_1} ist Basis von V' (n —m + 1 = 0!), im Widerspruch zur Voraussetzung, daf
{wy, ..., wy,} linear unabhéingig ist. Das beweist m < n.

Zeige (ii): Wir wollen in der Basis {w1, ..., Wyn_1,Vm,...,0,} eines der v;; m < i < n,
gegen w,, ‘austauschen” und zwar so, dafl wieder eine Basis entsteht.
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Da spanf{wy, ..., Wn_1,Um,...,0,} = V gilt, existieren aq, ..., a, € K, so dafl
Wy, = QWL + ..o+ Q1 Wy—1 + QO Uy, + - .. + QU

gilt. Da {w;, ..., wy,} linear unabhéngig ist, existiert ein j € {m,...,n} mit o; # 0. Wir
konnen annehmen, dafi j = m ist. Wendet man das Austauschlemma (3.15) (vgl. auch den
Anfang des Beweises von (3.15)!) auf w := w,, und die Basis {wy,..., Wn_1,Vm, ..., Un}
an, so folgt, daBl {wy, ..., W, Vmi1,-..,v,} eine Basis von V ist. Das beweist (ii).

(3.17) Def.: Ist V endlich erzeugter Vektorraum, so heifit die Anzahl der Elemente einer
(= jeder) Basis von V die Dimension von V' (abgekiirzt: dim V).

Ist V' nicht endlich erzeugt, so setzen wir dim V' := oc.

Beispiele:

1) V={0} & dimV =0 (mit Basis M = ()

2) Fiir den K-Vektorraum K" gilt: dim(K") =n
Begriindung: Die Standardbasis {ey, ..., e,} von K™ hat n Elemente.

3) V.=Af| f: R — R}, vgl. Bsp. 4) nach (3.1). Fiir diesen R-Vektorraum gilt
dim V' = oo, vgl. Blatt 6, Aufgabe 4(b).

Bem.: V endlich erzeugt < V' endlich-dimensional.

(3.18) Folgerungen. Sei V' Vektorraum, dim V' = n < co. Dann gilt:

(i) Ist M C V linear unabhéngig, so gilt #M < n, und es gilt #M = n genau dann,
wenn M Basis von V ist.
(ii) Ist M C V Erzeugendensystem von V| so gilt #M > n, und es gilt # M = n genau
dann, wenn M Basis von V ist.
(iii) Ist U € V Unterraum, so gilt dimU < dim V. Jede Basis von U ist in einer Basis
von V enthalten. Es gilt genau dann dimU = dim V', wenn U =V gilt.

Losung von Blatt 5, Aufgabe 3: Sei U Unterraum des R? mit {(0,0)} # U # R2 Dann
existiert v € R?\ {(0,0)}, so daB U = {rv | r € R}.

Bew.: Es gilt 0 < dimU < 2 = dim(R?), also dimU = 1. Sei {v} Basis von U = Beh.
Beweis von (3.18):

(i) (3.16)(1) = #M < n. Speziell: Ist #M = n, so ist M (im Sinne von (3.12)!) eine
maximale linear unabhéngige Teilmenge, also nach (3.12) eine Basis.

(ii) Analog zu (i).

(iii) Ist B’ Basis von U, so ist B’ als Teilmenge von V' linear unabhéngig, also dim U =
#B' < n = dimV nach (i). Aus (3.16)(ii) folgt, daB B’ in einer Basis von V
enthalten ist. Gilt dimU = dim V| so ist nach (i) jede Basis B’ von U auch Basis
von V, d.h. U = span(B’) = V.
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(3.19) Def.: Seien Uy, Uy Unterrdume eines Vektorraums V. Dann heifit der Unterraum
U1 + U2 = Sp&n(Ul U UQ)

die Summe von U; und U,. Gilt Uy N Uy = {0}, so nennt man span(U; U Us) die direkte
Summe von U; und Us; und schreibt

span(U1 U U2> =: U1 D U2

Bsp.: Fiir 0 < m < n gilt: K" = (K™ x {0}) & ({0} x K"™™)

(320) Fakt. (1) Ui+ U; = {Ul + Uo ‘ Uy € Ul,u2 c UQ}
(ii) Gilt Uy N U, = {0}, so existieren fiir jedes v € Uy & Uy genau zwei Vektoren uy € Uy,
Uy € Us, so dal v = uy + uy gilt.

Bsp.: 1) V = R?, U;, U, Unterrdume der Dimension 1, U; # U,. Dann: U; N U, = {(0,0)},
U1 @ UQ - R2.
2) V =R3, U, # U, Unterrdume der Dimension 2. Dann: dim(U; NUy) = 1, U; + Uy = R3.
Beweis: Die Menge {u; + us | ug € Uy, ug € Uy} ist Unterraum (!), der U; und Us enthilt,
also span(U; U Us) C {uy + ug | ug € Uy, ug € Uy}, vgl. Def. (3.6).
Die Inklusion {u; 4+ us | uy € Uy, uy € Us} C span(U; U Uy) ist klar!
Gilt v = uy + ug = v} + uh mit {uy,u)} C Uy, {ug, uh} C Us, so folgt

/

uyp —uj =uh —uy € Uy NUy = {0}, also uy = uj, us = u.

(3.21) Lemma.

(i) Ist U Unterraum von V| so existiert ein Unterraum W von V', so dafl UNW = {0}
und U @ W =V gilt.
(W heift ein zu U komplementérer Unterraum)

(ii) Sind Uy, Uy Unterrdume von V' mit Uy N Uy = {0}, so gilt

Bem.: Im allgemeinen gibt es sehr viele zu U komplementére Unterrdume. Beispiel: Es sei
U=Rx {0} CR? und es sei v = (v1,v9) € R? und vy # 0. Dann ist W = span{v} zu U
komplementér.

Bew.: (i) Ergénze eine Basis B’ von U nach (3.18)(iii) zu einer Basis B von V und setze
W :=span(B \ B').

(ii) Fiir i = 1,2 seien By, By Basen von Uy, Us. Aus Uy N Uy = {0} folgt By N By = 0. Wir
zeigen, daf§ By U By Basis von Uy @ Uy ist (= dim(U; @ Us) = #(ByUBy) = #B1 +#By =
dim U; + dim Us). Wegen (3.20)(i) ist By U By Erzeugendensystem von U; & Us. Um zu
zeigen, dafl By U By linear unabhéngig ist, sei

k !
Z QU; + Z Bjw; =0,
i=1 j=1
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wobei aq,...,0, € K, vy,...,v; verschiedene Elemente von By, wq,...,w; verschiedene
Elemente von B, sind. Dann folgt

Wegen Uy N U, = {0} folgt

> =0= 3

j=1
Da B; und B; beide linear unabhéngig sind, folgt aus den vorangehenden Gleichungen
a;=...=ar=0und g, = ... = 3, = 0. Das beweist die lineare Unabhéngigkeit von
B, U Bs.

Bem.: (3.21)(ii) gilt — richtig interpretiert — auch fiir den Fall, da§ U; oder U, unendlich-
dimensional sind. Fiir den Rest des Kapitels werden wir aber dim V' < oo voraussetzen.

(3.22) Dimensionssatz. Seien Uy, Uy Unterrdiume eines Vektorraums V. Dann gilt
d1m(U1 + Ug) = dim Ul dim UQ — d1m(U1 N UQ)

Bew.: Uy NU, =: Ujy. Nach (3.21)(i) existieren Unterrdume Wi (von U; = von V') und W,
so dafl Uy = Uy @ Wi und Uy = Upp @ Wo gilt. Dann folgt

(*) U1+U2: (Ulg@Wl)@Wg
Denn einerseits 148t sich jedes Element v € U; 4+ U, als

V= U1 + Us :u12+w1+u’12+w2 = (u12+u’12)+w1+w2
mit uy € Uy, ug € Us, ujg, u)y € U, wy € Wy und wy € W schreiben und andererseits gilt
(U12 EB Wl) N W2 == U1 N (U2 N WQ) = U12 N W2 — {Q}
Nach (3.21)(ii) folgt aus (x): dim(U; + Us) = dim Uys + dim Wy + dim Wa, und aus U; =
U @ Wy, Uy = Upp ® Wo:

dim U1 = dim U12 + dim W1
dim U2 = dim U12 + dim W2

Subtrahiert man diese beiden Gleichungen von der vorangehenden, so folgt
dlIIl(U1 + UQ) — dim U1 — dim U2 = —dim U12

oder
d1m(U1 + Ug) = dim U1 + dim U2 — dim U12,
wie behauptet.

Bez.: Ein Unterraum H C V heifit Hyperebene, falls dim H = dim V' — 1 gilt.

(3.23) Folgerung. Ist U C V' Unterraum, H C V Hyperebene, so gilt entweder

dim(UNH)=dimU — 1
30



oder UCH(U=UNH<Sdm(UNH)=dimU).
Bew.: Aus (3.22) folgt
(%) dim(UNH) =dimU + (dimV — 1) — dim(U + H).

Gilt dim(U + H) < dim V, so folgt aus (3.18)(iii) angewendet auf H C U + H, da}l H =
U+H,d.h. U C H gilt. Gilt dim(U+H) = dim V, so folgt aus (*): dim(UNH) = dim U —1.

(3.24) Lemma. Ist K ein Koérper und sind ay, ..., a, € K nicht alle = 0, so ist der Losungs-
raum L; C K" der Gleichung

1 &1$1+...+Cln$n:0
eine Hyperebene in K™.

Bew.: Sei etwa a; # 0. Dann folgt durch Auflésen von I nach z;:

Q;

sz{x:(:cl,...,xn)ER”]xj:i(—a—) i},

i=1 J
1#]
Wir definieren fiir ¢ # j die Vektoren v; = e; — #+e; € K™. Dann gilt
J

Ly =span{v; | i € {1,....,n} \ {j}}.
Da die Vektoren v;,i # j, linear unabhéngig sind (!), folgt dim L; =n — 1.
(3.25) Satz. Sei K ein Korper und
ay; 1 +...+ ap r, =0
1 : : :
a1 1+ ...+ Qg T, =0

ein homogenes lineares Gleichungssystem mit a;; € K fir 1 <: <k, 1 < j <n. Dann gilt
dimL; >n—k.

Beweis: Induktion nach k.

k = 1: Nach (3.24) ist der Losungsraum L; C K™ einer einzigen linearen Gleichung (n—1)-
dimensional, es sei denn, alle Koeffizienten der Gleichung sind 0 (und in diesem Fall gilt
L; = K™). In jedem Fall gilt dim L; > n — 1.

k > 1: Es sei I' das Gleichungssystem, das aus den ersten (k — 1) Gleichungen von [
besteht, und I, sei die k’te (=letzte) Gleichung von I. Dann gilt

L[ = L[/ N L]k

Die Induktionsvoraussetzung besagt: dim Ly > n — k + 1. Sind alle Koeffizienten von I,
gleich 0, so gilt L;, = K", also L; = Ly und damit dimL; =dim Ly >n—k+1>n—k.
Sind nicht alle Koeffizienten von I gleich 0, so ist L;, nach (3.24) eine Hyperebene.
Dann folgt aus (3.23), angewendet auf U = Ly, H = Ly,
dim L] == dlm(L]/ N L[k> Z dlm(Lp> -1 Z n—k.
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Bez.: Eine Teilmenge A von V heifit k-dimensionaler affiner Unterraum, falls es ein v € V/
und einen k-dimensionalen Unterraum U C V gibt, sodaB A={v+u|ue U} = v+ U
gilt. Ist &k = 1, so nennt man A eine affine Gerade, ist £ = 2, eine affine Ebene und ist
k =dimV — 1, eine affine Hyperebene.

Bem.: Ein affiner Unterraum A von V' ist genau dann ein Unter(vektor)raum von V| wenn
0 € A gilt. Sind vy, v; € V und sind Uy, U; Unterrdume von V', so gilt vy + Uy = v + U
genau dann, wenn Uy = U; und vy — vy € Uy gilt.

(3.26) Folgerung. Sei K ein Korper und [ ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit k
Gleichungen fiir n Unbekannte. Dann gilt entweder L; = () oder L; ist ein affiner Unterraum
von K™ der Dimension > n — k. Insbesondere besitzt I héchstens dann genau eine Lésung
(d.h. #L; = 1), wenn k > n gilt.

Bew.: Die Behauptung folgt durch Kombination von (1.6) mit (3.25).

Bem.: Die Aussagen von (3.25) und (3.26) kann man auch direkt mit dem Gaufschen
Eliminationsverfahren einsehen.

Exkurs: Fehlerkorrigierende Codes

Lit.: MacWilliams, F.J., Sloane, N.J.A.: The Theory of Error-Correcting Codes, North-
Holland, Amsterdam 1978.
van Lint, J.H.: Introduction to Coding Theory (3. Aufl.), Springer 1999.

Problem: bei der Ubermittlung von Daten entstehen Fehler. Gesucht ist eine Methode, die
die (meisten) Fehler automatisch korrigiert.

Rodiernng o L. Folge der Lange n von 0,1 Ubermittheng o hlerhafter Folge von 0,1

Dekodierung
—

Daten

automat. Fehlerkorrektur
—

urspriingl. Folge von 0, 1 urspriingl. Daten.

Das kann nur funktionieren, wenn bei der Kodierung nur spezielle Folgen von 0,1 (“die
Worter des Codes”) verwendet werden.

Mathematische Formulierung:

{0,1}" ={(x1,...,zn) | 11 €{0,1},..., 2, € {0,1}}
Folgen von 0,1 der Linge n, z.B. (0,1,0,1,0,1,0) € {0,1}7

Hamming-Abstand d von Elementen z,y € {0,1}"

dz,y) =#{i| 1 <i<nund z; #y;} (=d(z,y)€{0,...,n})
Dabei wird mit #M die Anzahl der Elemente einer Menge M bezeichnet.

Bsp.: (n=4) = (0,0,1,1), y = (0,1,1,0) = d(z,y) = 2.
Eigenschaften von d: Vx,y, z € {0, 1}" gilt:

(i) d(z,y) > 0und d(z,y) =0z =y
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(i) d(z,y) = d(y, ) (“Symmetric”)
(iii) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (“Dreiecksungleichung”)
(i)-(iii) < “d ist Abstandsfunktion”
Zuz €{0,1}" t € N sei

Bla,t) = {y € {0,1}" | d(z,y) < £}
der (d-)Ball um x vom Radius t.
Bem.: B(x,1) enthélt genau (n + 1) Elemente.

(E1) Def.
(i) Ein Code der Lénge n ist eine Teilmenge C' # () von {0, 1}™.

(ii) Ein Code C heifit t-fehlerkorrigierend <
Ist z € Coye C,x#y,sogilt B(z,t) N By, t) =0.

Idee: Sei C t-fehlerkorrigierender Code. Als kodierte Nachrichten sind nur “Codeworter”
x € C erlaubt.

Ubermittlung _ automat. Korrektur = = ..
reC — “Te{0,1}" — T € C so, daB d(7,7) minimal.

Dann: Ist d(x,7) < t, so gilt T = 2, da es nur ein x € C' mit d(7,r) <t gibt.
D.h.: Sind bei der Ubermittlung hochstens ¢ Fehler aufgetreten, so ordnet die automatische
Fehlerkorrektur der fehlerhaften Nachricht = das urspriingliche Codewort z zu.

Bem.: 1) C C {0,1}" ist t-fehlerkorrigierend < Ist z € C, y € C und = # vy, so gilt
d(x,y) > 2t + 1 (Dreiecksungleichung!)
2) C C {0,1}™ 1-fehlerkorriegierend = #C' - (n + 1) < 2"(= #{0,1}")

Problem: Zeitaufwand Fehlerkorrektur ~ #C - n ~ 2"
Lineare Codes
{0,1}™ ist Vektorraum iiber dem Korper {0,1} = Z,

(E2) Def. C' C {0,1}" heiit linearer Code < C' ist Unterraum von {0, 1}"
(0eCundVe,ye C:z+yeC)

Seipe Nundn:=2"—1 (zB.p=5n=31=2"=3%1=2.(219° =2.(1024)% =~ 2-10%)

Seien vy, ..., v, die von 0 € {0, 1}? verschiedenen Elemente von {0,1}? und F : {0,1}" —
{0, 1}? definiert durch

F(zy,...,2,) = 2101 + o2 + ... + 0, € {0,1}7
Dann gilt fiir alle z,y € {0,1}" : F(x +y) = F(x) + F(y).

Daraus folgt: C' := {z € {0,1}" | F(z) = 0} ist Unterraum (=linearer Code).
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C heifit der n’te Hammingcode.

(E3) Satz. Der n’te Hammingcode ist ein 1-fehlerkorrigierender Code der Linge n

n

2
mit #C = - (“C' ist perfekt”)

+1
Bew.: Seien x,y € C, x # y. Zu zeigen: d(z,y) > 3

ryyeC= (x¥) (xr1—y)v1+ ...+ (xy — yn)v, = 0.
Wegen z # y existiert ein i € {1,...,n}: x; # y;. Dann (z; — y;)v; = v; # 0.

Wegen (x) existiert ein j # ¢ mit z; # y;, also (z; — y;)v; = v;. Wenn alle anderen
Komponenten von z und y iibereinstimmten, so wire (x) die Gleichung
v; + Uj = Q

Dain Zy 1+1 = 0 gilt, gilt v+v = 0 fiir alle v € {0, 1}". D.h. aus v; +v,; = 0, folgt v; = v;,
im Widerspruch dazu, daf die v; alle verschieden sind. Also gibt es mindestens eine weitere
Komponente, in der x und y nicht iibereinstimmen, d.h. d(z,y) > 3, wie behauptet.

Ist € {0,1}" und F(z) # 0, so gilt F(z) =v; furein i € {1,...,n}.
Daraus folgt F'(z —e;) = F(x) — F(e;) =0, d.h. 2 —e; € C und d(z,x — ¢;) = 1.
Also | B(z,1) ={0,1}" und damit #C - (n + 1) = 2",

zeC

Algorithmus zur Korrektur eines Fehlers:

Sei T € {0,1}" die empfangene Nachricht. Berechne F(7) € {0, 1}?.

F(z)=0 = T:=7T
F(E):Ul = %::E—i-ei
Zeitaufwand =~ n?p (= 31%2-5 ~5-10%) < 2" ~ 2 - 107)
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4. Lineare Abbildungen und Matrizen.

Wie iiberall, so sind auch in der Mathematik nicht nur die einzelnen Objekte wichtig, son-
dern auch die Beziehungen zwischen ihnen, die hier meist durch Abbildungen beschrieben
werden, die (in einem zu definierenden Sinn) die Struktur der Objekte erhalten, sogenannte
Homomorphismen. Im folgenden seien V' und W Vektorrdume iiber demselben Kérper K.

(4.1) Definition. Eine Abbildung L : V' — W heiit linear (oder Vektorraumhomomorphis-
mus), falls fiir alle v, vy, v € V und alle o € K gilt:

(i) L(vy +v9) = L(v1)+ L(vq) (L ist “additiv”)
(ii) L(av) = alL(v) (L ist “homogen”)

Bez.: Statt “lineare Abbildung” ist auch “linearer Operator” iiblich. Im Fall W = K spricht
man oft von einem “linearen Funktional” oder einer “Linearform” L :V — K.

Hom(V,W):={L | L:V — W linear}.

Eine lineare Abbildung L : V — V heiBt Endomorphismus, End(V) = {L | L : V —
V linear}.

Ein Homomorphismus L : V' — W heifit Isomorphismus, falls L bijektiv ist. Zwei K-
Vektorrdaume V und W heiflen isomorph, falls es einen Isomorphismus L : V — W gibt.

Beispiele:

0) idy € End(V).
Ist L:V — W die “0-Abbildung” definiert durch

VoeV:Lv=0eW,

so gilt L € Hom(V,W). Ist U C V Unterraum, so ist die Inklusion ¢ : U — V|
Vu € U: i(u) := u, eine lineare Abbildung.

1) Fira € K sei S, : V. — V, S,(v) := av, die “Streckung” um «. Dann gilt:
Se € End(V).

2) V := der R-Vektorraum R. L € End(R)

m := L(1). Dann gilt: L(z) = L(x - 1) D
3) Zu reellen Zahlen a < b ist C°([a,b],
Vektorraum, vgl. Bsp. 4 nach (3.1).

—

L(1) =

< Jm € RVz € R: L(x) = ma. Namlich:
x -
) =1{f | f [a b] — R stetig} ein R-

L:C%a,b,R) =R, L(f):= /f(x)dx

L ist linearer Operator von C°([a,b],R) nach R (“Lineares Funktional”).
4) CY(R,R) = {f | f: R — R ist differenzierbar und f’': R — R ist stetig}
D: CYR,R) — C%R,R), D(f) := f’. D ist linearer Operator.
5) Die im Exkurs tiber Codes definierte Abbildung F': (Zy)" — (Z2)? ist linear.
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Wichtig ist folgender Zusammenhang mit der Analysis: Ganz grob gesprochen ist die Ana-
lysis die Kunst, nichtlineare Funktionen (in einer kleinen Umgebung eines festen Punktes
xo) durch lineare Funktionen zu approximieren und aus Eigenschaften der approximieren-
den linearen Funktion (, mit der man gut explizit rechnen kann) auf Eigenschaften der
urspriinglichen nichtlinearen Funktion zu schlieflen.

Im Fall von (nichtlinearen) Funktionen f : R — R und zy € R ist die approximierende
lineare Funktion gegeben durch h € R — f'(x¢)h € R, und es gilt fiir den durch f(xo+h) =

f(zo) + f'(xo)h+ R(h) definierten “Approximationsfehler” R(h) : }llin(l) %h) = 0. Betrachtet

man (z.B. in der Analysis II) Funktionen f : R” — R™ und zp, € R", so wird in der
analogen Definition der Differenzierbarkeit aus der linearen Funktion h € R — f'(zg)h € R
eine lineare Abbildung D f(z() € Hom(R", R™).

Noch allgemeiner betrachtet man in der Theorie der Differentialgleichungen (und in der
Physik und in anderen Wissenschaften) nichtlineare Differentialoperatoren zwischen un-
endlich-dimensionalen Funktionenrdumen, die durch lineare Operatoren zwischen solchen
Funktionenrdumen approximiert werden. Oft verwendet man in der Physik direkt diese
linearisierten Operatoren (z.B. Wellengleichung, Wirmeleitungsgleichung).

Bez.: Ist L € Hom(V, W), so heif}t
ker L:={v eV |Lkv)=0eW}=L"'{0})
der Kern von L und
mL:={weW|JveV:Lv)=w}=LV)
das Bild von L.
(4.2) Fakt. Sei L € Hom(V, W), U; Unterraum von V', Uy Unterraum von W. Dann gilt:

(i) L(Uy) ist Unterraum von W.
(i) L=*(Uy) ist Unterraum von V.

Speziell: ker L ist Unterraum von V| im L ist Unterraum von W, und es gilt L(0) = 0.

Bew.:

(i) Sind wq,wq € L(Uy), so existieren vy, vy € Uy, so dal L(vy) = wy und L(vy) = wy
gilt. Da Uy Unterraum ist, gilt v; +vy € Uy, also L(vy+vy) € L(Uy). Die Additivitét
von L impliziert: wy + wy = L(vy) + L(ve) = L(vy + vq) € L(Uy).

Analog folgt: Ist w € L(Uy),a € K, so gilt aw € L(U;y). Schliefllich impliziert
Uy # 0, da L(Uy) # 0 gilt.

(i) Ist v € L7H(Us),a € K, so gilt aL(v) € Us, da U, ein Unterraum ist. Die Homoge-
nitdt von L impliziert: L(av) = aL(v) € Us, also av € L™(U,). Analog folgt: Sind
v, v9 € L7H(Uy), so gilt vy +vy € L7 (Uy). SchlieBlich zeigen wir, dal L(0) = 0 gilt.
Daraus folgt dann 0 € L=Y(U,), speziell L=1(Us) # (. L(0) = L(00) = 0L(0) = 0,

vel. (3.2)(i). .



(4.3) Fakt. Sei L € Hom(V, W). Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i) L ist injektiv.
(ii) ker L = {0}.
(iii) Ist M C V linear unabhéngig, so ist L(M) C W linear unabhéngig.

Bew.: (i) = (ii): Ist L injektiv, so ist 0 € V' das einzige Element von V| das durch L auf
0 € W abgebildet wird, also ker L = {0}.
(i) = (iii): Es gelte ker L = {0} und M C V sei linear unabhéngig. Seien wy, ..., wy

k
verschiedene Elemente von L(M), aq,...,a4 € K, und es gelte Y ocyw; = 0. Wir wollen
i=1
zeigen, dal oy = ... = o = 0 gilt. Zu jedem w; € L(M) existiert ein v; € M mit
L(v;) = w;. Da die wy, . .., wy, verschieden sind, sind auch die vy, . .., vy verschieden. Durch

Induktion folgt aus der Linearitdt von L, dafl
k k
(o) = Yot
i=1 i=1

k k
gilt. Aus > a; L(v;) = > ayw; = 0 folgt also

i=1 =1

k
Z a;v; € ker L = {0},
i=1

k

d.h. > a;u; = 0. Da die vy, ..., vy verschiedene Elemente der linear unabhéngigen Menge
i=1

M sind, folgt a; = ... = ap = 0.

(iii) = (i): Seien vy # vy € V. Dann gilt vy —v; # 0, d.h. die Menge M = {vy — v} C V ist
linear unabhéngig. Nach (iii) ist dann auch L(M) = {L(vy —v;)} € W linear unabhéngig,
d.h. L(vg — v1) # 0. Nun gilt (vgl. (3.2)(iii)):

0# L(vy —v1) = L(vg + (—=1)vy) = L(vg) + L((=1)vy) = L(vy) — L(vy).
Also L(vy) # L(va), d.h. L ist injektiv.

Bem.: Die linke Seite eines linearen Gleichungssystems I mit & Gleichungen und n Unbe-
kannten definiert wie folgt eine lineare Abbildung L € Hom(K", K*):

L(zy,...,x,) = (@11 + ... 4+ Q1pTny - o, Q11 + o+ Q) € K*.

Das Problem, fiir eine gegebene rechte Seite b = (by, ..., b) € K* von I die Losungsmenge
L; zu finden, ist also gerade das Problem die Urbildmenge L~'({b}) zu finden,

Li = L7 ({b)).

Es gilt also:

I ist besitzt fiir die rechte Seite b = (by, ..., bx) eine Losung < b € im L.
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I besitzt fiir jede rechte Seite hochstens eine Losung < L injektiv < ker L = {0}.
I besitzt fiir jede rechte Seite genau eine Losung < L Isomorphismus.

(4.4) Lemma. Sei L € Hom(V, W), M C V. Dann gilt:
L(span(M)) = span L(M).

Bew.: Ubungsaufgabe.
(4.5) Folgerung. Sei L € Hom(V, W). Dann sind dquivalent:

(i) L ist Isomorphismus (< L bijektiv).
(ii) Fiir jede Basis B von V gilt: L|B ist injektiv und L(B) ist Basis von W.
(iii) Es existiert eine Basis B von V, so dafl L|B injektiv und L(B) Basis von W ist.

Bew.:

(

(i) = (ii). Sei B C V Basis £ L(B) ist linear unabhéngig.

span L(B) (1 L(span B) = L(V)

W. L injektiv = L|B injektiv.
(ii) = (iii): klar, da nach (3.13) eine Basis von V' existiert.
(iii) = (i). Zeige: L ist injektiv. Sei v € ker L. Dann existiert & € N und verschiedene

L suiektiv

W = L(B) ist Erzeugendensystem von

k
V1,...,0 € Bund aq,..., 04 € K: v =) o;v;. Daraus folgt
i=1

(%) 0=L(v) = ZaiL(vi).

Da L|B injektiv ist, sind die L(vq),. .., L(vg) verschiedene Elemente der Basis L(B). Also
folgt aus (%): oy = ... = ag = 0 und daraus v = 0. Also ker L = {0}, d.h. L ist injektiv.
L(V) = Lspan B) 1 span L(B) = W = L ist surjektiv.

Bez.: Eine geordnete Basis G eines n-dimensionalen Vektorraums V' ist ein n-Tupel von
Vektoren G = (vy,...,v,), so daB {vy,...,v,} eine Basis von V ist.

(4.6) Satz. Sei dimV =n < oo, G = (v1,...,v,) geordnete Basis von V und wy, ..., w,
beliebige Elemente von W. Dann existiert genau ein L € Hom(V,W), so dafi Lv; =
wy ..., Lv, =w, gilt.

Beweis: Vorbemerkung: Wegen span{vy,...,v,} = V existieren zu jedem v € V Skalare
ag,...,a, € K, sodal v=> au; gilt, und da die vy, ..., v, linear unabhéngig sind, sind
i=1

die aq, ..., a, eindeutig durch v bestimmt, vgl. (3.9).
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(i) Eindeutigkeit von L: Es seien L, L’ € Hom(V, W) und Lv; = L'v; fiir alle i €
yeee,foDEL Y = a;v; € V. Dann gilt
{1 }.Seiv=Y% V. Dann gil

=1

=L (i oziw) = iaiL(vl Zal (v;) = Za,vz = L'(v).
i=1 i=1

n
(ii) Existenz von L: Fiir v = ) a;v; € V definieren wir

=1
n
== Z oW; € W.
i=1

n n n
Ist v="> v, vV => v, sov+v =) (a; + a)v; und damit:
i=1 'L:l
n

Lv+v) = Z(a, + af)w; Z a;w; + Z aw; = L(v) + L(v'), d.h. L ist additiv. Analog
folgt, dafl L homogen ist, also L e Hom(V W). Offensichtlich gilt L(v;) = w; fiir alle
ie{l,...,n}.

Bem.: Eine (4.6) entsprechende Aussage gilt auch im Fall dim V' = oo.

(4.7) Folgerung. Seien V, W K-Vektorrdume, dim V' = n < oo. Dann gilt:

(i) V ist isomorph zu K".
(ii) V ist isomorph zu W < dimV = dim W.

Bew.:

(i) Sei (vy,...,v,) geordnete Basis von V. Nach (4.6) existiert ein L € Hom(V, K™)
mit L(vy) =ey,..., L(v,) = e,. Nach (4.5) ist L Isomorphismus.

(ii) Analog folgt aus dimV = dim W, da V und W isomorph sind. Ist umgekehrt
L :V — W Isomorphismus, so folgt aus (4.5), dafl dim V' = dim W gilt.

(4.8) Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen. Ist L € Hom(V, W) und dimV < oo, so gilt
dim(ker L) < oo, dim(im L) < oo und

dim V' = dim(ker L) + dim(im L).
Speziell folgt: Ist dimV = dim W, so gilt: L injektiv < L surjektiv < L bijektiv.

Bew.: Aus (3.21) folgt die Existenz eines zu ker L komplementaren Unterraums U von V/,

dh. ker L& U =V und
dim(ker L) + dim U = dim V.
Wir zeigen, daB L|U : U — im L ein Isomorphismus ist und damit dimU = dim(im L),

woraus mit der vorangehenden Gleichung die Behauptung folgt.
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L|U ist injektiv, da ker(L|U) = ker LN U = {0}, vgl. (4.3). Zu jedem w € im L existiert
ein v € V mit L(v) = w. Wegen ker L & U = V existieren vy € ker L und u € U, so da8
v = vy + u gilt. Dann folgt w = L(v) = L(vy) + L(u), d.h. w € L(U). Das zeigt, da8
L|U : U — im L surjektiv ist.

Anwendung;:

Sei I die linke Seite eines linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten und k Glei-
chungen und Koeffizienten a;; € K. Sei L : K® — K* die zugehérige lineare Abbildung,
vgl. Bem. nach (4.3). Dann gilt: Lmem = ker L und

{b=(b1,...,bx) € K* | 3 Losung von I mit der rechten Seite b} = im L.
Aus (4.8) folgt: dim Lpom = n — dim(im L) > n — k. Das wurde schon in (3.25) gezeigt.

I ist fiir beliebige rechte Seiten (by, ..., bx) losbar < dim(im L) =k
<~ dim(LIhom) =n — k

d.h. ist n > k und ist [ fiir beliebige rechte Seite l6sbar, so ist die Losungsmenge fiir
jede rechte Seite ein (n — k)-dimensionaler affiner Unterraum. Ist k = n, so gilt: [ ist fir
beliebige rechte Seiten (by, ..., b,) 16sbar < Lpmem = {0} < I besitzt fiir jede rechte Seite
(b1,...,b,) genau eine Losung.

Ist L € Hom(V, W), a € K, so definieren wir:
alL :V — W durch: Vv € V ist (aL)(v) := aL(v) € W.
Es gilt dann: oL € Hom(V, W), z.B. zeigen wir, dal oL additiv ist: (L) (v +vq) = aL(v1+
v9) = a(L(v1)+L(vy)) = aL(v1)+al(vy) = (aL)(v1)+(al)(ve). Sind Ly, Ly € Hom(V, W),
so definieren wir:
Li+ Ly : V — W durch: Yo € V ist (L1 + Ly)(v) := L1(v) + La(v) € W.

Es gilt dann: Ly + Ly € Hom(V, W), z.B. zeigen wir, dafl L; + Lo homogen ist: (L4
Ls)(av) = Li(av) + Ly(av) = ali(v) + aLs(v) = a(Li(v) + La(v)) = a(Ly(v) + La(v))
a(Ly + Ly)(v).

(4.9) Satz. Mit dieser Addition und dieser Multiplikation mit Korperelementen o € K st
Hom(V, W) ein K-Vektorraum.

+

Bew.: Es mufl nachgepriift werden, dal (Hom(V,W),+) eine abelsche Gruppe ist und
daB die Bedingungen (3.1)(i)-(iv) erfiillt sind. Das ist ebenso langwierig wie langweilig,
aber man sollte es (einmal) getan haben. Wir fithren exemplarisch einige der notwendigen
Schritte durch: Das neutrale Element der Addition in Hom(V, W) ist die Abbildung L €
Hom(V, W), die jedes v € V auf 0 € W abbildet, genannt die 0-Abbildung. Das additive
Inverse zu L € Hom(V, W) ist —L € Hom(V, W), definiert durch (—L)(v) := —L(v).

Um (3.1)(iii) zu zeigen, seien « € K, Ly, Ly € Hom(V,W). Fiir beliebiges v € V' gilt:

(a(Ly + L2))(v) = a((Ly + L2)(v)) = a(Li(v) + La(v)) = aLy(v) + aLy(v)
= (aly)(v) + ((ILQ)EL?(J)) = (aLy + aly)(v).



Also gilt: a(Ly + Lo) = aLy + aLs.

(4.1) Def. Eine m x n-Matrix A tiber dem Korper K ist ein rechteckiges Schema, das aus
m - n Korperelementen a;; € K besteht:

aiy; ... Qip
A= : : = (aij) 1<i<m
1<j<n
Am1 .- Amn
A heifit quadratisch < m = n.
Die Vektoren (aii,...,a1,) € K™ ..., (ami,-- -, @mn) € K™ heiflen die Zeilenvektoren von
ai QA1n
A. Die (m x 1)-Matrizen : ey : heiflen die Spaltenvektoren von A.
am1 Qmn

Mit K™*" wird die Menge der (m x n)-Matrizen iiber K bezeichnet.

Bsp.: Die linke Seite eines linearen Gleichungssystems mit m Gleichungen und n Unbe-
kannten (in K) ist durch eine Matrix A € K™*" gegeben.

(4.11) Def. Sei L € Hom(V,W), dimV = n, G = (vy,...,v,) geordnete Basis von V,
dimW =m, G’ = (wy, ..., w,) geordnete Basis von W. Dann heifit die Matrix A = (a;;) €
K™ die durch

L(v;) =: Zaijwi fir 1 <j<n,

=1

definiert ist, die Matrix von L beziiglich G und G’,
A= Matg/(L).
(4.12) Folgerung. Die Abbildung Matg/ : Hom(V, W) — K™*" ist bijektiv.
Bew.: Injektivitat: Seien Li, Ly € Hom(V, W) und Matgl(Ll) = Matg/(LQ). Dann gilt:

Li(v;) = > ajjw; = La(v)) fiir j € {1,...,n}. Aus (4.6) folgt dann: Ly = L,.
i=1

Surjektivitit: Sei A = (a;;) € K™ " gegeben. Wir definieren fiir j € {1,...,n}:
Ej = Zaijwi e Ww.
i=1

Nach (4.6) existiert (genau) ein L € Hom(V, W) : Lv; = w;. Dann gilt: Mg/(L) = A.

Bem.: Da eine Matrix A € K™*"™ im Grunde nur ein etwas anders notiertes Element von

K™™ ist, 148t sich leicht eine “natiirliche” K-Vektorraumstruktur auf K™*" definieren:
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ae€ K, A= (a;) € K" — aA = (aa;;) € K™, d.h.

aayp ... QQip
aA =

A1 .. Ol
A= (aij) € Kmxn7 B = (bU) e K™ - A+ B := (Cbij + sz) c Kmxn, d.h.

ay +bn ... a, by
A+ B := : :
am1 + bml coo Qmp + bmn

(4.13) Fakt. Mit diesen Operationen ist K" ein K-Vektorraum der Dimension m -n. Die
Matrizen E;; € K™ ", 1 <:<m,1<j<n

0O ... ... 0 ... ... 0
0

Eij=10 0 1 0 0
0

0O ... ... 0 ... ... 0

(wobei die 1 am Schnittpunkt der i’ten Zeile und der j’ten Spalte sitzt) bilden eine Basis,
die kanonische Basis, von K™*".

Bem.: Ist A = (a'z'j) € Kmxn’ SO gllt A= Z Z aijEZ—j.

i=1j=1
(4.14) Folgerung. Matg/ : Hom(V, W) — K™*" ist ein Isomorphismus.

Bew.: (4.12) besagt, dafl Matg/ bijektiv ist. Es bleibt zu zeigen, dafl Matg/ homogen und
additiv ist:

Dann gilt fir j € {1,...,n}:

(aL)(v;) = Z Qa;jw;.

Also Matg/(ozL) = afa;j) =« Matgl(L).

Analog folgt: Matg,(Ll + Ly) = Matg/(Ll) + Matg/(LQ).
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Frage: Gegeben 3 K-Vektorrdume V, W, Z mit dimV = n, dimW = m, dimZ = k und
geordneten Basen G, G, G” und L € Hom(V, W), J € Hom(W, Z). Wie héngt Matg”(JOL)
mit Matg:/(J) und Matg/(L) zusammen?

(4.15) Satz. Ist A = (an) = Matd, (J) € K™ B = (by) = Matd (L) € K™, so
1st Matg”(J o L) durch die Matriz C = (cy;) € K™ gegeben mit cp; = iahibij fiir
1<h<k1<j<n. -
Vorbemerkung: Assoziativ-, Kommutativgesetz von +, Distributivgesetz =

m k m k k m

Zbi ( ajivj) = Z (Z biajl-vj> = Z (Z biaﬂ) ;.

i=1 j=1 i=1 \j=1 j=1 \i=1
Bsp.: bi(a11v1 + ag1v2) + ba(a1201 + agva) = (braiy + baarz)vy + (bragr + baags)vs.
Bew. von (4.15): Sei G = (v1,...,v,), G = (w1,...,wy), G" = (z1,...,2x) und

Dann gilt: (Jo L)(v;) = J(L(vj)) =J (f) bz’j“’z‘) = i bijJ (w;)

Definition. Ist A = (ay;) € K™ B = (b;;) € K™ ", so heifit die Matrix C' = (¢;;) € K*"
mit

chj::Zahibij furléhgk,lg]fn
j=1
das Produkt der Matrizen A und B, C' =: AB. Dann gilt mit den Bezeichnungen von
(4.15):
Matg”(J oL)= Matg:/(J) Matg'(L).
Vorsicht: Damit AB definiert ist, muf} gelten

# Spalten von A = # Zeilen von B

Explizit:
so01y (P110) s
1 10 o 4 2 11
6K2><3 2 1 1 0 6K2><4
€K3><4



(1) (2)-(5)

cK?2x3 cK2x1

(4.16) Folgerung.

(i) Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ: A(BC) = (AB)C
(11) A(Bl —+ BQ) = ABl + ABQ, (A1 + AQ)B = AlB + AQB (Distributivgesetze)

Bew.:

(i) Nachrechnen. Oder: A = Matg‘é (L3), B = Matgg(Lg), C= Matgf(Ll)

und (Lg 0] LQ) e} L1 = L3 @) (LQ @) L1> (4:1>5) Beh.
(ii) Nachrechnen. Oder: J o (Ly + Ly) = (J o Ly) + (J o L) (J linear!)

WL 4B, + By) = AB, + AB,

(4.17) Abhéngigkeit von der Wahl der Basen. Seien g,? geordnete Basen von V, G’ ,?l
geordnete Basen von V’ und L € Hom(V,V”). Dann gilt:

Mat? (L) = Matg (idy+) - Matd (L) - MatZ(idy)

Bew.: Wende (4.15) auf L = idy» oL o idy bzgl. der Basen G, G, Q’,G’ an.

Bem.: G = (v1,...,v,), G = (V1,...,0,). Dann
Matg(ldv) = (aij)lgid'gn < V; = Z aiﬁi fir 1 S] <n.
i=1

1. Spezialfall: V' =V

Ein Homomorphismus L : V' — V heifit Endomorphismus, End(V) := Hom(V, V). Sei
dim V' = n. Fiir jede geordnete Basis G von V' gilt:

1 0
Matg (idy) = = E, € K"™"
0 1

FE,, heiit die n-dimensionale Einheitsmatrix.

(End(V), +, o) ist Ring (mit 1). Neutrales Element von o ist idy. (K™*", +, -) ist Ring (mit
1). Neutrales Element von - ist E,.

Matg : End(V)) — K™" ist Isomorphismus von Ringen, vgl. (4.14) und (4.15).
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Ein bijektiver Endomorphismus heiBt Automorphismus, man schreibt Aut(V) := {L |
L € End(V) bijektiv}. (Aut(V),o) ist Gruppe (Untergruppe von (Sy,o), vgl. Bsp. 5)
nach (2.1)).

Denn:

(i) idy € Aut(V) (neutrales Element beziiglich o)

(i) L € Aut(V) = L' € Aut(V) (L~! = Umkehrabbildung von L)
L~ ist bijektiv. Linearitit von L~

L(L™ v+ w)) = v4w }

L(L7'(v) + L (w)) = L(L~'(v))+L(L " (w))=v+w [ L™ (vt w)

= L (v) + L (w)

ebenso L™ (av) = aL™(v)
(ili) Ly, Ly € Aut(V) = Ly o Ly € Aut(V)
(L1 o Lo)(av) = Li(La(av)) = Li(aLs(v)) = aLi(Ls(v)) = a((Ly o Ly)(v))

Analoges Objekt in K™*™:
GL,(K) :={A € K™ |3B € K™": BA=E,}
Def.: Seien (G,71),(G’,7") Gruppen. H : G — G’ heifit Gruppenhomomorphismus <

Vg, h € G: H(gTh)=H(g) 7" H(h)
H Gruppenisomorphismus < H bijektiver Gruppenhomomorphismus

4.18) Satz. (GL,(K),-) ist Gruppe und Matd : Aut(V) — GL,(K) ist Gruppenisomor-
g
phismus.

Bew.:
(i) Zeige: L € Aut(V) = Matg(L) € GL,(K)
E, = Matd(idy) = Matd(L ' o L) "2 Matd(L ") - Matd(L)
N———
eKan

(i) Zeige: VA € GL,(K)3L € Aut(V) : Matg(L) = A

A€ GL,(K)= 3B € K™": BA = E,. Nach (4.14) existieren J, L € End(V): Matg(J) =
B, Matg(L) = A. Also: Matg(J o L) = BA = E,,. Da Matg injektiv ist, folgt J o L = idy,
speziell L ist injektiv. Nach (4.8) ist L bijektiv, also L € Aut(V) und Matg(L) = A,
auBerdem folgt J € Aut(V) und damit nach (i) Matg(J) = B € GL,(K).

(i)+(ii) = Matg : Aut(V) — GL,(K) bijektiv.
(4.15) = (GL,(K),-) ist Gruppe und Mat§ Gruppenisomorphismus.

Bez.: Die Elemente von GL,,(K) heifien regulire (oder nicht-ausgeartete oder invertierbare)

(nxmn)-Matrizen. Ist A € GL,,(K), B € K"*" und BA = E,, so folgt (vgl. Bew. von (4.18))
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B € GL,(K) und damit (da GL,(K) eine Gruppe ist) B = A™!, speziell auch AB = E,,.
A~! heiit die zu A € GL,,(K) inverse Matrix.

(4.19) Folgerung (aus (4.17)): Seien G, G geordnete Basen von V, L € End(V) und P :=
MatZ(idy ). Dann gilt P € GL,(K), P~ = Mat{(idy) und

Matd(L) = P~ Matg(L)P

Bew.: Mat(idy) Matg(idy) = Matd(idy) = E, = P € GL,(K) und P~! = Mat(idy).
Die letzte Gleichung folgt aus (4.17).

Bez.: Zwei Matrizen A, A € K™ heiflen ihnlich < 3P € CGL,(K) : P'AP = A.
“Ahnlich” ist eine Aquivalenzrelation. Nichttriviales Problem: Man finde zu gegebenem
A € K™ eine “moglichst einfache” #hnliche Matrix (oder dquivalent: Man finde zu L €
End(V) eine Basis G, so daB Matg(L) moglichst einfach ist). Der im allgemeinen nicht
erreichbare Idealfall ist:

dy

Matg(L) = Diagonalmatrix =

2. Spezialfall: 'V = K" mit Basis G = (eq,...,¢e,)
V' = K™ mit Basis G’ = (e1,...,en)

Bez.: Im Fall dieser natiirlichen Basen schreiben wir fiir Matg/ kurz Mat : Hom(K", K™) —
K™ Wir identifizieren K™ (bzw. K™) mit den “einspaltigen” Matrizen K"*! (bzw.
K™*1) durch den Vektorraumisomorphismus

€
(x1,...,2,) € K" — : € K™

T

(4.20) Satz. Mit diesen Identifikationen gilt: Ist L € Hom(K", K™) und A = (a;;) =
Mat(L), so gilt fir alle x = (xq,...,x,) € K™:

T a1 ... Qip £y
Liz)=Al | =

Tn Al -+ Qmn Ty

Bew.: Mat(L) = (a;;) 1<i<m < L(e;) = > ajje; fiir 1 < j <n.
1<j<n i=1
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Also: L(:(:) = L (i a:je]) — i *TjL<€j) zn: <Z a”el) vgl. Bew.:von (4.15)

n n
. m 3 .
L(z) = | ayzy, Z A2 T,y > Ay | € K™, Andererseits:
Jj=1 Jj=1 Jj=1
n
> a1;;
aijr ... Qip T j=1
. . : — : c Kmxl
a a x ”
ml .- mn n Z amjxj

Bem.: L € Hom(K™, K™), A = Mat(L). Dann “ist” L(e;) € K™ der j'te Spaltenvektor
von A

0
a .
ai;y ... Qip 0 1
L _ . . 1 . a2j KmX1
(ej) = : : = : € .
Am1 .- Amn 0 a' 4
. mj
0

Speziell: Ist A € K™ so gilt: A € GL,(K) < die Spaltenvektoren von A sind linear
unabhéngig.

Begriindung: Die lineare Abbildung L € End(K™) mit Mat(L) = A bildet die Basis
el,...,e, auf die n Spaltenvektoren von A ab. Nach (4.5) ist L genau dann ein Auto-
morphismus, wenn diese Spaltenvektoren eine Basis von K™*! bilden.

(4.21) Def.: Der Rang rg(A) von A € K™ ™ ist die maximale Zahl linear unabhéngiger
Spaltenvektoren von A.

Bem.: 1) 0 <rg(A) < min{n, m}. Begriindung: Da A n Spaltenvektoren hat, gilt rg(A) <
n. Da der Raum K™*! ~ K™ der Spaltenvektoren m-dimensional ist, gilt rg(A) < m, vgl.
(3.16) Austauschsatz von Steinitz.

2) Fir A e K™ gilt: rg(A) =n < A € GL,(K).

(4.22) Fakt: Sei L € Hom(K", K™) und A = Mat(L). Dann gilt

rg(A) = dim(span{Spaltenvektoren von A}) = dim(im L)
= n—dim(ker L) =n — dim{x € K"*! | Az = 0}.

Bew.: Die 1. Gleichung folgt aus der Tatsache, daf§ die Dimension eines Vektorraums die

maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren dieses Vektorraums ist. Die 2. Gleichung,
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folgt aus “L(e;) = j’ter Spaltenvektor von A” und im L = span{L(e;) | 1 < j < n}. Die 3.
Gleichung folgt aus (4.8) und die 4. Gleichung folgt aus der dritten.

(4.23) Satz. Fir jedes A € K™ " ist rg(A) auch die mazimale Zahl linear unabhdngiger
Zeilenvektoren von A (“Spaltenrang = Zeilenrang” ).

Bew.: Siehe (4.25).
(4.24) Satz. Sei A = (a;j;) € K™ ™ und I das lineare Gleichungssystem

T by
I A =
Tn b
ayy ... Gy, bp
und (A|b) € K™ "V die Matriz
Ami -+ Qmpn bm

Dann gilt: I besitzt eine Losung < rg(A) = rg(A|b)

T bl aplry +...+ A1nTp = bl
Bew.: A : = : & : : &
Tn b, Am1T1 + ...+ GmnZn = bm
ai a2 A1n by
. . . . 1
Il : +$2 : —f——l—l’n : — : GKmX
Qm1 Am?2 Qmn bm
~ v ~ / —_——— N——
=4 =:Az =:An —b

Also: I besitzt Losung < span{A,..., A, } =span{A,..., A,,b}
& rg(A) = rg(A|b)

Konkrete Rechenverfahren:

(4.25) Losen eines linearen Gleichungssystems mit dem Gauflschen Algorith-
mus in Matrizenschreibweise. (Zum Losen von linearen Gleichungssystemen siehe auch
(1.13), (1.15), (1.16), (3.25), (3.26) und (4.8) plus Anwendung).

Gegeben das lineare Gleichungssystem

aplry +...+ ainT, = b1
m1Z1 + ...+ GpnZn = by
Setze
aiyy ... Qip bl
Al — c Kmx(nJrl)
Gml -+ Qmn Om
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1. Fall ay; # 0:

1 ai2 ain by
ail ail ail b
12 ai 1
0 az —any? A2n — G217 by — ag a
Al — A2 =
b
0 Am2 — Aml 212 cor Omp — Aml n bm — Am1 .

ail ail

2. Fall: a1, = 0, aber es existiert ¢ > 1 : a;; # 0. Vertausche 1. und 7’te Zeile von A;. Dann
1. Fall.

3. Fall: a;; =0 fir 1 <7 <m, d.h.

0 a2 ... bl a2 ... bl
A = : : e Kmx(ntl) Betrachte A; = : : e Kmxn.

Oamg bm Am2 ... bm
Dann 1. Fall (fiir n — 1).
Iteriere! — Endergebnis ist eine Matrix (A|b) € K™**1 in Treppenform, z.B.

1 I
o 0 1
A= 0 0 O

*

o

(hier ist j, = 1, jo = 3, js = 4),

S = ¥
*

0000
d.h. es gibt Zahlen £ < min{m,n} und 1 < j; < jo < ... < jp < n (= j; > i firi €
{1,...,k}) mit:

1) a5, =11fiir 1 <i<kunda; =0fiir 1 <i<kundj<j.

T bl
Wegen (1.13) gilt fiir alle x = : € K™ und alle b = : e KM

Ty, b
(1) Az =b< Az =b (1)
Falls b = 0, so b = 0. Deshalb folgt aus (4.22):
rg(A) = n — dim{x | Ar = 0} = n — dim{x | Az = 0} = rg(A) = k.

=n—k

Andererseits: 1g(A) =k = dim(span{Zeilenvektoren von A})
= dim(span{Zeilenvektoren von A})

Daraus folgt (4.23).
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I besitzt Losung < Fiiri > k = rg(A) gilt: b; = 0. Dann ist I rekursiv auflésbar, beginnend
mit der k’ten Zeile, und die Losungsmenge von I (=Losungsmenge von [) ist ein (n—rg(A))-
dimensionaler affiner Unterraum von K".

(4.26) Berechnung der inversen Matrix mit dem Gaufischen Algorithmus. Gege-
ben A € K™, Frage: Gilt A € GL,(K). Wenn ja, berechne A~

1 0
Betrachte (A | E,) = | A € K™ und wende (4.25) analog auf (A | E,,)
0 1
an. Man erhilt (A | B) € K™ und es gilt A € GL,(K) & A € GL,(K) & a; = 1
1 % .. %
fiir 1 <4 < n. Ausserdem gilt @;; = 0 fiir i > j... (d.h. A= O ). Durch
SoTe T
0 ... 0 1
geeignete Additionen der letzten, der vorletzten, ..., der 2. Zeile verwandelt man (A| B)

in (En | B), und es gilt fiir j € {1,...,n} und alle z € K™*!:
Az = e; & Enx(= ) = j'te Zeile von B= Eej.
Also: A?ej = Ax = e, fiir j € {1,...,n} und damit AB = En. Also gilt:
B ist zu A inverse Matrix.

Zwei explizite Beispiele zu den Rechenverfahren.

Zu (4.25):
I + T — Z3 — Ty = -2
I 3ZE1 + 3r2 — xT3 — 2(1]4 = 6
—Tr1 — ) + 3[E3 + 21’4 = 14
1 1 -1 —-1] =2 -3 +|
(Alb) = 3 3 -1 -2 6 | |
-1 -1 3 2| 14 |
11 -1 —-1] =2
00 2 1|12 -] i
00 2 1] 12 |



11 -1 =1/ =2 ]l
00 1 3| 6 +|
00 O 0| 0
110 —1]4
001%6
000 0|0

Es folgt: rg(A) = 2, I ist 16sbar, der Losungsraum L; ist ein 2-dimensionaler affiner Un-
terraum.

Explizite Losung:

.%'4—)\
1’34‘51’4—6 = I3 = —%)\
T2 =t

Zu (4.26)

1 11
Berechnung von A~ fir A= | 1 0 2 ) € Q33
1 21

O =
— =
|
— =
N —
|
—_ = O
_ o O
_1

e}
O ==
_ o O

|

—_

[}

—_

|



0 4 —1 =2
0] —1 0 1
1] =2 1 1
Speziell folgt: A € GL3(Q).

o O =
o = O
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5. Die Determinante

Motivation: Ist V' ein R-Vektorraum der Dimension n und sind vy, . .., v, linear unabhéngi-
ge Vektoren in V', so heifit

P(vy,...,0,) = {thz’ |[Vie{l,...,n}:0<¢; < 1}
i=1

das von vy, ..., v, aufgespannte Parallelotop.
Bsp.: n = 2: Parallotop = Parallelogramm.

Wie es bisher fiir uns keinen mathematischen Sinn hat von der “Lénge eines Vektors v € V”
zu sprechen (dazu benétigt man eine zusétzliche “mathematische Struktur” - eine Norm
oder ein Skalarprodukt auf V'), so benétigt man auch eine zusétzliche Struktur auf V|
um “das” Volumen eines Parallelotops definieren zu kénnen. Diese zusétzliche Struktur
auf dem R-Vektorraum V' heifit eine Determinantenform und ist eine Funktion D : V" =
Vx...xV — R, die einer geordneten Basis (vy,...,v,) von V eine reelle Zahl (# 0)
n-mal

zuordnet, deren Betrag wir als Definition fiir das Volumen von P(vy, .. ., v,) nehmen wollen.
(Es stellt sich heraus, daf§ die Funktion D, die positive und negative Werte annimmt, das
mathematisch natiirliche Objekt ist. Das Vorzeichen von D(vy,...,v,) sagt etwas iiber
die “Orientierung” der geordneten Basis (vy,...,v,) aus, d.h. im Fall V = R?® (und in
physikalischer Sprechweise) ob (vy, v9, v3) ein Rechts- oder ein Linkssystem ist). Damit man
so zu einem verniinftigen Volumenbegriff kommt, wird D besondere Eigenschaften haben
miissen. Es ist eine erfreuliche Tatsache, dal D durch folgende natiirliche Forderungen
nahezu eindeutig (d.h. bis auf Multiplikation mit einer reellen Zahl # 0) bestimmyt ist.

(V1) (v1,...,v,) Basis = D(vq,...,v,) # 0.
(Vz) Fir allei € {1,...,n}, (v1,...,v,) € V" und r € R gilt:

D(v, ..., 01, TV Vig1y - o, Un) = 1D (V1,00 0)
(V3) Firalle 1 <i < j <nund alle (vq,...,v,) € V" gilt
D(Ul, P O/ PV + Vj, Vit1, - - - 7Un) = D(Ul, ce 7Un) = D(Ul, O S P +Uj, c. ,’Un>

Dabei hat Forderung (V5) die anschauliche Interpretation, daf das Volumen des Parallotops
P(vy, ..., 01,70, Viz1, - . ., vy) das |r|-fache des Volumens von P(vy,...,v,) sein soll.

Die anschauliche Bedeutung von (V3) ist die “Scherungsinvarianz” des Volumens.

(5.1) Def. Sei V' ein K-Vektorraum, k € N. Eine Abbildung f : V¥ — K heifit

(i) k-linear (k-Linearform), falls f in jedem Argument linear ist, d.h. falls fiir jedes
ie{l,....k} und alle vy, ..., v; 1, VW, V41, ..., €V, o, € K gilt:

af(ve, ..., 01,0, Vg1, - -, Uk)

f(or,. .. v, 00 + Bw, Vg1, ..., 0p) =
+ ﬁf(vh <oy Vi1, Wy Vg1, - - 7/Uk>
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(ii) alternierend (oder schiefsymmetrisch), falls fiir alle 1 < i < j < k und alle
V1,0 € Vogiltr vy =0 = flug, v, 05,000, 0) =0

(5.2) Lemma. Sei V' K-Vektorraum, dimV =n und f : V"* — K. f erfiillt genau dann die
Bedingungen (V5) (fiir K statt R) und (V3), wenn f alternierend und n-linear ist.
Bew.: siche R. Walter, Einf. i.d. Lin. Alg. (Vieweg-Verlag 1982) S. 146, Satz D).
(5.3) Lemma. Fiir jede alternierende k-Linearform f : V¥ — K gilt:
VL <i<j<h floooy0yonii, )= —F(t, .,
(ii) vy,...,v, linear abhéngig = f(vy,...,v,) =

)

0
J i j
() VI<i<j <k fl...,0,..., 0w+ v,...)=f(...,0,... 0,...)
Bew.:

(i)

-0
+f(. w0 )+ fw, . w, )/
-0

k

(ii) Sei etwa v; = ) «a;v;. Dann:
i=1
JFi

n
f(Ul, Ce ,Un> = Z()éj f(Ul, e 7Ui—lavj7vi+1; e ,Uk) = 0
j=1

-~
= =0
J#i

(iii) klar.

Wir werden uns als néchstes damit beschéftigen, herauszufinden, wie sich der Wert einer
alternierenden Form &ndert, wenn man die Argumente ganz beliebig vertauscht (“permu-
tiert”). Zunéchst einiges zu diesen Permutationen:

Die Menge S,, ={o | o : {1,...,n} — {1,...,n},o bijektiv} mit der Komposition o von
Abbildungen als Verkniipfung bildet eine Gruppe, die symmetrische Gruppe. Ein o € S,
heiit eine Permutation von {1,...,n}.

Sind aq, ..., a; Korperelemente, so fithren wir in Analogie zum Summensymbol ¥ ein:
k
HCLZ‘ =ai-ag- ... ag.
i=1
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(5.4) Def.: Ist 0 € S,,, so heifit
sgn(o) :=

das Signum von o.

2) Ist 0 € S, mitw(;(l) =2, 0(2):=1,s0sgn(o) = =2 = —1.
3) o € S, heifit Transposition < 1 < i < j < n: o(i) = 7, 0(j) =7 und o(k) = k, falls

ke{l,....n3\{i ).
(5.5) Fakt.

(i) sgn: S, — {£1}
(ii) sgn(o) = (—1)Fehlstandszahlvon o " ohei die Fehlstandszahl von o die Anzahl der
Paare (4, j) ist mit 1 <1i < j <nund o(i) > o(j).
(iii) o € S,, Transposition = sgn(c) = —1 (o hat 2(j — i) — 1 Fehlsténde!).

Bez.: Eine Permutation o heifit gerade, falls sgn(o) = 1, sonst ungerade.

(5.6) Satz. Fir alle o, € S, gilt sgn(c o 7) = sgn(o)sgn(r), d.h. o ist Homomorphismus
von (Sy,o) in die Gruppe(!) ({£1},-).

Bew.: Vorbemerkung: Wegen "(j]):?(") — "(izi;’(j

statt iiber alle Paare (i,j) mit 1 < ¢ < j < n zu multiplizieren tiber irgendeine Menge
von Paaren (7, j) multiplizieren, die die Eigenschaft hat, dafl die Menge der zugehorigen
Paarmengen {i, j} die Menge aller 2-elementigen Teilmengen von {1,...,n} ist.

) kann man in der Definition von sgn(c)

wnoor— ] o(r(j)) — o(r(i)) _ T o(7(j)) — o (r(i)) 1 () = 7(3)

1<i<j<n J—i 1<i<j<n (7) = 7(2) 1<i<j<n g
A ~~ J A ~~ J/
= sgn(o) =isgn(r)

(vgl. Vorbemerkung)
(5.7) Folgerung.

(i) sgn(o™t) = sgn(o).
(ii) Sei 7 € S, ungerade. Dann bildet die Abbildung ¢ — 7 o ¢ die Menge der geraden
Permutationen bijektiv auf die Menge der ungeraden Permutationen ab.

Bew.:

(i) 1= sgn(id) = sgn(c 0 0™!) = sgn(o) sgn(o~") = sgn(o) = sgn(c ™).
(i) sgn(o) = 1 = sgn(r o o) = —1. Die Abbildung ¢ — 7 o ¢ ist injektiv, da aus
Tooy,=Toay folgt 7V o(r00)) =0, =7"1o(r00y) =0y Ist 6 € S, ungerade,
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so gilt 7o (771 05) = 6 und sgn(77! o 5) = sgn(r7!)sgn(a) © sgn(7)sgn(d) =

(—D(-1) = 1.
(5.8) Fakt. Ist n > 2 und o € S, so existiert k € {1,...,n} und Transpositionen 71,. .., 7y,
sodafl 0 =7y 0...07 gilt. Es gilt dann sgn(c) = (—1)*.
Bew.: Offensichtlich (oder per Induktion). sgn(o) = (—1)* folgt aus (5.6) und (5.5) (iii).

(5.9) Lemma. Sei V' K-Vektorraum und f : V¥ — K k-linear und alternierend. Dann gilt
fir alle (vy,...,v;) € V¥ und alle ¢ € Sy:

f(vau), e ,va(k)) = sgn(a) f(v, ..., vk).

Bew.: Folgt aus (5.3) (i) und (5.8).

(5.10) Satz. Sei V' K-Vektorraum, dimV = n, (vq,...,v,) Basis V und o € K. Dann
gibt es genau eine alternierende n-Linearform f: V™ — K mit f(vq,...,v,) = o und fir

dieses [ gilt: Ist (wy,...,w,) € V", w; = Y a;jv;, 0
i=1

(*) f(wb ce 7U)n) = Z Sgn(U)aa(l)l *Qg(2)2 -+ - Go(n)n-
oc€ESnh

Speziell: Ist f(vy,...,v,) = 0 fiir eine Basis (vy,...,v,), soist f =0.

Bew.: (i) Eindeutigkeit: Sei f alternierende n-Form, f(vq,...,v,) = «

n n n
f(wla CIE awn) - f ( Z a’illvip Z aiQQUizv sy Z ainnvin)

i1=1 ia=1 in=1
f mn-linear n L n
= DD 2 Wit a2 Qi [ (Ui, 0y,)
i1=1142=1 in=1 N ~~
=0, falls k — 7 nicht injektiv
f alternierend
= Yo o)1 Ao2)2 - - - Gomn (Vo(1)s - - - Vo))
UESn
(5.9)
= a Y sgn(0)asay - .- Go(nin
O'ESn

Vorbem. zu (ii): 0 € S, = [[ bi = [[ bos) (- kommutativ!)

i=1 i=1

(ii) Wir zeigen: ) sgn(o)ai,1) - - Gnom) = 2 S8N(T)Ao(1)1 - - - - * Ao(n)n-
oc€eSy oSy
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c€Sp—o~ eS8, bijektiv -
Denn » sgn(o)aisq)- - -Gnon) =" > sgn(o 1)91071(1) S g ()

gESy, oESH -~

= H b; fiir biiiaigfl(i)
1=1

= Y sgn(0) eyt - - - Go(nin
O'ESn ~ ~ -
=TI bo(i
=1

(ili) Existenz: Definiere f durch (x). Man sieht leicht, daB8 f n-linear ist. Aulerdem gilt
wegen v; = Z 51']'7}1' (mlt 5@‘ =1fir:= j, (5@' =0 fir ¢ # j)
i=1

flog, ... o) =« Z sgn(0)0o(1)1 * - - - * Og(nyn = arsgn(id) = a.

Bleibt zu zeigen, dafl f(wy,...,w,) = 0 gilt, falls fiir ein Paar (i, j) mit 1 <i < j <n gilt:

w; = wj. Ist wy = Y agvy, 1 < k < n, so folgt aus w; = w;:
=1

(k) a; = a5 fiir 1 <1 <n.
Sei 7 die Transposition, die ¢ und j vertauscht.

flwi,...,w,) = a ) sgn(0)aiea) - Onom) =
oESy
= o Y, Qo) - Opom) — QX Y. Glrog(1) " - - - Unroo(n) = 0,
oeSpgerade oeSnhgerade

da aus (xx) folgt: ai,() = tiree fiir alle I € {1,...,n} und alle o € S,,.

(5.11) Def.: Sei V' K-Vektorraum, dim V' = n. Eine alternierende n-Linearform D : V" —
K, D # 0, heiffit Determinantenform auf V.

Erinnerung: D # 0 bedeutet: Es existiert (vq,...,v,) € V™ D(vy,...,v,) # 0.
Bsp.: Dy : R? x R? — R, Do((21,%2), (y1,2)) = 7192 — Tay1.
D0<€1,62) =1

(5.12) Folgerung. Sei D Determinantenform auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum V
und (vy,...,v,) € V™. Dann gilt

(i) (v1,...,v,) Basis von V < D(vy,...,v,) # 0.
(ii) Ist f: V™ — K alternierende n-Linearform, so existiert o € K : f = aD.

Bem.: 1) (ii) & {f | f alternierende n-Linearform} ist 1-dimensionaler K-Vektorraum. Die
Determinantenformen sind die Elemente # 0 dieses Vektorraumes.
f(vlv""”n)

D(vl,mﬂ)n)
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Bew.: (i) Sei (vy,...,v,) Basis von V. Dann folgt aus (5.10) (“Speziell:”) und D # 0, da8
D(vy,...,v,) # 0 gilt. Ist D(vy,...,v,) # 0, so folgt aus (5.3)(ii), dal die vy, ..., v, linear
unabhéngig sind, also - wegen dim V' = n - eine Basis von V.

(i) Sei (vy, ..., v,) eine Basis von V und « := H Dann sind f und oD alternierende
n-Linearformen, die auf der Basis (vy, ..., v,) den gleichen Wert annehmen. Also folgt aus

(5.10) (Eindeutigkeit): f = aD.
Einschub: Die Determinante quadratischer Matrizen.

In K™ haben wir die Standardbasis (ey, ..., e,), die - nach (5.10) - eine “Standarddetermi-
nantenform” Dy : K™ x ... x K™ — K durch

Do(el,...7€n) =1

n

eindeutig bestimmt. Ist A = (a;;)1<ij<n € K", so selen A; := > a;;e; die “Spaltenvekto-
i=1

ren” von A.

(5.13) Def. Die Determinante det : K™*™ — K ist definiert durch
det A := Do(Aq, ..., An)
aypr ... QAip
Bezeichnungsweise: det A =

Ap1 ... QApp

(5.14) Folgerung (Gottfried Wilhelm Leibniz 1646-1716). Ist A = (a;j)1<ij<n € K™, s0
det A = Z sgn(0)ag(y1 - - - * Go(n)n-
oESy

Bem.: Beweis (5.10)(ii) = det A = > sgn(o)ais) - - - - tno(n)-
gESy
" (5.10)
Bew.: det(A) = DO(Ab e ,An), A] = Z Q€4 Do(el, . ,en) =1 =
=1

Speziel: n=1: A=(a;;) — detA=an

n=2: A= a;llalm M2 — detA= a11Q22 — A12021

n = 3: Regel von Sarrus (Rechenverfahren)

a1 Q12 a13 a1 Q12
AN X X /
21 22 23 a21 22
/ X X AN
a31 32 33 asi 32
det A = ajanass + a12a23a31 + a13021a32

— (31022013 — Q32023011 — A33421A12
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(5.15) Satz (einige Eigenschaften von det A)

(i) det A ist n-linear und alternierend in den Spaltenvektoren von A.
(i) det E,, = 1.
(ili) det A # 0 & A € GL,(K).

Bew.:

(i) folgt direkt aus der Definition.
(ii) det E,, = Do(eq,...,e,) = 1.

(ili) det A #0 20 Spaltenvektoren linear unabhéngig < A € GL,(K).

Folgerungen aus (5.15)(i):

a1 ... @ai; ... QApl a1 ... Qapi

Am1  --. QQpj ... Qpp Ap1 - .. Qpp
und: det(aA) = o™ det A.
Vertauscht man 2 Spalten von A, so dndert sich das Vorzeichen der Determinante. Addiert

man zu einer Spalte eine Linearkombination der anderen Spalten, so &dndert sich det A
nicht, z.B.

ai; +aap a2 ... Qin ai ... Qin
a1 + Qage age ... Qo . .
Ap1 + QQpa Ap2 ... Qpp an1 A

(5.15)(iii): det A = 0 < Spaltenvektoren sind linear abhéngig.

(5.16) Def. Sei A € K™ ™. Die transponierte Matrix AT € K™*™ zu A hat als Zeilen gerade
die Spalten von A (in der gleichen Reihenfolge), d.h.

aip ... Qmi
a1 a12 AT a1 Qoo
A=1{ + L= AT =
Am1 Am2 ... Omn
A1p - -« Amn

oder: A = (a'ij) 1<i<m € Kmxn’ SO AT = ((i]l) 1<j<n mit Eiji = Qy4j.

1<j<n 1<i<m
1 2 3 L4

Bsp.: A= e =AT=1 2 5 | e Q>
4 5 6 3 6

(5.17) Folgerung (aus Bew. (5.10)(ii)).



(i) VA € K™ : det A = det(AT).
(ii) det A ist auch in den Zeilenvektoren von A n-linear und alternierend. (D.h. (5.15)(i)
+ Folgerungen gelten auch fiir Zeilenvektoren).

Bew.:

(i) (A" = () 1<jgn M Ay = .
<i<n

det(AT) = 37 sgn(0)aon - ot D SEUO)a10(1) - oy = det A.
oESh oc€Sh
(ii) folgt aus (i).
Konkretes Verfahren zur Berechnung von det A fiir groflere n: Durch Addition von Viel-
fachen von Zeilen zu anderen Zeilen und - falls nétig - durch Vertauschung von Zeilen

verwandle A in “obere Dreiecksmatrix” A = (@;;) (d.h. @; = 0 fiir i > 5), analog zu (4.25).
Dann gilt, wenn k£ die Anzahl der Zeilenvertauschungen bezeichnet:

det A= (—=1)*det A = (=1)*a@y; - ... Gppn. Denn:

(5.18) Lemma. Ist A = (a;;) € K™™ obere (oder untere) Dreiecksmatrix, so gilt det A =
aiy c ... App-

Bew.: o)1+ -+ Goyn #0=>Vi € {1,...,n} :0(i) <i= 0 =id = Beh.
Bsp.:
12 3] -4 7] |1 2 3 1 2 3
48 6/ | |=|0o 0 —6|=-|0 -6 —11|=-36
7 8 10 N 0 —6 —11 0O 0 -6

Zuriick zur Theorie:

Bem.: Ist K =R, dimV =n und D : V" — R Determinantenform, so definiert man das
Volumen (bzgl. D) volp(P) eines Parallelotops P = P(vy,...,v,) C V durch volp(P) =
|D(vy, ..., v,)]. Wegen (5.12)(ii) gilt:

Sind D, D Determinantenformen auf V, so existiert o € Rx, so daB fiir alle Parallelotope
P = P(uvy,...,v,) CV gilt:

volp(P) = avolp(P).
(5.19) Satz und Def. Sei V' n-dimensionaler K-Vektorraum und L € End(V'). Dann ist
fiir jede Basis (vy,...,v,) von V und jede Determinantenform D auf V der Quotient
W das gleiche Element von K und wir definieren
D(L(v1), ..., L(vy,))

D(vy,...,v,)
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Bem.: Sei K = R. Dann gilt fiir jedes Parallelotop P C V" und jede Determinantenform
D: volp(L(P)) = | det L|volp(P).
(L linear = L(P(vy,...,v,)) = P(L(v1),..., L(v,))!)

Bew. von (5.19): Wegen (5.12)(i) gilt D(vy,...,v,) # 0. Aus (5.12)(ii) folgt, dafl det L
unabhéngig von der Wahl von D ist. Um die Unabhéngigkeit von der Wahl der Basis zu
beweisen, bemerken wir, daf3

fo(wy, ... wy) € VY — D(L(wy),. .., L(w,))

eine alternierende n-Linearform ist, so daf aus (5.12)(ii) folgt: Es existiert o € K:

f=aD.
Fiir jede Basis vy, ...,v,) von V gilt also:
D(L ..., L
o = f(Uh ’vn) _ ( (Ul)’ ) ('Un))(:: det L)
D(vy,...,v,) D(vy,...,v,)

(5.20) Folgerung. Seien L, Ly, Ly € End(V),« € K. Dann gilt:

i) det(idy) =1
ii) L e Aut(V) < det L#0
(iii) det(Lq o Ly) = det Ly det Ly
)
)

(iv) L € Aut(V) = det(L™!) = (det L)~!
(v) det(aL) = ™ det(L)
Bew.:
(i) L € Aut(V) & Ist(vy, ..., v,) Basis, so auch(L(vy),. .., L(v,))
(5.12)(3), (5.19)

& det L # 0.
(iii) 1. Fall: Ly € Aut(V). Sei (vy, ..., v,) Basis von V. Dann ist (L(v1), ..., L(v,)) Basis
von V', und es gilt:

det(0 L) = Dllabip il
D(Lz(Liv1),..., La(L1(vn)))

o D2(L1('Ll}1) ,,,,, L21 (vln)) ° det Ll

= det L2 N det Ll

2. Fall: L, ¢ Aut(V)(g det L; = 0). Dann ist Ly nicht injektiv, vgl. (4.8). Also ist
auch Ly o Ly nicht injektiv, also det(Lg o L1) = 0. Daraus folgt:
0 = det L2 det L1 = det(L2 e} Ll)
~——

=0
(iv) L € Aut(V) = 1 2 det(idy) = det(L" o L) 2 det(L~") det L = Beh.

(v) folgt direkt auf Def. (5.19).
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Zusammenhang mit der Determinante von Matrizen:
(5.21) Fakt.
I
(i) Sei L € End(K™) und Mat(L) = A, d.h. “L(z) = A : 7.
Tn
Dann gilt: det L = det A.
(ii) Sei V' K-Vektorraum G = (vy,...,v,) € V" Basis von V und L € End(V').
Dann gilt: det L = det(Matg(L)).
Bew.:

DO(L(61>a s 7L(€n))
Do(el, .. 7671)
(ii) Sei J € Hom(K™,V) der Isomorphismus mit J(e;) = v; fiir j € {1,...,n}, vgl
(4.5). Dann gilt Mat(J"'oLoJ) = Matd(L), da JtoLoJ(e;) =Y a; & <

i=1 ~~

=J1(vi)

det L =

= D()(A17 . ,An) = det A.

n

L(v;) = > a;jv;. Wir verwenden auf V' die Determinantenform (!) D, die durch
i=1

D(wy, ..., wy,) = Do(J (wn),...,J  (w,))
definiert ist. Dann gilt D(vy,...,v,) = Dg(es,...,e,) = 1 und damit
det L = D(L(v),...,L(vy,)) = Do(J o L(vy),...,J 1o L(vy))

= Do(J'oLolJ(er),...,J 1 oLolJ(e,))

= det(J "' o LoJ) 2 det(Mat(J 1o Lo J)) = det(Matg(L)).

Bem.: Es gilt i.a. nicht det L = det(Matg(L)), wenn G und G verschiedene Basen von V
sind.

(5.22) Folgerung (aus (5.20)(ii), (iii), (5.21) und (4.15)).

(i) A,B € K™" = det(AB) = det A - det B.
(i) A € GL,(K) = det(A™!) = (det A)~*

Speziell besagt (5.22): Die Abbildung A — det A ist ein Gruppenhomomorphismus von
(GL,(K),-) auf (K \ {0},-). SL,(K) = {A € GL,(K)|det A = 1} ist Untergruppe von
GL,(K), die spezielle lineare Gruppe.

Eigenwerte und Eigenvektoren (eine Anwendung der Determinante)
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(5.23) Def.: Sei V' K-Vektorraum, L € End(V). A € K heiit Eigenwert (EW) von L, falls
ein v € V' \ {0} existiert mit L(v) = \v. v € V heiit Eigenvektor (EV) von L, falls v # 0
gilt und ein A € K existiert mit L(v) = Av. In diesem Fall heifit v ein Eigenvektor zum
BEigenwert \.

Bem.: vEV zum EW A\, a € K\ {0} = av EV zum EW \.

Bsp.:
1) Ist L = Aidy, so ist A der einzige EW von L und jedes v € V' \ {0} ist EV zum
EW A
2) Ist L: K™ — K™ definiert durch L(e;) = \e; fir alle ¢ € {1,...,n}, d.h.
A 0 ... 0
Mat(L) = | ° ,
: o0
0 ... 0 X\,
so sind Ay, ..., \, Eigenwerte von L und ey, ...,e, Eigenvektoren von L.

3) L:R? — R? L(xy,29) = (71 + o, 3) “Scherung”, mit

Mm@%:(é}>.

Dann ist A = 1 der einzige EW von L und x € R? ist genau dann EV von L, wenn
xr = (x1,0) fir ein x; # 0 gilt.
4) L:R?* - R?, L(xy,22) = (axy — brg, bry + axy) mit

a —b
Mat(L) = ( b4 > :
Es folgt aus Aufgabe 1b), Blatt 11, daf§ L fiir b # 0 keinen (reellen) EW hat. Geo-
metrisch ist L eine “Drehstreckung”. Identifiziert man R? mit C durch (1, zs) <
x1+ixe, vgl. Kap. 2, so kann man L schreiben als: L(z1+ix3) = (a+ib)(x;+izs). Die
Abbildung, die z € C die Zahl (a + ib)z € C zuordnet, ist also eine Drehstreckung.

5) “Gekoppelte Schwingungen”: Gegeben A € End(R™), gesucht Losungen x : R — R”
der “Differentialgleichung”:

(%) 2"(t) = A(x(t)) fiir alle t € R.

Ist v € R"EV von A zum EW X € R und ist f : R — R Losung von f”(t)-Af(t)
= 0 (diese sind explizit bekannt!), so ist z(¢) := f(t)v Losung von (x):

2'(t) = f"(H)v = Mf(thv = f()A(v) = A(f(t)v) = A(x(t)).
(5.24) Satz. Sei 1 < dimV < oo, L € End(V'). Dann gilt:

AEW von L < det(L — \idy) = 0.
63



Bew.:  det(L —Aidy) =0 "EY (L - xidy) ¢ Aut(v) &

kern(L — Aidy) #{0} <  FveV\{0}:(L—Aidy)(v) =0
& JueV\{0}: L(v) = .
Bem.: Ist Matg(L) = (a;;) € K™, so gilt Matg(L — Aidy) = (a;j — Ad;;)1<ij<n- Also nach
(5.21):

det(L — )\idv) = Z sgn(a) (alg(l) — )\(510(1)) L (am(n) — )\5,10(”))

O'GSn

= (=1)"A\" + (Z a“) (=D)AL 2 4 4 2A +det L,
i=1

mit von den a;; abhéingenden Koeffizienten 7, die uns im Moment nicht weiter interessieren.
Einen Ausdruck dieser Art nennt man “ein Polynom in (der Variablen) \”.

Bez.: Pr(A) := det(L — Aidy) heifit das charakteristische Polynom von L.

(5.24) besagt: \EW von L < Pr(A\) =0 ¢\ Nullstelle von P;. Ob Polynome (vom Grad

> 1) stets Nullstellen haben, hingt vom Koérper K ab!

K =Q,R — nicht immer, z.B. \> +1
K=C — stets (“Fundamentalsatz der Algebra”)

Verfahren zur Bestimmung von EW’en und EV’en eines L € End(V):

1) Berechne P, (= det(L — Aidy)).

2) Bestimme Nullstellen von P, (= EW’e von L). Das ist oft nur approximativ
moglich.

3) A Nullstelle von P, = Das lineare Gleichungssystem L(v) = Av besitzt Losung
v # 0. Bestimme alle Losungen # 0(= EVen zum EW A).

Es ist leicht zu zeigen: Besitzt Pp n(= dim V') verschiedene Nullstellen, so ist L diago-
A

nalisierbar (¢ es existiert Basis G von V: Matg(L) = h . , namlich:

G=(v1,...,v,), v; EV von L zum EW \;).
Weitere Anwendungen der Determinante:

(5.25) Def.: Eine (geordnete) Basis (vy, ..., v,) des R™ heifit positiv orientiert (oder Rechts-

system), falls Do(vy,...,v,) > 0 (sonst negativ orientiert oder Linkssystem).
Bsp.: (e1, ..., e,) ist positiv orientiert, (—eq, ey, ..., e,) und (e, e, €3, ..., e,) sind negativ
orientiert.
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Bem.: Ist L € Aut(R"™), det L > 0, so gilt:

(v1,...,v,) positiv orientierte Basis < (L(v1),..., L(v,)) positiv orientierte Basis.

(5.26) Cramersche Regel (Gabriel Cramer 1704-1752). Sei

aj1ry +...+ ATy = b1 T b1
I : : oder kurz: A : = : =
a1 +...+ Appn = by Tn b,

Gleichungssystem mit n Gleichungen fiir n Unbekannte. Dann gilt: Ist det A # 0, so ist

ayip ... G1k—1 by a1 e+1 -+ Qi

(firk=1,...,n)

Tk = det A

Qp1 -.. Apk—1 bn Apk+1  --- Qnp

die (einzige) Losung von I.

Bew.: det A # 0 (5'2&(11) xr € R" — Ax € R” ist bijektiv. Also existiert genau eine Losung
von I, d.h. genau ein x € R™: Az = b. Sind Ay,..., A, die Spaltenvektoren von A, so
bedeutet Ax = b gerade

Also gilt:

DO(Al’...7Ak717b714k+17...’An) = DO(Al,...,Ak,l,inAi,AkH,...,An)
i=1

1

Do n-linear 7
= inDO(Alw--uAk—hAi;Ak—l-la---,An>
=1

Dg alternierend
= Tk det A.

Eine weitere Erkenntnis, die uns die Determinante schenkt:

Nach (5.15)(iii) wissen wir, daf} eine reelle quadratische Matrix A € K™*™ genau dann in
GL,(R) liegt, wenn det A # 0 gilt. Daraus folgt mit etwas Analysis: Fiir die “meisten”
Matrizen (“fiir eine offene, dichte Menge” bzw. “fiir alle bis auf eine Menge vom Maf} 07)
A e R gilt A € GL,(R). Speziell: “Typischerweise” ist ein System von n linearen Glei-
chungen fiir n (reelle) Unbekannte eindeutig losbar. Oder geometrisch: “Typischerweise”
schneiden sich (z.B.) zwei 3-dim. affine Unterriume des RS in genau einem Punkt des RS

(2mal 3 lineare Gleichungen fiir 6 Unbekannte).
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Zum Abschlufl des Kapitels noch eine (i.a. nicht besonders praktische) Moglichkeit zum
Berechnen von Determinanten - der Laplacesche Entwicklungssatz (Pierre Simon Laplace

1749-1827)).

1 0...0
(5.27) Lemma. Ist A € K®=Dx(=1) ynd A .= O i € K™ so gilt
0
det A = det A.

Bew.: Als Funktion der Spaltenvektoren von Aist det A (n—1)-linear, alternierend, und fiir
A= E, gilt A= E, und det E, = 1. Mit der Eindeutigkeitsaussage von (5.10) impliziert
das: det A = det A.

Bez.: Zu A € K™ und 1 < i,j < n bezeichne A4;; € K"~V*("=1 die Matrix, die aus A
durch Streichen der i’ten Zeile und der j’ten Spalte entsteht.

Bsp.:
A = A23 = 8 7 5
8 7 6 5 43 1
4 3 21

(5.28) Entwicklungssatz. Fir alle A € K™, j € {1,...,n} gilt:
det A = Z(—l)”jaij det A;;  (Entwicklung nach der j’ten Spalte).
i=1
Fiir allei € {1,...,n} gilt:

det A = Z(—l)”jaij det A;;  (Entwicklung nach der i’ten Spalte).
j=1

Bsp.:
L2 L] g o
= (=)' 301 1 |4+(=133|0 1 2|=-2
3 1 11 D0 s 012
1 0 0 2
oder }?irétrwickzl;?eg nach 2 1 1 L9 1
= (=11 10 2|+ (=1)".2.10 1 0|=-2
1 11 3 1 1




ai A1n
Bew.: A} = : s Ap = : seien die Spaltenvektoren von A.

an1 Apn
det A = DO(Al,...,An):DO(Al,...,Aj:Zaijei,...,An)
= ZaijDo(Al,...,Aj_l,ei,AjH...,An)
i=1

Es bleibt zu zeigen: Do(Ay, ..., Aj 1,6, Ajy1..., An) = (—1)"7 det Aj;
D()(Al, . ,Aj,l, €;, Aj+1 . 7An) = (—1)‘7_1D0(€i, Ala e ,Aj,l,AjJrl, . 7An>

1 Qi1 A I Qin
0 ay; .. ... Qin 0 a1 A1n
— j—1 _ i+j—2
= (—]_)j 1 (075 R RN ¢ = (-1)1+] 0 Qi—11 -+ | Gi—1n
0 Q411 - | oo Gitln
0 am .. |... Gun :
0 Qan1 QAnp,
1 0 0
0 aiq N A1p
= (—1)Z+] 0 Ai—11 - |- Qi—1n
0 Ai+11 oo |- Qigin
0 ani N Ann

(527) (—1)i+j det Aij

(hierbei soll der senkrechte Strich in den Determinanten andeuten, daf§ die j’te Spalte
gestrichen ist!)

67



6. Euklidische Vektorriaume

Im folgenden sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper R.
(6.1) Def.: Eine Bilinearform b: V' x V — R heift
(i) symmetrisch < V v,w € V: b(v,w) = b(w, v)

(ii) positiv definit < V v € V' \ {0}: b(v,v) >0
(ili) Skalarprodukt < b ist symmetrisch und positiv definit.

Bez.: Fiir ein Skalarprodukt b schreibt man oft: (v, w) := b(v, w). Ein reeller Vektorraum
V' mit einem Skalarprodukt (,) heifit ein euklidischer Vektorraum.

Bspil) V=R bry) = (ny)= 2o
b(z,z) = zn:l:c?
2)  V=0%0,27,R) = {f]|f:]0,27] — R stetig}
b o) i= U Fehe = [ A0
(6.2) Def.: Sei V;{(,) euklidischer Vektorraum. Dann heiBt ||v]| := \/{v,v) > 0 die Norm

(oder Lénge) von v € V' (bzgl. (,)) und ||[v — w|| der Abstand zwischen v und w.
(6.3) Satz. Sei V, (,) euklidischer Vektorraum. Dann gilt fir alle v,w € V, X € R:

1) |lvll = 0 und: |Jv|| =0< v =0
(ii) [[Av]l = [All]o]
(iii) [(v,w)| < ||v|[||lw||  (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) mit “=" < v und w sind
linear abhdngig.
(iv) |[v+w| < |v]| + ||lw|]|  (Dreiecksungleichung)

Bew.:

(i) ist klar
(i) [l = v/ (hv, do) = /X (v, 0) = [A][]v]|

(iii) Es geniigt, den Fall w # 0 zu betrachten. Dann gilt fiir alle ¢t € R:

0 < (v+tw, v+ tw) = [|v]|* + 2{v, w) + £*[Jw]*

2

2
= (Aol + )+ ol —

[[wl]

Als Funktion von ¢ nimmt (v + tw,v + tw) fiir ¢y = —% sein (nichtnegatives!)
Minimum an. Daraus folgt (iii). Gleichheit in (iii) tritt genau dann ein, wenn dieses
Minimum gleich Null ist, d.h. falls (v+tyw, v+tew) = 0. Daraus folgt, dal v+tyw =
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0 gilt, d.h. v und w sind linear abhéngig. Umgekehrt gilt fiir linear abhéngige v und
w offensichtlich Gleichheit in (iii).
(iv)

lv+ w|® (v +w,v+w) = [[v]* + 2(v, w) + [|v]]?

=

(iii
< I+ 2ffllw]l + lwll? = (vl + lwl])>.

(6.4) Def. Sei V, (,) euklidischer Vektorraum und v,w € V \ {0}. Dann ist der Winkel

v = p(v,w) € |0, 7] zwischen v und w definiert durch:
cosp = (v, w) bzw. ¢ = arccos (v, w) € [0, 7]
[[o][[[wl] [[o][[[wl]

Bem. 1) (5.3)(iii) = —1 < <U’“;g < 1. cos: [0,7] — [—1,1] ist bijektiv mit Umkehrabbil-
dung arccos.

2) ¢(v,w) = (w,v)
3) v und w heiBen orthogonal (senkrecht) zueinander < (v, w) =0
4) Die Definition von ¢ ist so eingerichtet, dal der “Kosinussatz” gilt:

lv = wl[* = [Jv[|* = 2{v, w) + [Jw]* = [Jv]|* + [[w]|* — 2 cos [|v]|[|w]].
(6.5) Def.: Eine Teilmenge S C V heiit Orthonormalsystem (ONS), falls gilt

(i) Fir alle v € S gilt |[v]| =1 (“alle v € S normiert’) und
(i) v,we S, v#w= (v,w) =0 (“je zwei orthogonal”)
Eine Orthonormalbasis (ONB) ist ein Orthonormalsystem, das V' erzeugt.

Bem SONS = § hnear unabhanglg v1,...,v, € S verschieden, r{,...,r, € R und

Z rv;=0=0= <Z T34, Z rjvj) = Z riri (v, vy = > r? = alle r; = 0.
' i=1

2,7=1

Bsp.:

1) V=R" (z,y) :==> x;y; = {e1,...,e,} ist ONB von (R, (,)).

2) V = CO0, 27, R). () = ()2

Sei fo € V definiert durch fo(x) := und fiir k£ > 1:

7=
fr(x) = %cos(k;x),gk(x) = % sin(kzx).
Dann ist S = {fx | k € N} U {gr | K € N\ {0}} ein ONS.

(6.6) Satz:
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(i) (Besselsche Ungleichung). Ist S ONS, v € V und E C S endlich, so gilt

> (ve)® <ol

eckE
(ii) Ist B = (v1,...,v,) ONB wvon V, so gilt

n

v = Z(v,vi)vi.

i=1

Bem.: Im Fall von Bsp. 2) heiflen ay, := (f, f)r2 fiir £ > 0 (d.h. a;, = f f f(z) cos(kx)dx

2w

fir k> 1 und ay = W f f(x)dz) und by := (f, gr)r2 = == [ f(z)sin(kx)dz fir k > 1 die
0
Fourierkoeffizienten von f eV =C0,27],R). Aus (6.6)(i) folgt:

o 27
i+ 3Gk + ) < s = [ Plapds
k=1 0

In Wahrheit ist diese Ungleichung stets eine Gleichheit (man sagt zu dieser Eigenschaft,
daB dieses S ein vollstandiges ONS ist), aber das kénnen wir hier nicht beweisen.

Bew.: (1) 0 <[lv = X (v, e)efl=[v]* =2 35 (v,€)* + 3 (v, ¢)?

eclk eck eck
(ii) (v1,...,v,) Basis = 3ry,...;r, e Riv=> rjv;, = (v,v;) = Z (v, v) =1y
i=1 i=1
(6.7) Satz (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Seien vy,..., v € V li-
near unabhdngig. Dann existiert ein ONS vy,...,0, € V mit
span{vy, ..., v;} = span{vy,...,0;}

fir alle 1 < i < k. Insbesondere: Ist V endlichdimensional, so existiert eine ONB von V.

Bew.: Induktion nach k:

k=1: Ul || || (Ul 7é 0')

Induktionsschritt: Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein ONS oy, ..., U1 mit

span{vy,...,v;} = span{?y,...,0;} fur alle 1 <i <k — 1.

k=1

Setze wy = v, — Y (U, 0)0; (= (W, 0;) =0 flir 1 <7 <k —1) und ), := mwk. Dann
=1

ist 01, ..., 0, ONS und span{0y, ..., 0} = span{vy, ..., vy }.

(6.8) Def. Seien V/ (,) und V,{,} euklidische Vektorrdume. Ein L € Hom(V, V) heift or-
)-

thogonal(bzgl. (,) und (,)), falls fiir alle v,w € V gilt: (v, w) = (L(v), L(w)
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1) L orthogonal = L injektiv (L(v) = 0 =|| L(v)[]*= [|v[|* = 0 = v = 0)
Spemell Gilt dimV = dim V < 00, so ist jede orthogonale Abbildung bijektiv.
2) Sei V = V,dimV < oo, (,) = (,). Dann bilden die orthogonalen L € End(V) eine
Untergruppe von (Aut(V), o), die orthogonale Grupe O(V') von V.

(6.9) Folgerung. Ist V, (, )y euklidischer Vektorraum, dim V' = n, so existiert eine (bijektive)
orthogonale Abbildung L : (V. (,)y) — (R™, (,)).

Bew.: Sei fi,..., fn, ONB von V. Definiere L durch L(f;) = e¢; € R™. Ist v = > r;f; und
w =Y 8;fs, so folgt (v,w)y = > r;s;. Daraus folgt L(v) = > rie;, L(w) = > sje; und
(L(v), L(w)) = > risi = (v,w)y.

(6.10) Satz. Sei L € End(V) und G = (e1, .. .,e,) ONB von V und A = Matg(L).

Dann gilt: L€ O(V) < ATA=FE, (& AT=471

Bew.: 0y = (ene;) = <L(ei),L(e-)):<iakiek,lilaljel>

= Z ki 10k = Z Qi Ok

k=1
s ATA=E,.
Die Hauptachsentransformation

Im folgenden sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit Skalarprodukt (,) und b: V' x
V' — R eine symmetrische Bilinearform. Ist (ey,...,e,) eine Basis von V und sind = =

> xiei, y = > yje; beliebige Vektoren in V', so folgt aus der Bilinearitét von b:
i=1 j=1

b(x,y) =0b (Z Ti€i, Z yjej) = Z Z x;y; b(e;, e;).
i=1 j=1

i=1 j=1

Man nennt die Matrix B = (b;;) € R™" mit b;; = b(e;,e;) die Matrix von b bzgl. der
Basis (e, ..., e,). Ist b symmetrisch (wie wir vorausgesetzt haben), so gilt b;; = b(e;, e;) =
b(ej, e;) = bﬂ, d h. B = B" (solche Matrizen heiflen symmetrisch). Es gilt dann fiir z =

eruy_ Zyjej

n n U1
x;:bijy; = . T ) B : ,

wobei der letzte Term als Produkt von Matrizen zu interpretieren ist.
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Besonders einfach zu verstehen ist eine Bilinearform b, deren Matrix (bzgl. ey, ..., e,) eine
Diagonalmatrix b;; = A;0;; ist. Dann gilt:

bz, y) = Z TiNiYi
i=1

Zum Beispiel ist ein soches b genau dann positiv definit, wenn alle \; (fiir ¢ = 1,...,n)
positiv sind.

(6.11) Satz (Hauptachsentransformation). Zu jeder symmetrischen Bilinearform b : V' X

V' — R ezistiert eine ONB fi,..., fn von V und Ay, ..., N\, € R, so daf fir allex = z; f;,

=1

Y= Zlyjfj inV gilt
‘]:

b(z,y) = Z TiAiYi-
i=1

Anders ausgedriickt: Es existiert stets eine ONB von V', beziiglich derer die Matriz von b
eine Diagonalmatriz ist. (Die \; sind dann gerade die Diagonalelemente der Matriz.)

Herkunft der Bezeichnung “Hauptachsentransformation”: Ist b : R? x R? — R positiv
definite, symmetrische Bilinearform, so ist die Menge

E={reR?®|bx,z)=1}
eine Ellipse. Satz (6.11) besagt, dal es eine ONB fi, fo (bzgl. des tiblichen Skalarprodukts)
gibt, so daf3
E={x=x1fi +xofa € R®| \j2] + N5 = 1}
gilt, d.h. die Geraden durch 0 € R? in Richtung f; bzw. f, sind die “Hauptachsen” der
Ellipse E mit zugehérigen Achsenabschnitten der Linge (A)~2 bzw. (Ag) 2.

Satz (6.11) spielt in folgendem Zusammenhang in der Analysis II eine Rolle (“Kurven-
diskussion fiir Funktionen f : R®™ — R”): Ist f : R" — R zweimal stetig differenzierbar,
xo € R" und h € R™, so gilt (siche Analysis II)

Fleo + 1) = f(zo) + D () () + 50 (20) (b ) + Ry ()

wobei D f(xg): R"® — R linear (1. Ableitung von f an der Stelle zq), D*f(x): R"xR" — R
symmetrisch, bilinear (2. Ableitung von f an der Stelle z), und Ry, (h) eine Funktion

mit lim 220l _ () jgt.
A

xo heiflt kritischer Punkt von f, falls Df(xg) = 0 gilt. Aus (6.11) folgt, dal man eine
ONB des R" finden kann, bzgl. derer D?f(z¢)(h,h) = > \;h? gilt. Daraus folgt fiir einen
i=1
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kritischen Punkt xy von f:

alle \; > 0 (& D?f(xo) positiv definiert) =z lokales Minimum.
alle \; < 0 (& D?f(xo) negativ definiert) = x( lokales Maximum.

Im Gegensatz zum (aus der Schule bekannten) Fall n = 1 gibt es fiir n > 1 noch andere
wichtige Moglichkeiten fiir D?f(xg): Es kann z.B. fiir n = 2 A\; > 0 und Xy < 0 gelten.
Dann sieht der Graph von f in einer Umgebung von x( wie eine “Sattelflache” aus.

Vorbereitung zum Beweis von Satz (6.11):

Wegen (6.9) konnen wir annehmen, da V' =R", (z,y) = > x;y; gilt. Ist ndmlich L : R" —
i=1

V' orthogonal, so betrachte b : R" x R" — R, b(x,y) := b(L(x), L(y)). Haben wir die

Behauptung fiir b bewiesen, so folgt sie leicht auch fiir b. (Als gesuchte ONB von V' kann

gerade das Bild unter L einer ONB des R" genommen werden, die b diagonalisiert.)

Unter leichtem Missbrauch der Bezeichnung verwenden wir B auch als Symbol fiir die
lineare Abbildung B : R" — R" mit B(e;) = Z bije; = Z bjie;. Dann gilt:
j=1

(6.12) Lemma. b(z,y) = (B(z),y) = (z, B(y)) fir alle z,y € R".

Bem.: Ein B € End(R") mit (B(z),y) = (z, B(y)) fiir alle z,y € R™ heifit “selbstadjun-

giert”.

Bew: (B().y) = (B (2 o) & mel
Z yr(B(ei), ex)

2_: T;Yrbij <€j7 ek> = Z Z zY;bij

N—— i=1j=1
=5k

M=1M=
HM:H

= b(z,y)

Da b symmetrisch ist, folgt daraus:

<$aB(y>> = <B(y),$> = b(?/ax) = b(xay) = <B($)7y>

Satz (6.11) ist also dquivalent dazu, daf es fiir jedes selbstadjungierte B € End(R"™) eine
ONB fi,..., f, des R™ aus Eigenvektoren von B gibt. Sind dann Aq, ..., A, die zugehorigen
Eigenwerte von B, d.h. B(f;) = \if; fir i = 1,...,n, so gilt:

bij = b(fl, f]) = <B(fl), f]> = )\1<fl, f]> = )\iéij, Wie n (611) behauptet.
Im ersten (schwierigeren) Schritt zeigen wir:

1. Schritt: B besitzt einen Eigenwert A € R.

Sei B € End(C") die C-lineare Fortsetzung von B € End(R") auf C*, d.h. B(z, ..., 2,) =
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(Z b1iziy Y boiziy .y > bmzz) Wir verwenden nun (ohne das bewiesen zu haben), dafl
i=1 i=1 i=1

C algebraisch abgeschlossen ist. Daraus folgt, daB es einen Eigenwert A € C von B gibt
(vgl. (5.24) und die daran anschlieBenden Bemerkungen).

Wir wollen zeigen, dal in Wahrheit A € R gilt. Sei v = z +iy € C"\ {0} mit z,y € R" ein
EV zum EW A =a + i3, o, 3 € R, von B. Dann gilt

B(z + iy) = B(x) +iB(y) mit B(z), B(y) € R"

und andererseits wegen B(v) = Ao

B(x +iy) = (a+if)(x +iy) = (ax — By) + i(Bx + ay).
Also:
() B(x) = az — By und B(y) = fr + oy
Aus (x) folgt mit (6.12):
(B(x),y) = afz,y) = Bllyll* = (z, B(y)) = 8 | 2|* + a(z, ).
Also 0 = B(]| =||* + ||ly||*), woraus wegen || z||* + |ly||*> > 0 (da v # 0!) 8 = 0 folgt,
d.h. A = a € R und, nach (x),
B(z) = Az, B(y) = \y.

Da v = x + 1y # 0 gilt, sind nicht beide  und y der Nullvektor, d.h. mindestens einer von
beiden ist ein Eigenvektor von B (zum EW A = a € R).

2. Schritt: Induktion iiber n = dim R".
n = 1: Wihle f; := e; € R Dann gilt: b(z1e1, z1e1) = 22 b(ey, €1).
A
=\
n > 1: Wahle als f; € R™ einen (nach Schritt 1 existierenden) Eigenvektor von B, der ohne
Einschrénkung als normiert angenommen werden kann, d.h. || f1|| = 1. Betrachte

(xx) U:={xeR"| (z, f1) =0}.

Dann ist U ein (n — 1)-dimensionaler Untervektorraum des R™ (vgl. (3.24)) und die Re-
striktion (,) | U x U von (,) auf U ist ein Skalarprodukt auf U. Entscheidend ist nun, da8
B(U) CU gilt: Ist x € U, d.h. z € R” und (z, f1) = 0, so folgt B(x) € R™ und

(B(x), f1) = (@, B(f1)) = (&, Mf1) = Mlz, f1) =0,

d.h. B(z) € U. B | U ist also ein selbstadjungierter Endomorphismus von U, so daf§ nach
der Induktionsvoraussetzung die Existenz einer ONB fs, ..., f,, von U aus Eigenvektoren
von B | U (= von B) existiert. Wegen (*x) ist dann fi,..., f, eine ONB des R™ aus
Eigenvektoren von B.

Orthogonales Komplement und Orthogonalprojektion

Wir betrachten weiterhin einen euklidischen Vektorraum V/ (,).
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(6.13) Def.: Ist M C V| so heifit
t={veV|VweM: (v,w) =0}
das orthogonale Komplement von M.

(6.14) Fakt.

(i) M+ ist Untervektorraum von V.
(ii) MlCMQCV;»MiCML
(iii) M

(iv) M C (ML)L

Bew. von (iii): Wegen (ii) geniigt es, M+ C (span(M))* zu beweisen. Sei also v € M.
Wir miissen zeigen, daf fiir alle w € span(M) gilt: (v,w) = 0. Zu jedem w € span(M)
existieren k € N, ry, ..., r, € Rund wy,...,w, € M:

k
w = Z Tiw; (siehe (3.7)).
i=1

Wegen v € M+ und w; € M gilt (v,w;) =0 fiir 1 <7 < k. Also:

k k
= (v, me» = Zri@,wi} =0
i=1 i=1

Bsp.: V = R? mit dem Standardskalarprodukt

M ={ej,ea} = span(M)=R? x {0}
M+ = (span(M))* = {(0,0)} xR

(6.15) Satz. Sei dimV < oo. Dann gilt fiir jeden Untervektorraum U von V :
UaUt=V und (UHt=U.
Speziell: dimU + dim U+ = dim V.

Bew.: Sei dimU =: k. Ergénze eine Basis (v1,...,v;) von U zu einer Basis (vy,...,v,)
von V, vgl. (3.16). Nach (6.7) (Gram-Schmidt) existiert eine ONB (wy,...,w,) von V, so
daB

span{wy, ..., wx} = span{vy,..., v} =U
gilt. Wir zeigen, da8 U+ = span{wp,1, ..., w,} gilt. Denn:

(i) Ist ¢ < k < 4, so gilt (w;, w;) =0, also w; € {wy,...,wi}+ = UL. Wegen (6.14)(i)
folgt span{wgy1,...,w,} C UL

(ii) Ist v =Y rjw; € Ut so gilt fiir 1 <4 < k:
j=1

(v, w;) E ri{w;, w;) = r;.
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n
_ L
Alsov =) rjw; € span{wys1,...,wy} .
j=k+1

Aus U = span{wy, ..., wy} und U+ = span{wy11,...,w,} folgt V. =U & U+ und (U+)*+ =
U.

Bem.: 1) Der Beweis von (6.15) liefert ein Rechenverfahren zur Bestimmung einer ONB
{wy,...,w,} von V, so daBl {wy, ..., wg} eine ONB von U und {wy1,...,w,} eine ONB
von U ist.

2) (6.15) gilt nicht ohne die Voraussetzung dim V' < oo!

Ist U Untervektorraum eines endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraums V/, so ist U+
ein zu U komplementérer Vektorraum, vgl. (3.21). Unter den vielen zu U komplementéren
Untervektorraumen ist U+ durch die Eigenschaft ausgezeichnet, dafl jedes v € U+ zu allen
u € U orthogonal ist (d.h. der Name “orthogonales Komplement”). Ist dim V' = oo, so
kann U @ U+ ; V gelten. In diesem Fall ist das orthogonale Komplement U~ also kein zu
U komplementérer Unterraum. (Ein “orthogonales Komplement” ist also nicht notwendig
ein “Komplement”. So etwas tritt in der mathematischen Sprache 6fters auf, wie auch in
der Umgangssprache, in der mit einem “tollen Hecht” oft kein Hecht gemeint ist.)

(6.16) Def.: Sei U Untervektorraum von V und V = U@ U~. Dann existiert fiir jedes v € V
genau ein Paar (ug,u;) € U x U*, so daB v = uy + u; gilt. Die Abbildung Py : V — U,
Py (v) := ug, heifit Orthogonalprojektion von V' auf U.

Bem.:

0) Py(v) ist durch die Eigenschaften Py(v) € U und v — Py(v) € Ut eindeutig be-
stimmt.

1) Py € Hom(V,U).

2) Fiir alle u € U gilt Py(u) = u (d.h. Py|U = idy) und fiir alle v € U~ gilt Py (v) = 0.

3) Ist (vq,...,vr) ONB von U, so gilt fiir alle v € V:

k

Py(v) = Z(v,v»w

i=1
4) Ist (Vgs1,-..,v,) ONB von U™, so gilt fiir alle v € V:

n

Py(v) =v— Z (v, v;)v;.

i=k+1
Bez.: Ist ) 2 M CV und v € V, so heifit
d(v, M) := inf{||v — u|| | u € M}

der Abstand von v zu M.
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(6.17) Satz. Sei U C V' Untervektorraum und V = U & UL. Dann gilt fiir jedes v € V: Es
existiert genau ein w € U mit d(v,U) = ||jv — ||, namlich © = Py (v).
Speziell gilt: d(v,U) = [[v — Py (v)]|.

Bew.: Sei u € U beliebig. Zerlege v = Py(v)+ (v — Py(v)), wobei Py(v) € U, (v— Py(v)) €
U+L. Dann gilt

lv = ull* = [[(Py(v) = u) + (v = Pr(@))II* = [(Pu(v) = w)[I* + v = Pr(o)[|*.
Also ||[v — ul] > ||v — Py(v)||, wobei Gleichheit genau fiir u = Py (v) eintritt.

Bsp.: Approximation komplizierter Funktionen durch einfache: die Fourierentwicklung. Wir
betrachten den R-Vektorraum

V =C%0,27],R) = {f | f:[0,27] — stetig}

mit dem sogenannten L?-Skalarprodukt

2w

U@%=/ﬂ@ﬁ@m

0

und Bsp. nach (6.5). Es sei

Un = Span{f07 ) fn?g]-7 A 7gn}‘
Wegen Bem. 3 nach (6.16) gilt fiir alle f € V:

n

(%) Py, (f) =Y _{f fedfu+ D> (. 9k) gk

k=0

Im Gegensatz zu dem nach (6.6) geschriebenen, definiert man iiblicherweise die Fourierkoef-
fizienten ay, = ay(f) und by = bg(f) durch

\/§<f, fo) fiir k=0

17 _
ay = 7rbff(ac) cos(kx)dr = { %;(f, ) fir k>0
by = = _zfﬂf(a:) sin(kz)dr = \/i;(f, gr) fiir k> 0.
0

Damit schreibt sich (k) als

3

Py, (f)(z) = % + ¥ (aycos(kz) + by sin(kx)) .

Satz (6.17) besagt, daBl Py, (f) das eindeutig bestimmte Element von U, mit minimalem

L?-Abstand von f ist, d.h. die beste (L2-) Approximation von f durch ein Element von U,.
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Die (hier nicht bewiesene) Tatsache, dal {fo} U {fx,gx | £ > 0} ein vollstindiges ONS
bilden, heifit gerade, daf fiir jedes f € V gilt

(Jim d(r.0,) =) Jim || = P (/)] = 0.
Die Gramsche Determinante (J.P. Gram, dédn. Math. 1850-1916)

(6.18) Satz. Sei V' euklidischer Vektorraum, 0 < dimV = n < co. Dann existieren genau
zwei Determinantenformen =D auf V', so daf$ gilt:

Ist vy, ...,v, ONB won V,so gilt | £ D(vy,...,v,)| = 1.

Bez.: Ein solches D heifle normierte Determinantenform des euklidischen Vektorraums V.

Bew.: Existenz: Sei (v1,...,7,) eine (feste) ONB vn V. Nach (5.10) existiert genau eine
Determinantenform D von V' mit

D@1, ...,5,) = 1.

Wir miissen zeigen, dafl dann fir jede ONB (vy,...,v,) von V' |D(vy,...,v,)| = 1 gilt. Sei
L € EndV durch L(v;) = v; fiir 1 < ¢ < n definiert. Nach Definition (5.19) gilt:

D(vy,...,v,) =det L D(vy,...,7,) = det L.
Nach (6.10) gilt fur die Matrix A von L bzgl. (vq,...,v,):
ATA=E,.
Also 1 = det E,, = det(ATA) O29 gt AT det A L7 (det A)? (521 (det L)? und damit
|D(vy,...,v,] = |det L| = 1.
Dafl £D die einzigen solchen Determinantenformen sind, folgt direkt aus (5.10).

Aus Satz (6.18) folgt, daf in endlich-dimensionalen euklidischen Vektorrdumen (V/ (,)) ein
natiirlicher Volumenbegriff fiir Parallelotope existiert. Ist D eine normierte Determinan-

tenform und sind wy, ..., w, € V, so definieren wir
V01§£>(P(’LU1, coywy)) = | D(wy, .. wy)]
Ist (vi,...,v,) eine ONB von V, so nennt man P(vy,...,v,) einen Wiirfel der Kan-

tenldnge 1, und es folgt:

vol (P(vy,...,v,)) = 1.
Die Gramsche Determinante berechnet voll) (P(wy,. .., w,)) mittels der Skalarprodukte
(wi, wy) fur 1 < i,k <mn:

(6.19) Satz (Gramsche Determinante). Sei (V,(,)) n-dimensionaler euklidischer Vektor-
raum und wq, ..., w, € V. Dann gilt

Volg’)(P(wl, o wy)) = \/det((<wi, W) )1<i k<n)-
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Bsp.: Wir betrachten R? mit dem Standardskalarprodukt. Dann ist Dy eine normierte
Determinantenform, da Dy(e1, e2) = 1. In diesem Fall sagt (6.19):

() _ (wy,wy)  (wi,wa) 2 2 _ 2
voly' (P(wy, wy)) = \/det( (wg,wn) (wa,wa) ) Viwi[Pllwal? = (wy, ws)
= Jlwillllwa]lv/1 = cos® o = [wn|[[|ws | sin e,

wobei ¢ den Winkel zwischen w; und wy bezeichnet. Das ist die Formel fiir die Fléache des

Parallelogramms P(wy, w9) mit den Seitenlédngen ||w;|| und ||ws|| und dem eingeschlossenen
Winkel .

Beweis von (6.19): Sei G = (vy, ..., v,) eine ONB von V und L € End(V') durch L(v;) = w;,
fir 1 < j <n definiert. Dann ist A = (a;;)1<ij<n = Matg(L) durch

n

’UJ]': E aijvi

=1

definiert, und es gilt mit einer normierten Determinantenform D:
(%) vol (P(wy, ..., wy)) = |[D(ws, ..., w,)| = |det A||D(vy,. .. ,v,)| = | det Al.

Andererseits:

ajiajk
1

n n n
(wi, wy) = <Z ajivy, Zamvz> = > ajiay (vj,v) =
j=1 =1 =1 N~—~——

=051

n

= (AT Ay
Also: ((wy, wi))1<ik<n = ATA.
Daraus folgt: (%) det((w;, wy))1<ik<n = det(ATA) = (det A)2.
Aus (x) und (xx) folgt die Behauptung.

Jeder Unterraum U eines euklidischen Vektorraums (V) (,)) “erbt” das Skalarprodukt
von V., d.h. (,) | U x U ist ein Skalarprodukt auf U. Damit ist auch das Volumen von
k (< n)-dimensionalen Parallelotopen in V' definiert:

Sind vy, ...,v, € V linear unabhéngig, so heifit

k
P(vy,...,up) = {Zsivi |0<s; < 1} C span{vy, ..., vk}

i=1
das von vy, ..., v aufgespannte (k-dimensionale) Parallelotop.
Ist DY normierte Determinantenform auf U := span{uvy, ..., v;}, so besagt (6.19)

DY (01, .., ve)| = yJdet(({oi, v3))1<i <)
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und wir definieren diesen Wert als das k-dimensionale Volumen Vol,i’>(P(v1, ..., Ug)) von
P(vy,...,vg). Sind vy, ..., v linear abhéingig, so definieren wir Vol,i’>(P(vl, ..,vg)) =0.

Orthogonale Abbildungen

Wir wollen die orthogonale Endomorphismen L € O(V) eines euklidischen Vektorraums
(V. (,)) untersuchen.

Erinnerung (an Def. (6.8)):
LeO(V)< LeEnd(V) und fiir alle v,w € V gilt (L(v), L(w)) = (v, w).

Solche L € O(V) sind stets injektiv und damit — falls dim V' < oo — auch surjektiv. Wir
setzen voraus, dal dim V' = n < oo gilt. Dann ist O(V') eine Untergruppe von Aut(V') (mit
der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen als Gruppenoperation). Nach Satz (6.10)
gilt: Ist G = (v,...,v,) ONB von V, ist L € End(V) und A := Matg(L), so gilt:

LeO(V)e AT - A=E,.
Speziell folgt daraus (wie im Beweis von (6.18) schon benutzt):
LeO(V)=|detL| =|det A] = 1.

(6.20) Def.: A € R™™ heifit orthogonal < ATA = E,

O(n) := {A ] A € R"" orthogonal }
SO(n):={A| A€ O(n), det A =1} = O(n) NSL,(R)
SO(V):={L|LeO(V), det L=1}
Da Matg : (Aut(V),0) — (GL,(R),") ein Gruppenisomorphismus ist (vgl. (4.18)), ist
O(n) = Matg(O(V)) eine Untergruppe von GL,(R). Ebenso ist SO(n) (bzw. SO(V))
Untergruppe von O(n) (bzw. von O(V)).
Wir beschiiftigen uns zunéichst mit dem Spezialfall V' = R?, (,) = Standardskalarprodukt,
d.h.

((z1,22), (Y1, 92)) = 2191 + 212

Beispiele von Elementen in O(R?):

1) “Drehungen”: Sei ¢ € R und D, € End(R?) mit

[ cosp —sing
Mat(D,,) = ( sinp  cosp >

Dann gilt

(0,7 a0, - (<58 %) (e <)
—siny cosy singp  cosp

[ cosfp+ sin? o 0 (10
N 0 cosp+sinep )\ 0 1 )’
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d.h. Mat(D,) € O(2) und damit D, € O(R?). Wegen

cosp —sing
sinp  cosp

Offenbar gilt D, 9. = D, und D, # Dy, falls 0 < ¢ < 9 < 27.

2) “Spiegelungen an Geraden durch 0 € R?”: Sei U C R? 1-dimensionaler Untervek-
torraum. Wéhle eine ONB G = (v1,v2) des R? mit span{v;} = U. Definiere “die
Spiegelung Sy € End(R?) an U” durch

‘ =1 gilt sogar D, € SO(R?), Mat(D,,) € SO(2).

SU(UI) = 1, SU(UQ> = —Va.

Dann gilt Sy € O(R?) \ SO(R?), da Matg(Sy) = ( - ) € 0(2)\ SO(2).

Sy ist durch U eindeutig bestimmt!
(6.21) Fakt. Es gilt:

(i) SO(R?) = {Dy|p € [0,2m)}.
(i) O(R?) = {Sy|U 1-dimensionaler Unterraum des R?}.
(i) Vo, ¥ € R : Dypyy = Dy 0 Dy(= Dy o Dy), Dy = idgz (dh. ¢ € (R,+) — D, €
(SO(RR?), o) ist surjektiver Gruppenhomomorphismus).

D, =idg: & ¢ € {27k|k € Z}

(iv) Sy, o Sy, = D2y, wobei ¢ der Winkel ist, um den man U; drehen muf}, um U, zu
erhalten, d.h. D,(U;) = Us. (¢ ist bis auf additive Vielfache ¢ + km, k € Z, von 7
bestimmt.)

(v) Doy 0 Sy = Sp,w), Su 0 D2y = Sp_w)-

Insbesondere folgt aus (iii), (iv) bzw. (v), daB SO(R?) abelsch ist, wihrend O(R?) nicht
abelsch ist.

Bew.:

(i) Sei L € SO(R?), L(e;) =: (z,y) € R% Dann gilt 22 + y* = 1 und mit den Kennt-
nissen aus der Analysis I kann man einsehen, daff es genau ein ¢ € [0,27) gibt
mit (z,y) = (cosp,singp), d.h. L(e;) = Dy(e1). Dann sind L(e;) und Dy (ez) bei-
des Einheitsvektoren, die zu L(e;) = Dy(e1) orthogonal sind und zusammen mit
L(e1) = D,(e1) eine positiv orientierte Basis bilden. Da es nur einen solchen Vektor
gibt (das ist anschaulich klar, mufl aber im Prinzip durch eine Rechnung begriindet
werden), gilt auch L(ez) = Dy(e2), also L = D,,.

(ii) Sei L € O(2) \ SO(2). Um zu zeigen, daB L eine Spiegelung ist, suchen wir einen
1-dimensionalen Unterraum U, der punktweise von L festgelassen wird, d.h. einen
Vektor v € R? \ {0} mit L(v) = v (& vEV zum EW1 von L). Ist Mat(L) =

( CCL 2 ), so gilt wegen det L = —1: det(L — Aidg2) = A% — (a + d)X — 1 =: p(N).
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Wegen p(0) = —1 und /\hlf p(A) = oo, hat p(\) zwei Nullstellen (d.h. L zwei

Eigenwerte) Ay < 0 < A;. Da L orthogonal ist, hat jeder Eigenwert von L den
Betrag 1, also Ay = —1,\; = 1. Sei v; EV von L zum EW \; = 1 und (v;,v2) ONB
von R% Aus L € O(R?), L # idge und L(vy) = vy, folgt L(vy) = —vy, d.h. L = Sy
fir U := span{v }.

(iii) folgt aus den “Additionstheoremen” fiir sin und cos.

(iv) Es gelte D, (U;) = Us,. Da det(Sy, o Sy,) = det(Sy,) det(Sy,)
St, © Sy, € SO(R?), d.h. Sy, o Sy, ist eine Drehung.

(—1)? =1 ist, ist

Wie in der Vorlesung mit einem einfachen elementargeometrischen Argument (und &hnlich
fir (v)) gezeigt wurde, ist Sy, 0 Sy, in der Tat eine Drehung um den Winkel 2¢. Dieses Ar-
gument muf} aber in der hier aufgebauten “Analytischen Geometrie” durch eine Rechnung
bewiesen werden. Es ist nun so, dafl solche Rechnungen statt mit (2 x 2)-Matrizen sehr viel
weniger aufwendig mit komplexen Zahlen ausgefiihrt werden kénnen. Deshalb zunéchst der

Exkurs: Beschreibung von Drehungen und Spiegelungen des R? mit Hilfe der
komplexen Zahlen.

Identifizieren wir wie iiblich (x,y) € R? mit = + iy € C und definieren (!) wir fiir p € R
€' 1= cos +ising

(fiir diese Definition gibt es einen mathematischen Hintergrund, der uns jetzt nicht zu
interessieren braucht), so berechnet man:

Dy(2) =€ - 2.

Die Additionstheoreme fiir sin und cos sind #dquivalent zur Gleichung e*#+¥) = ¢ . e
fiir alle o, € R. AuBlerdem gilt ¥ = e~ und |e*?| = /cos?+sin?p = 1. Ist U =
spang{e™} = {se"¥ | s € R}, so zeigen wir, dafi Sy; durch

Sy(z) = ¥z

gegeben ist: Die Abbildung z € C ~ R? — 7z € C ~ R? ist gerade die Spiegelung an der
x-Achse, so dafl die Abbildung

2 — 7 = Dyy(7)

in O(R?)\ SO(R?) liegt. Wendet man sie auf z = e an, so erhiilt man e — e2¥.e~% = ¢,
Da auch Sy (e™) = e gilt, folgt

Sy(z) = ¥z

fiir alle z € C, denn beide Abbildungen sind Spiegelungen, die die Gerade spang{e?¥} fest
lassen.

Wir kommen nun zu einem “analytischen” Beweis von (6.21)(iv) und (v):

(iv): Essei U; = spang{e™'} = Dy, (R x {0}) und U, = spang{e™*} = Dy, (R x {0}).
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Dann gilt Dy,_y, (U1) = Dy, (D, (Rx {0}) & Dy, (R x {0}) = Us, d.1u. fiir  := o — 1)y

gilt D,(U;) = Us,. Andererseits berechnen wir fiir alle z € C:

Sp, © Sty (2) = Sp, (€2V17) = 22 (e2inZ) = 2W27¥1)y = Dy (2)

(v): Ist U = spang{e™}, so gilt
Dy, 0 Sy(z) = *¥e*z = 20z = Sp_11)(2),

da D,(U) = SpanR{D¢(ei¢)} = spanR{e"(WrW}'

Ebenso erhalten wir:

Sy o D2¢(Z) _ 62”’#’(@—2”2) — 2il—9)5 _ SD,v(U)(Z)-

Normalform von orthogonalen Abbildungen

(6.22) Def.: Sei L € End(V). Ein Untervektorraum U von V heifit L-invariant, falls L(U) C
U gilt.

Bem.: {0} und V sind L-invariant fiir jedes L € End(V').

Ein groBes Ziel bei der Untersuchung eines L € End(V) ist es, L-invariante Unterrdume
Uy # {0}, Us # {0} zu finden, so dal V' die direkte Summe von U; und Us ist, d.h. V = U;®
Us. Dann reduziert sich die Untersuchung von L auf die Untersuchung von L|U; € End(U;)
und L|Us; € End(Us). (Leider ist das nicht immer mdoglich, z.B. nicht fiir die “Scherung”
Lemﬂ@%man@y:<é})q

Man wird natiirlich versuchen, solche L-invarianten Unterrdume U; und Us in noch kleinere
L-invariante Unterrdume zu zerlegen, und dazu benotigen wir den Begriff der direkten
Summe von endlich vielen Unterrdumen (vgl. (3.19)—(3.21) und Blatt 3, Aufgabe 4): Sind
Ui, ..., U Unterrdume eines Vektorraums V', so heifit V' die direkte Summe von Uy, ..., Uy

k
(geschrieben V =U; & ... & U, = & U,), falls gilt:
i=1

k
(i) V =span({J U;) und
i=1
k
(i) Far alle ¢ € {1,...,k} gilt: U; nspan( |J U;) = {0}.
=1
c
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Daraus folgt: Ist fiir i = 1,...,k B; eine Basis von U;, so gilt B; N B; = () fiir i # j, und
k
B := |J B; ist Basis von V. Ist dim V' < oo, so folgt:

=1

k
dimV = Z dim U;.

i=1

Im Fall eines euklidischen Vektorraums (V/ (,)) ist folgender Spezialfall der direkten Summe
wichtig:

(6.23) Def.: Seien Uy, ..., Uy Unterrdume von V' Dann heifit V' die orthogonale Summe von
Uy, ..., Uy, falls gilt:

k
(i) V =span(J U;) und
i=1
(i) Fiir alle 1 <4 # j < k gilt U; C Uj-.

Zur Bedingung (ii) sagt man, die U;, 1 < i < k, seien paarweise orthogonal.
Aus (6.23)(i) und (ii) folgt, daB V' die direkte Summe von Uy, ..., Uy ist.

(6.24) Satz. Sei L € O(V). Dann existieren k € N, 2-dimensionale, L-invariante Un-
terraume Uy, ..., Ux von V und L-invariante Unterrdume U_ und Uy von V', so dafi V' die
orthogonale Summe von Uy, ... Uy, U_ U, ist und so daf gilt

(i) LU~ = —(idy_)
(i) L|U, = ide,

Bem.: 1) Es kann k£ = 0 oder U_ = {0} oder U; = {0} gelten.
2) Jedes v € V 148t sich dann eindeutig darstellen als

V=U + ...+ U T U- +ust
mit u; € U; fir 1 <7 <k, u_ € U_ und uy € U;. Es gilt dann:
L(v) = L(uy) + ...+ L(ug) — u_ + uy.

L setzt sich also aus k “Drehungen” in den 2-dimensionalen Unterrdumen U;, 1 < i < k,
aus der “Punktspiegelung” —(idy_) im Unterraum U_ und der Identitét auf U, zusammen.

3) Es gilt 2k + dim U_ + dim U, = n. Ist n ungerade, so folgt dim U_ + dim U, # 0.
4) det(L) = (—=1)4mU-vel. Blatt 3, Aufgabe 3.

Umformuliert fir Matrizen besagt (6.24):
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(6.24)” Satz. Sei L € O(V'). Dann existieren eine ONB G = (vy,...,v,) von V, k € N und
©1,-- -,k € (0,m), so daff gilt:

cos 1 —sin ey
sinp1  cos 1

cos (2 — sin @2 0
sin g2 cos p2

Matg(L) = 0 cos @ — sin gy,

sin gy, cos g

Aquivalent dazu ist: Zu jedem A € O(n) ewistiert ein B € O(n), so dafi BTAB die obige
Form hat.

(6.25) Lemma. Sei L € End(R"). Dann existiert ein L-invarianter Untervektorraum U des
R™ mit 0 < dimU < 2.

Bew.: Das wurde im 1. Schritt des Beweis von Satz (6.11) (Hauptachsentransformation)
wie folgt gezeigt: Wir betrachten die C-lineare Fortsetzung L von L auf C" und erhalten
einen EW A = a +if € C mit «, # € R und einen zugehorigen EV v = 2 + iy € C* \ {0}
mit x, y € R". Dann gilt:

(%) L(z) = ax — By und L(y) = Bz + ay.
Das zeigt, dal span{z,y} L-invariant ist. Wegen v = x + iy # 0 gilt span{x,y} # {0}.
Beweis von (6.24): Durch vollsténdige Induktion nach n = dim V.

Induktionsanfang: Ist dim V' = 1, so gilt O(V) = {£idy }. Die Behauptung ist richtig mit
k =0 und entweder Uy =V oder U_ = V.

Induktionsschritt: Sei L € O(V) und dimV = n > 1. Wegen (6.9) geniigt es, den Fall
zu betrachten, dafl (V, (,)) der R mit dem Standardskalarprodukt ist. Aus Lemma (6.25)
folgt, daBl ein L-invarianter Unterraum U C R™ existiert mit 0 < dim U < 2.

(i) Gilt n =2 und U = R", so folgt die Behauptung aus (6.21):
Entweder L ist eine Spiegelung ( — Matg(L) = (é

des R?), oder L = D,, fiir ein ¢ € [0,27).

Ist p=0,s0 L =idge (= k=0, U_ = {0}, Uy = R?).

Ist o = m s0o L = —idge (= k =0, U_ = R? U, = {0}). Sonst gilt D, €

SO(R?) \ {+idg:}.

_01) fiir eine geeignete ONB
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(ii) Gilt USR", so folgt aus (6.15)
R'=UaU™*
Da U L-invariant ist und L orthogonal ist, ist auch U+ L-invariant (vgl. Blatt 1,
Aufgabe 1). Wegen dim Ut =n —dim U < n ist auf L|U+ die Induktionsvorausset-

zung anwendbar. Daraus folgt zusammen mit unseren Kenntnissen iiber O(R) und
O(RR?) die Behauptung.

Die einzige zusétzliche Information, die man zum Beweis von (6.24)’ benétigt, ist folgende:
Ist dimV =2 und L € SO(V) \ {£idy}, so existiert eine ONB G von V und ¢ € (0, ),

so daB$ Matg(L) = Cosp TRy
sing  cosg
ONB von V| so existiert ¢ € (0,7) U (m, 27) mit

Matd(L) = (C?S%? —Smfﬁ)
g sing  cos Q.

gilt. Das sieht man so ein. Ist G = (vy,v,) irgendeine

Ist ¢ € (m,27), so betrachten wir G = (v1, —vs) und erhalten

Matd(L) = ( cos Q- sm?)
—sing cos@.

Wegen cos(—@) = cos @, sin(—@) = —sin ¢ folgt mit ¢ := 27 — @ € (0, 7):

Matd(L) = (098‘/) — e 90)
siny  cos,

wie behauptet.

Die anschauliche Begriindung fiir die letzte Uberlegung ist wie folgt: Ist dim V' = 2 und
L € SO(V), so ist der “Drehwinkel” ¢ von L erst nach Wahl einer Orientierung (= eines
“positiven Drehsinns”) fiir V' definiert. Andert man die Orientierung, so geht ¢ in —@
tiber. Ist ¢ € (m,27), so ist —¢p € (=27, —m) und statt —@ kann man natiirlich auch
¢ =21 — ¢ € (0,7) nehmen.

Oft ist es wichtig zu wissen, ob die Unterrdume in (6.24) und ob die Normalform in (6.24)’
und die zugehorige ONB eindeutig durch L bestimmt sind.

Hierzu kann man folgendes sagen:

Es gilt Uy = ker(L —idy), U_- = ker(L + idy), so dafl U_,U, und damit auch k£ =
1(n — (dimU_ + dim Uy )) eindeutig durch L bestimmt sind. Die ¢, ..., ¢y € (0,7) sind
(bis auf ihre Reihenfolge) eindeutig durch L bestimmt (und damit auch die Normalform in
(6.24)"), da €1, e=™1 .. ¢k e~k gerade die Eigenwerte # +1 von L sind. Aus (6.24)’
folgt némlich sofort:

det(L — Aid) —2(cos p))A + 1) (1 + A) 0 (1 — NP

(A=) (A—e"d)
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Eine ONB, in der die Matrix von L die Normalform (6.24)" annimmt, ist nicht eindeutig
durch L bestimmt. Z.B. ist die Matrix einer Drehung, D, € SO(R?), ¢ € (0, ), beziiglich
cos pp —sin

jeder positiv orientierten ONB des R? in der Normalform | . :
sin g,  €os

Nach so vielen Worten mochte man hoffen, nun alles iiber orthogonale Abbildungen zu
wissen. Weit gefehlt! Uber die Gruppenstruktur von SO(n) fiir n > 3 wurde etwa noch
nichts gesagt. Man mochte auch gern die Elemente von SO(3) durch 3 (warum gerade 37)
reelle “Parameter” beschreiben (so wie wir die Elemente von SO(2) durch den Drehwinkel
¢ mod 27 beschrieben haben). Aber geht das und wie am besten? Da gibt es Fragen und
Antworten, genug fiir ein ganzes Mathematikstudium...
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7. Dualitat

In diesem Kapitel geht es um die Begriffe “Dualraum” und “dualer Homomorphismus”, die
sowohl im endlich- wie im unendlich-dimensionalen Fall (hier als algebraischer Hintergrund
fiir die “Funktionalanalysis”) wichtig sind. Dennoch ist diesen Begriffen eine gewisse Unan-
schaulichkeit eigen. Neben der Vorbereitung auf weiterfithrende Gegensténde dient dieses
Kapitel auch einer sachgerechten Behandlung der Transposition von Matrizen (vgl. (5.16)

und (4.23)).

Im folgenden sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Eine Linearform auf V' ist eine
Abbildung [ : V — K, so daB fiir alle o, f € K und alle v,w € V gilt:

l(av + Pw) = al(v) + Bl(w).

Mit anderen Worten ausgedriickt ist eine Linearform [ gerade ein Vektorraumhomomor-
phismus von V' in den 1-dimensionalen K-Vektorraum K, d.h. [ € Hom(V, K), vgl. (4.1).
In (4.9) wird erklart, da8 Hom(V, K') eine natiirliche K-Vektorraumstruktur besitzt, in der
etwa die Addition von zwei Linearformen [y,ls € Hom(V, K) “punktweise” definiert ist

durch:
Voe Vi (lh+1)(v) :=1L(v)+ l(v).

(7.1) Definition. Der K-Vektorraum V* := Hom(V, K) = {l: V — K | [ Linearform} heift
Dualraum von V.

Bem.: Aus (4.12)—(4.14) folgt: Ist dim V' < oo, so gilt dim V* = dim V.

Erinnerung an (4.6): Ist B eine Basis von V' und I : B — K irgendeine Abbildung, so
existiert genau ein [ € V* mit [ | B = [, d.h. mit l[(v) = [(v) fur alle v € B.

Im Spezialfall V' = K™ mit der Standardbasis (ey,...,e,) erhalten wir: Ist [ € (K™)* und
l(e;) =:a; € K fiir 1 <i<n,so gilt

n

Hxy, ... xn) =a1x1 + ... + apxy, = E a;T;.
i=1

(Denn I(x1,...,2,) = 1D xie;) = > wil(e;) = > a;z;.) In diesem Fall ist eine Linear-
i=1 i=1 i=1

form [ € (K™)* also “nichts anderes” als die linke Seite einer einzigen homogenen linearen
Gleichung (mit n Unbekannten in K'), und die Vektorraumstruktur in (K™)* formalisiert
genau das, was wir schon immer (GauBsches Eliminationsverfahren) mit solchen Gleichun-
gen getan haben: wir haben sie mit Kérperelementen multipliziert und zueinander addiert.
Beziiglich einer Basis (v, . .., v,) eines n-dimensionalen K-Vektorraums V' entspricht nach
(4.11) einem [ € V* die (1 x n)-Matrix (ay,...,a,) € K" mit a; = I(v;) fiir 1 <i < n,
die man oft auch als “Zeilenvektor” interpretiert.
88



Bsp.: Auf dem R-Vektorraum V = C%[a,b],R) = {f | : [a,b] — R stetig} ist die

Integration eine Linearform, d.h. definiert man fiir alle f €
= / f(t)dt

(7.2) Satz. Sei dimV = n und G = (vy,...,v,) eine Basis von V. Definiere l; € V* fir
1 <i<n durch

so gilt [ € V™.

L firied |
li(Uj):5ij={0 %:z#g fir1<j<n.

Dann ist G* = (Iy,...,l,) Basis von V*, genannt die Dualbasis zu G.
Fiir alle I € V* gilt: 1 = > l(v;)1;.
i=1
Bew.:
(i) G* ist linear unabhéngig: Sei Y «;l; = 0. Dann gilt fir 1 < j < n:
i=1

0= (Zn: aili)(v) = i aili(vy) = Zn: aidij = @

(ii) G* erzeugt V*: Wir zeigen, daf fiir jedes [ € V* gilt: | = Z [(v;)l;. Da beiden Seiten

dieser Gleichung Linearformen sind, geniigt es nachzuwelsen dafl beide Seiten auf
allen Basiselementen v;,1 < j <n, d1e gleichen Werte annehmen, vgl. (4.6):

(Zl(vi)li> (vj) = Zl(vz‘)li(%‘) = Zl<vi)5ij = I(vy)

Wichtige Bemerkung: Analog kann man im Fall dim V' = oo aus einer Basis B eine (eben-
falls unendliche) linear unabhéngige Menge B* C V* konstruieren (= dim V* = o0). Es
gilt aber nicht span B* = V* z.B. lafit sich die Linearform [ € V* mit [(b) = 1 fiir alle
b € B nicht als (endliche!) Linearkombination von Elementen aus B* darstellen.

(7.3) Def.: Sind V,W K-Vektorrdume und ist L € Hom(V, W), so heiit die Abbildung
L*: W* — V* die durch

L*(l) =1o L (oder explizit:Yv € V gilt (L*(1))(v) = I(L(v)))
definiert ist, die zu L duale Abbildung.

(7.4) Fakt. (i) Die Abbildung L € Hom(V,W) — L* € Hom(W*, V*) ist ein injektiver
K-Vektorraumhomomorphismus von Hom(V, W) nach Hom(W*, V*).

(ii) Ist Z ein weiterer K-Vektorraum und ist J € Hom(V, W), L € Hom(W, Z),

so gilt: (Lo J)*=J"o L* € Hom(Z*,V*).

AuBerdem gilt: (idy)* = idy~ .
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Bem.:

1) Aus (4.13), (4.14) und (7.2) folgt, im Fall dimV = n < oo, dimW = m < oo:
dim Hom(V, W) = m-n = dim Hom(W*, V*). In diesem Fall ist also die Abbildung
L € Hom(V, W) — L* € Hom(W*, V*) ein Isomorphismus, vgl. (4.8).

2) In der Sprache der Kategorien besagt (7.4)(ii), dal * ein kontravarianter Funktor
auf der Kategorie der K-Vektorrdume ist.

Bew.:

(i) Zeigez.B.: Ly, Ly € Hom(V, W) = (L1+Ls)* = L{+Lj. Denn es gilt fiir alle [ € W*:

(Ly+ L) (1) = Lo (L1 + Ly) ™™ Lo Ly + 1o Ly = LX(1) + Li(1) = (Lt + L)(1).
Injektivitat: Zeige L # 0 = L* # 0. Ist L # 0, so existiert ein v € V mit L(v) # 0.
Ergénze w := L(v) # 0 zu einer Basis B von W und definiere [ € W* durch
(w) =1, l(w') = 0 fur w' € B\ {w}. Dann gilt 1 = I(L(v)) = (L*(1))(v), also
L*(l) # 0, also L* # 0.

(i) Fir 1 € Z* gilt (Lo J)*(I) =lo(LoJ)= (loL)oJ = J*(loL) = J*(L*(1)) =
(J* o L*)(1).

(7.5) Fakt. Sind Gy = (vy,...,v,) bzw. Gy = (wy, ..., w,) Basen von V bzw. W und ist
[ € Hom(V, W), so gilt:
gy N\ g T
Matg“{v(L )= (Matgf/"(L))
(oder mit Worten: Beziiglich dualer Basen ist die Matrix von L* gerade die transponierte
Matrix von L).

Bem.: Aus (7.4)(ii) und (7.5) folgt, daf fiir alle A € K™*" B € K™*? gilt:
(A-B)Y' =BT . AT,
was man auch leicht direkt nachrechnen kann.

Bew.: Sei A = (aij) 1<i<m = Matgy (L), d.h. es gilt

<j<n
L(v;) = Zaijwi fir 1 <j <n.
i=1
Sei Gy = (I1, - 1n), Giy = (f1, -+, frn). Danm ist B = (by,) 1<k<n = Matd!” (L*) durch

1<r<m

L*(f,) = ) bisly definiert.
k=1

Dann gilt fir 1 <j7<n, 1 <r<m:

(L (f) (W) = > barli(v7) = Y birOrj = by
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Also
b = (LU = M2 = £ (S o)
= ;aijfr<wi) = ;aijdm' = Qyj,
dh. B = AT,
Bez.: V** := (V*)* = Hom(V*, K) heifit der Bidualraum von V.

(7.6) Fakt. Es existiert ein “natiirlicher” injektiver Homomorphismus
h=hy:V—-V*™
definiert durch: Fiir alle v € V| [ € V* gilt

(h(v))(D) := 1(v).

Bem.:

1) Ist dimV < o0, so ist h : V' — V** ein Isomorphismus, da dim V** = dim V* =
dim V.

2) h heifit “natiirlich (oder kanonisch)”, weil h unabhéngig von irgendwelchen Wahlen
(z.B. von Basen) definiert ist. In der Sprache der “Kategorien” 148t sich die Natiir-
lichkeit von A mathematisch prézis formulieren.

Bew.: Injektivitdt von h: Ist v € V' \ {0}, so existiert ein [ € V* mit I(v) # 0 (vgl. den
Beweis von (7.4)(i)). Dann gilt (h(v))(l) = I(v) # 0, also h(v) € V**\ {0}.

Bez.: Zu einem Untervektorraum U von V' definieren wir
U :={leV*|VuelU:Il(u) =0}
Zu einem Untervektorraum W von V* definieren wir
Ws:={veV |VleW:l(v)=0}.
Dann ist U® Untervektorraum von V* und Wy Untervektorraum von V', und es gilt

(7.7) Satz. Ist dim V' < oo, so

(i) dimU + dimU® = dim V/
(i) (U°) = h(U) € V™
(ili) dim W + dim Wy = dim V'

Bem.: (7.7)(iii) kann als Prézisierung und Verallgemeinerung von (3.25) angesehen werden:
Ist I ein homogenes lineares Gleichungssystem mit k£ Gleichungen fiir n Unbekannte (in K),
so gilt dim L; > n—k. Jede Gleichung ist gegeben durch eine Linearform [y, ... 1, € (K™)*.
Wir setzen W := span{ly,..., I} C (K™)*. Dann gilt L; = W und (7.7)(iii) impliziert:
dimL; = dimW, = n —dimW > n — k mit “=" genau dann, wenn die “Gleichungen”
l1,..., 1 linear unabhéngig sind. (Ausgedriickt mittels Matrizen folgt Entsprechendes aus

(4.21), (4.22)).
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Bew.:

(i) Mit der Bemerkung nach (3.13) (“Basisergénzungssatz”) konnen wir eine Basis
G = (v1,...,v,) von V finden, so daf fir k := dim U gilt:

U = span{vy, ..., v}
Sei G* die zu G duale Basis. Dann gilt mit (7.2):

=Y U(v)l; liegt in U® < l(v;)) =0firi=1,...,k

i=1
n

sl= > lvl;elespan{lpir,. .., l}
i=k-+1
D.h. U® = span{lgy1,. .., l,} und speziell:
dimU® =n—-—k=dimV —dimU.
(i) Zeige: h(U) C (U*)*. Seiv € U und [ € U®. Dann gilt

(R(v)(1) = l(v) = 0,
also h(v) € (U?)*. Nach (i) gilt dim(U?®)* = dim V* —dimU?® = dim V* — (dim V' —
dimU) = dimU. Da h injektiv ist, gilt dimh(U) = dim U(= dim(U®)*). Wegen
h(U) C (U®)*, folgt h(U) = (U®)*.

(iii) Wir zeigen, daB W* = h(Wj) gilt, denn daraus folgt mit (i): dim Wy = dim h(W;) =
dimW?* = dimV —dim W. Ist w € Wy, so gilt fiir alle [ € W: 0 = [(w) = (h(w))(l).
Daraus folgt h(w) € W=. Ist v € W*® C V**, so existiert nach (7.6), Bem. 1), ein
v € V mit h(v) = 0. Dann gilt fiir alle l € W: 0 = v(l) = (h(v))(l) = l(v). Also
v € Wy, und damit 7 = h(v) € h(W).

(7.8) Satz. Seien V und W K-Vektorraume, L € Hom(V,W). Dann gilt:

(i) ker L* = (im L)*
(ii) ker L = (im L")
Speziell: L surjektiv < L* injektiv
L* surjektiv = L injektiv. Die Umkehrung gilt, falls dim W < oo.

Bew.:

(1) Zeige: ker L* C (im L)*. Ist | € ker L* C W*, so gilt fir alle v € V:
0= (L*())(v) =1(L(v)), dh. l € (im L)*.
Zeige: (im L)* C ker L*. Ist [ € (im L)*, so gilt fiir alle v € V:
[(L(v)) =0, also (L*(1))(v) = 0. Daraus folgt [ € ker L".

(ii) Analog zu (i).
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“Speziell”: vgl. Anwesenheitsaufgabe 4 auf Blatt 4a.

(7.9) Folgerung. Seien V und W K-Vektorrdume, dim W < oo und L € Hom(V, W).
Dann gilt: dim(im L) = dim(im L*).

" dim W — dim(ker L*) ™ gimw — dim(ker L*) =

D dimw — dim((im L)*) “2Y dim W — (dim W — dim(im L))
= dim(im L)

—
-
oo

Bew.: dim(im L*)

R

(7.

Eine der beriihmtesten mathematischen Erkenntnisse der letzten 50 Jahre — der Atiyah-
Singer-Indexsatz — hat damit zu tun, dal (7.9) ohne die Voraussetzung “dim W < o0”
nicht gilt.

Bem.: (7.5) und (7.9) bilden den mathematischen Hintergrund fiir Satz (4.23) (“Zeilenrang
= Spaltenrang”), d.h. rg(A) = rg(AT).

Zusammenhang: Dualraum « Bilinearformen
Zu einem K-Vektorraum V' betrachten wir die Menge
B(V)={b|b:V xV — K bilinear}

der Bilinearformen auf V. Sie bildet (mit den wie iiblich “punktweise”definierten Ver-
kniipfungen) selbst einen K-Vektorraum. Jedes b € B(V') definiert Abbildungen A(b) €
Hom(V, V*) und p(b) € Hom(V,V*) durch: Fiir alle v € V ist A(b)(v) € V* durch

A(b)(v) = b(v, )
definiert, d.h. (A(b)(v))(w) = b(v,w) fiir alle w € V.
Analog ist p(b) € Hom(V, V*) definiert durch:
Fiir alle v € V gilt p(b)(v) = b(+,v), d.h.
(p(b)(v))(w) = b(w, v) fiir alle w € V.
Man priift nach, dafl in der Tat A(b), p(b) € Hom(V, V*).
(7.10) Def.: b € B(V) heiit nicht ausgeartet, falls folgende Bedingungen (i) und (ii) gelten:

(i) Ist v € V und gilt b(v,w) = 0 fiir alle w € V, so gilt v = 0.
(i) Ist v € V und gilt b(w,v) = 0 fiir alle w € V', so gilt v = 0.

Bsp.: Jedes Skalarprodukt ist eine nicht ausgeartete Bilinearform. ({(v,w) = 0 VYw € V =
(v,v) = [v]*=0=0v=0.)

Bem.: Die Bedingung (7.10)(i) ist d4quivalent dazu, dal A(b) € Hom(V, V*) injektiv ist, und
(7.10)(ii) ist dquivalent dazu, da p(b) injektiv ist.

(7.11) Satz. Die Abbildungen

A:B(V) — Hom(V,V*),b € B(V) — A(b) € Hom(V, V™)
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und
p(b) : B(V) — Hom(V,V*),b € B(V) — p(b) € Hom(V, V™)

sind natiirliche K -Vektorraumisomorphismen.

(7.11) besagt, dal ein Homomorphismus V' — V* “nichts anderes” als eine (etwas anders
geschriebene) Bilinearform auf V' ist.

Bew.: Linearitét von A, z.B.:

(A(b1 +02))(v) = (b1 +ba)(v,") = bi(v,-) + ba(v, )
= (A(b1))(v) + (A(b2))(v) = (A(b1) + A(b2))(v).

Injektivitdt von A: b 40 — Jv,w € V: b(v,w) # 0 =
(A(b)(v))(w) # 0 = A(b)(v) # 0 = A(b) # 0.

Surjektivitdt von A: Sei L € Hom(V, V™). Definiere b : V x V. — K durch b(v,w) =
(L(v))(w). Dann gilt b € B(V') und fiir alle v € V:

A(b)(v) = b(v,-) = L(v), d.h. A(b) = L.
Bem.: Ist b € B(V), so ist A(b)* € Hom(V**, V*), und es gilt fiir alle v,w € V:
(A®)"(2(v)))(w) = h(v)(A(b)(w)) = b(w,v).
Ist dimV < o0, so konnen wir aus dieser Bemerkung ableiten, dafl die Bedingungen
(7.10)(i) und (ii) &quivalent sind: b € B(V) und (7.10)(i) gilt < A(b) € Hom(V,V*)
ist injektiv @ A(b)* € Hom(V*™*,V*) ist injektiv & e (7.10)(ii) gilt fur b.

(7.12) Folgerung. Sei dimV < oo und b € B(V) nicht ausgeartete Bilinearform. Dann
existiert zu jedem [ € V* genau ein v € V, so daf fiir alle w € V' gilt:

l(w) = b(v, w),

namlich v = A\(b)~1(I). Analog existiert genau ein v’ € V, so daf fiir alle w € V' gilt
l(w) = b(w, V"),

néimlich v = p(b)~1().

Bew.: Da b nicht ausgeartet ist, sind A(b) € Hom(V, V*) und p(b) € Hom(V, V*) injektiv,
vgl. Bem. nach (7.10). Wegen dim V' = dim V* < oo sind A(b), p(b) Isomorphismen von V'
nach V*. Ist v := A\(b)71(I) und w € V beliebig, so gilt

b(v, w) = (A(b)(v))(w) = (AD)AD) ™ (D)) (w) = l(w).
Ist umgekehrt v € V und gilt fiir alle w € V: b(v, w) = l(w), so folgt
b(v, w) = (A(b)(v))(w) = l(w),
d.h. A(b)(v) =1, und damit v = A\(b)~*(1).

Nachtrag: Orientierung von R-Vektorrdumen.
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Wir wollen nun (7.12) benutzen, um das Kreuzprodukt (auch Vektorprodukt genannt) zu
definieren. Dazu benotigen wir den Begriff des “orientierten R-Vektorraums”. Das folgende
ist eine Verallgemeinerung von (5.25), und zwar auf den Fall beliebiger R-Vektorraume V',
mit 1 <dimV =n < co.

(7.13) Def.: Zwei Basen (vy,...,v,), (wi,...,w,) von V heiflen gleich orientiert, falls fiir
den Endomorphismus L € End(V), der durch L(v;) = w;, 1 < ¢ < n, definiert ist, gilt:
det L > 0.

Bem.: 1) (vy,...,v,) und (wy,...,w,) sind genau dann gleich orientiert, falls fiir eine (=
jede) Determinantenform D auf V' gilt:

D(wy, ..., wy,)
D(vy,...,v,)

>0, vgl. (5.19).

2) “gleich orientiert” ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der geordneten Basen V
mit zwei Aquivalenzklassen.

(7.14) Def.: Eine Orientierung von V ist die Auswahl einer der beiden Aquivalenzklassen
von geordneten Basen von V. Die Basen in der ausgewéhlten Aquivalenzklasse heiflen
positiv orientiert.

Bsp.: Die “iibliche Orientierung” des R™ besteht in der Auswahl der Aquivalenzklasse, die
die Standardbasis (eq, ..., e,) enthalt, vgl. (5.25).

Bez.: Sei (V, (,)) orientierter euklidischer Vektorraum, 0 < dim V' = n < co. Dann existiert
genau eine Determinantenform D auf V| so daf fiir eine (= jede) positiv orientierte ONB
von V gilt: D(vy,...,v,) = 1. Dieses D heifit die kanonische Determinantenform von V.

Bem.: Ist (v, . .., v,) positiv orientierte ONB von V', so kann man fiir beliebige (wq, ..., w,)
n

€ V™ den Wert D(wy, ..., w,) wie folgt berechnen: Ist w; = > a;;v; und A := (aij)1<i j<n,
i=1

so gilt D(wy, ..., w,) = det A. Das liegt daran, daf§ diese Formel eine Determinantenform
definiert, die auf der gegebenen, positiv orientierten ONB (vy,...,v,) den Wert 1 hat (da
in diesem Fall A = E,, gilt).

Speziell ist im Fall V' = R"™ mit dem Standardskalarprodukt und der iiblichen Orien-
tierung, die kanonische Determinantenform gerade die “Standarddeterminantenform” Dy,
vel. (5.13).

Das Kreuzprodukt

(7.15) Def.: Sei (V,(,)) orientierter euklidischer Vektorraum, 3 < dimV = n < oo, mit
kanonischer Determinantenform D. Zu je n — 1 Vektoren wy, ..., w,_1 in V existiert genau
ein Vektor w € V', so daB fiir alle v € V' gilt:

(%) D(wy, ..., w,_1,v) = (w,v).
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Dieses w heifit das Kreuzprodukt von wy, ..., w,_1 und wird durch das Symbol w; x ... X
w,—1 bezeichnet.

Begriindung: Die Abbildung v € V. — D(wy,...,w,_1,v) € R ist eine Linearform auf
V. Da (,) eine nichtausgeartete Bilinearform ist, folgt Existenz und Eindeutigkeit eines
Vektors w, der (x) fur alle v € V erfiillt, aus Folgerung (7.12).

Bem.: Es ist nur das Kreuzprodukt w; X ... X w,_1 von n — 1 Vektoren (n = dimV’)
definiert, d.h. fiir zwei Vektoren w;, ws € R?* ist w; X ws nicht definiert!

Eigenschaften des Kreuzprodukts:

(i) Die Abbildung (wq,...,w,—1) €V X ... XV — wy X ... X w,_1 € V ist multilinear
und alternierend. Speziell gilt: wy, ..., w,_; linear abhédngig = wy X ... xXw,_1 = 0.
Z.B. beweist man wie folgt die Additivitdt im 1. Argument:

(w1 +w}) X wy X ... X Wwyq,+) = D(wy + wy, wa, ..., Wyt )
= D(wy,ws, ..., wy_1,-) + D(w],wa, ..., wy_1,")
= (w1 X Wy X ... X Wy_1,-) + (W) X wy X ... X wy_1,")
= (w1 X ... X Wyp_1 + W] X Wg X ... X Wy_1,")

(11) L e O(V) = L(U)l) X ... X L(wn_1> = det L - L(w1 X ... X wn_1>.
Bew.: (L(wi) x ... X L(w,_1),v) = D(L(w,y), ..., L(w,), L(L™*(v)))
=det L D(wy,...,wu_1, L7 (v)) =det L+ {(wy x ... X w,_1, L7 (v))

begm) (det L - L(wy X ... X wp_1),v)
(iii) “Geometrische Definition des Kreuzprodukts”: Sind wy, ..., w,—; linear unabhén-
gig, so ist wy X ... X w,_1 der eineutig bestimmte Vektor mit:
(a) wy X ... X w,_1 € (span{wy, ..., w,_1})%,
(b) (wy, ..., wy_1, w1 X ... X wW,_1) ist positiv orientierte Basis von V', und
(c) lwy x ... X wo_y [|=voli  (P(wy, ..., wp1)).

Wir zeigen, dafl wy X ... x w,_; die Eigenschaften (a)—(c) hat:

zu (a): (w;,wy X ... X Wy_1) = D(wy, ..., wp_1,w;) =0 fir 1 <i<n-—1.
zu (b): D(wi, ..., Wy 1, w1 X ... X Wy_1) = (W1 X ... X Wy_1,W1 X ... X Wy_1)

= ||’UJ1 X . X Wp—1 ||2
zu (¢): Zeige zunéchst: wy, ..., w,_1 linear unabhingig = w := wy X ... X w,_1 # 0.
Ergénze wy, ..., w,_1 zu einer Basis (wy, ..., w,_1,v) von V.
Dann gilt 0 # D(wy, ..., wy_1,v) = (w1 X ... X Wy_1,0), also w = wy X ... X w,_1 # 0.
Nun ist die Abbildung, die vy,...,v,_1 € span{wy,...,w,_1} die reelle Zahl
D (vl, ceey Un_1, m) zuordnet, eine normierte Determinantenform auf span{wy, ..., w,_1},
also

w '\ (b
V01§1’>_1(P(w1, ceyWpo1)) =D (wl, ey Wy, m) (:)||w1 X oo X Wy || -
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Umgekehrt sieht man leicht, da ein Vektor durch die Eigenschaften (a)-(c) eindeutig
bestimmt ist.

Schliellich leiten wir eine explizite Formel her, die es erlaubt, w; x ... X w,_; aus den
Komponenten von wy, ..., w,_1 beziiglich einer positiv orientierten ONB zu berechnen.

(7.16) Fakt. Ist (vy,...,v,) positiv orientierte ONB von V und w; = ;aijvi firl1 <j<
n — 1, so gilt

n

Wy X ... X Wy = Z ((=1)"*"" det A))) vy,

i=1

wobei A® € R®DX(=1 qus A = (a;;) 1<i<n € R™®~Y durch Streichen der i’ten Zeile
1<j<n—1
entsteht.

Bsp.: Im Fall von V = R? mit der iiblichen Orientierung und dem Standardskalarprodukt
betrachten wir die positiv orientierte ONB (eq, €2, e3) und

3
wy =: a=(ay,asa3) =Y. a;e; € R? und
i-1

3
wy =: b= (bl,bg,b;),) = sz €; € R3.

=1

Dann ist A € R3*? die Matrix

a; by
as bo
as by

und es gllt axb= Z?:l ((—1)Z+3 det Az) €; — (agbg — agbl, —albg + &3[)1, Cllbg — agbl).

Bew. von (7.16): Fiir alle x = ) x;v; € V gilt aufgrund der Bem. nach (7.14):
i=1

aix ... Qin—1 T1 | Entwicklung nach

: : : der letzten Spalte 7 .
D(wy,...,w,_1,x) = _ . . = (—1)"** det A;x;
. . . i=1

ap1 .. Qup—-1 Tp

n .
= <Z (=)™ det A;) vi,x> :

i=1

Also: W X ... X Wp—1 = Z ((_1)n+z det Az) V;.
=1
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Bsp.: Es sei V' = R""! mit iiblicher Orientierung und Standardskalarprodukt. Es sei
e1,...,e, die Standardbasis des R™ und sy, ..., s, reelle Zahlen. Wir betrachten die Vek-
toren wy 1= (€1,51),..., Wy := (€, 8,) im R". Dann gilt:

vol (P(wy, . . .

(vgl. Blatt 2, Aufgabe 4 fiir die Fille n = 2, 3).
Bew.: Nach (c) und (7.16) gilt:

n+1
Z(det A;)?, wobei

i=1

vol,(P(wr, . . wn)) Elwr x ... x wy |2

A; aus der ((n + 1) x n)-Matrix

1 0 0

0 1 0
A —

0 |

S1 S92 ... ... Sp

durch Streichen der i’ten Zeile entsteht. Offensichtlich gilt det A,,+1 = 1 und | det A;| = |s;]
firl <i<n.

Nachtrag: Quotientenraum (manchmal auch Faktorraum genannt).

Vor der Beschiftigung mit diesem Nachtrag ist es gut, sich (1.23), (1.24) und die darauf
folgenden Tatsachen iiber Aquivalenzrelationen ins Gedéachtnis zu rufen.

Sei V ein K-Vektorraum und U Untervektorraum von V. Wir definieren eine Aquivalenz-
relation ~¢ auf V' durch:
ve~epw s v—w e U

Die Transitivitat von ~¢ sieht man so ein:

U Untervektorraum
vepwund w ~p z==v—weUund w—2 € U —

w—w+(w—2)=v—zeU=v~ypz

Bem.: Die Aquivalenzklasse von v € V beziiglich ~ ist genau der affine Unterraum v+U =
{v+u|ueU}, vgl (3.26) und die Abschnitte vor (3.26).

Bew.: (i) Ist w € v+ U, dh w=v+ufiremueU,sogilt w—v=u€cU,alsow~yuv.
Deshalb ist v + U in der Aquivalenzklasse von v enthalten.
(i) Ist z € V und z ~y v, so gilt z —v =1u € U, also z = v +u € v+ U. Das zeigt, dafl

die Aquivalenzklasse von v in v + U enthalten ist.
98



Es ist fir das Folgende ganz wichtig, im Gedéchtnis zu behalten, dafl in der Darstellung
einer Aquivalenzklasse in der Form v + U das Element v € V' nicht eindeutig bestimmt ist
(es sei denn U = {0}), denn es gilt:

v+U=w+Ussv~ywsv—wel

Man nennt jedes Element aus v + U einen Reprisentanten der Aquivalenzklasse v + U.

Wir bezeichnen mit
VIU:={v+U|veV}
die Menge der Aquivalenzklassen von ~¢ und mit
7.V -=>V/UxrWw)=v+U
die “kanonische Projektion”.

(7.17) Fakt: Es gibt genau eine K-Vektorraumstruktur auf der Menge V/U, so dal 7 :
V — V/U ein Homomorphismus ist.

Bew.: Die Eindeutigkeit der K-Vektorraumstruktur folgt aus der Surjektivitat von 7. Denn
sind o € Kund v+ U, w+ U € V/U, so gilt 7(v) = v+ U, 7(w) = w+ U. Ist nun 7 ein
Homomorphismus, so muf fiir das (noch zu definierende) Produkt a(v+U) € V/U gelten:

a(v+U) =an(v) retontVV/) m(av) = (aw) + U.

Und ebenso:
v+ U)+(w+U)=7w)+7(w) =r(v+w)=(v+w)+U.

Wenn 7 ein Homomorphismus werden soll, miissen wir also die Gleichungen

() a(v+U) = (av) + U
und
(xx) (v+U)+(w+U)=@w+w)+U

zur Definition der in den Gleichungen links stehenden Operationen verwenden. Es ist nicht
klar, dafl das moglich ist, denn es besteht die Gefahr, dafl etwa in (x) v+ U = v' + U gilt,
aber (av)+U # (aw’)+U. Wir miissen zeigen, dafl das nicht passieren kann. Man sagt dazu,
wir miissen zeigen, dafi die “Definition” (*) unabhéngig von der Wahl des Représentanten
v von v + U ist, und Analoges fiir (xx): aus v + U = v’ 4+ U folgt v — v’ € U, und damit
alv—2")=av—av €U, also av ~y av’ oder (av) +U = (') +U. Ausv+U =0 +U
und w4+ U = w' 4+ U folgt v —v" € U, w—w" € U, und damit (v — ') + (w — w') =
(v+w)— (v +w)eU,also (v+w)~y (vV+w)oder (v+w)+U=(+w)+U.

Das zeigt, da§ wir (%) und (%) beniitzen konnen, um eine Multiplikation mit Skalaren
(€ K) und eine Addition auf V/U zu definieren. Wir bemerken noch, dafl wir beim Beweis
der Reprisentantenunabhéngigkeit von (s#x) die Kommutativitéit der Addition in V' benutzt
haben. Wir werden spéter eine analoge Quotientenkonstruktion fiir Gruppen kennenlernen,

und dabei tritt an der entsprechenden Stelle fiir nichtabelsche Gruppen ein Problem auf.
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Nun sind natiirlich noch die Vektorraumaxiome fiir V/U mit den durch (*) und (%) defi-
nierten Operationen nachzupriifen. Das ist ldnglich, aber leicht. Wir bemerken noch, dafl

U=n0)=n(u)=u+U (firaleuelU)
das 0-Element von V/U ist.
Bsp.: V =R3 und U = span{(1,1,1)} = {(z,z,2) | € R}.
V/U = Menge der affinen Geraden, die parallel zu U sind.

7 : R® — R3/U ordnet einen Punkt v € R? die v enthaltende Gerade v + U dieser
Parallelschar zu. Da jede dieser Geraden R? x {0} in genau einem Punkt trifft, ist (7 |
R? x {0}) : R? x {0} — R3/U ein bijektiver Homomorphismus, also ein Isomorphismus,
d.h. die (durch (#x*) definierte) Summe von zwei Geraden kann man wie folgt erhalten: Man
bestimmt die Schnittpunkte der zwei Geraden mit R?x {0} und erhilt die “Summengerade”
als die zu U parallele Gerade durch die Summe (in R? x {0}) der Schnittpunkte. Es ist
aber wichtiger die Struktur der Quotientenkonstruktion zu verstehen, als dieses explizite
Beispiel.

Es ist nicht leicht zu erkldren, warum diese Quotientenkonstruktion wichtig ist. Sie macht
aus V ein vergrobertes Abbild V/U, in dem alles, was den Unterraum U betrifft, “vergessen”
wird. Wir werden etwa in (7.19) sehen, dafl zu jedem Homomorphismus L € Hom(V, W)
ein “natiirlicher” Homomorphismus L : V/ker L — W mit L o = L gehort, der injektiv
ist. Es ist wichtig zu wissen, dafl analoge Quotientenkonstruktionen fiir alle algebraischen
Strukturen (Gruppen, Ringe, Moduln) méglich und oft niitzlich sind. Hier wird kurz noch
der Fall einer (moglicherweise nichtabelschen) Gruppe (G, -) skizziert:

Ist H eine Untergruppe von G, so definiert
G192 gy g1 €H

eine Aquivalenzrelation ~p auf G, deren Aquivalenzklassen gerade die “Linksnebenklas-

2

Sen
gH ={gh|h e H}

von H sind. Man setzt wieder G/H = {gH | ¢ € G} wnd 7 : G — G/H, ©(g9) =
gH. Versucht man nun, in Analogie zu (7.17), G/H so mit einer Gruppenstruktur zu
versehen, daB 7 ein Homomorphismus wird, so kann man die (unangenehme) Uberraschung
erleben, daf8 das nicht geht: Man wiirde gern (g1 H) o (goH ) durch (g19.)H definieren, aber
es stellt sich heraus, dafl (im nichtabelschen Fall) (g192)H sehr wohl von der Wahl der
Repréasentanten ¢; von ¢g1H und ¢go vn goH abhingen kann, d.h. aus ¢yH = ¢/H und
goH = g4H folgt nicht notwendig (¢192) H = (g,g5)H. Es ist nicht schwer einzusehen, da8
das genau dann klappt, wenn fiir alle g € G

gHg ' = H

gilt, wobei gHg™! := {ghg™ | h € H}. Untergruppen H mit dieser Eigenschaft heiflen

normal, und genau fiir solche normale Untergruppen H ist es moglich, auf G/H eine
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Gruppenstruktur zu definieren, so da 7 : G — G/H homomorph ist. Ist G abelsch,
so gilt natiirlich ghg~! = gg~'h = h, und alle Untergruppen von G sind normal. Zu Beginn
von Kapitel 2 haben wir (im Prinzip) auf diese Art aus (G,:) = (Z,+) und einer Zahl
p € N die endliche zyklische Gruppe (Z,, +) konstruiert: Als Untergruppe H nehmen wir

pZ ={n € Z|p teilt n}

und erhalten Z, als Z/p Z.
Zuruck zu den K-Vektorrdumen V:

(7.18) Fakt: (i) Sind U und W komplementire Untervektorrdume von V., d.h. gilt V =
Ue W, soist W : W — V/U ein Isomorphismus.
(i) Ist dimU < oo, so gilt dim(V/U) = dimV — dim U.

Bew.: (i) Surjektivitat von 7|W: Sei v + U ein beliebiges Element von V/U. Dann besitzt
v eine (eindeutige) Darstellung als v = u + w mit u € U, w € W. Wegen 7(u) =0 € V/U
gilt: v+ U =7(v) = 7w(u+w) = w(u) + 7(w) = m(w).

Injektivitat von 7|W: Sei w € W und n(w) =0 € V/U. Dann gilt w+U = U, d.h. w € U.
Also w € W N U. Wir haben aber vorausgesetzt, dafl U @& W eine direkte Summe ist,
d.h. daB UNW = {0} gilt, vgl. (3.19). Also folgt aus w € W NU, da w = 0 gilt. Das
zeigt ker(w|W) = {0}, d.h. 7|W ist injektiv.

(ii) Nach (3.21) existiert ein zu U komplementérer Untervektorraum W von V', und es gilt
dimU + dim W = dim V. Nach (i) gilt dim W = dim(V/U), und wegen dim U < oo kann
man die Gleichung auch als dim(V/U) = dim W = dim V' — dim U schreiben.

(7.19) Isomorphiesatz. Zu L € Hgm(V, W) existiert genau ein Homomorphismus L e
Hom(V/ker L,W), fir den L = L om gilt. L ist injektiv und ein Isomorphismus von
V/ker L aufim L C W.

Bem.: Ist dim(ker L) < oo, so folgt aus der letzten Aussage, daf3

dim(im L) = dim(V/ ker L) "2” dim V — dim (ker L)

gilt. Das ist ein nicht wirklich neuer Beweis des Dimensionssatzes (4.8).

Bew.:Dam:V — V/ ker L surjektiv ist, existiert hochstens eine Abbildung L:V]ker L —
W mit L om = L. Wenn L existiert, muf§ L fiir alle v + ker L € V/ker L durch

(%) L(v+ker L) = L(w(v)) = L(v)

gegeben sein und wegen L|ker L = 0 ist (%) in der Tat unabhéngig von der Wahl des

Reprisentanten der Aquivalenzklasse v 4 ker L. Es gilt dann fiir alle o € K, v; + ker L €
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V/ker L, vy + ker L € V/ ker L:

L(a(vy +ker L)) = L
= aL(v; +ker L) und
L((v; +ker L) + (v + ker L)) = L((vy +v2) +ker L) = L(vy + v2) = L(v1) + L(vg)
= L(v; +ker L) + L(vy + ker L).

Das zeigt, daB L : V/ker L — W ein Homomorphismus ist. Ist v + ker L € V/ker L und
gilt L(v +ker L) = 0, so folgt L(v) =0, d.h. v € ker L und damit v +ker L = 0 € V/ker L.
Das zeigt ker L = {0}, d.h. L ist injektiv. Da L(V/ker L) = L(x(V)) = L(V) = im L gilt,
ist L als Abbildung von V/ker L nach im L auch surjektiv, also ein Isomorphismus von

V/ker L auf im L.

((awy) + ker L) = L(awy) = aL(vy)
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8. Polynomringe

Das Umgehen mit Polynomen, d.h. mit Ausdriicken der Form
ao + a1z + asx® + ... + apa”

ist aus der Schule vertraut, falls die Koeffizienten ay, . . ., a,, ganze oder rationale oder reelle
Zahlen sind. In diesen Féllen kann man das Polynom mit einer Abbildung
p:R—R, p(x):= Zaixi
=0
identifizieren. Es gilt dann p(0) = ag, (p)'(0) = ay, (p)”(0) = 2ap und die k’te Ableitung
von p ausgewertet an der Stelle x = 0 ist gerade k!ay, d.h. die Funktion p bestimmt die
agp, . .., a, eindeutig. Wenn man nun Polynome mit Koeffizienten a; aus einem beliebigen
Korper K betrachten will, entsteht im Fall von endlichen Kérpern folgende Schwierigkeit: es

,existieren“ unendlich viele verschiedene Polynome, z.B. die ,Monome* 1, z, 22,..., 2", ...,

aber nur endlich viele verschiedene Abbildung p : K — K. Ein Polynom Y. a;z° mit
i=0
a; € K kann also nicht durch die zugehérige Abbildung p : K — K, p(z) = Y a2
=0

eindeutig bestimmt sein. Diese Tatsache ruft die Frage hervor, was denn dann ein Poly-
nom mit Koeffizienten a; € K wirklich ,ist“ (oder besser ,sein soll“), eine Frage, die wir
eigentlich schon bei der Einfithrung des charakteristischen Polynoms (nach (5.24)) hétten
stellen sollen. Das Ziel dieses Kapitels ist eine befriedigende Antwort auf diese Frage. Dann
werden wir noch die Polynomdivision (mit Rest) kennenlernen und uns mit dem Zusam-
menhang zwischen Nullstellen von Polynomen und dem (multiplikativen) ,, Abspalten* von
Linearfaktoren beschéftigen.

Zu einem beliebigen Kérper K betrachten wir die Menge

K= {f] f:N— K},
d.h. ein Element f € K" ist eine Folge f = (fo, f1,- -+, fn,-..) mit f, € K fiir alle n € N.
(8.1) Def.: Zu f,g € KN, a € K definieren wir

(i) f+ge KN durch f+g:=(fo+ o, [+ g1, s fo+ Gny---)
(i) af € KN durch af := (afo,afi,...,afn,...)
(iii) f-g€ KN durch f-g:=((f-9)o,(f D1, (f* Dny--)s
wobei (f - g)o 1=nf0'907(f'9)1 =forg+tfirgo,(f-g92=forg2+fi-a+fargo
und (fg)n = Zofj'gn—j = Z f]gk
J=

(j,k)eENxXN
Jjt+k=n

Bem.: 1) Die Ausdriicke in (iii) sind den Ausdriicken nachgebildet, die beim ,,schulméfigen*
Multiplizieren von Polynomen auftreten:

(CL0+CL11]+. . +an$n)(bo+b1[)§—|— . +bml’m) = a0b0+(a0b1+a1b0)x+(agb2+a1b1+a2b0)x2+. ..
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2) Fiira € K, f e KN gilt af = (a,0,...,0,...) - f.
(8.2) Fakt.

(i) (KN, +) ist ein co-dimensionaler K-Vektorraum mit dem Nullelement,
0=(0,....0,...) € KN,
(i) (KN, +,-) ist ein kommutativer Ring mit 1 = (1,0,...,0,...) € K~.

Bem.: Die Definition des ,kommutativen Rings mit 1“ unterscheidet sich von der des
Korpers (vgl. (2.4)) nur dadurch, dafi auf die Forderung der Existenz von multiplikati-
ven Inversen verzichtet wird. (Man fordert iiblicherweise auch nicht, dal 1 # 0 gilt, aber
das ist fiir KN natiirlich erfiillt).

Bez.: (KY,+,+) heifit der Ring der formalen Potenzreihen iiber K, meist bezeichnet durch
K{[=]].

Der Nachweis der in (8.2) behaupteten Eigenschaften ist leicht. Am langsten dauert der
Nachweis der Assoziativitdt der Multiplikation, den man wie folgt durchfiihren kann:
Seien f,g,h € KN und n € N. Dann gilt:

(f-9)-hn = X (f-9im= (Z fl'9m>'hk= S S Gm e

jt+k=n Jjt+k=n \l+m=j l+m~+k=n

(f-(g- M) = > fi-lg-h);= > fir ( > gm'hk> = > Jign
l+j=n l+j=n m+k=j l+m+k=n
(8.3) Fakt. Die Teilmenge
Klz] = {f € K| f, # 0 nur fiir endlich viele n € N}

ist abgeschlossen beziiglich + und - und enthélt 1 = (1,0,...,0,...), und ist ein Unterring
(mit 1) von (KN, +,+).

Die Abgeschlossenheit bzgl. - folgt aus dem Beweis zu (8.5).
(8.4) Def.:

(i) (K|x],+, ) heiit der Polynomring von K.
(ii) Ist f € K[z]\ {0}, so heifit

grad f :=max{i e N| f; #0} ¢ N
der Grad von f. Ist f =0 € K|[z], so setzen wir grad f = —oc.
(8.5) Fakt. Fiir alle f, g € Klx] gilt:
grad(f - g) = grad f + grad g.
Speziell folgt: f-g=0= f =0 oder g =0.

Zu letzterer Eigenschaft sagt man, (K|x],+,-) sei ,nullteilerfrei.
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Bew.: Ist f =0 oder g=10,s0 f-g=0, also
grad(f - g) = —oo = grad f + grad g.

Ist grad f =m € N, gradg =n € N, so gilt f,,, #0, g, # 0 und f; =0 fiir i > m, g; =0
fiir 5 > n. Daraus folgt

(4,j)eNXN
i+j=m+n

und (f - g)r = 0 fiir k > m + n. Also
grad(f - g) =m+n = grad f + grad g.

Um zur iiblichen Darstellung von Polynomen zu kommen, fiithren wir folgende Bezeichnung
ein:

x:=(0,1,0,...,0,...) € K[z].
AuBerdem definieren wir wie iiblich z° := (1,0,...,0,...) und rekursiv 2" := z - 2" fiir
n € N.

In diesem Zugang zu den Polynomen ist also = keine ,, Variable®, sondern ein festes Element

des Rings K|z].

(8.6) Fakt. Die Menge {z" | n € N} ist eine Basis des K-Vektorraums K|z]. Es gilt
2" =(0,...,0,1,0,...) € Kla].
——

n-mal
Bew.: Die erste Behauptung folgt aus der zweiten. Die zweite beweisen wir durch Induktion.
Die Gleichung z° = (1,0,...,0,...), die nach Definition von 2z gilt, ist der Induktionsan-
fang. Mit der Bezeichnung d;; := 0 fiir ¢ # j und 0;; := 1 kénnen wir x = (o1, 011, 021, - - -)
und - nach Induktionsvoraussetzung - ™ = (don, d1n, - - -, Onn, - - -) schreiben. Also gilt fiir
jedes i € N:

nH)z‘ =(z-2"); = Z 0j10kn =

jtk=i

(z {1fallsi:n+1

0 falls ¢ # n + 1.

(8.7) Folgerung. Jedes Polynom f € K[z]\ {0} besitzt genau eine Darstellung

f=fo+ fix+ foxr* + ...+ frpx™ mit f, #0.
Es gilt dann grad f = m.

Bem.: Beziiglich dieser Darstellung gehen die in (8.1) definierten Operationen in die fiir
Polynome , iiblichen* {iber.

(8.8) Satz (Division mit Rest). Seien f € K[z, g € K|[z|, und es gelte grad f > grad g > 0.
Dann existieren h,r € Klz|, so daf

f=gh+r
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und
gradr < gradg  (mdglicherweise r =0)

gelten.
Bew.: Durch Induktion nach n := grad f.
Induktionsanfang: Gilt grad f = 0, so auch grad g = 0, also f = fy, g = g0, und wir kénnen

als h = ?—g und 7 = 0 nehmen. Fiir den Induktionsschritt betrachten wir f = Y fiz?,

=0
g=> gz’ mit 0 <m <mn, f, #0,gm # 0. Wir definieren
j=0
rii=f— &x”’m g
Im

Dann gilt:
(*) f=g9- (ﬁxn_m) + 71 und gradr; < n.

dm

1. Fall: gradr, < grad g. Dann erhalten wir die Behauptung, indem wir A := ;—;x”_m und
r .= ry setzen.

2. Fall: gradr; > grad g. Wegen n > gradr; > grad g > 0 ist auf r; die Induktionsvoraus-
setzung anwendbar und wir erhalten hy,r € K[z], so dal 1 = gh; +r und gradr < grad g
gelten.

Dann folgt mit (x):

m

Setzen wir h := ;—:La:”_m + hq, so erhalten wir wegen gradr < grad g die Behauptung.

Bem.: Der Beweis von (8.8) besteht in dem iiblichen Rechenverfahren zur Polynomdivision,
das in die Form eines Beweises gebracht wurde. Umgekehrt liefert der Beweis auch dieses
Rechenverfahren, das man beherrschen mu#.

Einem Polynom p = >_ a;2" € K[| ordnen wir die Abbildung
i=0

Dann gilt fiir alle p, ¢ € K|[z]:
(P+q)~ = p+q
(p-q)” = p-q
Dabei bedeuten + und - auf der linken Seite die Addition und Multiplikation von Polyno-

men, auf der rechten Seite die Addition und Multiplikation von Abbildungen von K nach
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K! Anders ausgedriickt: Die Abbildung p — p ist ein Ringhomomorphismus von K[z] in
den Ring der Selbstabbildungen von K.

Bez.: Ist p € K|[z|, b € K, so schreibt man fiir p(b) meist einfach p(b).

Wichtige Bemerkung: Allgemeiner kann man in p = > ;2" € K[x] auch quadratische
i=0

Matrizen A € K™*™ fiir beliebiges m € N einsetzen:

p(A) = Z a; A" € K™,

Es gilt wieder: (p+¢)(A) = p(A4) +g(A)
(P-9)(A) = p(A)-g(A).

Beweis der zweiten Gleichung: Ist p = > a;2%, ¢ = Y b;ja?, so gilt nach (8.1)(iii): p-q =
i=0 =0

k=0 \it+j=k

m+n m+n
> ( > aibj> 2*, also (p-q)(A) = > ( > az-bj> A¥. Andererseits berechnen wir in
k=0 \itj=k

m n

K p(A) - q(A) = (Z ‘“Ai> (Z bJ'Aj> =22 > (@ A")(b; A7)
i=0 =0 i=0j=0
m+n
= Z Z aibj Ak
k=0 \itj=k
(8.9) Def.: Ein a € K heifit Nullstelle eines Polynoms p € K|z, falls p(a) = 0 gilt.

(8.10) Lemma. a € K ist genau dann Nullstelle von p € K|z \ {0}, wenn ein ¢ € K|z]
existiert, so dafl p = (z — a)q gilt.

Bew.: Offenbar folgt aus p = (z — a)q, daBl

p(a) = (a — a)g(a) = 0 gilt.
Gilt p(a) = 0, so wenden wir (8.8) auf f := p und g := = — a an und erhalten ¢ € K|[z],
r € K[z] mit gradr < gradg = 1, so daB
p=(x—a)g+r
gilt. Aus 0 = p(a) = (a — a)q(a) + r(a) folgt r(a) = 0 und daraus wegen gradr < 1: r = 0.
Bez.: (x —a)? := 1.

(8.11) Def.: Sei p € Kx]\ {0}, a € K. Wir bezeichnen mit k(p,a) € N das Maximum aller
k € N, fiir die ein ¢ € K|[z] existiert, so dal p = (z — a)¥q gilt. Ist k(p,a) > 0, so gilt
p(a) = 0 und k(p, a) heiflt die Vielfachheit (oder Ordnung) der Nullstelle a von p.
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Bem.: 1) k(p,a) =0 < p(a) # 0.
2) 3¢ € K[z]: p = (z — a)*®¥q und q(a) # 0.
3) k(p,a) < grad p, denn aus 2) folgt: grad p = k(p,a) + gradq > k(p, a).

(8.12) Satz. Seien p, f,g € Klz|, a € K und es gelte p= f - g. Dann gilt
k(p,a) = k(f,a) + k(g a).

Bew.:
(i) Ist f = (z—a)f'qr, g = (x — a)*2qp, so gilt
p=1r-g=(z—a)""Mqq.
Daraus folgt k(p,a) > k(f,a) + k(g,a).
(i) Ist p = (x —a)*q mit k = k(p,a) und f = (z —a)* ¢, mit ¢1(a) # 0 (= ky = k(f,a))
und g = (z — a)*qy mit ga(a) # 0 (= ky = k(g,a)), so folgt
p=(r—a)fqg=fg=(r—a)""qq.
Wegen (i) gilt k = k(p,a) > ki + ko, also
(z — a)k1+k2 ((x _ a)k*(lier)q _ qqu) — 0.
Da K|[z] nulleiterfrei ist, vgl. (8.5), und (z — a)®**2 € K[xz]\ {0} gilt, folgt (v —
a)f=tk)g — g1y = 0. Wenn k > ki + ko gelten wiirde, so folgte q1(a)gz(a) = 0,
im Widerspruch zu ¢;(a) # 0, ¢2(a) # 0. Also gilt k = k(p,a) < k1 + ks = k(f,a) +
k(g,a).

(8.13) Folgerung. Sind ay,...,as verschiedene Nullstellen von p € K[z]| \ {0} mit den
Vielfachheiten k1 = k(p,a1), ..., ks = k(p, as), so existiert ein ¢ € K[x] mit:

p=(z—a)" ... (v —a)kq

Speziell gilt > k; < grad p.
i=1

Bew.: Induktion nach s. Der Induktionsanfang s = 1 ist gerade die Definition (8.11). Nach
Induktionsvoraussetzung existiert ¢ € K[z] mit

p=(x—a)" ... - (x—a,)'q

Aus (8.12) folgt ks = k(p, as) = k(q, as). Also existiert ¢ € K[z] mit § = (x —a)*¢q. Daraus
folgt die Behauptung

(8.14) Def.: Ein p € K][xz] \ {0} zerféllt iber K (in Linearfaktoren), falls ein a € K und
ai,...,as € K und kq, ..., ks € N existieren, so dafl gilt

p=alx—a)" ... - (x—a)" = CLH(x — a;)".
i=1
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(8.15) Folgerung (aus (8.13)): p € K[z]\{0} zerfillt genau dann iiber K, wenn verschiedene
ai,...,as € K existieren, so dafl

gradp = Y k(p, a;)
=1

gilt.
(8.16) Folgerung. Sind p, f, g € K|x]\ {0}, gilt p = f - g und zerfillt p iiber K, so zerfallen
auch f und g iiber K.

S
Bew.: Nach (8.15) existieren verschiedene aq, ...,as € K mit gradp = > k(p, a;).
i=1

Nach (8.12) gilt k(p,a;) = k(f, a;) + k(g,a;) fiir 1 <7 <'s, also

s

grad f + gradg = gradp = Y _k(p,a;) = > _k(f,a;)+ Y _k(g,a;).
=1

i=1 i=1

N J/

-

TV
<grad f <gradg

Daraus folgt > k(f,a;) = grad f, > k(g,a;) = grad g, so daf f und g nach (8.15) iiber K
=1 i=1

1=

zerfallen.

Zum Abschlufl wollen wir uns iiberlegen, wie nun eigentlich das charakteristische Poly-
nom eines Endomorphismus oder einer quadratischen Matrix definiert wird. Das ist nicht
unproblematisch, da wir in der Formel Pp(x) = det(L—xzid) das = nicht einfach als Korper-
element interpretieren konnen. Der zu diesem Zeitpunkt beste Weg ist zu erkennen, dafl
man natiirlich auch die Determinante einer Matrix A = (a;;)1<; j<, definieren kann, deren
Eintrége a,; Elemente eines festen kommutativen Rings R mit 1 sind, ndmlich durch die

Leibnizformel det A = )~ sgn(o)aisa) - - - - Gnom) € R. Fiir zwei solche Matrizen A und
ocESH

B ist das Matrizenprodukt AB definiert und es gilt det(AB) = det Adet B. Das kann
man mit einer recht unangenehmen Rechnung direkt nachpriifen. Besser wire es, wie in
Kap. 4 und 5 vorzugehen, aber dabei den Korper K durch einen kommutativen Ring R
mit 1 zu ersetzen. Den K-Vektorrdumen entsprichen dann ,,freie R-Moduln® und den Vek-
torraumhomomorphismen entspriachen ,, R-Modulhomomorphismen*, die (im Fall endlich
erzeugter R-Moduln) gerade durch Matrizen mit Eintrigen aus R beschrieben werden (fiir
Interessierte sei auf Kapitel 9 des Buchs Kowalsky /Michler: Lineare Algebra, de Gruyter
1995, verwiesen). Wir sehen hier ein schones Beispiel dafiir, wie man manchmal von der
Mathematik zu allgemeineren Begriffen gezwungen wird.

Jedenfalls kann man dann fiir eine Matrix A = (a;;)1<ij<n € K™ die Matrix A — zE,

als Matrix mit Eintrdgen im Ring R = K|[z] betrachten, und so ist das charakteristische
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Polynom

Py = det(A — zE,) Z sgn(0)(a10(1) — T016(1)) * - - - (Cnomn) — Tone(n))

0ESh
von A definiert. Ist B € GL,(K), so gilt
Pp-14p5 = det(B'AB —zE,) =det(B~'(A—zE,)B)
= det B'P,det B = Py.
Ist nun L Endomorphismus eines n-dimensionalen K-Vektorraums, so wahlen wir eine
geordnete Basis G von V| setzen A := Matg(L) und definieren das charakteristische Po-

lynom P, € K|x] von L durch Pj, := P4. Aufgrund der vorangehenden Gleichung ist das
unabhéngig von der Wahl von G, vgl. (4.19).
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9. Die Jordansche Normalform.

Etwas verkiirzt ausgedriickt geht es in diesem Kapitel darum, zu einem L € End(V),
dimV =n < oo, eine Basis G zu finden, in der Mat§(L) eine moglichst einfache Form hat.

(9.1) Def.:

(i) L € End(V) heifit diagonalisierbar, falls es eine Basis G = (v1,...,v,) von V aus
Eigenvektoren v; von L gibt.

(i) A € K™ heiBit diagonalisierbar, falls es ein B € GL,(K) gibt, so da B~'AB eine
Diagonalmatrix ist (d.h. so dal (B~'AB);; = 0 fiir i # j).

Bem.: 1) Ist G = (vy,...,v,) Basis aus Eigenvektoren von L, so gilt
A 0
Matg(L) =
0 An

wobei \; der EW von L zum EV v, ist.
2) Ist L € End(V),G beliebige Basis von V und A4 := Matg(L), so gilt:

L diagonalisierbar < A diagonalisierbar

(vel. (4.19)).

Bsp.: 1) Ist A € R™" symmetrisch, d.h. A = AT so ist A diagonalisierbar, vgl. den Beweis
von (6.11) (Hauptachsentransformation).

2) Ist V, (,) euklidischer Vektorraum und ist L € End (V) selbstadjungiert (< Vo, w € V :
(L(v),w) = (v, L(w))), so ist L diagonalisierbar, vgl. (6.11).

Diagonalisierbarkeit einer Matrix A € K™*" oder eines L € End(V) ist die beste Losung
unseres Problems, die wir uns erhoffen kénnen. Wir werden uns zunéchst mit diesem ein-
fachen (aber hdufigen) Fall beschiftigen.

(9.2) Fakt. Ist L € End(V) und sind vy, ...,v, EVen zu verschiedenen EWen Ay, ... A\
von L, so sind die vy, ..., v linear unabhéngig.

Bew.: Durch Induktion nach k.

Induktionsanfang: k = 1. Da v; EV ist, gilt v; # 0, d.h. vy ist linear unabhéngig.
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Induktionsschritt: Wir kénnen voraussetzen, dafl vq,...,v;_; linear unabhéngig sind. Sei

k
> a;v; = 0. Dann gilt

i=1

=1

k k k
0=1L (Z azvl> = ZGZL v;) = Zaz‘/\ﬂ)@‘
und

k
0= )\k <Z aivi> = Zai)\kvi.
i=1 i

Subtraktion der vorangehenden Gleichungen ergibt

k—1
Zaz )\ - >\k
=1

Da vy,...,v,_1 linear unabhéngig sind, folgt

ai(Xi — ) =

fir 1 <i <k —1und wegen \; # A\ auch a; = 0 fiir 1 < i < k — 1. Damit reduziert sich
k
> aw; = 0 auf apv, = 0. Wegen vy, # 0 folgt auch a = 0.

=1

(9.3) Folgerung. Seien dim V' = n, L € End(V). Besitzt L n verschiedene EWe, so ist L
diagonalisierbar.

Bem.: L besitzt genau dann n verschiedene EWe, wenn P n verschiedene Nullstellen
besitzt.

Bew.: Seien vy,...,v, EVen zu den verschiedenen EWen von L. Dann zeigt (9.2), da8
G = (vq,...,v,) eine Basis aus EVen ist.

(9.4) Def.: Ist A EW von L € End(V), so heift
E(\) =ker(L —\Xidy) ={v eV | L(v) = \v}
der Eigenraum von L zum EW .

Bem.: E(A) ist Untervektorraum von V' und E(X) \ {0} ist genau die Menge der EVen von
L zum EW \.

(9.5) Satz (Diagonalisierbarkeitskriterium). Sei L € End(V'). L ist genau dann diagonali-
sierbar, wenn

k
dimV = " dim E();)
i=1
qilt, wobet Ay, ..., \p die verschiedenen EWe von L bezeichnen.
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Bew.: Setze d; := dim E();). Aus (9.2) folgt, daBl E(\;) & ... ® E()\;) eine direkte Summe
k
ist, also Y d; < n.

=1

,=" Ist G = (vy,...,v,) Basis aus EVen, so gilt offenbar auch Y d; > n, also > d; = n.
k

,<=" Gilt > d; =n, so dim(E(M\) ® ... E(\)) =n,also E(A\) @ ... 0 E(\) =V,
i=1

Also ist die (disjunkte!) Vereinigung von Basen der Eigenrdume E()\;),1 < i < k,
eine Basis von V.

Bem.: Wenn man (9.3) oder (9.5) auf einen konkreten Endomorphismus L anwenden will,
mufl man seine EWe, d.h. die Nullstellen von P; bestimmen. Das wird oft nicht explizit,
sondern nur approximativ (mit Hilfe der Numerik) moglich sein. Kennt man die EWe, so
ist die Bestimmung der Eigenrdume leicht. Sie sind die Losungsmengen von homogenen
linearen Gleichungssystemen {v € V' | L(v) — Av = 0}, A EW von L.

Es ist wichtig zu wissen, dafl etwa im Fall des Korpers K = C, , die meisten“ A € C"*"
(bzw. die meisten Endomorphismen) diagonalisierbar sind. Auf die Frage, was ,,die meisten*
mathematisch bedeuten soll, gibt es (mindestens) zwei (verschiedene) Antworten.

Gegeben eine Eigenschaft E, die Punkte 2 € R™ haben kénnen oder nicht.

1) Definition I: Die meisten z € R™ haben die Eigenschaft F, falls die Menge {z €
R™ | z hat Eigenschaft E} eine offene und dichte Teilmenge des R™ enthilt.

2) Definition II: Die meisten x € R™ haben die Eigenschaft E, falls die Menge {z €
R™ | z hat nicht Eigenschaft E'} (Lebesgue-)Maf3 0 hat.

Dabei heifit eine Teilmenge A des R™ vom Maf 0, falls es fiir jedes ¢ > 0 abzéhlbar viele
Wiirfel W; C R™ gibt, so da§ A C | W; und ) vol,(W;) < € gilt. Definition I benutzt
ieN ieN

topologische, Definition IT mafitheoretische Begriffe.

Bsp.: 1) Ist F die Eigenschaft eines = € R, irrational zu sein, so haben im Sinn von Def. I
nicht die meisten x € R Eigenschaft F, d.h. es gilt nicht, dal die meisten = € R irrational
sind: Die Menge R\ Q enthélt iiberhaupt keine nichtleere offene Teilmenge von R. Im Sinn
von Definition II sind dagegen die meisten x € R irrational: Ist € > 0 gegeben, so wéhlen wir
eine Folge (7;);en, die alle rationalen Zahlen durchléuft, und setzen W; = [r; — 552, 7+ 5i52).-
Dann gilt Q € (J W; und > voli (W) = Y~ 55 =€

ieN ieN ieN

2) Es ist nicht schwer, mit einer Konstruktion &hnlich der Konstruktion der Cantormenge
eine Teilmenge A von R zu finden, so dafl R \ A offen und dicht ist, aber A nicht Maf§ 0
hat. Dann sind im Sinn von Def. I die meisten = € R nicht Elemente von A, wihrend das

im Sinn von Def. II nicht gilt.
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Identifiziert man C™*™ mit R2M*(2n) ~ R4"* g0 lassen sich diese Begriffe auch auf Matrizen
A € C™*" anwenden. Folgender Satz gilt fiir beide Definitionen von ,,die meisten®.

(9.6) Satz (ohne Beweis)

(i) Die meisten p € Clxz] mit gradp < n haben n verschiedene Nullstellen.
(ii) Die meisten A € C*" sind diagonalisierbar.

In (i) wird V := {p € C[z] | grad p < n} mit C"*! ~ R2"*D identifiziert.

Beweisidee fiir (i): Wir wollen zeigen, dafl die Menge {p € V | p hat nicht n verschiedene
Nullstellen} Ma8 0 hat. Wir betrachten die Abbildung

F:C™' >V, Fla, M., ) = a]J(x = N).
i=1
Der ,Fundamentalsatz der Algebra“ impliziert (mit (8.10) und (8.13)), daB jedes p €
Clx] \ {0} zerfillt. Das zeigt, daB

F(C") ={peV |gradp =n}

gilt, d.h. F(C"") = V' \ H, wobei H = {p € V | gradp < n} eine Hyperebene ist und Maf
0 hat. Die Menge

B::{<a’)‘1"">)‘n)ecn+l|E|1§i<j§n:)\i:)\j}

ist eine Vereinigung von @ Hyperebenen in C**! und hat ebenfalls Maff 0 (in C**! ~

R2("+1)) Wir benotigen nun den leicht zu beweisenden Satz, dal C'-Abbildungen R"* — R™
Mengen vom MaB 0 auf Mengen vom Maf 0 abbilden. Wegen dimg C"™' = 2(n + 1) =
dimg V und da F' C' (sogar polynomial) ist, folgt, da§ F(B) C V Ma8 0 hat. Die Mengen
aller p € V| die nicht n verschiedene Nullstellen haben, ist aber gerade H U F/(B), und da
sowohl H als auch F'(B) Mafl 0 haben, folgt das auch fir H U F'(B). Behauptung (ii) a8t
sich unter Verwendung von (i) mit dhnlichen Methoden zeigen.

Ziel dieses Exkurses war, zu demonstrieren, wie Ideen und Techniken, die in der Analysis
I und IT vermittelt werden, hier in der Linearen Algebra niitzlich und nétig sind.

Nach (9.6) sind im Fall K = C Endomorphismen L bzw. quadratische Matrizen A in der
Regel diagonalisierbar.

Im Rest dieses Kapitels befassen wir uns mit den nicht diagonalisierbaren Ausnahmeféllen.
Zwar konnen wir fiir solche L keine Basis aus EVen finden, aber doch eine Basis, in der die
Matrix von L eine besonders einfache Gestalt — die Jordansche Normalform — annimmt.
Die Uberlegungen dazu sind weder kurz noch einfach, und Sie kénnen die hier gewihlte
Darstellung auch im Buch R. Walter: Einfithrung in die lineare Algebra, Vieweg 1982,
nachlesen.

Im folgenden sei V' ein K-Vektorraum, dimV' = n, und L € End(V).
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(9.7) Def..

(i) Ein Untervektorraum U von V heifit L-invariant, falls L(U) C U gilt.
(ii) Ein L-invarianter Untervektorraum heifit L-reduzibel, falls L-invariante Untervek-
torrdume Uy, Us existieren, so daB U = U; @ U, gilt.
(iii) Ein L-invarianter Untervektorraum U heifit L-irreduzibel, falls U nicht L-reduzibel
ist.

Unser Ziel ist, eine Zerlegung von V in L-irreduzible Unterrdume U; zu finden, fiir die jedes
L|U; von einer einfachen Bauart ist.

(9.8) Def.: Sei A EW von L. Dann heifit
E'N)={veV|3keN: (L-\idy)*(v) =0}
der Hauptraum (oder verallgemeinerte Eigenraum) zum EW .

Bem.: Es gilt F()\) = ker(L — \idy) C E'(\) = | ker(L — Xidy ).
keN

Fakt: E'(\) ist L-invarianter Untervektorraum.

Wir zeigen: v € E'(\) = L(v) € E'(\). Ist k € N so, daf (L — Xidy)*(v) = 0 gilt, so folgt
(L = Nidy)*(L(v)) = (Lo (L = Aidy)")(v) =0,

d.h. L(v) € E'(N).

(9.9) Bem.: A ist der einzige EW von L|E'(\).

Bew.:

(i) Aist EW von L|E'(A\): Da A EW von L ist, existiert 0 # v € V mit L(v) = Av, also
(L — Aidy)(v) = 0. Daraus folgt v € E'(\), und das zeigt, da8 A EW von L|E’()\)
ist.

(ii) Annahme: @ # A ist ein weiterer EW von L|E’()A). Dann existiert 0 # w € E'()\)
mit L(w) = pw. Daraus folgt (L — Aidy)(w) = (1 — A)v und daraus

(L = Nidy)*(w) = (1 = A)*w #0

fir alle £ € N, im Widerspruch zu w € E'()).

(9.10) Lemma. Es existiert eine kleinste Zahl f(A\) € N, genannt der Index von A, so dafl
ker(L — Aidy )fN = E'(\) gilt. Es gilt V = E'(\) @ im(L — Xidy)f ™.

Bem.: Wegen Lo (L — \idy )™ = (L — XNidy)f™ o L ist im (L — Aidy )™ L-invarianter
Unterraum von V.

Bew.: Sei vy,...,v Basis von E’(\). Dann existiert fir jedes ¢ € {1,...,l} ein kleinstes
ki € N mit (L — XNidy)* (v;) = 0. Sei f()) := max k;. Dann gilt (L — \idy)f™ (v;) = 0 fiir
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alle 1 € {1,...,1}, also

E'(\) C ker(L — Xidy )™,
Nach Definition von E'(\) folgt daraus E'(\) = ker(L — Aidy)?™, und f()) ist offenbar
die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft.

Schlielich zeigen wir, dafl
ker(L — Xidy)'™ @ im(L — Nidy )™ =V
gilt. Wegen des Dimensionssatzes (4.8) gﬂt
dimker(L — X idy )™ +im(L — Nidy )™ = dim V,
so daf} sich die Behauptung auf
ker(L — Xidy )™ nim(L — Aidv)m = {0}

reduziert. Sei also v € ker(L — X idy )™ Nim(L — Aidy )7™. Dann existiert ein w € V, so
dass

v =(L— X\idy)"™ (w)
gilt. Wegen v € ker(L — Xidy)f™ | folgt ker(L — M idy )2/M(w) = 0, also w € E'()). Aus
E'()\) = ker(L — Xidy )™ folgt nun

v=(L—\idy)!M(w) =0.

(9.11) Lemma. Seien Ay, ..., As verschiedene EWe von L. Dann ist die Summe der E’()\;)
fir 1 <i < sdirekt: E'(A\1) @ ... E'(\s).

Bew.: Wir zeigen durch Induktion nach s, daf fiir alle i € {1,...,1} gilt:

E'(X\;) N span U E'(\;) | ={0}.
=1
7
Fiir s = 1 ist das offensichtlich richtig. Im Induktionsschritt konnen wir nach Umnumerie-
rung der A\; annehmen, dafl i = s gilt. Sei v € E'(),), v; € E'(\;) fir 1 < j < s, und es

gelte
s—1
vV = Z vy .
j=1

Wir miissen beweisen, da8 v = 0 gilt. Nach Definition von f(\s) gilt:
s—1
(%) 0= (L — X\ idy)" ) (v) = > (L = A, idy) ) (vy).
j=1
Da E'();) L-invariant — und damit auch (L— ) idy )-invariant — ist, gilt (L— X, idy )< (v;)
e E'(\ ) fir 1 < j < s. Aus der Induktionsvoraussetzung und (x) folgt nun (L —

Aeidy )P (v;) = 0 fiir 1 < j < s und daraus v; € E'(\) N E'();). Wir zeigen, daf
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daraus v; = 0 folgt: Sonst sei k& € N minimal mit (L — \sidy)*(v;) = 0. Wére v; # 0, so
k > 1, und wir kénnen w; := (L — Asidy )" (v;) betrachten. Dann gilt 0 # w; € E'()))
und (L — Agidy)(w;) = 0, im Widerspruch zu (9.9). Das zeigt, dal v; =0 fiir 1 < j < s,
und daraus folgt v = 0, wie behauptet.

(9.12) Satz (1. Zerlegungssatz).Das charakteristische Polynom Pp, € Klx] von L zerfalle.

Es seien Ay, ..., \s die verschiedenen EWe von L. Dann gilt
V=EMN)®...®E ).

Bew.: Nach (9.11) wissen wir schon, dafl die Summe direkt ist. Wir beweisen durch Induk-
tion nach n = dim V, daf sie ganz V' ist. Ist n = 1, so gilt s =1 und V = E(\) = E'(\).
Im Induktionsschritt verwenden wir, dafi nach (9.10) ein L-invarianter Unterraum U (ndm-
lich im(L — A;idy )7™) existiert, fiir den
() V=EM)®U
gilt. Wegen dim E'(A;) > 1, gilt dimU = dim V' — dim £'(\;) < n. Wir wollen die Induk-
tionsvoraussetzung auf L := L|U € End(U) anwenden und miissen dazu wissen, dafl auch
Py zerfillt. Aus (x) folgt, daB

Pr = Preon - Pr
gilt, vgl. Blatt 3, Aufgabe 3. Nach (8.16) zerfallt auch Pr, und (9.9) impliziert, dafl
A2, ..., As die verschiedenen Nullstellen von Pr sind. Die Induktionsvoraussetzung ergibt
nun, dafl
U=E:(As) +...+ Ex(\)
gilt, wobei EZ-();) C E'()\;) den Hauptraum von L zum EW ); von L bezeichnet. Daraus
folgt mit (x)
V=EM\)+EMN)+...+E(N),

wie behauptet.

Unser néichstes Ziel ist die Untersuchung von L; := L|E’'()\;) € End(E'(\;)) fiir 1 <i < s.
Fir T; := L; — A\jidg(n,) und f; := f(A;) gilt (nach (9.10)):

(T;)" = 0.

(9.13) Def.: Ein T € End(V) heit nilpotent, falls es ein k& € N, gibt, so dal T% = 0 €
End(V) gilt. Das kleinste solche k heifit dann der Nilpotenzgrad g = g(7') von T.

(9.14) Lemma. Sei 0 # T' € End(V) nilpotent. Ist v € V' \ ker(7T9!), so sind die Vektoren
v,T(v),...,T9 (v) linear unabhingig und spannen einen g-dimensionalen T-invarianten
Unterraum von V' auf. Speziell gilt ¢ < dim V.

g—1 )
Bew.: Gilt > a,7"(v) = 0, so auch
i=0

0="19" (Z aiTi(v)> = ZaiTg_Hi(v).

=0 1=0
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Nach Definition von g gilt 797 1% (v) = 0 fiir 7 > 1. Also reduziert sich die vorangehende
Gleichung auf a9 *(v) = 0. Nach Voraussetzung gilt T971(v) # 0, also ag = 0. Wendet

g-1 }
man 7972 auf > a;T"(v) = 0 an, so erhilt man aT972(v) + a; 79 (v) = 0. Wegen ag = 0
i=0
folgt wie vorher: a; = 0. Induktiv erhalten wir durch Anwenden von 7972, ..., 7% = idy, auf

g—1 )
> a;T(v) =0, daB auch ay = 0,...,a,; = 0 gilt. Das beweist, daB v, T'(v),...,T9 ! (v)
i=0

linear unabhiingig sind. Die T-Invarianz von span{v,...,T9 (v)} folgt aus der Tatsa-
che, dafl die Basis {v,...,T9"1(v)} von span{v,..., 7971 (v)} durch T auf die Teilmenge
{T(v),...,T9}(v),0} von span{v,...,T9 ! (v)} abgebildet wird.

Nilpotente Endomorphismen 7" mit Nilpotenzgrad ¢(7") = dim V' = n sind leicht zu verste-
hen:

(9.15) Lemma. Sei T' € End(V) nilpotent, g(T") = n = dim V. Dann ist V' T-irreduzibel,
und es existiert eine Basis G = (v, T(v),...,T" }(v)) von V, so daf3

0 . 0
Matg(T) = | o
0 0 1 0

gilt.

Bew.: Zum Beweis der Irreduzibilitdt von V nehmen wir an, dal V' = U; & U; mit zwei
T-invarianten Unterrdumen U; # 0, Uy # 0 gilt. Dann sind T; := T|U; € End(U;) fiir
i = 1,2 nilpotent und wegen (9.14) gilt ¢(7;) < dim U; < n. Daraus folgt

9(T) = max{g(T1),g(T2)} < n,

im Widerspruch zur Voraussetzung ¢(7') = n. Die restliche Behauptung von (9.15) folgt
direkt aus (9.14).

Bem.: Haben wir also fiir einen - jetzt nicht als nilpotent vorausgesetzten - Endomorphismus
L € End(V) einen EW )\;, so dafl

118



den Nilpotenzgrad fi;(= ¢(7;)) = dim E’();) hat, so kénnen wir mit (9.15) eine Basis G;
von E'()\;) finden, so dafl

N oo 0
. .
Matg (T|E' () = | 0
0 ... 0 1 X\

gilt.
Nun betrachten wir den Fall eines nilpotenten 7" € End(V) mit ¢(7") < n.

(9.16) Lemma (2. Zerlegungssatz). Sei T' € End (V') nilpotent und g = ¢g(7') <n =dim V.
Dann ist V' T-reduzibel.

Bew.: Wegen 797! # (0 kénnen wir ein v € V' \ ker(79!) withlen und dazu ein [ € V* mit
I(T9Y(v)) # 0. Wir definieren

U, :=span{v,...,T9 }(v)} und
Uy :=ker(l) Nker(loT)N...Nker(l o T971).

Dann ist Uy T-invariant, und es gilt 0 < dim U; = g < n. Wir haben (9.16) bewiesen, wenn
wir zeigen konnen, dafl Us T-invariant ist und dafi V' = U; & U, gilt.

T-Invarianz von Us: Ist w € Uy, so gilt [(w) =0, ..., (T9 }(w)) = 0, also speziell [(T'(w)) =
0,...,0(T9%(T(w)) = 0 und auBerdem wegen T9(w) = 0: {(T9(w)) = (T (T(w)) = 0.
Zusammen zeigen diese Gleichungen, dal T'(w) € U, gilt. Also ist Uy T-invariant.

Zeige Uy N Uy = {0}: Sei w € Uy NU,. Da w € U ist, existieren ao,...,a,-1 € K mit
g—1 ,
w= Y a/T"(v). Daw € Uy ist, gilt [(T9"(w)))...=1(w) =0.
i=0
Wegen 7971 (w) = agT97 ' (v) gilt 0 = I(T9H(w)) = agl(T9(v)), und wegen I(T97!(v)) # 0
folgt daraus agp = 0. Wie im Beweis von (9.14) folgt induktiv a; = 0,...,a,_1 = 0, also

w = 0. Das beweist U; N Uy = {0}. Es liegt also eine direkte Summe U; & Us vor, und wir
haben

dim U; & Uy = dim U; + dim Us.
Es gilt dim U; = g und aus (3.23) folgt dim Uy > n — g, also
dmU;®Us > g+ (n—g) =n=dimV.
Da U; ® Us; Untervektorraum von V ist, folgt daraus V' = U; & U,, wie behauptet.
Zusammen besagen (9.15) und (9.16) gerade, daf fiir ein nilpotentes 0 # T € End(V) gilt:

V' T-irreduzibel < ¢(T') = dim V.
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Auf jedem T-irreduziblen Unterraum U von V ist T|U also von der einfachen, in (9.15)
beschriebenen Bauart. Dafl eine Zerlegung in irreduzible Unterrdume moglich ist, folgt
direkt aus der Definition von irreduzibel:

(9.17) Lemma. Sei L € End(V), V # {0}. Dann existieren k& € Ny, und L-irreduzible
Unterrdume Uy # {0}, ..., U # {0}, so dafl

V=U®... U

gilt.

Bew.: Durch Induktion nach dimV = n. Der Induktionsschritt besteht in der einfachen
Bemerkung, dal V' entweder L-irreduzibel ist oder eine Zerlegung V' = U; & Uy mit L-
invarianten Unterraumen U; # 0 und U, # 0 gestattet. Wegen dim Uy < n, dim Uy < n ist
auf diese die Induktionsvoraussetzung anwendbar.

Wir beweisen nun zunéchst den Satz {iber die Jordansche Normalform in der Formulierung
fiir Endomorphismen und werden das spéter in eine Aussage iiber Matrizen iibersetzen.

(9.18) Satz (Jordan-Zerlegung). Sei L € End(V') und das charakteristische Polynom von L
zerfalle. Sind My, ..., \s die verschiedenen EWe von L, so gilt

L=FEM\)®...®FE'(\).
Jeder der Hauptraume E'(\),1 <t < s, zerfdllt in L-irreduzible Unterrdiume
EN)=Ule...coU"

und fiir jedes i € {1,... ki} ist (L — N\ idy)|U} =: Si € End(U}) nilpotent vom Nilpotenz-
grad g(S;) = dim U}

Bew.: Die erste Aussage ist gerade der 1. Zerlegungssatz (9.12). Wir wenden dann (9.17) auf
L|E’()\:) an und erhalten eine Zerlegung von E’(\;) in L-irreduziblen Unterrdumen, genannt
UL, ..., UF. Nach (9.10) wissen wir, daB (L — A idy)|U} =: S? fiir jedes t € {1,...,s} und
jedes i € {1,...,k:} nilpotent ist. Da U} L-irreduzibel ist, ist U} auch Sj-irreduzibel. Aus
dem 2. Zerlegungssatz (9.16) folgt nun, daf§ der Nilpotenzgrad ¢(S{) von S! gleich der
Dimension von U} ist, d.h. daB S} von dem einfachen, durch (9.15) beschriebenen Typ ist.

Nach (9.15) existiert zu jedem der L-irreduziblen Unterrdume U, 1 <t < s, 1 < i < k;
eine Basis G¢, so daf3

0 0
1

G iy _
0 0 1 0



gilt. Wegen L|U} = S} + A idy; folgt

D ()
_ 1 . :

9y i ) ) . i

(*) Matgg (L|U;) = o . - : =: J;.
0 0o 1 N

Damit erhalten wir

(9.19) Satz (Jordansche Normalform). Sei L € End(V') und das charakteristische Polynom
Pr, von L zerfalle. Die verschiedenen Nullstellen von Pr, seien A1, ..., \s. Dann existiert
eine Basis G von V, so daf

Ji 0
(xx) Matg(L) =

0 Jhs

gilt, wobei die in der Diagonale stehenden ,Jordanblicke* J} (dim U}) x (dim U})-Matrizen
vom Typ (%) sind.

Interpretiert fiir Matrizen A € K™*" besagt (9.19):

(9.20) Folgerung. Sei A € K™ ™ und das charakteristische Polynom von A zerfalle. Dann
existiert ein B € GL,(K), so dal B~'AB die Form (*x) hat.

Bem.:

1) Ist K = C, so ist die Voraussetzung ,das charakteristische Polynom zerfalle* nach
dem Fundamentalsatz der Algebra stets erfiillt. Ist K ein Unterkorper von C,
zB. K = Q oder K = R, und zerfillt das charakteristische Polynom in K{[z]
nicht, so konnen wir uns durch ,Komplexifizierung* der Situation helfen, d.h. ist
L € End(R"), so betrachten wir die C-lineare Fortsetzung L € End(C") von L,
vgl. (6.11) und (6.25). In der Algebra konstruiert man zu jedem Korper K einen K
enthaltenden Kérper K, in dem jedes Polynom zerfiillt. Also kann man die Voraus-
setzung ,,das charakteristische Polynom zerfalle® auch fiir beliebige Korper durch
ein der Komplexifizierung dhnliches Verfahren erzwingen.

2) Wie bereits gesagt ist das Hauptproblem bei der Berechnung der Jordanschen Nor-
malform — die Berechnung der EWe \{,..., A, — i.a. nicht explizit 16sbar. Kennt
man Ay, ..., A, so ist die Jordansche Normalform und eine zugehorige Basis durch
Lésen von linearen Gleichungssystemen berechenbar. Dazu noch einige Hinweise:

Zu berechnen sind fiir jedes ¢t € {1, ..., s} die Zahl k; der L-irreduziblen Unterrdume
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UL,... U, in die E'()\;) zerfillt, und die Dimensionen der U;. Offenbar gilt

ki s
> dim U} = dim E'(\,) und Y dim E'(),) = dim V.
=1

t=1

Berechnet man Pp, mit der Jordanschen Normalform, so sicht man, da8 dim E'();)
gerade die Vielfachheit k(Pp, A;) der Nullstelle \; ist. dim E’(\;)kann nach (9.8),
(9.10) durch Losen homogener linearer Gleichungen bestimmt werden. Die Zerle-
gung von dim E’()\;) in L-irreduzible Unterrdume kann mit dem im Beweis von
(9.16) (2. Zerlegungssatz) verwendeten Verfahren explizit durchgefiihrt werden.

3) Wihrend eine Basis G, in der Matg(L) Jordansche Normalform hat, nicht eindeu-
tig durch L bestimmt ist, ist die Jordansche Normalform (xx) in (9.19) bis auf die
Reihenfolge der Blocke J; eindeutig durch L bestimmt. Der Beweis dieser Tatsache
wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt. Er ist nicht schwierig und beruht dar-
auf, daff man fiir eine nilpotente lineare Abbildung 7" die Anzahl der irreduziblen
Unterrdume einer gegebenen Dimension sukzessive aus den Zahlen dim(ker 77) aus-
rechnen kann, vgl. dazu z.B. R. Walter, Einfithrung in die lineare Algebra, S. 245,
Satz A.

Beispiel zur Berechnung der Jordanschen Normalform.

Wir berechnen die Jordansche Normalform von

3 2 =3
A= 4 10 —12
3 6 -7

det(A — AE3) = (3—A)(A2 = 3A +2) +8(A — 2) — 9(A — 2)
—B-ANA=2A-1)—(A=2)=—(A—2)(A\2 —4A+4) = —(A —2)}

Also zerfallt P4 und A = 2 ist der einzige EW von A. Nach (9.10) ist A—2FEs3 =: T nilpotent
und wegen A — 2F3 # 0 gilt fiir den Nilpotenzgrad g von A — 2FE5 nach (9.14)

2<g<3.

Wir berechnen (A — 2E3)? = 0, also ¢ = 2. Da der Nilpotenzgrad unabhingig von der
Wahl der Basis ist (es gilt (B~'AB)? = B7'A/B fiir jedes B € GL3(R)) hat auch die
Jordansche Normalform von A — 2F5 Nilpotenzgrad 2. Unter den nilpotenten Jordanschen
Normalformen

[0]o 0
ololo |,
0 0[0]

[ )
_— o O
o O O

ol = O
| O O
o O O

—_
[]
no



hat aber nur (g § §) Nilpotenzgrad 2, also ist
0 00 2 00
100 |+2E5=|1 20
0 00 0 0 2

die Jordansche Normalform von A. Eine Matrix B € GL3(R), fiir die B~'AB = (% % §) gilt,

kann man wie folgt bestimmen. Wir wiihlen zunéchst einen beliebigen Vektor v ¢ ker(T') fiir
T := A—2E;5, vgl. (9.14). Nach (9.15) ist dann G, := (v, T'v) Basis eines T-irreduziblen, T-

invarianten Unterraums, genannt Uy, und Matg! (A4|U;) = (39). Wir konnen z.B. v = (é)
wéhlen. Dann ist Tv = <1> Fiir Beg miissen wir einen von 7w unabhéingigen EV von A

wéahlen, z.B. Bes = ( ) Die Matrix B ist dann durch Be; = v = (8)’ Bey =Tv = (%)

f 12 -3
und Bes = v = <§> gegeben, d.h. B = <éé§>. Man rechnet nach, dafi B~! = (0 i3 0
0-31

und B~'AB = (%8 > gilt.

Abgesehen von der Einsicht in die moglichen Typen von linearen Abbildungen, die die Sétze
(9.18) und (9.19) vermitteln, ist die Jordansche Normalform auch von praktischem Nutzen.
Es kommt z.B. oft vor, dal hohe Potenzen A™ einer Matrix A € K™*" berechnet werden
sollen Fiir allgemeine Matrizen A ist das mit sehr groflem Rechenaufwand verbunden.
Kann man jedoch ein B € GL,(K) finden, so dal A = B~'JB gilt und J Jordansche
Normalform hat, so gilt A™ = B~'J™B, wobei J™ sehr leicht zu berechnen ist. Eine damit
zusammenhéangende theoretische Erkenntnis ist der

(9.21) Satz (von Cayley-Hamilton). Setzt man L € End(V') in sein charakteristisches Po-
lynom Py, ein, so erhdlt man Pp(L) =0 € End(V).

Vorbemerkung: Wenn L diagonalisierbar ist, so ist (9.21) leicht einzusehen, vgl. Blatt 7,
Aufgabe 3. Nach Satz (9.6)(ii) ist die Menge der diagonalisierbaren A € C™™ dicht in
C™*". Da die Abbildung A € C"*" — P4(A) € C™*" stetig ist und auf der dichten Menge
der diagonalisierbaren Matrizen = 0 ist, folgt, dal Pa(A) fiir alle A € C**" (und damit
auch fir alle A € R™") gilt.

Bew.: von (9.21): Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall durch, daf8 P;, zerféllt. Wie in
Bem. 1 nach (9.20) gesagt wurde, ist das keine wirkliche Einschrankung. Wir verwenden
(9.18). Offenbar geniigt es zu zeigen, daf fiir jeden EW \; von L gilt:

Pr(L) | E'(\) = 0.
Wegen (9.14) gilt fur n, := dim E'(\):

(+) (L — Nidy | E'(\))™ = 0.
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Andererseits enthélt P, den Faktor (x — A;)™. Deshalb existiert ein () € End(V') mit
() Pp(L) = Qo (L — Aidy)™
Aus (x) und (xx) folgt Pr(L) | E'(\;) = 0, wie behauptet.

Eine weitere wichtige Anwendung der Jordanschen Normalform betrifft das explizite Losen

von linearen Differentialgleichungssystemen mit konstanten Koeffizienten. Gegeben ist da-
21 (t)

bei eine Matrix A € C™" und gesucht sind alle n-Tupel ( ) von differenzierbaren

Zn ()

Funktionen z; : R — C(~ R?), fiir die
2 (t) z1(t)
(*) Lo =A
2 (1) Zn(t)

: ) : R — C" ein und schreibt fiir (x)

Zn

fiir alle ¢ € R gilt. Man fiihrt die Funktion z = (

kiirzer:
7 = Az.

Ist B € GL,(C), gilt A = B™'JB und ist w : R — C" eine Losung von w’ = Jw, so ist
z := B~ 'w eine Lésung von (*):

=B 'w' =B 'Juw=B"JBz = Az
Es geniigt also, alle Losungen der Gleichung
() w' = Jw
zu kennen. Wir betrachten zunéchst den (nach (9.6) typischen) Fall, daf
A 0
J =
0 o

eine Diagonalmatrix ist.
Dann ,entkoppeln® sich die Differentialgleichungen () zu:

w}:)\jwjfﬁrlgjgn
mit \; € C. Davon sind die Losungen explizit angebbar,
w;(t) = w;(0)eM fir 1 < j <n,

wobei die ,, Anfangswerte* w;(0),1 < j < n, die Losung eindeutig bestimmen.
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A1 0

Folgerung: Sei A € C™*" diagonalisierbar, A = B! B, und a € C". Dann

0 " An

existiert genau eine Losung 2 : R — C" von (x) mit 2(0) = a, ndmlich z(t) = B~ w(t),
wobei w;(t) = ¢;e’* fiir 1 < j < n und ¢ = Ba.

Bem.:

1)

Offenbar konvergieren die (Diagonal-)Matrizen (t;j!) * fiir m — oo gegen die Ma-
o . k=0
trix =: exp(tJ).
0 B ernt
Entsprechend bezeichnet man lim % =: exp(tA) und wegen A* = B~'J*B

m—00 120
gilt
exp(tA) = B texp(tJ)B.
Die Losungen w(t) von (kx) lassen sich damit als
w(t) = exp(tJ)w(0)
und die Losungen z(t) = B~ 1w(t) von (x) als
2(t) = exp(tA)z(0)

schreiben.

Ist A € R™" reell diagonalisierbar, d.h. A = B~'JB mit B € GL,(R), J =
Y 0

mit \; € R, so erhalten wir mit demselben Verfahren und denselben

0 W

Formeln reelle Lésungen z : R — R", z = B~lw mit w;(t) = e¥' € R von

2! = Az. In vielen Féllen wird A € R™*" jedoch nur komplex diagonalisierbar sein,
At 0

dh. A= B"YJBmit Be GL,(C), J=| mit A; € C. Wir erhalten

0 An
komplexe Losungen z : R — C" von 2’ = Az. Schreiben wir z(t) = x(t) + iy(t) mit
x,y : R — R" so gilt auch 2/ = Ax, y = Ay, d.h. © = Rez und y = Imz sind
reelle Losungen von (). Das kann man z.B. daran sehen, dafl wegen A = A mit
z: R — C" auch Z: R — C" Losung von (x) ist:

7 = Az = Az = AzZ.

Da (x) linear ist, sind dann auch z = 1(z +z) und y = 3(z — z) Losungen von ().

12
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Als néchstes betrachten wir den Fall, dal A € C"*" eine Jordansche Normalform hat, die
nur ein einziges ,, Jordankiistchen® hat, d.h. A = B™'JB mit B € GL,(C) und

D N
1 . :
J=T+XNE, =] o *-. "-. -, e C
0 ... 0 1 A
Mit etwas probieren stellt man fest, dafl man Losungen w : R — C” von w’ = Jw wie folgt
erzeugen kann: Man wihlt ein Polynom p(t) =: :il btk e, = p®(0), vom Grad n — 1
=0

und setzt
w(t) =M (P V@), p" (), ... p(t))

wobei p¥)(t) die k'te Ableitung von p(t) bezeichnet. Es gilt dann némlich:
w'(t) = Aw(t) + M (0,p" V() ..., P (1) = Jw(t).

Man kann auch leicht sehen, dafl jede Losung w von w' = Jw von diesem Typ ist: Setzt
man ¢(t) := e Mw(t), so folgt ¢ = Tq. Differenziert man die Gleichung ¢’ = T'q weiter,
so erhilt man ¢® = T%¢ und wegen 7" = 0: ¢ = 0. Daraus folgt: ¢ ist ein Polynom
vom Grad < n — 1. Man erhélt also auf diese Art explizit alle Losungen w : R — C™ von
w' = Jw und mit 2z := B~'w alle Lésungen von 2/ = Az. Die ,,Anfangswerte* w(0) =
(p(”_l)(O), o ,p(O)):(cl, ..., ¢p) € C™ sind beliebig vorgebbar und bestimmen die Losung
w(t) eindeutig, und analog fiir z(t) := B~ w(t).

Im allgemeinen hat die Jordansche Normalform J von A mehrere , Jordankiistchen* Ji,
.oy JF wie in (9.19)(*#). Die Losungen von w' = Jw setzen sich dann aus den Losungen

zu den einzelnen Jordankéstchen (wft) = JFaw! | die wir nach dem vorangehenden explizit
kennen, zusammen.

Bsp.: Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem

(%) ¥ = Az
fiir Vektorfunktionen z : R — R3 und die Matrix A = (% IZO —il}) aus dem vorangehenden

Beispiel. Explizit bedeutet () dann:

i (t) = 3xi(t) + 2z2(t) — 3a3(t)
zh(t) = 4dxi(t) + 10zo(t) — 1225(t)
2h(t) = 3x1(t) + 6xo(t) — Tas(t)

Wir haben die Jordansche Normalform J von A berechnet:

200
J = (120)
002
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Zu dem Jordankistchen (2 9) gehoren die Losungen

(Z;Eg) = <02-Ci-101t)

und zu dem EV e3 von J: y3(t) = c3e.

Die Losungen von ' = Jy sind dann y(t) = e (mﬁmt) mit beliebigen ¢y, ¢co, c3 € R.

12 -3
Die Losungen x von (x) sind x = B~y mit B! = (0 i 0 )
0-2 1

Bem.:

)

_3
1

Auch hier kann man zeigen, daB fiir alle ¢ € R die Limites lim ) (t‘k]—,)k =: exp(tJ)

und lim ) (t;:;,)k =: exp(tA) existieren, dafl exp(tA) = B~ exp(tJ)B gilt und daB
m—00 1. :

die Losungen w von w’ = Jw gerade durch w(t) = exp(t.J)w(0) gegeben sind. Dann
folgt, dafl die Losungen von 2/ = Az als z(t) = exp(tA)z(0) geschrieben werden
kénnen.

Ist A € R™*"™ so zerfillt Py iiber C, so dafl A eine komplexe Jordansche Normalform
J € C™" besitzt. Ist A = B~'JB mit B € GL,(C) und sind z = B lw die
komplexen Losungen von 2z’ = Az, so erhélt man die reellen Losungen von x' =
Az als die Realteile (oder — gleichwertig — als die Imaginérteile) der komplexen
Losungen.
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10. Affine und euklidische Geometrie.

In der analytischen Geometrie beschreibt man nach Wahl eines Koordinatensystems Punk-
te durch n-Tupel von Zahlen (n = 2 fiir die Ebene, n = 3 fiir den 3-dimensionalen Raum),
die man als Vektoren eines Vektorraums betrachten kann. Was diese Punkte eigentlich
selbst sind, wird dabei mathematisch nicht gesagt und der Anschauung iiberlassen. Das
Einfithren von Koordinaten zerstort die Homogenitét des Raumes durch die Auszeichnung
eines Punktes als 0-Punkt des Koordinatensystems und durch Auszeichnung der Richtun-
gen der Koordinatenachsen. In diesem Kapitel wird der ,affine Punktraum® eingefiihrt,
mit dessen Hilfe der Unterschied zwischen Punkten und Vektoren und das Einfithren von
Koordinaten prézisiert werden kann.

(10.1) Def.: Ein affiner Raum A iiber einem K-Vektorraum V ist eine Menge A # )
zusammen mit einer Abbildung 4+ : A x V' — A, fiir die gilt:

(Ay) Fiir alle a € A, fiir alle v,w € V gilt: (a+v)+w =a+ (v+w).
(Ag) Fiir alle ay,ay € A existiert genau ein v € V, so dafl ay = a; + v gilt.
Wir bezeichnen dieses v € V als v =: ajas.

Bez.: Die Dimension des affinen Raums A ist die Dimension des zugehorigen Vektorraums
V.

Bem.:

1) Aus (A;) und (A) folgt aa = 0, ajas = —aza; und ajas + azas = aas.

2) Die Vorstellung hinter der Abbildung + : A x V — A, (a,v) — a + v ist, daB
der Vektor v am Punkt a angetragen einen neuen Punkt, genannt a 4 v, bestimmt.
Entsprechend nennt man v = ajas den Verbindungsvektor von a; nach as. Die
Bezeichnung + fiir die Abbildung A x V' — A ist zwar oft praktisch, aber auch
irrefithrend, da sie von der — gleich bezeichneten — Addition in V' unterschieden
werden mufl. In der Gleichung in (A;) beziehen sich etwa die ersten drei Zeichen +
auf die Abbildung A x V' — A, das letzte dagegen auf die Addition in V.

Im folgenden Standardbeispiel eines affinen Raums verschwindet dieser Unterschied, und
das ist auch der Grund fiir diese Bezeichnung.

(10.2) Beispiel: Sei V' K-Vektorraum. Wir setzen A := V und nehmen als Abbildung
A x V' — V die iibliche Addition V' x V' — V. Dann ist (A;) gerade das Assoziativgesetz
bzgl. +, wéhrend (Aj) aus der (eindeutigen) Existenz des additiven Inversen folgt.

Hier ein Beispiel, in dem der affine Raum nicht direkt ein Vektorraum , ist*:

(10.3) Beispiel: Sei A € K™*™ eine Matrix, wg € K™ und

A = {ve K" | Av=wy} #0,
V = {ue K" | Au=0}
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Wir definieren A x V' — A durch die iibliche Addition in K. Dann gilt in der Tat: v € A,
ueV=v+4+uec A Denn A(v+a) = Av + Au = Av = wy. Sind vy, vy € A, so ist der
Verbindungsvektor V104 gerade vo — vy, da vy + (v — v1) = vy gilt, und es gilt in der Tat
vy =v; —v; €V, denn A(vg — v1) = Avg — Av; = wy — wp = 0. In diesem Fall ist

dim A :=dimV =n —rg(A).

Mengen A wie in (10.3) kamen schon nach (3.25) vor und wurden damals ,affine Un-
terrdume des Vektorraums K™ genannt. Wenn man K™ wie in (10.2) als affinen Raum
interpretiert, so ist dies ein Spezialfall von

(10.4) Def.: Eine Teilmenge U eines affinen Raums A heifit affiner Unterraum von A, falls
ein Untervektorraum V;; von V und ein ag € U existiert, so dafl

U={ay+v]|veVy}
gilt.
(10.5) Lemma. Sei U C A affiner Unterraum und seien ag, V3, wie in (10.4). Dann gilt fir
jedes a1 € U:

U:{a1+v|v€Vu}.
Bem.: Das zeigt, dafl im Fall eines affinen Unterraums U die Menge der Verbindungsvek-
toren von einem festen Punkt in ¢/ zu beliebigen Punkten in ¢/ ein Untervektorraum von

V' ist, der unabhéngig von der Wahl des festen Punktes in ¢/ ist und nur von U abhéngt.
Vi heifit auch der Richtungsraum von Y. Wir definieren: dimf := dim V},.

Bew.:

(i) U C{a; +v|v e Vy}: Sei b € U. Wir miissen zeigen, daB ab € Vi gilt (denn das
— —
impliziert b = a1 +ovmit v = a;b € Vyy). Wegen b € Y und a; € U gelten aob e Vy

und aga; = —ajag € Viy. Da Vi, Untervektorraum ist, folgt ajag + agb = alb e Vu,
wie behauptet.
(i) {a1 +v |v e Vy} CU: Sei v € V. Dann gilt

— A
a1+vz(a0+a0a1)+v(:2)ao+(m+v).

Wegen a; € U folgt aga; € Vi, und da V;; Untervektorraum ist, folgt aga; + v € Viy.
Also gilt a; +v = ag + (a1 + v) € U.

Bez.: Ein affiner Raum (oder Unterraum) der Dimension 1 heifit (affine) Gerade, ein affiner
Raum (oder Unterraum) der Dimension 2 heifit (affine) Ebene. Ist A n-dimensionaler affiner
Raum und & C A (n — 1)-dimensionaler affiner Unterraum, so heifit ¢ affine Hyperebene

in A.
Bem.: Ist U C A affiner Unterraum, so folgt aus (10.5), dafl fiir alle a € U gilt:
U=a+Vy ={a+v]|ve TV}

Ein 0-dimensionaler affiner Unterraum besteht aus genau einem Punkt.
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(10.6) Fakt: Sind U, Uy affine Unterrdume von A und gilt Uy NUy # 0, so ist Uy NU, affiner
Unterraum von A, und es gilt

Vulmuz = Vz,{l N VUQ.
Bew.: Wahle a € U; NU,. Dann folgt aus Uy = a + Vyy und Us = a + Vyy,, daB Uy NUy =
a—+ (leh N Vu2) gllt

(10.7) Fakt: Sind Uy, Us affine Unterrdume von A und gilt Uy NUy # 0, so gilt dim (U NUs) =
dim(Vul N Vz,{2).
(10.8) Def.: Zwei affine Unterrdume U;,Us von A heiflen parallel, falls Vi, C Vi, oder
VMQ - VMl gﬂt

(10.9) Fakt: Sei A endlichdimensionaler affiner Raum, & C A affiner Unterraum und
H C A affine Hyperebene. Gilt U N'H = ), so sind U und H parallel.

Bem.:

1) Gilt U N'H # 0, so folgt aus (10.7), daB U N H ein affiner Unterraum mit dim (U N
H) = dimU — 1 ist.

2) Ist dim A = 2, so besagt (10.9), dal zwei Geraden in der affinen Ebene A entweder
parallel sind oder genau einen Schnittpunkt haben.

Bew.: Wir nehmen an, ¢ und H_>seinen nicht parallel. Dann folgt V;,+Vy = Vy. Ista € U,
b € 'H, so lafit sich der Vektor ab € V4 darstellen als

—
ab = vy + v

mit v; € Vjy, vy € Viy. Daraus folgt

b=a+ (v; + vg) (&) (a+v1) + vy
und
b+ (—va) ‘@) (a+v1) + (v2 — v2) R
Wegen vy € Vi, —vg € Vi folgt a + vy = b+ (—v2) eUNH, dh. U NH # (.

Def.: Sei A affiner Raum und (a, b, c) € A® ein (geordnetes) Tripel von Punkten in A.

(a) Die Punkte a,b,c € A heiflen kollinear, falls es eine affine Gerade G C A gibt mit
{a,b,c} CG.
(b) Ist (a,b,c) € A® ein kollineares Punktetripel und gilt a # b, so heifit der durch

die Gleichung a¢ = Aab eindeutig bestimmte Skalar A € K das Teilverhéltnis des
kollinearen Punktetripels (a, b, ¢), bezeichnet durch A\ =: TV (a, b, ¢).

Bsp.:

1) ¢ heift der Mittelpunkt der Strecke von a nach b, wenn T'V (a, b, ¢) = 1 gilt. Das ist

. . 1 —
dquivalent zu ¢ = a + 5ab.
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2) Betrachten wir R? nach (10.2) als affinen Raum, so sind a = (0,1), ¢ = (1,1) und
b = (3,1) kollinear, da a,b,c auf der affinen Geraden G = a + (R x {0}) liegen.
Wegen

1
a—é=(1,0)=§&§

gilt TV (a,b,c) = 3.

Bem.: Im Fall K =R hat TV (a, b, ¢) folgende anschauliche Bedeutung, die fiir den Namen
, Teilverhéltnis“ verantwortlich ist: W&hlt man auf V' ein Skalarprodukt (oder — allgemeiner
— eine Norm), so definiert man fiir a,b € A die Streckenléinge von a nach b durch ||&3||
Dann gilt
|TV(CL, b, C)| = ’T,
lab]]

d.h. [TV (a,b,c)| ist das Verhéltnis der Streckenlédnge von a nach ¢ zur Streckenlénge von
a nach b. Dieses Verhéltnis ist unabhéngig von der Wahl des Skalarprodukts (oder der
Norm). Das Vorzeichen von T'V (a, b, ¢) hingt davon ab, ob a auf G, ; zwischen b und c liegt
(= TV (a,b,c) < 0) oder nicht.

(10.10) Strahlensatz. Seien (a,by,c;) € A® und (a, bs, ca) € A? kollineare Punktetripel auf
verschiedenen Geraden durch a & {by,bs,c1,c2}. Dann sind Gy, b, und G, ., genau dann
parallel, wenn TV (a,by,c1) = TV (a, by, ca) gilt.

Aufgabe: Fertigen Sie eine Skizze der in (10.10) beschriebenen Situation an.
Bew.: Nach Definition gilt
TV(a,bi,c1) = A & ac, = \ab,
und
H
TV (a,by, ca) = j1 & acy = pabs.
Die zwei Geraden Gy, 5, und G, ., sind genau dann parallel, wenn die Richtungsvektoren
—
b1by und ¢y linear abhéngig sind. Aus acy, + ¢, = acsy folgt
6ic} = ac — @i = paby — Aaby
und ebenso
— —_  —
blbg = abg — abl.
— —
Da nach Voraussetzung G, p, 7# Gap, gilt, sind ab; und ab, linear unabhéngig. Die vorange-
—

henden Gleichungen stellen b;by und c1¢4 als Linearkombinationen dieser linear unabhéngi-
— — —
gen Vektoren ab; und ab, dar. Also sind byb, und ¢ics genau dann linear abhiingig (< Gby b

und G, ., sind parallel), wenn det ( K _i ) = 0 gilt, d.h. wenn A = TV (a,b1,¢1) =

—A
TV (a,bs, co) = p gilt.
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In der Mathematik sind stets neben den Objekten einer Theorie (hier: neben den affinen
Réumen) auch die ,strukturerhaltenden“ Abbildungen zwischen diesen Objekten wichtig
(hier: die in (10.11) definierten ,affinen Abbildungen*).

(10.11) Def.: Fiir @ = 0,1 seien A; affine Rédume iiber den K-Vektorrdumen V;. Eine
Abbildung A : A; — Ay heifit affin, wenn es einen K-Vektorraumhomomorphismus
L4 € Hom(Vp, V1) gibt, so daB fiir alle a,b € A, gilt:

— _
La(ab) = A(a)A(D).
Eine bijektive affine Abbildung heifit Affinitét.

(10.12) Bsp.: Seien A, Ag, A; affine Rdume tiber den K-Vektorraumen V, Vg, V;.
1) A:=idy ist affin mit L4 = idy.
2) Sei vg € V und A : A — A definiert durch
A(a) = a + vy.

Dann ist A affin mit L4 = idy. Eine solche Abbildung heifit Translation.
3) Seien ag € Ay, a1 € Ay, L € Hom(Vp, V7). Sei A : Ay — A; definiert durch

A(CL) =ay + L(W,)
Dann ist A affin und Ly = L.

Beweis zu 3): Wir miissen zeigen, daf fir alle a,b € Aq gilt:
- —
A(a)A(b) = L(ab).
_
Der Vektor v = A(a)A(b) € V; ist durch die Gleichung
N
a; + L(apd) +v = a1 + L(agh)
definiert. Daraus folgt mit (As):
.
L(aga) + v = L(agb),

also
v = L(~ad) + L(agh) = L(aa + agb) = L(ab),
wie behauptet.

Bem.: Ist A: Ay — A; affin, so gilt fiir jedes ag € Ap

() Afa) = Afao) + La(@d),

d.h. A ist wie in (10.12), 3) darstellbar, wobei ay € A beliebig ist, a; := A(ag) und L = L.
. . ————— (10.11) .

Begriindung von (x): A(a) = A(ag) + v, wobei v = A(ag)A(a) =" La(aoa).

Folgende Aussagen sind leicht einzusehen:

(10.13) Eine affine Abbildung A : A — A ist genau dann eine Translation, wenn L4 = idy

gilt. Eine affine Abbildung A : Ay — A; ist genau dann eine Affinitét (d.h. A ist bijektiv),
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wenn L, € Hom(Vp, Vi) ein Isomorphismus ist. Es gilt dann L1 = (L)~'. Eine affine
Abbildung A : A — A heifit Streckung mit Zentrum ay € A und Streckfaktor A € K, falls
Alag +v) = ag + Ao fiir alle v € V gilt.

(10.14) Ist A : Ay — A; affin und U C Ay affiner Unterraum, so ist A(U) C A, affiner
Unterraum. Es gilt: U = ag+Vyy = A(U) = A(ao) + La(Vy). Ist U C A, affiner Unterraum
und ist die Urbildmenge
AN U)={a € A| Ala) €U}
nicht leer, so ist A~'(U) affiner Unterraum von Ay. Ist ag € A~1(U), so gilt
AU = a0+ L3 (V).
(10.15) Ist A: Ay — A; affin, sind a, b, c € Ay und gilt A(a) # A(b), so folgt:
TV (a,b,c) =TV (A(a), A(b), A(c)).

Eine Affinitdt zwischen zwei affinen Raumen Ay und A; erlaubt es, alle Aussagen, Argu-
mente etc. der affinen Geometrie in A in entsprechende Aussagen, Argumente etc. in A;
zu verwandeln. Nach (10.13) existiert genau dann eine Affinitét von 4y nach A4;, wenn A4,
und A; zu Vektorrdumen iiber dem gleichen Korper gehoren und dim Ay = dim A; gilt.
Es ist wichtig, zu erkennen, ob eine geometrische Aussage zur affinen Geometrie gehort.
Die Aussage, dafl sich die Seitenhalbierenden eines Dreiecks in einem Punkt schneiden, der
diese Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2:1 teilt, gehort etwa zur affinen Geometrie, da sie
sich nur auf Geraden und Teilverhéltnisse bezieht. Man kann die Aussage direkt im affinen
Raum R? beweisen, aber folgender Weg ist wohl einfacher: Da je zwei Dreiecke durch eine
Affinitét aufeinander abgebildet werden kénnen (siehe (10.17)), geniigt es, die Aussage fiir
gleichseitige Dreiecke zu beweisen. Das ist mit (euklidischen) Symmetrieargumenten leicht
moglich.

(10.16) Def. Sei A affiner Raum iiber dem K-Vektorraum V, dimV =n > 0. Ein (n + 1)-
Tupel (ag,...,a,) € A" von Punkten ag,...,a, € A heit Koordinatensystem fiir A,
falls die Vektoren agay, ..., aga, € V linear unabhingig sind (und damit eine Basis von V/
bilden). Ist x € V ein beliebiger Punkt, so gilt

n
agxr = E T;Aoa;
i=1

mit durch x eindeutig bestimmten z; € K, 1 < i < n. Diese z;, 1 < i < n, heiflen die
Koordinaten von x beziiglich des Koordinatensystems (aq, .. .,a,) und (z1,...,2,) € K"
heifit der Koordinatenvektor von z (bzgl. (ag,...,a,)).

Wichtige Bem.: Die Abbildung A : z € A — (z1,...,2,) € K" ist eine Affinitdt, die A
mit dem (nach (10.2)) als affinen Raum betrachteten K™ identifiziert. Dabei gilt A(ag) =
0 € K" und A(a;) = ¢; € K" fiir 1 < i < n. Das erlaubt, alle Probleme der affinen
Geometrie in einem K™ zu betrachten. Das hat zwei Vorteile: Wir kénnen im iiblichen K™
rechnen (ohne die etwas umstiandlichen Axiome (A;) und (Ay) zu bemiihen) und wir kénnen

unser Koordinatensystem dem gegebenen Problem anpassen. Wir haben dadurch natiirlich
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den ,, Vorteil“ des affinen Raums, keinen ausgezeichneten Punkt und keine ausgezeichneten
Richtungen zu besitzen, wieder verloren.

(10.17) Fakt. Seien A und B affine Rédume (iiber dem gleichen Kérper) und (ayo, ..., a,) €

A" ein Koordinatensystem fiir A und (b, . .., b,) € B"™!. Dann gibt es genau eine affine

Abbildung A : A — B mit A(a;) = b; fiir 0 < i < n. A ist genau dann eine Affinitdt, wenn

(bg, . ..,by) ein Koordinatensystem fiir B ist.

Bew.: Es seien V und W die K-Vektorrdaume zu A und B, und es sei L € Hom(V, W)
—

definiert durch L(ao_ai) = bob; fiir 1 < i < n, vgl. (4.6). Wir definieren A : A — B durch

Nach (10.12) ist A affin, und es gilt A(ao) = bo und A(a;) = by + L(@ga;) = bo + bob; = b;
fiir 1 <4 < n. Die restlichen Aussagen lassen sich @hnlich einsehen.

Die Begriffe ,affiner Unterraum*“ und ,affine Abbildung® wurden in (10.4) und (10.11)
durch Riickgriff auf die Begriffe ,,Untervektorraum® und ,, Vektorraumhomomorphismus®
der linearen Algebra definiert. Es soll nun versucht werden, diese Begriffe allein mit Hilfe
des affin-geometrischen Grundbegriffs ,, Gerade® zu charakterisieren.

(10.18) Def.: Eine Teilmenge M eines affinen Raums A heiit affin abgeschlossen, wenn M
mit je zwei Punkten a # b auch die Gerade

N
Gop={a+Xab | A € K}
durch a und b enthélt (d.h. kiirzer: {a,b} C M und a # b = G,, C M).

(10.19) Satz. Im Korper K gelte 1 +1 # 0. Dann gilt: Eine Teilmenge M # () von A ist
genau dann affin abgeschlossen, wenn M ein affiner Unterraum von A ist.

Bew.: Offensichtlich ist jeder affine Unterraum affin abgeschlossen. Sei umgekehrt M affin
abgeschlossen und ag € M. Wir zeigen, dafl

U:={aa|ac M}

Untervektorraum von V' ist. Dann gilt M = a¢+ U und das zeigt, dafl M affiner Unterraum
ist.

(i) Es gilt 0 = agag € U.

(ii) Ist v € U \ {0}, v = @pa mit a € M, so gilt nach Voraussetzung Go,. C M,
d.h. ag+(A\v) =: ay € M fiir alle A € K. Daraus folgt fiir alle A € K: agay = \v € U.

_>

(iii) Seien v = aga € U, w = apb € U mit a,b € M. Gilt v = w, so folgt nach (ii):

v+w = (1+1)v € U. Wir kénnen also annehmen, dafl v # w und damit a # b gilt.
. - ., — ., —

Nach Voraussetzung gilt dann G, ;, € M. Wegen ab = aap+aob = —apa+aph = w—v
gilt dann

Gap = {a+MNw—v) | A€ K} ={ag+(1—MNv+w| e K} C M.
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Mit % € K sei das multiplikative Inverse von 1+ 1 # 0 bezeichnet. Fiir A = % erhalten wir
ap+ (1 —3) v+iw=ap+i(v+w) € M, also $(v+w) € U. Nach (ii) folgt 2- (1 (v + w)) =
v+wel.

(10.20) Fundamentalsatz der affinen Geometrie (iiber R). Seien A, A" affine Rdume tber
den reellen Vektorriumen V,V'. Sei dim A > 2 und F : A — A’ eine Bijektion, die
Geraden auf Geraden abbildet. Dann ist F' eine Affinitdt.

Der nicht ganz einfache Beweis wird durch eine Reihe von Hilfssétzen erledigt.
(10.21) Lemma. Sei £ C A affine Ebene. Dann ist F'(£) C A’ eine affine Ebene.
Bew.: Sei (ag, a1, as) ein Koordinatensystem fiir £. Dann gilt
Gaoar N Gagar = {00}
Da F' injektiv ist und F'(Gug.a1) = Gr(ao),F(ar)s £ (Gagsas) = GF(ao),F(as) &ilt, folgt
GF(a0), F(ar) N GF(ao),F(az) = {F(a0) -

Deshalb existiert genau eine Ebene & C A', die Gr(ay),r(ar) WA Gray),F(ay) enthélt. Ist
a € €\ (Gapas U Gagas), SO existiert eine Gerade G C € mit a € G, die G4, und Gy g,
schneidet. Da F' Geraden auf Geraden abbildet, folgt F'(a) € F(G) C €. Damit haben wir
F(E) C & bewiesen. Ahnlich zeigt man £ C F(&), aber wir werden das nicht benétigen.

(10.22) Lemma. F' bildet parallele Geraden auf parallele Geraden ab.

Bew.: Seien G # 'H parallele Geraden in A. Dann existiert eine Ebene & C A mit GUH C €.
Nach (10.21) existiert eine Ebene £ C A’, so dafl

FGUF(H)CFE)cE
gilt. Da F injektiv ist, gilt F(G)NF(H) = F(GNH).

Bem. 2 nach (10.9) impliziert, daB G N'H = 0 gilt. Also gilt F(G) N F(H) = ( und die
gleiche Bem. 2 zeigt dann, dafl die Geraden F'(G) C & und F(H) C &' parallel sind.

Um den Fundamentalsatz (10.20) zu beweisen, wihlen wir einen festen Punkt ag € A,
setzen ag := F(ag) € A" und definieren G : V' — V' durch: Fiir alle v € V' gelte

F(ag +v) = aj + G(v)

oder dquivalent

G(v) = F(ap)F(ag +v).

Dann gilt offensichtlich G(0) = 0. Der Rest des Beweises besteht darin, zu zeigen, dafl
G € Hom(V, V') (= (10.20)) gilt. Der Beweis der wichtigen Lemmata (10.23) und (10.25)
beruht auf geometrischen Ideen, die am besten durch eine Skizze (!) klar werden.

(10.23) Lemma. Fiir alle linear unabhéngigen v, w in V' gilt

Gv+w) =G) + G(w).
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Bew.: Wir betrachten die Geraden
g;:{ao—i-w—i-)\v ’ )\ER} und gqu:{GO‘i_U‘i‘/Lw‘/LER},

die einander im Punkt ag + v + w schneiden. Da G,/ parallel zu G, := {ag + \v | A € R}
ist, ist nach (10.22) auch F(G,) parallel zu F'(G,). Wegen F(ay+ w) = ay + G(w) € F(G))
und a, € F(G,), F(ap+v) = ay+ G(v) € F(G,) gilt

F(G,) = {ap + G(w) + A\G(v) | A € R}
und analog

F(G,) ={ap + G(v) + uG(w) | p € R}
Da F injektiv ist und G, und G, := {ag + pw | p € R} einander genau in aq schneiden, gilt
F(G,) N F(Gy) = {a}}. Deshalb sind G(v) = F(ag)F(ap + v) und G(w) = F(ag)F(ap + w)
linear unabhéngig. Da G(v) bzw. G(w) Richtungsvektoren von F(G!) bzw. F(G.,) sind,
schneiden F(G)) und F(G!)) einander genau im Punkt F(ag+v+w) = aj+ G(v+w), dem
Bild des Schnittpunkts von G/ und G/ . Andererseits zeigen die obigen Formeln fiir F'(G))
und F(G,), da auch af + G(v) + G(w) € F(G,) N F(G,,) gilt. Daraus folgt

Gv+w) =G) + G(w).
(10.24) Lemma. Fiir alle v € V und alle A\, u € R gilt:
G(\) + G(uv) = G((A + p)v).

Bem.: Aus (10.23) und (10.24) folgt G(v + w) = G(v) + G(w) fiir alle v,w € V.
Bew.: Wegen G(0) = 0 gentigt es, die Falle zu betrachten, in denen v # 0, A # 0 und p # 0

gilt. Aufgrund unserer Voraussetzung dim .4 > 2 existiert ein zu v linear unabhéngiger
Vektor w € V.

1. Fall: A+ p # 0. Dann sind w und (A 4 p)v linear unabhéngig und (10.23) impliziert

G(w+ A+ p)v) = G(w) + G((A+ p)v).
Da w 4+ Av und w + Av + pv linear unabhéngig sind, folgt aus (10.23)

G(w+ (A + p)v) = G(w + M) + G(uv)
und analog

G(w+ M) = G(w) + G(\).
Die letzten drei Gleichungen implizieren
G((A+ p)v) = G(\) + G(pv).

2. Fall: A = —p. Da Av+w und —Av+w = pv+w linear unabhéngig sind, folgt aus (10.23)

G2w)=G(MWw+w)+ (=w+w)) = Gh+w)+G(—\v+w)
= G(\)+G(w) + G(—= ) + G(w)
= 2G(w) + G(A\v) + G(—v).
Da nach dem 1. Fall G(2w) = 2G(w) gilt (A = p := 1), folgt daraus die Behauptung:

G(\v) + G(= ) =0 = G(Av — \v).
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(10.25) Lemma. Es existiert eine Funktion f : R — R, so daf fiir alle v € V und alle A € R
gilt:

G(\v) = f(NG(v).
Bew.: Wegen G(0) = 0 ist die Gleichung fiir v = 0 stets erfiillt und sie ist fiir A = 0 und alle
v € V erfiillt, wenn wir f(0) = 0 setzen. Wir setzen von jetzt ab v # 0 und A # 0 voraus.
Da F injektiv ist, gilt F'(ag + v) = aj + G(v) # af. Nach Voraussetzung liegt F'(ag + A\v)
fiir alle A € R auf der Geraden G, s yc(v)- Also existiert genau ein f(A,v) € R, so daf

F(ap + )\v) =ay + f(\,0)G(v)

gilt. Wir bemerken, daf§ TV (ay, F'(ag + \v), F(ag +v)) = 1{?&;’)@ gilt. Wir wollen zeigen,

daB f(A,v) unabhéngig von v ist, d.h. daB fiir alle A # 0, v # 0, w # 0 gilt:
fA ) = fF(Aw).

1. Fall: v und w sind linear unabhéngig. Dann betrachten wir die Geraden ‘H = {ag + pv |
pw € R} und J = {ap + pw | p € R} durch ap und die Geraden Gy = Guyipagtw, G2 =
Gao+v.a0+xws die nach dem Strahlensatz (10.10) parallel sind. Nach (10.21) sind dann auch
F(Gy) und F(G,) parallel und die andere Richtung des Strahlensatzes (10.10) impliziert
nun, dafl

TV (ay, F(ag + M), F(ag +v)) = TV (ag, F(ap + Mw), F(ag + w))
gilt. Daraus folgt f(A,v) = f(A, w).

2. Fall: Ist w = pw, so wihlen wir (dim A > 2!) ein von v linear unabhéngiges z € V. Dann
gilt mit zweifacher Anwendung des 1. Falls:

fv) = (A 2) = f(A po) = fF(Aw)
(10.26) Folgerung. f : R — R ist Kérperautomorphismus, d.h. es gilt f(1) = 1 und fiir alle

A\ peR:
fA+p) = )+ f(w)
fQw) = fA)f(p).

Bew.: Wihle v € V' \ {0}. Da F' injektiv ist, folgt G(v) = F(ag)F(ao + v) # 0.
G(1L-v) = f)G(v) = (1) =1)G(v) =0 = f(1) =

( =
(i ) G((A+p)v) = fA+p)G(v )1 "
G((A+ 1)) = GOw + ) "2V GOWw) + Guv) = (FO) + S () G(0)
Diese Gleichungen beweisen f(A+ u) = f(A\) + f(u).

(iif) G((A)v) = f(A)G(v)
G((Ap)v) = G(A(u)) = (NG () = fF(A) f(1)G ().
Diese Gleichungen beweisen f(Au) = f(A)f(w).

Bisher wurde noch nicht benutzt, daf§ A, A’ reelle affine Raume sind. Das folgende Lemma
aber wire etwa fiir den Korper C (statt R) nicht wahr.

(10.27) Lemma. Die Identitédt f = idg ist der einzige Koérperautomorphismus von R.
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Bew.: Sei f : R — R Korperautomorphismus. Die Additivitdt von f und f(1) = 1 zeigen,
daB f(2) = f(14+1) = f(1)+ f(1) = 1+ 1 = 2 und - induktiv — da8 f(n) = n fiir alle
n € Nyg gilt. Aus f(0)+ f(0) = f(0+0) = f(0) folgt f(0) =0 und aus f(n+(—n)) =0=
f(n)+ f(—=n) =n+ f(—n) fur n € N folgt f(n) =n fiir allen € Z. Ist n € Z \ {0}, so gilt

1= =1 (5 on) =7 (3) s =r(3) n

%) = % Verwenden wir nochmals die Multiplikativitdt von f, so erhalten wir
£ fiir alle 2 € Q. Weiter gilt f(R>p) € Rs, denn aus r > 0 folgt

fr)=f(Vr)?) = (f(v/r)" > 0.

Zusammen mit der Additivitdt von f ergibt das
r=s= f(r) = f(s),

d.h. f ist monoton wachsend. Ist schliellich » € R beliebig, so wéihlen wir z;,y; € Q mit
x; <r <y;und limx; = r = limy,;. Dann folgt z; = f(x;) < f(r) < f(y;) = y; und daraus

f(r)=limz; =limy, =r.
Aus (10.23)-(10.27) folgt, daB die durch
F(ag+v) = aj + G(v)

definierte Abbildung G : V' — V'’ ein R-Vektorraumhomomorphismus ist. Das zeigt, daf
F eine affine Abbildung ist, vgl. (10.12), 3). Da F als bijektiv vorausgesetzt wurde, ist F
eine Affinitat. Das beendet den Beweis des Fundamentalsatzes (10.20).

Weiteres zur affinen Geometrie findet man z.B. in den Biichern G. Fischer: Analytische
Geometrie, Vieweg 1978, W. Klingenberg: Lineare Algebra und Geometrie, Springer 1990.

Nach dieser kurzen Einfiihrung in die affine Geometrie wenden wir uns noch kiirzer der
euklidischen Geometrie zu. Die euklidische Geometrie ist fiir uns besonders anschaulich,
weil sie (in Dimension 3) gerade die mathematische Prézisierung des uns umgebenden
,Anschauungsraums® ist.

(10.28) Def.: Ein euklidischer Raum & = £(V, <,>) ist ein affiner Raum & iiber einem
euklidischen (reellen!) Vektorraum V, <, >. Eine Isometrie von & = £(V, <,>) auf & =
E'(V', <, >") ist eine Affinitat F : £ — &', deren zugehorige lineare Abbildung Ly : V' — V'
orthogonal bzgl. <, > und <, >’ ist, vgl. (6.8).

Bez.: Iso(£) = {F : £ — &£ | F Isometrie} ist bzgl. o eine Gruppe, die ,,Isometriegruppe von
E“. Ein F € Iso(€) heifit orientierungserhaltende Isometrie (oder eigentliche Bewegung),
falls Ly € SO(V) gilt.

Bem.: Zwei endlich-dimensionale euklidische Rdume sind genau dann isometrisch, wenn sie

die gleiche Dimension haben, vgl. (6.9). Das Standardbeispiel eines euklidischen Raums ist
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der R" (nach (10.2) als affiner Raum aufgefafit) mit dem Standardskalarprodukt (v, w) =

n
> viw;.
i=1

Zwei Punkten a, b eines euklidischen Raums £ ordnet man den Abstand d(a,b) von a und
b durch
— — —.1
d(a,b) := ||ab|| = (ab, ab)?

zu. Aus Satz (6.3) folgen leicht die folgenden Eigenschaften des Abstands d:

(a,b) > 0 und d(a,b) =0 < a =0b.
=d(b,a).
(a,c) <d(a,b) +d(b,c) ,Dreiecksgleichung®.

[sometrien F': &€ — &' lassen Absténde unverdandert: Fiir alle a,b € £ gilt:
’ N N\ -
d'(F(a), F(b)) = [[F(a)F()|" = |[Lr(ab)|" = |lab]| = d(a,b).

Sind G und G’ orientierte Geraden in &, die einander schneiden, so definiert man den
Schnittwinkel ¢ € [0, 7] von G und G’ wie folgt: Man w#hlt positiv orientierte Richtungs-

vektoren v von G und v" von G’ und setzt ¢ = <((v,v’) = arccos %

Ein affines Koordinatensystem (ay, ..., a,) eines n-dimensionalen euklidischen Raums &
heiflt kartesisch, falls agpaq, ..., apa, eine ONB von V ist. Die Abbildung, die jedem Punkt
x € & seinen Koordinatenvektor (z1,...,z,) € R bzgl. eines festen kartesischen Koordina-

tensystems zuordnet, ist eine Isometrie von £ auf das Standardbeispiel R™ eines euklidi-
schen Raums. Speziell gilt dann
d(z,y) = (y: — =)
i=1

Man kann nun die Aussagen der euklidischen Geometrie, z.B. die der Schulgeometrie,
mittels Vektorrechnung im euklidischen R? oder R? beweisen. Dazu ein Beispiel:

(10.29) Satz. Die Hohen eines Dreiecks in einer euklidischen Ebene schneiden sich in einem
Punkt.

Bew.: Seien A, B, C' die Eckpunkte des Dreiecks und S der Schnittpunkt der Hohen durch
die Eckpunkte A und B. Wir wollen zeigen, dafl die Gerade G¢ s die Hohe durch die Ecke
C ist, d.h. dal G¢ g die Gerade G4 p senkrecht schneidet, d.h. daf3

(AB,CS) =0

gilt.
Nun gilt, da G4 p senkrecht auf G¢ p steht,

—_— — — = = —_— — — —
0= (AS,CB) = (AS,CS + SB) = (AS,CS) + (AS, SB)
139



und analog

—_— — —_— = — —_— — —_— —
0= (BS,CA) =(BS,CS+ SA) = (BS,CS) + (BS,SA).
Bildet man die Differenz dieser Gleichungen, so folgt
—_ — —_— — —_ = — —_— =
0= (AS,CS) —(BS,CS)y=(AS+ SB,CS) = (AB,CS)

wie behauptet.
Das folgende euklidische Analogon zum Fundamentalsatz der affinen Geometrie ist leichter
zu beweisen.

(10.30) Satz. Seien € =E(V,(,)) und & = E'(V',(,)’) euklidische Riume und F : E — &'
eine surjektive, abstandserhaltende Abbildung. Dann ist F' eine Isometrie von £ auf E’.

Bem.: Dafl ' abstandserhaltend ist, bedeutet, daf} fiir alle a,b € & gilt:
d'(F(a), F'(b)) = d(a,b).

Bew.: Da F' abstandserhaltend ist, ist F' injektiv. Da F' nach Voraussetzung surjektiv ist,
ist F' sogar bijektiv. Wir wéhlen ag € &, setzen af, := F(ap) und definieren G : V" — V'
durch

F(ag +v) = aj + G(v).

Wir miissen zeigen, da8 G € Hom(V, V')ist (= F ist Affinitdt und G = L), und daf fiir
alle v,w € V gilt:

(%) (v,w) = (G(v), G(w))"
Zunéchst gilt:
d(ag + v, a0 +w) = [[w —v|| = d'(F(ao + v), F(ao + w))
= d'(ag + G(v), ap + G(w)) = |G(w) = Gv)]I"
Wegen G(0) = 0 folgt daraus speziell
|G| = |lv| fiir allev € V.
Damit folgt aus

lw =l = fw|? —2(w, v) +|ol* =
IG(w) = G)I* = [Gw)|? —2(G(w),G(v))" +|G(v)|*
daB (x) gilt. Es bleibt G € Hom(V, V") zu zeigen. Nun gilt fir alle v,w € V:
L NGe+w)? = lv+w)®=v]*+2(v,w) + |lw]|
= [[G)[I* +2(G(v), G(w))' + |G(w)]|* = |G(v) + G(w)|*
und
(2) (Glv+w),Gw) + Gw)) = (v+w,v) + v+w,w) = v+ w|?

IG (v +w)||”.
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Mit Hilfe von (1) und (2) folgt

IG(v +w) = (G(v) + G(w))]|”
=[G, w)[|” = 2(G(v +w), G(v) + G(w)) + |G(v) + G(w)[* = 0,
also G(v+w) = G(v) + G(w).
SchlieBlich gilt fiir alle « € R, v € V:
IG(a)]* = llav]]* = |G (v)]|?
und
(G(aw),aG(v)) = a(G(av), G(v))" = o®||v]* = o?[|G(v)|.
Die vorangehenden Gleichungen implizieren
IG(av) — aG(w)[|* = [|G(av)[|” - 20({G(av), G(v))" + a*|G(v)||* = 0,
also G(av) = aG(v).

Jede Isometrie F eines euklidischen Raums € = £(V, (,)) 1aft sich beziiglich eines beliebigen
Punktes a¢ € £ in der Form

F(ag+v) = F(ap) + Lr(v)

mit Lp € O(V) darstellen. Untersucht man F' nach Fixpunkten, invarianten Geraden
u.s.w., so kann man Darstellungen von F' finden, die mehr {iber F' aussagen. Wir begniigen
uns mit dem einfachsten Fall.

(10.31) Satz. Sei € = E(V, (,)) eine euklidische Ebene und F' € Iso(£) orientierungserhal-
tend. Dann ist F' entweder eine Translation (< Lr = idy) oder eine Drehung um einen
Punkt a € € (& F(a+v) =a+ D(v)) mit D € SO(V) \ {idy }).

Bew.: Ist F keine Translation, so gilt Lp =: D € SO(V')\ {idy }. Wir suchen einen Fixpunkt
a € £ von F, denn dann gilt F(a +v) = a+ D(v) fiir alle v € V. Sei ag € £ beliebig. Wir
suchen w € V', so daf§

(+) Flag + w) = Flag) + Dlw) = ag +w

gilt. Das ist dquivalent zu
—_—

w — D(w) = agF(ag) =: 2.
. | I —cosy sin @ . . N
Da det(idy —D) = _sing  1—cosy ' # 0 gilt (vgl. den Beweis von (6.24)"), ist
idy —D : V — V surjektiv. Also existiert w € V mit w — D(w) = z, d.h. (x) gilt fiir dieses
w. Damit ist a := ap +w € £ Fixpunkt von F.
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