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Grundlagen

A) Zur Sprache in der Mathematik

Mathematik wird mitgeteilt in der iiblichen Sprache, die mit Fachausdriicken
angereichert ist und die sehr viel praziser verwendet wird als gewohnlich. Zur
Abkiirzung verwenden wir folgende logische Symbole:

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

“Aus der Aussage A folgt die Aussage B”, wird abgekiirzt als “A = B”.
Beispiel: Ist x eine rationale Zahl, fiir die (z — 1)(z* — 2) = 0 gilt, so
gilt © = 1.

Abgekiirzt: z € Qund (z —1)(22 —2) =0=z = 1.

Andere sprachliche Ausdrucksweisen fiir “A = B”:

“Wenn A gilt, so gilt auch B” oder

“A impliziert B” oder

“A ist hinreichend fiir B” oder

“B ist notwendig fiir A”.

“A < B” bedeutet “A = B und B = A”.

Beispiel: Die Seiten eines Dreiecks A sind gleich lang < Jeder Innen-
winkel von A ist 60°.

Sprachlich wird “A < B” ausgedriickt durch “A und B sind dquiva-
lent” oder durch “A gilt genau dann , wenn B gilt” oder durch “A gilt
dann und nur dann, wenn B gilt” oder durch “A ist notwendig und
hinreichend fiir B”.

b

“Es existiert (mindestens) ein ...
Symbol “3”.

Beispiel: 3z € R : 22 = 2. In Worten: Es existiert eine reelle Zahl x,
fiir die 22 = 2 gilt.

wird abgekiirzt durch das logische

“Fiir alle ...” wird abgekiirzt durch das logische Symbol “V”.
Beispiel: Vo € R : 22 > 0. In Worten: Fiir alle reellen Zahlen x gilt
z? > 0. (statt “Fiir alle” auch “Fiir jede”).
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(1.5) “A wird durch B definiert” wird abgekiirzt als “A := B”. Beispiel:

n
Tr .__ X
et =) L.

n:

n=0
Gemeint ist hier, daf§ das Symbol e* durch die rechtsstehende unendli-

che Reihe definiert wird.

SchlieBlich: “oder” ist nicht ausschliefend (im Gegensatz zu “entweder ...

oder”).

Beispiel: Die Aussage “Es gilt 1 + 1 = 2 oder es gilt 1 — 1 = 07 ist wahr.
Hingegen ist “Entweder es gilt 1 +1 = 2 oder es gilt 1 — 1 = 0" eine falsche
Aussage.

B) Mengen und Abbildungen (naive Mengenlehre)
(Georg Cantor, 1845-1918)

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von mathematischen Objekten, die die
Elemente der Menge genannt werden. Zwei Mengen sind genau dann gleich,
wenn sie dieselben Elemente enthalten.

Bezeichnungen:

“r € M” steht fiir “x ist Element der Menge M”,
“x ¢ M” steht fiir “x ist nicht Element der Menge M”.

Angabe von Mengen:

(1.6) Aufzdhlend, z.B. M = {1,3,5,7}(={7,5,3,1} = {1,1,3,5,7}).
Speziell: ) = { } bezeichnet die “leere Menge”, die dadurch definiert
ist, daf} sie kein Element enthélt.

(1.7) Durch Angabe von Eigenschaften: Sei M eine Menge und A(x) eine
Aussage iiber die Elemente von M. Dann kann man die Menge N be-
trachten, die aus denjenigen Elementen x von M besteht, fiir die die
Aussage A(z) wahr ist,

N ={z |z € M und A(x) ist wahr} = {z € M | A(x) ist wahr}.
Wenn wir davon ausgehen, dafl wir die natiirlichen, die ganzen und die reellen
Zahlen schon kennen, so kénnen wir folgende Symbole fiir sie einfiithren:
N :={z € R | z ist natiirliche Zahl} = {0,1,2,3,...}
Z:={x € R | z ist ganze Zahl} = {0,1,-1,2,-2,...}
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Die rationalen Zahlen konnen dann definiert werden durch

(= {zeR[IpeZIqeZqg#0:x="L}).

Die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen kann z.B. als {n € N | I3m € N :
n = 2m+1} beschrieben werden. Dafiir ist auch folgende kiirzere Schreibweise
iiblich: {2m 41 | m € N}.

Beispiel: {1,3,5,7} = {n | n ist ungerade natiirliche Zahl und n < 9}.
(1.8) Def.: Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B

(abgekiirzt: A C B), falls jedes Element von A auch Element von B ist
(oder dquivalent, falls gilt: x € A = z € B).

Beispiel: 1) A Menge =0 C A, AC A
2)NCZCQCR

Bem.: Fiir Mengen A und B gilt:

A=B& ACBund B C A.

(1.9) Def.: Seien A und B Mengen. Dann heifit
(a) ANB :={z | z € Aund x € B} der Durchschnitt (oder die
Schnittmenge) von A und B.
(b) AUB :={x |z € A oder z € B} die Vereinigung von A und B.
(¢c) A\B:={z |2z € Aund z ¢ B} das Komplement von B in A.

Es ist oft hilfreich, sich solche Beziehungen zwischen Mengen anhand von
Diagrammen zu veranschaulichen.

(1.10) Rechenregeln. Sind A, B, C' Mengen, so gilt:



(a) AUB = BUA ANnB=BNA  “Kommutativgesetze”

(b) (AuB)UC = AU((BUC) “Assoziativgesetze”
(ANB)NC = An(BNCQC)

(c) An(BUC) = ( JUANC) “Distributivgesetze”
AUu(BNC) = (AuB)N(AUCQC)

(d) A\ (BuC) = (A\B) ) “de Morgansche
A\ (BNnC) = (A\B)U(A\C) Regeln”

Exemplarisch wird ein Beweis fiir A\ (BUC) = (A\ B) N (A\ C) gegeben:

Zeige zunidchst: v € (A\ B)N(A\C) =z € A\ (BUC(C)
re(A\B)N(A\C)=(rcAundex ¢ B)und (r€ Aundz ¢ C) = x €
Aund (x¢ Bundz ¢ C)=zrz€ Aund (x ¢ BUC)=x€ A\ (BUC)

Die andere Richtung, ndmlich z € A\ (BUC) = x € (A\ B)N(A\ (), kann
man dadurch einsehen, daf alle Implikationen “=" des vorangehenden Be-
weises in Wirklichkeit Aquivalenzen “<” sind. Eine etwas andere Moglichkeit
ist, folgendermaflen zu argumentieren.

Aus B C BUC folgt offenbar A\ (BUC) C A\ B, und ebenso A\ (BUC) C

A\ C. Die beiden letzten Inklusionen implizieren
A\(BUC) C (A\ B)n(4)\0).

Es ist wichtig, zu wissen, dal Mengen selbst wieder als Elemente von Mengen
auftreten konnen.

Beispiel: {{0,1},{1,2},{2,3}...} ={{n,n+1} | n € N}.

(1.11) Def.: Ist A eine Menge, so heifit
P(A)={B|BC A}

die Potenzmenge von A.

P(A) ist also die Menge, deren Elemente genau die Teilmengen von A sind.



Beispiel: A ={1,2} = P(A) = {0, {1}, {2}, {1,2}}.

Ist A eine Menge mit n(€ N) Elementen, so enthélt P(A) 2" Elemente (Be-
weis durch vollstdndige Induktion nach n).

(1.12) Def.: Es seien A und B Mengen. Eine Abbildung f : A — B von A
nach B ist eine Vorschrift, die jedem Element von A ein (und nur ein)
Element von B zuordnet.

Bez.: Ist x € A, so bezeichnet f(z) das Element von B, das x durch f

zugeordnet wird. Statt f : A — B schreibt man manchmal auch A ENY:
Eine Abbildung f : A — R nennt man oft auch eine Funktion. A heifit der
Definitionsbereich von f, B die Zielmenge von f.

Beispiel:

1) f:R>RVzeR: f(z):=2%—1.

2) SeiRog:={x € R|z >0} und f:R — Ry definiert durch f(x) = e”
fir alle x € R.

1 falls n gerade
—1 falls n ungerade

3) [ N—=>{-1,1},Vne N: f(n) = (-1)" = {
4) Sei A Menge. Dann ist die Identitidt (oder: die identische Abbildung)
idsg : A — A von A definiert durch: Vo € A :idy(z) = x.

5) Seien A, B Mengen und A C B. Die Abbildung ¢ : A — B, definiert
durch i(x) = z fiir alle x € A, heifit Inklusionsabbildung von A in B.

(1.13) Def.: Eine Abbildung f : A — B heift

(a) injektiv, falls fiir alle a € A, b € A gilt: a # b= f(a) # f(b).

(b) surjektiv, falls fiir jedes b € B ein a € A existiert, so dafl f(a) =b
gilt.

(c) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.



Bem.: Von den obigen Beispielen sind 2), 4) und 5) injektiv und 2), 3) und
4) surjektiv.

Schreibweisen: Sei f : A — B eine Abbildung.
Ist C' C A, so beniitzen wir die Abkiirzung

f(C):={be B|3aeC: f(a) =b}.
Die Menge f(C') C B heifit das Bild von C' unter f.

Ist D C B, so schreiben wir

(D) :={ac A| f(a) € D}.
Die Menge f~(D) C A heifit das Urbild von D _unter f.

Bem.: f:A — Bsurjektiv & f(A)=1B
f:A— Binjektiv < Fiir jedes b € B enthilt f~1({b})
hochstens ein Element.

(1.14) Rechenregeln. Sei f : M — N Abbildung, A C M, BC M, C C N,
D C N. Dann gilt:

(a) f(AUB) = f(A)U f(B)
(b) F(ANB)C f(A)Nf(B)
(c) F(M)\ f(A) € fF(M\ A)
(d) fFH(CuD)=fH(C)u (D)
(e) f7HCND)=fHC)N f7H(D)
(F) fFHUNNC) =M\ f7H(C)

Bew. von (d): z € f7}(CUD) = f(z) € CUD = f(z) € C oder f(x) €
D=xze f7YC)oderz € f}(D)=ze f71(C)U f1(D).

Daraus folgt: f~1(C U D) C f~YC)u f~YD).

Offensichtlich gilt f~1(C) C f~Y(CuU D), f~4(D) C f~(C U D), also auch
fFHeyu i) € fFFH(CuD).



(1.15) Def. (Komposition von Abbildungen). Seien A, B,C, D Mengen mit
BCC,und f: A— B, g:C — D Abbildungen. Dann ist die
Abbildung go f : A — D definiert durch:

Fiir alle z € A setzen wir (g o f)(z) := g(f(z)).

Bem.: g(f(x)) 148t sich bilden, da f(z) € B gilt und B eine Teilmenge des
Definitionsbereichs C' von g ist.

Bez.: Statt “Komposition” wird auch das Wort “Hintereinanderausfithrung”
benutzt. “g o f’wird gelesen als “g Kringel f” oder “g nach f”.

(1.16) Def.: Ist f : M — N Abbildung und A C M, so ist die Restriktion
(oder Einschrankung) f|A: A — N von f auf A definiert durch:

Fir alle x € A ist (f|A)(z) = f(x).
Bem.: Ist i : A — M die Inklusionsabbildung, so gilt f|A = fo1.

(1.17) Fakt: Ist f : M — N eine bijektive Abbildung, so existiert genau
eine Abbildung f~' : N — M, so dafl f~!o f = idy, gilt. Fiir diese
Abbildung gilt auch fo f~! =idy.

Bez.: f~! heift Umkehrabbildung von f (oder die zu f inverse Abbildung).
Vorsicht: Das Symbol f~1(C) ist fiir beliebige Abbildungen f : M — N und
C C N definiert. Die Abbildung f~ : N — M gibt es aber nur, wenn f
bijektiv ist. Wenn die Abbildung f~!: N — M existiert, so stimmt fiir jedes
C C N die Bildmenge von C unter f~! (bezeichnet durch f~(C)) mit der
Urbildmenge von C unter f (ebenfalls bezeichnet durch f~*(C)) iiberein.

Bew. von (1.17): Die Bijektivitdt von f besagt gerade, dafl es zu jedem y € N
genau ein ¥ € M gibt, fiir das f(z) = y gilt. Damit f~' o f = idy gilt,
muf f~! das Element y von N auf dieses x € M abbilden, und wenn wir
f7': N — M auf diese Weise definieren, so gilt sowohl f~! o f = id;, als
auch fo f~! =idy.

Bsp.:
1) M = N, f =idy = fil = idys Denn: idj; o idy, = idyy.
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2) f:R — Ry, f(z) = €", ist bijektiv. Die Umkehrabbildung von f ist
der natiirliche Logarithmus In : Ryg — R, d.h. es gilt fiir alle x € R :
In(e”) = z, und fiir alle y € Ry : ¥ = .

(1.18) Def.: Sind A und B Mengen, so ist das kartesische Produkt A x B von
A und B die Menge alle geordneten Paare (a,b) mit a € A und b € B,
oder kiirzer:

Ax B:={(a,b) |a€ Abe B}.

Dabei soll der Begriff “geordnetes Paar” so definiert sein, da8 (a,b) = (a/, 1)
genau dann gilt, wenn a = o/ und b = bV’ gilt.

Das “kartesische Produkt” ist benannt nach R. Descartes (1596 - 1650), dem
Begriinder der analytischen Geometrie. Allgemeiner definieren wir zu Mengen
Ay, ..., A, deren kartesisches Produkt

Al X oo, XAn II{((J,l,...,CLn) |CL1 GAl,...,aneAn}.
Dabei soll wieder gelten

(ar,...,a,) = (d},...,a)) & a =dl,...,a, =al,.

Speziell fiir Z,Q und R und n € N, n > 1, schreiben wir

7" =7 % ... X7
—————

n-mal

und analog Q", R".

Bsp.: 1) Auf einem kartesische Produkt A; x ... x A, haben wir die Projek-
tionsabbildung p; : A1 x ... x A, — A; auf die 7’te Koordinate,

pi(T1, ... xy) =@

2) Die Addition von reellen Zahlen kann man als Abbildung + : R? — R,
+(z,y) := x + y, betrachten.

Die Elemente von R™ nennt man n-Tupel reeller Zahlen. Mit diesem Begriff
a8t sich mathematisch prézis sagen, was die Losungsmenge L einer Gleichung

ax1+...+apr, =0
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mit ay,...,a,, b € R ist:

Ist eines der aq, ..., a, nicht null, etwa a; # 0, so gilt

1
L= ((131, Ce ,ﬂfn) e R" ’ xT; = f(b—alxl R ¢ 7T B (7 R ¢ TR [0 7 T PO —anxn)}
i

Gilt a; = 0 fiir alle 1 < i < n, so gilt L = (, falls b # 0, und L = R", falls
b=0.

(1.19a) Def.: Seien M, N Mengen. Eine Relation auf (M, N) ist eine Teilmenge
von M x N.Ist M = N, so spricht man von einer Relation auf M.

Beispiele:
1) Sei f: M — N Abbildung. Dann ist der Graph von f,

araph(f) = { (x, /(2)) | = € M}
eine Relation auf (M, N).
2) Sei M = N =Rund R = {(z,y) € R? | z = y?}. Es existiert kein
f R — R mit graph(f) = R.

3) Sei M = N=Rund R = {(z,y) € R? | z < y}. R ist die Relation
,kleiner gleich® .

(1.19) Def.: Sei M Menge und R C M x M Relation auf M. R heifit

(a) reflexive Ve e M : (z,2) € R

(b) symmetrisch < (Vz,y € M : (z,y) € R= (y,z) € R)

(c) transitiv < (Vx,y,z € M : (z,y) € Rund (y,2) € R = (z,2) €
R)

(d) Aquivalenzrelation auf M < R ist reflexiv, symmetrisch und tran-
sitiv.



Bei Aquivalenzrelationen R schreibt man oft x ~g y statt (z,y) € R (oder
kurz x ~ y, wenn klar ist, welche Aquivalenzrelation R gemeint ist).

Beispiele:

1) Die Relation “kleiner gleich” auf R, d.h.
R={(r,y) eR* |z <y},

ist symmetrisch und transitiv, aber nicht reflexiv. (R ist nicht reflexiv,
da etwa (0,1) € R, aber (1,0) ¢ R).

2) Wir sagen, eine ganze Zahl n € Z sei durch p € Z teilbar, kurz p|n,
falls ein k € Z existiert, so dafl n = kp gilt. Fiir festes p € Z, p > 2,
definieren wir folgende Relation R auf Z:

R :={(m,n) € Z* | n — m ist durch p teilbar}.

Wir zeigen, dafi R eine Aquivalenzrelation ist:
(a) Vm € Z : (m,m) € R. Denn m — m = 0 ist durch p teilbar,
m—m=0-p

(b) Sei (m,n) € R. Dann existiert k € Z : n — m = kp. Dann gilt:
m—n=(—k)-pund —k € Z. Also (n,m) € R.

(c) Seien (I,m) € Rund (m,n) € R. Dann existieren j € Z, k € Z, so
dal m — 1 = jp und n —m = kp gilt. Addition dieser Gleichungen
liefert

n—1=(k+j)p.

Wegen k + j € Z folgt daraus (I,n) € R.

3) Eine Zerlegung (oder Klasseneinteilung) einer Menge M, ist eine Teil-
menge M von P(M) (d.h. M ist eine Menge, deren Elemente Teilmen-
gen von M sind), so dafl folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Ae M\,BeM=A=Boder ANB=1

(2) U A=M (,wobei |J A:={z[FAe M :x € A})
AeM AeM
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Zusétzlich wollen wir fordern, dal () ¢ M.

Bsp.: Die Menge der Schulklassen einer Schule ist eine Zerlegung (oder Klas-
seneinteilung) der Menge der Schiiler dieser Schule.

Wir werden sehen, dafl eine Aquivalenzrelation auf M im Grunde das gleiche
ist, wie eine Zerlegung von M. Zunéchst iiberlegen wir, wie wir aus einer
Zerlegung eine Aquivalenzrelation erhalten: Zu einer Zerlegung M von M
definieren wir die Relation

R={(z,y) e M x M |FA e M : {z,y} C A}
Wir zeigen: R ist eine Aquivalenzrelation.
(a) Sei z € M. Wir wollen zeigen, dafl (z,z) € R gilt. Wegen (2) existiert

ein A € M, so daBl z € A gilt. Also gilt {z,z}(= {z}) C A, d.h.
(x,x) € R.

(b) {z,y} C A {y,a} CA

(c) Esgelte (z,y) € Rund (y,2) € R=3A € M, B Mmit {z,y} C A,

{y,z}QB:yGAﬂB,d.h.AﬂB%@gA:B¢{x,z}§A:
(z,z) € R.

Bezeichnungen: Sei R C M x M eine Aquivalenzrelation. Wir schreiben z ~ y
fir (z,y) € R. Ist x € M, so nennen wir

[2lr ={ye M |r~y}

die Aquivalenzklasse von x. Die Menge der Aquivalenzklassen von R wird
mit M /R (gesprochen: M modulo R) bezeichnet, d.h.

M/R ={lz]r | x € M}.

(1.20) Fakt: Sei R € M x M eine Aquivalenzrelation. Dann ist M/R eine
Zerlegung von M.

Beweis: Offensichtlich ist jedes Element von M /R eine Teilmenge von M
(ndmlich eine Aquivalenzklasse). Wir zeigen, dafy die Menge M /R die Eigen-
schaften (1) und (2) hat.
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Zu (2): Offensichtlich gilt  (J [z]rg C M. Sei umgekehrt x € M. Die
[z]rEM/R
Reflexivitiat (a) von R besagt, dafi x ~ z gilt, also x € [z]g. Daraus folgt
MC U [z]s
[x]reM/R
Zu (1): Wir zeigen, daf folgende Aussagen («), (5), () tiber Elemente x €
M,y € M &quivalent sind:

(a) [z]r N [ylr # 0
(B) x~y

(7) [zlr = lWlr

1. Schritt: (o) = (B): Sei z € [z]g N [y]r, d.h. es gelten  ~ z und y ~ z. Die
Symmetrie und Transitivitdt von ~ implizieren dann x ~ y.

2. Schritt: (8) = (7): Wegen der Symmetrie der Voraussetzung x ~ y geniigt
es, [ylr C [z]g zu zeigen. Sei w € [y|g, d.h. y ~ w. Unsere Voraussetzung
x ~ gy ergibt zusammen mit y ~ w und der Transitivitit, daBl © ~ w gilt,
d.h. w € [2]g.

3. Schritt: (7) = («): Wegen x € [x]g folgt aus [z]r = [y|r, daB [z]rN[y]r =

Sind nun A und B Elemente von M/R, etwa A = [z]g und B = [y|g fiir
Elemente x,y von M, so gilt wegen () < () entweder AN B = ) oder
A = B. Das beweist (1).

Beispiel: Es sei nun wieder p € Z,p > 2, und wir betrachten die Aquivalenz-
relation auf Z, die durch

m ~ n < n —m ist durch p teilbar

definiert ist, vgl. Bsp. 2 nach (1.19). Dann sind die Aquivalenzklassen von
~ genau die Teilmengen von Z, die aus den ganzen Zahlen bestehen, die bei
Division (mit Rest) durch p, den gleichen Rest ergeben. Sie heiflen deshalb
auch die “Restklassen modp”. Es gibt genau p verschiedene solche Restklas-
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sen modp, ndmlich

0], = {np|neZ} Rest 0 bei Division durch p
1], = {np+1|neZ} Rest 1 bei Division durch p
p—1, = {np+(p—1)|n€Z} Restp—1 beiDivision durch p

= {np—1|nez}
Fiir diese Aquivalenzrelation ist folgende Bezeichnung gebréiuchlich:

m~n<m=n (mod p)

2 Gruppen und Korper

(2.1) Def.: Eine Gruppe besteht aus einer Menge, hier genannt GG, und einer
Abbildung von G x G nach G, hier bezeichnet durch

T:GxG—G,7(a,b) =:aTh,
so dafl folgende Eigenschaften (G;) — (Gj3) erfiillt sind:

(G1) Ya,b,ce G:aT(bTc)=(aTh)Tc “Assoziativgesetz”

(G3) Es existiert ein Element, genannt e, in G, so daf fiir alle a € G
gilt: eTa=ua “Existenz eines Linksneutralen”

(G3) Fiir alle a € G existiert ein b € G, so dal bTa = e gilt. “Existenz
eines Linksinversen zu jedem a € G”

Eine Gruppe (G, T) heifit abelsch, falls fir alle a € G, b € G gilt:

aTb=bTa “Kommutativgesetz”

Bezeichnungen:

1) T heiit die innere Verkniipfung der Gruppe (G, T). Ist die Gruppe
(G, ) abelsch, so schreibt man oft “+” statt “T”. Sonst schreibt man
meist “7 fir “77.

13



2)

Bem.

Eine Gruppe (G, T) heiit endlich, falls G nur endlich viele Elemente
hat, sonst unendlich. Die Anzahl |G| € NU {oco} der Elemente von G
heifit die Ordnung der Gruppe (G, T).

: Die abelschen Gruppen sind nach dem norwegischen Mathematiker

Niels Henrik Abel (1802-1829) benannt.

Beispiele:

1)

Bem.:

a)
b)

G:=2,7T:=+:ZXZ—7Z,e:=0¢€Z. Dann ist (Z, +) eine Gruppe,
ebenso (Q,+) und (R, +). Jedoch ist (N, +) keine Gruppe: Es miifite
e = 0 gelten, aber fiir n € N\ {0} existiert kein Linksinverses (in N).

Ebenso sind (Q>07 ')7 <R>07 ')7 (Q\{O}7 ')7 (R\{O}a ) Gruppen. In diesen
Beispielen ist e die Zahl 1. Jedoch ist (Z \ {0}, -) keine Gruppe.
Alle Gruppen in 1) und 2) sind abelsch und unendlich.

Zu einer Menge M # () sei Sy := {f : M — M | f bijektiv} und T :
Sy x Sy — Sy osei die Hintereinanderausfithrung “o”, d.h. 7(f, g) :=
g o f. Dann ist (Sys,0) eine Gruppe mit e := idys. Das Links- (und
Rechts-) inverse von f € S ist die Umkehrabbildung f~! von f.
(Sw, o) heiit die symmetrische Gruppe (oder Permutationsgruppe) der
Menge M. Wir setzen S,, := Sq1,.. n}-

Ist | M| > 3, so ist (Sys, o) nicht abelsch.

Es gilt |S,| = n!

Sowohl in der Mathematik wie in der Physik ist der Begriff “Gruppe” ein
wichtiges Mittel, um die Symmetrien eines geometrischen Objekts (oder all-
gemeinerer Strukturen) zu untersuchen. In der Geometrie betrachtet man

etwa

die Gruppe der Kongruenzabbildungen der Ebene oder des Raumes

(mit der Hintereinanderausfithrung als innerer Verkniipfung). Ist F' eine Teil-
menge der Ebene (oder des Raums), so betrachtet man die Menge G aller
Kongruenzabbildungen g, die F' auf sich abbilden (d.h. g(F') = F'). Sie bilden
die Symmetriegruppe (Gg, o) von F.

Bsp.:
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F allgemeines Dreieck (d.h. mit 3 verschiedenen Seitenldngen)

F' gleichschenkliges (nicht gleichseitiges) Dreieck = |G| = 2
F' gleichseitiges Dreieck = |Gp| =6

F Kreis oder Kugel = |G| = oc.
Wir beweisen nun einige wichtige und nicht ganz offensichtliche Folgerungen
aus den Gruppenaxiomen. Es ist dabei wichtig, das Beweisprinzip zu ver-

stehen, wiahrend man sich die einzelnen Beweisschritte und ihre Reihenfolge
nicht zu merken braucht.

(2.2) Fakt. Sei (G, T) eine Gruppe. Dann gilt:

(a) Es gibt nur ein Element in G, fir das (G3) gilt (ndmlich e). Fiir
allea e Ggilt aTe =a.

(b) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, so dal b T a = e gilt. Fir
dieses b gilt auch a Tb =e.

Bez.: Zu a € G wird das (!) Element b € G, fiir das b T a = e gilt, mit a™*
bezeichnet (bzw. mit —a falls T := +).

Bew.: Zeige zunéchst:

(%) a,beGundbta=e=aTb=¢

Das ist die 2. Behauptung in (2.2)(b).

Bew. von (x): (G3) = 3c € G : ¢ T b= e. Damit gilt:

atb @ er(aTh) = (cTh)T(@Th) = cT((bTa)Th) =cT(eTh)

(&) cTb=c¢e

Hierbei ergibt sich die Gleichheit = wie folgt aus dem Assoziativgesetz (G):

Tt T@th) @eror@ard) Yer(bTa)Th)
=:deq =d
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Bew. von (2.2)(a). Sei € € G ein Element, so daf fiir alle a € G gilt: éTa = a.
Diese Gleichung fiir a := e ergibt é T e = e. Nach (%) folgt daraus e T é = e.
Andererseits gilt e T € = €, da e linksneutral ist. Die beiden vorangehenden
Gleichungen beweisen e = é. Damit ist die erste Behauptung von (2.2)(a)
gezeigt, die zweite geht wie folgt:

Sei a € G. Nach (G3) existiert ein b € G, so dal bTa = e gilt, und wegen ()
gilt dann auch a T b = e. Damit folgt:

ate=aT(bTa) @) (aTb)Ta:eTa(%)a

Bew. von (2.2)(b). Seien a, b,be G, und es gelte bTa = e = bTa. Wir zeigen
b=b:

)

B(GZ)BTG(;)BT(GTZ)) (@) (Z~)Ta)Tl):eTl)(G:2 b.
2.

Die 2. Behauptung von (2.2)(b) ist gerade (x).

(2.3) Fakt. Sei (G, T) eine Gruppe und a € G, b € G. Dann gilt:

(a) (@) =a
b) (atb)t=btT1a!

Bew.:

(a) Nach Definition ist (a=!)~! das eindeutig bestimmte Element, fiir das
(a™) ' T a7t = e gilt. Wir zeigen, dal auch a T a™! = e gilt, woraus
(a=1)™! = a folgt. Nun gilt a* T a = e nach Definition von ™!, und
wegen (2.2)(b) folgt daraus a Ta™! = e.

(b) Nach Definition ist (a T b)~! das eindeutig bestimmte Element von G,
fir das (a7b)"' T (aTh) = e gilt. Wir zeigen, daB (b~ 'Ta ') T(aTh) =€
gilt, woraus (a T b))t =b"! T a1 folgt.

G1)

bt rayr(ard) @b b7 (a7t T a) Th)

—
Q\
—
4
—~
4
=
~—
_ ~—

Weitere Beispiele von Gruppen:
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1) Die einelementige Gruppe, die nur das neutrale Element enthélt, ist die
einfachste (“triviale”) Gruppe, d.h. G = {e} mit e Te =e.

2) Die zweielementige Gruppe G = {e,a} mit a # e und e T e = e,
eTa=aTe=aundaTa=e.

Fiir endliche Gruppen G kann man die Abbildung 7: G x G — G als
“Gruppentafel” abspeichern.

Im vorangehenden Fall:

Q O
ISEECE RN
(ISR S

3) Sei p € N, p > 2, und Z, wie am Ende von Kap. 1 definiert. Wir
bemerken folgende Tatsache: Sind m, m’, n,n’ ganze Zahlen, so gilt

(*) [m], = [m], und [n], = [n'], = [m +n], = [ +n],

Bew.: [m]|,=[m'], = 3Jj€Z:m'=m+jp
nl,=n], = JkeZ:n=n+kp

Addition dieser Gleichungen liefert
m'+n' =m+n+(j+k)p, wobei j+k€Z,
also [m + n|, = [m’ + n'],, wie behauptet.
Wegen () ist folgende Definition einer inneren Verkniipfung + : Z,xZ, — Z,
moglich:
Zu a,b € Z, wihlen wir m € Z, n € Z mit a = [m],, b = [n], und definieren
(xx) a+b:=[m+n,

Da m durch a und n durch b nicht eindeutig bestimmt ist, mufl man eigentlich
befiirchten, da8 [m + n|, nicht nur von @ und b abhéngt, sondern auch von
der Wahl von m und n (und in diesem Fall wére (%) zur Definition von a+b
nicht geeignet). Wegen (*) sehen wir jedoch, dafl diese Befiirchtung grundlos
ist, so dal (x*) a 4 b eindeutig definiert.

Fakt: (Z,,+) ist abelsche Gruppe.
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Bew.: Wir zeigen (G1). Seien a, b, ¢ € G. Wir wéhlen m, n,l € Z mit a = [m/],,
b= [n], und ¢ = [l],. Dann gilt:

at+(b+c) = at+tntl,=[m+n+I),=
= [m+nl,+c=(a+b)+c

[(m+n)+1],

Das Assoziativgesetz fiir (Z,,+) folgt also aus dem Assoziativgesetz fiir
(Z,+). Ahnlich sieht man, da [0], neutrales Element in (Z,,+) ist und
dafl [-m], das zu [m], inverse Element ist.

Bem.:

1) Fiir p = 2 gilt |Z,| = 2 und Z, hat die gleiche Verkniipfungstafel wie
die 2-elementige Gruppe (G, T) aus Bsp. 1.

+ [ 02 [1]
[0]2 [ [0]2 [1]2
[z | [1]2 [0]2

Wir werden das spater dadurch ausdriicken, daf§ wir (Zq, +) und (G, T)

“isomorph” nennen.

2) Wir betrachten die Menge G aller Drehungen um Winkel 5 - 360°,
m € Z, um einen festen Punkt der Ebene. Smd m,m’ € Z, so sind die
Drehungen um die Winkel 2 - 360° und ™ - 360° genau dann gleich,
wenn [m], = [m/], gilt. Die Menge G dleser Drehungen mit der Hin-
tereinanderausfithrung o als innerer Verkniipfung ist eine Gruppe, die
isomorph zu (Z,, +) ist. Die Hintereinanderausfithrung der Drehungen
entspricht gerade der Addition der Drehwinkel. Die Gruppe (G, o) ist
eine geometrische Version der Gruppe (Z,, +).

(2.4) Def.: Ein Korper ist eine Menge, genannt K, und zwei innere Ver-
kniipfungen + : K x K — K, (a,b) —w a+b,und - : K x K — K,
(a,b) — a-b=:ab, so daB gilt

(K1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e =: 0

(K3) (K\{0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e =: 1
(

(K3) Ya,b,c € K : (a+b)c= (ac) +

speziell 1 # 0)
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Schreibweisen: a + (—b) =: a — b, (ab) + ¢ =: ab + ¢, “Punkt vor Strich”. Ist
a€ K\{0},be K,s01:=a 2 :=bat =a'b.

(2.3)(a) = —(—a) =a
(2.3)(b) = —(a+b) = (-b)+ (—a)=—a—1

Beispiel: (R, +,-), (Q, +, -) sind Kérper.
(Z,+, ) ist kein Korper (z.B. besitzt 2 in Z kein multiplikatives Inverses).

Bem.:
1) Verzichtet man in (K3) auf die Bedingung “abelsch” und ergénzt (K3)
durch c¢(a+0b) = (ca) + (cb), so nennt man (K, +, -) einen Schiefkorper.

2) Verzichtet man in (K3) auf die Existenz von multiplikativen Inversen,
so nennt man (K, +,-) einen kommutativen Ring mit 1.

3) Verzichtet man bei den Forderungen an einen Schiefkérper auf die Exi-
stenz von multiplikativen Inversen, so nennt man ein solches (K, +, -)
einen Ring mit 1.

Beispiel: (Z,+, -) ist ein kommutativer Ring mit 1.
(2.5) Rechenregeln. Sei (K, +,-) ein Korper (es geniigt: ein Ring) und seien
a,b,c € K. Dann gilt:

(a) 0-a=0
(b) a-(=b) = (—a)-b= —(ab)(=: —ab)
(c) a(bc) = (ab)c

Beweis:

(a): Esgilt0-a+0-a (&) (04+0)a = 0-a. Addiert man zur linken und zur

rechten Seite dieser Gleichung —(0 - a), so folgt 0-a = 0.

(b): Um zu beweisen, daBl a - (—b) = —(ab) gilt, miissen wir zeigen, daf
a - (—b) das additive Inverse von ab ist:

a-(=b)+ab=(=b)-a+b-aZ (=) +ba=0-aZ0
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(c): Nach (K,) gilt das Assoziativgesetz fiir a,b,c € K \ {0}. Gilt a = 0
oder b = 0 oder ¢ = 0, so folgt aus (a): a(bc) = 0 = (ab)c.

Der Kérper C der komplexen Zahlen (G. Cardano 1501-1576, C.F. Gau83
1777-1855)

Erweiterungen von Zahlbereichen waren wichtige Revolutionen in der Mathe-
matikgeschichte, die aus dem Bediirfnis entsprangen, Gleichungen, die in dem
bekannten Zahlbereich nicht l6sbar waren, durch Einfithrung “neuer Zahlen”
doch zu l6sen.

So ist etwa im Bereich N der natiirlichen Zahlen eine Gleichung n+z = m nur
l6sbar, wenn m > n ist, wihrend es im Bereich der ganzen Zahlen stets die
Losung m —n gibt. In Z ist hingegen eine multiplikative Gleichung n-x = m
mit n # 0 nur losbar, wenn m von n geteilt wird. In den rationalen Zahlen
existiert die Losung z = “* immer. Fiir die antike griechische Mathematik
war es eine Katastrophe, da8 die Gleichung 22 = 2 in Q keine Losung besitzt,
d.h. daB die Linge v/2 der Diagonalen in einem Quadrat der Seitenlinge 1 als
“Zahl” im damaligen Sinn nicht existierte. In den reellen Zahlen R hingegen
existieren die Losungen +v/2 von 22 = 2, und der Zwischenwertsatz (siehe
Analysis I) zeigt, dafl viele andere Gleichungen in R eine Losung besitzen,
wéahrend das in Q nicht der Fall zu sein braucht. Der Korper C der komplexen
Zahlen erweitert die reellen Zahlen so, dafl beliebige “polynomiale Gleichun-
gen” (vom Grad > 1) eine Losung besitzen. Uberraschenderweise geniigt es,
dafiir zu sorgen, dal die Gleichung

22 4+1=0,

die in R natiirlich keine Losung hat, in der Erweiterung eine Losung, die
spater die “imaginédre Einheit ¢” genannt wird, besitzt. Die historische Ent-
wicklung war, daf eine “imaginére” Rechengrofle ¢ eingefithrt wurde, fiir die
i? = —1 gelten sollte, und da§ dann mit Ausdriicken der Form a + ib mit
a,b € R nach den Regeln der Arithmetik (d.h. nach den Kérperaxiomen)
gerechnet wurde. Fiir die Multiplikation solcher Ausdriicke ergibt sich dem-

nach
(%) (a +ib)(c + id) = ac + iad + ibc + i*bd = ac — bd + i(ad + be).

Im Folgenden wird ein vom Geheimnis um das Imaginére befreiter “reeller”
Zugang zu den komplexen Zahlen vorgestellt, der auf C.F. Gauf zuriickgeht:
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Die Gauflsche Zahlenebene

Wir versuchen die Menge K := R? durch folgende innere Verkniipfungen 4, -
zu einem Kérper zu machen. Fiir (a,b) € R?, (¢, d) € R? definieren wir:

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac—bd,ad+ be).

Dabei wird - nachtréglich - () als Motivation fiir die Definition der Multipli-
kation dienen konnen. Es folgt leicht aus den entsprechenden Eigenschaften
von (R,+), daB (R? +) eine abelsche Gruppe ist, d.h. dafi (K;) gilt. Das
neutrale Element von (R?, +) ist (0,0) € R?, das Inverse von (a,b) € R? ist
(—a,—b) =: —(a,b).

Einfache Rechnungen (Ubungen!) zeigen, da8 die so auf R? definierte Multi-
plikation kommutativ und assoziativ ist. Auflerdem gilt fiir alle (c,d) € R?

(1’ 0) ’ (07 d) = (Ca d)»

d.h. (1,0) ist neutrales Element beziiglich der Multiplikation. Ist (a,b) €
R? nicht das neutrale Element von (R? +), d.h. gilt (a,b) # (0,0), so ist

(ﬁ, ﬁ) multiplikatives Inverses zu (a,b). Es gilt ndmlich

2 _
(a2+b27 a2+bb2) (a,b) = <a263_b2 - a24_bb2 - b, a2(:_bb2 - azb_;_lb2>
~ (1,0).

Um (K3) zu zeigen, d.h. um zu zeigen, dafi (R? \ {(0,0)},-) eine abelsche
Gruppe ist, miissen wir uns noch iiberlegen, da3 “-” eine innere Verkniipfung
auf R?\ {(0,0)} ist, d.h. daB (a,b) - (¢,d) # (0,0) ist, wenn (a,b) # (0,0)
und (¢, d) # (0,0) gilt. Wére (a,b) - (¢,d) = (0,0), obwohl (a,b) # (0,0) und
(e,d) # (0,0), so folgte

a2 + b2’ a? 4 b2

a —b
( )+ (@) () = 0.0)
Wegen der Assoziativitdt von “” folgte daraus
(1,0) - (¢, d) = (0,0),

und damit (¢, d) = (0,0), im Widerspruch zur Voraussetzung “(c, d) # (0, )
Also muB (a, b) - (¢,d) # (0,0) gelten. Das beendet den Beweis von (K3). Das
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Distributivgesetz (K33) ergibt sich durch eine leichte Rechnung:

(a,b) - ((¢/,0') + (a",0") = (a,b)-(d +a", bV +b")

= (a(d+a") =0 +b"),a(b +b")+b(a’ +a"))
(aa" — bb',al + ab') + (aa” — bb", ab” + a"b)
(a,b) - (a/,b') + (a,b) - (a”,b").

Insgesamt haben wir gezeigt, dal (R?, +, ) ein Korper ist. Dabei ist (0, 0) das
neutrale Element beziiglich “+” und (1,0) das neutrale Element beziiglich
“7. Es gilt

(OZ) (07 1) ) (07 1) = (_170) =. _(170)7
d.h. z = (0,1) € R? 16st die Gleichung
2 = —(1,0),

wobei (1,0) das neutrale Element der Multiplikation ist. Nun ist (R?, +,-) im
Grunde der Korper der komplexen Zahlen, jedoch haben sich historisch an-
dere Bezeichnungen fiir seine Elemente durchgesetzt, die auch beim Rechnen
praktisch sind. Diese Bezeichnungen sind

i:=(0,1)
a:= (a,0) falls a € R.

Damit schreibt sich (a,b) € R? als
(a,b) = (a,0) + (0,1) - (b,0) =: a + ib,
wobei in der ersten Gleichheit benutzt wird, dafl
(8) (0,1) - (b,0) = (0,b)
gilt. SchlieBSlich folgt aus
() (a,0) - (b,0) = (ab,0) fiir alle a,b € R,

daB bei der Identifikation (a,0) =: a die Multiplikation der Paare (a,0)
und (b,0) der Multiplikation der reellen Zahlen a und b entspricht. Glei-
ches gilt wegen (a,0)+ (b,0) = (a+0b,0) fiir die Addition. SchlieBlich sind die
Abkiirzungen (0,0) =: 0 und (1,0) =: 1 damit konsistent, da dann 0 und 1
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das additive bzw. multiplikative Neutralelement des Korpers sind. Schreibt
man (a,b) als a + ib, so wird aus der Definition des Produkts (a,b) - (¢, d)
gerade die Gleichung (x). Wir setzen

C:={a+ib|acRbe R}
Das Vorangehende zeigt, dafl C mit den Verkniipfungen
(2.6) (a+1ib) + (c+1id) := (a+c) +i(b+d)

(2.7) (a+1b) - (c+1id) :== ac — bd + i(ad + be)

ein Korper ist, der R als “Unterkorper” enthélt. Das Neutralelement beziiglich
“+”7 ist 0(= 0+41¢-0) € R C C und das Neutralelement beziiglich “” ist
1(=1+i-0) € R CC. Die Gleichung («) schreibt sich jetzt als

(2.8) i? = —1.

Die Identifikation von C mit R?, a +ib <+ (a, b), ermdglicht eine Veranschau-
lichung komplexer Zahlen als Punkte der Koordinatenebene R2.

Es folgt jetzt noch etwas zum Rechnen mit komplexen Zahlen und damit
zusammenhédngenden Begriffen. Aus der Formel fiir das multiplikative Inverse
von (a,b) # (0,0) ergibt sich: Ist 2 = a +ib € C\ {0}, a,b € R, so ist das

multiplikative Inverse z~* (: %) von z gegeben durch:

Ist z = a+ib mit a,b € R, so nennt man a den Realteil von z, a =: Re(z), und
b den Imaginérteil von z, b =: Im(z). Damit gilt fiir alle z € C die Identitét

z = Re(z) +ilm(z).
Die Konjugation ist die durch
z2€C—7Z:=Re(z) —ilm(z) € C

gegebene Abbildung, und Z heifit die zu z konjugierte komplexe Zahl. Man
berechnet, daB z -z = a® 4+ b* € Rxq gilt, und definiert den Betrag |z| € R
von z € C durch

lz| = Va2 + 2=z %
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Damit gilt fiir z € C\ {0}:

a—1b z z
2.9 = = = .
(2.9) : a2+ z-zZ |z

In der GauBschen Zahlenebene entspricht der Konjugation gerade die Spiege-
lung an der z-Achse. Der Betrag |z| = va? + b2 von z = a+1ib € C entspricht
nach dem Satz von Pythagoras gerade dem Abstand des Punkts (a,b) vom
0-Punkt. Die wichtige Polardarstellung z = re® (wobei r = |z|) werden wir
erst spater in der Vorlesung behandeln.

Mit der sogenannten “Mitternachtsformel” ist leicht einzusehen, dafl nicht
nur die Gleichung 22 + 1 = 0 in C eine Losung besitzt, sondern dafl jede
quadratische Gleichung

az® +br 4+ c= 0 mit a # 0

in C eine Losung besitzt. In Wahrheit gilt sogar folgender erstaunliche Satz,
der vermutlich in der Analysis II, sicher in jeder Vorlesung iiber Funktionen-
theorie, bewiesen wird.

(2.10) Fundamentalsatz der Algebra. Ist n > 1 und sind ay,...,a, kompleze
Zahlen mit a,, # 0, so ezistiert ein z € C, so dafs

a2+ a, 12" 4.+ az+ay=0
qilt.
Es ist vermutlich eine Uberraschung, da es auch Korper K gibt, so dal K
eine endliche Menge ist. Einige davon wollen wir jetzt kennenlernen:
Primkorper
Fir p € N, p > 2, definieren wir eine Multiplikation auf
Zp ={[0]p, ..., [p =1} = {Im], [ m € Z}

durch: @ = [m],,b = [n], = ab = [mn],. Das ist unabhéngig von der Wahl
von m € a, n € b, vgl. Blatt 3, Aufgabe 3.

Es ist leicht nachzupriifen, daf§ (Z,, +, -) ein kommutativer Ring mit 1(= [1],)
ist.
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(2.11) Satz. Ist p € N Primzahl, so ist (Z,,+,-) ein Kirper.

Beweis: Zu zeigen ist die Existenz eines multiplikativen Inversen fiir jedes

a€Z,\{0}.
a € Z,\{0} = a = [m], fireinm € {1,...,p—1}. Wir zeigen: Die Elemente
1], - [mlp, [2]p - [mp, - - [p — 1], - [m], in Z,, sind alle ungleich [0],.

Denn [j],[m], = [0], ist dquivalent dazu, daB p die Zahl jm teilt. Da p
Primzahl ist, teilt p dann j oder m (betrachte die Primfaktorzerlegungen
von j, m und jm), d.h. [j], = [0], oder [m], = [0],. Also gilt [j],[m], # [0],,
falls j € {1,...,p—1}. Damit sind die Elemente [1],- [m],,...,[p— 1], [m],
alle verschieden, denn aus [i],[m], = [j],[m], folgt [j — ¢],[m], = [0],. Daraus
folgt, dafl

{Wp - [mlp, - [p = 1p - [mlp} = {1, - [ = Uy}
gilt. Speziell existiert ein ¢ € {1,...,p—1}, so daB [i],[m], = [1], gilt, d.h. ],
ist multiplikatives Inverses von a = [m],.

Insbesondere gibt es den Korper (Zq, 4+, -) mit 2 Elementen, Z, = {0, 1}.

Die Additionstabelle von (Zy, +) findet sich auf S. 17, wihrend fiir die Mul-
tiplikation gilt

o OO
— O =

0

1
Speziell gilt also im Korper (Zs, +, -), im Gegensatz zum Fall der natiirlichen
Zahlen, 1 + 1 = 0. Hier récht sich, dafl man die multiplikativen Neutral-
elemente in jedem Koérper mit “1” bezeichnet, obwohl es sich dabei je nach
Korper um ganz verschiedene Elemente handeln kann. Insofern ist der Wi-
derspruch, daf (in Z,) 1+ 1 = 0 gilt, wihrend (in N) 1 +1 = 2 # 0 gilt,
nur ein scheinbarer, der auf unvollstéindige Notation zuriickzufiihren ist. Er

verschwindet, wenn man (wie es richtig wére, aber nicht iiblich ist) die 1 im
Korper K etwa als 1x bezeichnet.

3 Vektorrdume
(3.1) Def.: Sei K ein Kérper. Ein Vektorraum tiber K ist eine abelsche Grup-
pe (V, +) zusammen mit einer Abbildung KxV — V (a,v) € KXV —

av € V', so daB fiir alle o, f € K und alle v,w € V gilt:
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a(fv) = (ap)  (=: afbv)
(a+ B)o = (av) + (Bv) (= aw+ fv)
a(v+w) = (aw) + (aw) (=: av + aw)

lv=wv (, wobei 1 das Einselement von K bezeichnet.)

)
)
)
)

=SS =

(
(
(
(

Sprechweisen und Bezeichnungen:
“Punkt vor Strich” av + fw = (aw) + (fw), auBerdem: v — w := v + (—w)
Vektorraum iiber K = K-Vektorraum

Das neutrale Element von (V, +) wird (zunéchst) mit 0 bezeichnet, zur Unter-
scheidung vom neutralen Element 0 von (K, +). Wir nennen 0 den Nullvektor
von V.

Elemente von V' werden “Vektoren” (des Vektorraums V') genannt, Elemente
des Korpers K werden auch “Skalare” genannt.

Beispiele:

1) K:=Rund V :=R" n > 1, mit den Verkniipfungen

(1, Tn) + (W1y o Un) = (T1+ Y15y T+ Yn)
(T, ... x,) = (rag...,rzy,).

In diesem Fall 0 = (0,...,0)

2) Allgemeiner: Sei K beliebiger Korper, n € N, n > 1. Dann kénnen wir
genau wie in Beispiel 1) die Menge

Kn:{(l'l,...,$n) |[l§'1 GK,...,IL’n EK}
zu einem Vektorraum iiber dem Koérper K machen.

3) Der “Nullvektorraum”. Fiir jeden Korper K besitzt die einelementige
Menge V' = {0} genau eine Struktur als K-Vektorraum.

4) Betrachtet man in 2) den Spezialfall n = 1, so sieht man, dafl jeder
Korper K als K-Vektorraum aufgefalt werden kann, d.h. wir setzen
V := K und nehmen die Addition in K und die Multiplikation K x K’ —
K als Verkniipfungen in (3.1).
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5) Sei K :=R, M # () eine Menge und V. ={f| f: M — R}.
Firr e R, f,g € V definieren wir f +¢g € V und rf € V durch

(a) Vo € M : (f +g)(z) == f(z) + g()

(b) Ve € M : (rf)(z) :=rf(z)
Mit diesen Verkniipfungen ist V' ein R-Vektorraum (,wobei 0 € V' die
Abbildung ist, die jedes € M auf 0 € R abbildet).

Wir beweisen exemplarisch, da8 (V3) gilt:
Seien f,g € V, r € R. Zu zeigen ist:

(*) r(f+g)=rf+rg

Auf beiden Seiten von (x) stehen Abbildungen von M nach R. Wir haben
also zu zeigen, daf fiir alle x € M gilt:

(r(f +9)(x) = (rf +rg)(z)

Wendet man auf beide Seiten (a) und (b) an (auf der linken Seite zunéchst
(b) dann (a)), so erhélt man fiir die linke Seite

(r(f +9)(@) 2 7((f + 9)(w) Z ([ () + 9(x))
und fiir die rechte Seite
(rf +rg)(@) = (rf)(@) + (rg)(x) = rf(x) + rg(x)
SchlieBlich gilt »(f(z) + g(x)) = rf(x) + rg(z) aufgrund des Distributivge-
setzes fiir die reellen Zahlen.
Exkurs (zum Tag der offenen Tiir):

Lineare Gleichungssysteme und das Gauflsche Eliminationsverfah-
ren

Die meisten Probleme der linearen Algebra (und dariiber hinaus die meisten
numerischen Verfahren fiir nichtlineare Probleme) werden letztlich auf das
Losen linearer Gleichungssysteme zuriickgefiithrt. Dafl es dafiir ein Rechen-
verfahren (einen Algorithmus) gibt, der stets zum Ziel fithrt und der noch
nicht einmal sehr aufwéndig ist, ist also eine wichtige Erkenntnis.
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Da wir nur die “Grundrechenarten” benétigen werden, kénnen wir lineare
Gleichungssysteme in einem beliebigen Korper K betrachten und losen. Man
kann aber zunéchst ruhig an K = R denken. Wir beginnen mit den einfach-
sten Fiéllen.

1) Seien a,b € K. Wir suchen nach allen x € K, so dafi die Gleichung
(1) ar =b
gilt, d.h. wir wollen die Losungsmenge
Li={z € K |ax ="b}
bestimmen. Es gibt 3 verschiedene Félle:

a) Ist a # 0, so gilt L; = {2}
b) Ist a =0 und b # 0, so gilt L; = 0, vgl. (2.5)(a).
¢) Ist a=0und b =0, so gilt L; = K, vgl. (2.5)(a).
2) Seien a,b,c € K. Wir suchen nach der Losungsmenge L; C K? der

Gleichung
(1) ar +by = c.

Es gibt folgende Fille:

a) Ist b# 0, so gilt

o

L; = %(m,y)EK”xEKundyzg—%x}
(z,¢—%2) |z € K}
= {(0,8)+2(1,-9) |z e K}

e}

b) Ist b =0 und a # 0, so gilt
C C
L={Cwylye k) ={C.0+y0.1)|yexK]

¢) Ista=b=0und ¢ # 0, so gilt L; = 0.
d) Ista=b=c=0,so gilt L; = K?
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Bem.: Ist K =R, so ist in den Féllen 2)a) und 2)b) die Losungsmenge
L; eine Gerade in der Koordinatenebene R? (und umgekehrt existiert
zu jeder Geraden G' C R? eine lineare Gleichung I : ax + by = ¢, so da8
G=1L I gllt)

Zu a,b,c,d e, f € K betrachten wir das Gleichungssystem

(1) ar +by=e I
cc+dy=f I

das aus den beiden Gleichungen /; und I5 besteht, die vom Typ der in
2) behandelten Gleichungen sind. Nach Definition ist L; = L;, N Ly,.

Wir unterscheiden folgende Fille:
a) Ist ad — bc # 0, so ist I “eindeutig losbar”, und es gilt
—bf +de af —ce
LI = s
ad —bc " ad — be
Das kann man wie folgt einsehen. Ist etwa a # 0, so “eliminieren”
wir mittels [;, die “Unbekannte” x aus I, d.h. wir betrachten

li=D—= D02+ (d=~b)y=f—e

Daraus ergibt sich: y = %. Da nun y bekannt ist, konnen wir

x aus I; berechnen. Mit einigen Umformungen ergibt sich
_ —bf +de
~ ad—be

L. — {(—bf—l—de af—ce)}
= ad — be " ad — be

gilt stets, wenn ad — be # 0 ist (und nicht nur, wenn zusétzlich
a # 0, wie in obiger Rechnung vorausgesetzt). Das kann man
z.B. durch Losen des (einfachen) Gleichungssystems erkennen, fiir
das a = 0 und b # 0 gilt.

Bem.: Im Fall K = R hat die Bedingung ad — bc # 0 zur Folge,
dafl die Losungsmengen Ly, und Ly, nichtparallele Geraden in R?
sind. Die eindeutige Losbarkeit von I entspricht geometrisch also

der Tatsache, daf sich nichtparallele Geraden in R? in genau einem
Punkt schneiden.

Die Formel
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b) Gita=b=c=d=e= f =0, so folgt L;y = K2
c) Gita=b=c=d=0und (e, f) # (0,0), so folgt L; = 0.

d) Ist ad — bc = 0 und sind nicht alle a, b, ¢, d gleich 0, etwa a # 0, so
folgt (c,d) = £(a,b). Bildet man I; = I, — £I;, so erhilt man

I O-x+0~y:f—ge
a

Ist f— 2e# 0,50 folgt Ly =0, da L; C Ly, = 0.
Ist f— e =0,sofolgt L; = Ly, und die Moglichkeiten fiir Ly,

wurden unter 2) aufgelistet.

Die Beispiele 1)-3) sollten klar machen, dafl bei grofieren linearen Gleichungs-
systemen (mehr Unbekannte und mehr Gleichungen) die Untersuchung der
Losungsmenge mittels Fallunterscheidungen sehr uniibersichtlich wiirde und
dal man deshalb das Problem, die Losungsmengen zu verstehen, grundsétz-
licher angehen mufl. Wir werden sehen, dafl die Theorie der Vektorrdume
einen geeigneten mathematischen Rahmen liefert, in dem die Losungsmen-
gen linearer Gleichungssysteme gut verstanden werden kénnen. Zunéchst soll
aber erkldrt werden, wie solche allgemeinen linearen Gleichungssysteme no-
tiert werden und wie sie gelost werden kénnen. Ein lineares Gleichungssystem

I mit m Gleichungen Iy, ..., I, fiir n Unbekannte x4,...,z, wird wie folgt
notiert:
a;1ry + appxe +...+ AQipnly, = b1 ]1

211 + Q2279 +...+ Aony, = bg IQ

(1)
AmiT1 + GmaTa +...+ QunZn = b I,

Dabei sind die “Koeffizienten” a;;, fiir 1 <7 < m und 1 < j < n, und die
“rechten Seiten” b;, fiir 1 < i < m , gegebene Korperelemente. Es wird eine
explizite und moglichst einfache Beschreibung der Losungsmenge

Ly = {(z1,...,2,) € K™ | (21,...,2,) erfullt Iy, l5,...,L,}
LnN...0Lg,

gesucht.
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Das Gauflsche Eliminationsverfahren verwandelt durch (mehrfaches) Anwen-
den folgender elementarer Umformungen das Gleichungssystem [ in ein an-
deres Gleichungssystem 1, fiir das L; = L 7 gilt und so daf I leicht explizit
gelost werden kann.

Elementare Umformungen von /:

1) Vertauschen von 2 Gleichungen: Sei 1 < i < j < m. Setze
I =
I
I, = 1 firl e {1,...,m}\ {i,j}.

I
I;

Offensichtlich gilt L; = Lj.

2) Multiplikation einer der Gleichungen mit einem c € K \ {0}:
Seii e {l,...,m}und c € K\ {0}. Setze

Iz/ = CIZ'
Il = 1] fir I € {1,...,m}\ {i}.

Dann gilt offensichtlich L; € Lp und wegen ¢ # 0 auch Ly C L;
(I entsteht aus I’ durch Multiplikation der i’ten Gleichung mit ¢™*).

3) Addition einer Gleichung zu einer anderen: Seien i,j in {1,...,m},
1 # j. Setze

I =1 firle{l,...,m}\ {j}

Offensichtlich gilt L; C L. Umgekehrt erhélt man I aus I, wenn man
zunéchst die i'te Gleichung von I’ mit (—1) € K multipliziert und dann
zur j’ten Gleichung von I’ addiert. Daraus folgt Ly C L.

Das Gaufische Eliminationsverfahren besteht darin, sukzessive mittels der
Umformungen 1)-3) die Unbekannten xy, . .., x, aus einem Teil der Gleichun-
gen zu eliminieren, und zwar so, daf} ein Gleichungssystem in “Stufenform”
entsteht. Bevor wir das allgemein formulieren, hier zwei Beispiele (im Fall
K :=R):
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v 4wy w3 = 2 |-(=2) |- (=3)
(I) 2$1 + 41’2 + 3.7}3 —1 Q-&— w
+

3.’E1 — T + 4333 = 7
T + X9 + x5 = 2
(I') 2y 4wy = —5]-2
— 4$2 +x3 = 1 +
Ty + T2 +x3 = 2
(I”) 2.2132 +xr3 = — 5
3[E3 = -9

Das Gleichungssystem [ is in Stufenform und kann rekursiv, beginnend
mit der letzten Gleichung, gelost werden:

3r3=-9 = x3=-3
rg=—-3und 229+ 3= -5 = x9=—1
To=—1lund zz3=-3und ;1 +29+23=2 = 21=06

Also: L[ = L[H = {(6, —1, —3)}

2) Fiir beliebiges a € R betrachten wir das Gleichungssystem
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T + 29 — X3 —xy = —21-(=3)
(Ia> 33:1 + 3332 — ZC3 — 21‘4 e 6 ((iJ
—x; —x2 +3r3 +24 = a n

r1 +x9 —x3 —x4 = —2
(1) 203 4axy = 12 |- (-1)
20 +x14 = a—2 <——J+
TG +xy —x3 —xy = -2
(L) 205 g = 12
0 = a—14

Das System [ ist in Stufenform, wobei die “Stufenléinge” 2 ist, was daran
liegt, daf3 “zufillig” bei der Elimination von z; auch xs eliminiert wird und
bei der Elimination von x3 auch x4 eliminiert wird. Die letzte Gleichung von
I ist als

O'ZL‘1+0'I2+0'1’3+0'CL’4:G—14

zu interpretieren, so dafl wir fiir a # 14
L]a = L]‘/l/ == @

erhalten. Fiir a = 14 gilt die letzte Gleichung von I, fiir alle (z1, o, x3,24) €
R* und wir kénnen, um die 2. Gleichung in I}, zu lésen, x3 € R beliebig
wéhlen und dazu x4 = 12 — 223 berechnen. Um die 1. Gleichung von I}, zu
l6sen, konnen wir zusétzlich x5 € R beliebig wahlen und

Ty =—-2—To+x3+ x4 =10 — 29 — 23

berechnen. Wir erhalten
L[14 = Llﬁl = {(10 — X9 — T3,T92,T3, 12 — 2373) | XTo € R,I’g S R}
= {(10,0,0,12) + 25(—1,1,0,0) + 25(—1,0,1, =2) | 25 € R, 23 € R}.

Wir hétten z.B. auch x; € R und x4 € R beliebig wihlen und daraus x, und
x3 berechnen kénnen. Das ergibe eine andere Darstellung der Losungsmenge
Ly,.
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Mit diesen Beispielen vor Augen wird nun das GauBsche Eliminationsverfah-
ren im allgemeinen Fall beschrieben.

Sei I ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen [y, ..., I, fir n Un-
bekannte, siehe S. 30.

1. Schritt: Elimination von x; aus mindestens m — 1 Gleichungen:

1. Fall: ay; # 0. Setze

Ii = a_LII
Il = -2 fuir 1 <i<m.

ail

Dann hat das System I’ die Form

i+ ATy ...+ ax, = U
/ / o /

!/ / _ /
a, Ty +...+ a,r, = b,

2. Fall: a;; = 0, aber a;; # 0 fiir ein i € {2,...,m}. Vertausche I; und I; und
wende das Vorgehen aus dem 1. Fall an.

3. Fall: a;; = Ofiirallei € {1,...,m}. In diesem Fall lassen wir I unveréndert.
2. Schritt: Elimination von xs.

Ist im 1. Schritt der 1. oder der 2. Fall eingetreten, so lassen wir jetzt (und
in alle Zukunft) die 1. Gleichung unveréndert und behandeln die 2. bis m’te
Gleichung wie im 1. Schritt, jetzt aber fiir x5 statt z;. Ist im 1. Schritt der
3. Fall eingetreten, so wenden wir den 1. Schritt auf I an, jetzt aber fiir
T9 statt z;. Wir iterieren das Verfahren und erhalten so nach hochstens n
Schritten ein Gleichungssystem I im Stufenform, das wir rekursiv, beginnend
mit der letzten Gleichung, 16sen kénnen und fiir das L; = Ly gilt.

Damit ist der Exkurs zu Ende und wir machen mit den Vektorraumen weiter.

(3.2) Rechenregeln. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt fiir alle « € K und
alle v € V:



a = al+ (a0 + (=(a0))) = a(0+0) + (=(a0))

= a0+ (—(a0)) =0

(b) Sei av = 0 und « # 0. Wegen (a) folgt daraus a~!(av) = a~10 = 0,
und daraus mit (Vi) und (V4): 0 = (o la)v=1-v =0

(¢) (—a)v+ av & ((—a) + a)v = Ov @ 0. Also ist (—a)v das additive

Inverse von aw, d.h. (—a)v = —(aw).
al(—v) + av &) al(—v) +v) =al @ 0. Wie zuvor folgt daraus:
al(—v) = —(awv).

(3.3) Def.: Sei V' K-Vektorraum. Eine Teilmenge U von V' heifit Untervektor-
raum von V, falls gilt:

(a) U#0
(b) vyueU=v4+welU
(c)ae K,velU=awelU

Bez.: Wir werden oft statt “Untervektorraum” kurz “Unterraum” schreiben.
Beispiele:

1) {0} und V sind Unterrdume von V. Um einzusehen, dafi {0} Unterraum
ist, mufl man insbesondere wissen, daf§ fiir alle o € K gilt a0 = 0,

vgl. (3.2)(a).
2) Ist 0 < m < n, so ist die Menge

K"x{0,...,0)} ={(x1,...,2,) € K" | Zppy1 = M2 = =z, =0}
——

ein Untervektorraum des K-Vektorraums K.
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3) Sei M # () eine Menge und
V={fIf: M~ R)

der auf S. 26, Bsp. 5, definierte R-Vektorraum. Ist A eine Teilmenge
von M, so ist

U:={feV|Firallea e Agilt f(a) =0}

ein Unterraum von V.

(3.4) Folgerung. Sei U ein Unterraum des K-Vektorraums V. Dann ist U
mit den von V' auf U eingeschrinkten Verkniipfungen selbst ein K-
Vektorraum.

Bew.: Die Bedingung (3.3)(b) besagt gerade, dafl +|U x U eine innere Ver-
kniipfung ist. Dafl diese assoziativ und kommutativ ist, folgt direkt aus den
entsprechenden Eigenschaften von + auf V x V. Ist v € U, so gilt nach
(3.3)(c) auch (—1)v € U, und wegen (V4) und (3.2)(c) gilt (—1)v = —v € U,
d.h. U enthélt mit jedem Element auch dessen additives Inverses. Schlieflich
existiert nach (3.3)(a) ein Element v € U. Dann folgt —v € U und wegen
(3.3)(b) auch v+ (—v) = 0 € V. Damit haben wir bewiesen, da8 (U, +|U x U)
eine abelsche Gruppe ist. Aus (3.3)(c) folgt, da die Abbildung K x U — U,
(a, v) — awv, wirklich nur Bilder in U hat. Die Vektorraumaxiome (V;) — (V)
fiir U folgten nun direkt aus den entsprechenden fiir V.

Wir nennen ein wie auf S. 30 notiertes lineares Gleichungssystem homo-
gen, wenn die rechten Seiten by, ...,b,, der m Gleichungen alle gleich 0 sind,
d.h. wenn by = by = ... =10, = 0 gilt.

(3.5) Satz. Die Lisungsmenge Ly C K™ eines homogenen linearen Gleichungs-
systems I fiir n Unbekannte ist ein Untervektorraum von K.

Bew.:

1) Da I homogen ist, gilt 0 € L;.
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2) Sind z = (z1,...,2,) und y = (y1, .. .,y,) Elemente von L;, so wollen
wir zeigen, dafl auch z +y € Ly gilt. Wegen x € L; und y € L; gilt fiir
jedesi € {1,...,m}

a1 x1 + ...+ appxr, = 0

und
a1+ ...+ @iy =0

Addition dieser Gleichungen liefert
an(z1+vy1) + .. 4 aim(x, +yn) =0

Da das fiir jedes i € {1,...,m} gilt, haben wir gezeigt, dal z + y =
(x1+y1, ..., 20 +yn) € Ly gilt.

3) Analog folgt aus @ € K und =z = (z1,...,2,) € L, da az =
(axq,...,ax,) € Ly gilt.

(3.6) Fakt. Ist V ein K-Vektorraum und ist & eine Menge von Unterrdumen
von V', so ist deren Durchschnitt

W= (U= {uVUel:velU}
veud

ein Unterraum von V.

Bew.:

1) Nach (3.5) enthélt jedes U € U den 0-Vektor 0, also 0 € W.

2) Sind v,w € W, so liegen v und w in jedem U € U. Da jedes U € U ein
Unterraum ist, folgt, dafl v +w € U fiir jedes U € U gilt, d.h. es folgt
v+we U=W.

veu

3) Ebenso folgt aus a € K und w € W auch aw € W.
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(3.7) Def.: Sei V ein K-Vektorraum, M C V und Uy, = {U|U Unterraum
von V mit M C U}. Dann heifit

span(M) = m U
Uely

der von M aufgespannte (oder erzeugte) Untervektorraum. M heifit
Erzeugendensystem von V| falls span(M) = V gilt. V' heifit endlich
erzeugt, falls es eine endliche Menge M C V' mit span(M) =V gibt.

Bem.: Wegen (3.6) ist span(M ) wirklich ein Untervektorraum von V. Es folgt
direkt aus der Def. (3.7), da8 span(M) der (bzgl. der Inklusion von Mengen)
kleinste Unterraum ist, der M enthélt.

Bsp.:

1) M =0 oder M = {0} = span(M) = {0}

2) M C M CV = span(M) C span(M’).

3) M Unterraum von V < span(M) = M
span(span(M)) = span(M)

Nach der eher abstrakten Definition von span(M) gibt der folgende Satz eine
konstruktive Beschreibung der Elemente von span(M).

(3.8) Satz. Sei V' ein K-Vektorraum und O # M C V. Dann gilt

span(M) = {v|Fk € Nog,v1,...,0 € M,0q,...,0p, € K v = vy + ... +
akvk}.

Bez.: Der Ausdruck aqvi+. . .4+ayv;, heifit eine Linearkombination der Vektoren
v1, ..., V. Als Abkiirzung werden wir oft das Summenzeichen » verwenden,

k
a1 + .. v = E Q5.
i=1

Das Symbol “” in der vorangehenden Summe ist eine Variable, die die Wer-
te 1,2,...,k annimmt. Sie kann statt mit “/” mit jedem anderen Symbol,
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dessen Bedeutung noch nicht anderweitig festgelegt ist, bezeichnet werden,

k k k
dh. Y v = apu. = > g,
= r=1 y=1

=1

Bew.: Die rechte Seite in (3.8) sei mit U, abgekiirzt. Wegen v = 1v gilt
M C U.

k

1) Als erstes zeigen wir, da§ Uy C span(M) gilt. Sei v € Uy, v = > a;v;
i=1

mit v; € M und o € K fir 1 < ¢ < k. Da span(M) O M ein

Untervektorraum ist, folgt aus v; € M, o; € K mit (3.3)(c), daB av; €

k
span(M) gilt, und dann mit Induktion aus (3.3)(b), dal v = > a,v; €

i=1
span(M) gilt.

2) Wir zeigen, dafl Uy Untervektorraum ist. Daraus folgt wegen M C U,
daB Uy € Uy gilt und damit span(M) C Uy, vgl. Def. (3.7).
Wegen M # () und M C Uy gilt Uy # 0. Seien v und w in Uy, d.h. es

existieren vy, ..., vk, wy,...,w; in M und aq,...,qx, B1,...,0 in K,
k

!
soda v = > av; und w =) fw; gilt. Dann folgt
i=1 j=1

vHw=aqv + ...+ v+ Srwg + ...+ B, € Uy
Ebenso gilt fiir alle « € K
k k
av = « (Z aivi> = Z(aai)vi e Uy
i=1 i=1

Aus 1) und 2) folgt nun span(M) = Uy, wie behauptet.

Bsp.:

1) veR*\ {(0,0)} = span({v}) ist die “Gerade” {rv|r € R}
2) v,w € R*\ {(0,0)},w ¢ span({v}) = span({v,w}) = R%

(Beweis spiter)

3) e :=(1,0,...,0) € K" e5:=(0,1,0,...,0) € K", ...,
e, :=(0,...,0,1) € K™ = span({ey,...,e,}) = K"
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Ist ndmlich = (z1,...,2,) € K", so gilt z = ) x;e;:

i=1

Yowie; = x1(1,0,...,0) +22(0,1,0,...,0) + ...+ 2,(0,...,0,1)
i=1

= (21,0,...,0) + (0,29,0,...,0) + ...+ (0,...,0,2,) = (x1,...,2,)

Wir kommen nun zu einer sehr wichtigen Definition.

(3.9)

Bem.:

4)

5)

Def.: Sei V' ein K-Vektorraum, k& € Nyg und vy, ..., v, Vektoren in V.
Die Vektoren vy, ..., v heilen linear unabhéngig, falls gilt:

Sind a1 € K,...,a € K und gilt ayv; + ... + agvp = 0, so folgt ay =
... = ay = 0. Sonst heiflen die Vektoren vy, ..., v; linear abhéngig. Eine
Teilmenge M von V heifit linear unabhéngig, falls gilt: Ist £ € Ny und
sind vy, ..., v verschiedene Vektoren in M, so sind die vy, ..., v linear
unabhéngig. Sonst heifit M linear abhéngig.

v1,...,V; linear abhéngig < es existieren a; € K,...,ap € K, nicht
k

alle = 0, mit »_ oyv; = 0.
i=1

Mit “die Vektoren vy, ..., v;” ist eine beliebige endliche Folge von Vek-

toren in V' gemeint. Es kann dabei auch vorkommen, dafl es ein Paar

von Indizes 1 < i < j < k gibt, fiir das v; = v; gilt. Dann sind die

Vektoren vy, ..., v, freilich linear abhéngig, da dann Ovy + ...+ 1lv; +
o4+ (=Dvj+...40v, =0und 1 #0 (und (—1) # 0) gilt.

Mit “vq,..., v sind verschiedene Vektoren” ist gemeint, dafl aus 1 <
it < j < k folgt v; # vj. Man sagt dazu auch, die Vektoren vy,..., v
seien paarweise verschieden.

Eine Menge M C V ist linear abhéngig, wenn es ein £k € N5y und
verschiedene Vektoren vy, ..., v, in M gibt, die linear abhéngig sind.

Sei M C M'" C V. Dann gilt:
Ist M linear abhingig, so ist auch M’ linear abhéngig. Ist M’ linear
unabhéngig, so ist auch M linear unabhéngig.
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Bsp.:

1) Enthalt die Menge M C V den 0-Vektor 0, so ist M linar abhéngig:
Wihle k=1, v, :=0, a1 :=1. Dann 1 -v; =1-0 =0, aber 1 # 0.

2) Ist v € V| so ist die 1-elementige Menge M = {v} genau dann linear
unabhéngig, wenn v # 0 gilt.

3) Die Vektoren ey, ..., e, in K" sind linear unabhéngig. Denn aje;+. ..+
anen, = (aq,...,q,), also
ajer+...+a,e, =0=(0,....00 a0 =ay=... =, =0.

4) Wir betrachten
V=A{f|f:R=>R}

mit der auf S. 27, Bsp. 5, definierten R-Vektorraumstruktur. Dann sind
die Funktionen sin : R — R, cos : R — R linear unabhéngig. Seien
namlich r, s reelle Zahlen, so dafl rsin +s cos die 0-Funktion ist, d.h. so
dafB fiir alle z € R gilt

rsin(z) + s cos(z) = 0.

Wir benutzen diese Gleichung fiir die Fille z = 0 und = 7/2 und
erhalten r = s = 0.

5) Sind die Vektoren (1,1,1), (1,2, 2) und (1,2, 3) in R? linear unabhéngig?
Es seien r, s,t reelle Zahlen, so daf3

r(1,1,1) 4+ s(1,2,2) + £(1,2,3) =0

gilt. Die Frage ist, ob daraus r = s =t = 0 folgt. Betrachten wir die
vorangehende Gleichung komponentenweise, so sehen wir, dafl r, s, t
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folgendes homogene lineare Gleichungssystem erfiillen

ro+s 4+t = 0] (-1
(1) r +2s +2t = OG—J+
r +2s +3t = 0 +

r +s +t =0
(I s +t = 0] -(-1)
s 42t =0 <—J+
r +s +t
(1" s+t
t =0

Aus (I") folgt, dal r = s = ¢t = 0 gilt, d.h. die Vektoren (1,1,1),
(1,2,2) und (1,2, 3) sind linear unabhéngig.

(3.10) Fakt. Die Vektoren vy, ..., vy seien linear unabhéngig. Dann gilt:

CY1U1+...+Oék’Uk:ﬁ1U1+...+ﬁkUk:>a1:Bl,...,&kzﬁk

Bew.: Die vorausgesetzte Gleichung 148t sich umformulieren in
(1 = B)vi+ ...+ (ar — Br)or =0

Da die vy,...,v; als linear unabhéngig vorausgesetzt sind, folgt ay — 5 =
0,...,ar — B =0, also ay = B1,...,, = Bx.

Nun definieren wir einen zentralen Begriff der linearen Algebra.

(3.11) Definition. Eine Teilmenge B eines K-Vektorraums V' heifit eine Basis von
V, falls B sowohl linear unabhéngig als auch ein Erzeugendensystem
von V ist.

Bsp.: {e1,...,e,} ist eine Basis von K™.
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Bem.: Es sei V ein K-Vektorraum und B = {vy,...,v,} eine n-elementige
Teilmenge von V. Dann ist B genau dann eine Basis von V', wenn es zu
jedem v € V eindeutig bestimmte Elemente oy € K, ..., «a, € K gibt, so dafl

n
v =" o gilt.
i=1

Bew.: Ist B Basis, so folgt die Existenz einer Darstellung v = > a;v; aus der
i=1

Voraussetzung, dal B Erzeugendensystem von V ist, d.h. daf span(B) =V

gilt. Die Eindeutigkeit der aj,...,q, folgt aus (3.10). Besitzt umgekehrt

jedes v € V eine Darstellung v = > ayv;, so ist B = {vy,...,v,} offenbar

i=1
ein Erzeugendensystem. Wendet man die Eindeutigkeit dieser Darstellung im
Fall v = 0 an, so erhélt man die lineare Unabhéngigkeit der vy, ..., v,.

Als Vorbereitung auf den néchsten Satz beweisen wir folgenden Hilfssatz.
(3.12) Lemma. Sei V' K-Vektorraum, M C V. Dann gilt:

(a) v € span(M) = span(M U {v}) = span(M)

(b) v € span(M)\ M = M U {v} ist linear abhéngig.

Bew.: (a) Mit den Beispielen 2) und 3) nach (3.7) folgt
span(M) C span(M U {v}) C span(span(M)) = span(M),

also speziell span(M) = span(M U {v}).
(b) Ist M = 0, so gilt span(M) = {0} und M U{0} = {0} ist linear abhéngig.

Ist v € span(M) \ M und M # (), so existieren nach (3.8) ein k € Ny,
v1,...,0 € M und aq,...,a € K, so daf

k
(%) v = Z%’Ui
i=1

gilt. Wir konnen annehmen, daf fiir 1 < ¢ < 57 < k die Vektoren v; und v;
verschieden sind, indem wir, falls v; = v; gilt, die beiden Summanden o;v;
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und «a;v; zu einem Summanden (o; + «;)v; zusammenfassen. Da v ¢ M gilt,
ist v von allen v;, 1 < i < k, verschieden. Formen wir (x) um in die Gleichung

k
lv + Z(_ai)vi =0,
i1

so erhalten wir eine Linearkombination aus verschiedenen Vektoren in M U
{v}, die den 0-Vektor darstellt und deren Koeffizienten nicht alle 0 sind,
d.h. M U {v} ist linear abhéngig.

Folgender Satz charakterisiert Basen von Vektorrdumen als (beziiglich der
Inklusion von Mengen) grofite linear unabhéngige Mengen und als kleinste
Erzeugendensysteme.

(3.13) Satz. Sei V' ein K-Vektorraum. Folgende Aussagen tber eine Teilmen-
ge M CV sind dquivalent.

(a) M ist Basis.

(b) M ist linear unabhingig und jede echte Obermenge M’ C 'V von M ist
linear abhdngig.

(¢c) Es gilt span(M) = V wund fir jede echte Teilmenge M" wvon M gilt
span(M") # V.

Bem.: Hierbei bedeutet “echte Obermenge M’ von M”, dal M C M’ und
M # M’ gilt. Analog ist “M" echte Teilmenge von M”, wenn M"” C M und
M" # M gilt.

Bew.: Zunéchst tiberzeugt man sich, dafi (3.13) im Fall V' = {0} richtig ist.
Dann erfiillt nur die leere Menge die Bedingungen (a), (b) oder (c). Wir
kénnen also annehmen, daf3 V' nicht nur aus dem 0-Vektor besteht.

1) Wir zeigen (a) = (b). Sei M Basis und M’ C V' echte Obermenge von
M. Wir wollen zeigen, da§ M’ linear abhéngig ist. Sei v € M'\ M. Da
span(M) =V gilt, folgt v € span(M). Dann impliziert (3.12)(b), da8
M U {v} - und damit auch M’ O M U {v} - linear abhéngig ist.
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2)

Wir zeigen: (b) = (c). Die Teilmenge M von V erfiille die Aussage (b).
Wir zeigen zunéchst, dafi span(M) = V gilt. Da M C span(M) gilt,
geniigt es, V' \ M C span(M) zu zeigen. Sei also v € V'\ M. Wegen (b)
ist dann M U {v} linear abhéngig, so dafl verschiedene vy, ..., v in M
und aq,...,qx, a € K existieren, so dafl

k
(%) ow+Zozivi =0
=1

gilt und so daB nicht &« = a1 = ... = a = 0 gilt. Wire a = 0, so
konnten also nicht alle oy, 1 < @ < k, gleich 0 sein, und die aus ()
folgende Gleichung
k
Z a;v; =0
i=1

widerspriche der vorausgesetzen linearen Unabhéngigkeit von M. Also
gilt a # 0, und wir erhalten aus (%)

2 ()

i=1

Nach (3.8) zeigt das, dafl v € span(M) ist. Das beweist span(M) = V.
Ist schliellich M"” eine echte Untermenge von M und v € M \ M”, so
folgt v & span(M"). Denn nach (3.12)(b) impliziert v € span(M”), da8
M"U{v} C M linear abhéngig ist. Das beweist span(M") # V.

Wir zeigen: (c) = (a). Die Teilmenge M von V erfiille die Aussage (c).
Es ist zu zeien, dal M linear unabhéngig ist. Wéare M linear abhéngig,
so existierten verschiedene Elemente vy,...,v, in M und aq,...,q; €
K, nicht alle gleich 0, ohne Einschrinkung a; # 0, so daf3

k
g a;v; =0
i=1

gilt. Wegen oy # 0 konnen wir daraus

k
V1 = E (5
aq

1=2
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folgern, also vy € span(M \ {v1}), vgl. (3.8). Dann folgt aus (3.12)(a),
da span(M \ {v,}) = span(M) = V gelten miifite, was der vorausge-
setzten Minimalitdt des Erzeugendensystems M widerspricht. Also ist
M linear unabhéngig.

(3.14) Satz. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Wir zeigen sogar:

Zusatz: Ist My C V linear unabhéngig, so existiert eine M, enthaltende Basis
von V.

Zum Angewohnen beweisen wir (3.14) zunéchst fiir den Fall endlich erzeugter
Vektorrdume. Sei also M C V eine endliche Menge mit span(M) = V. Wenn
span(M \ {v}) # V fiir jedes v € M gilt, so erfullt M die Aussage (3.13)(c)
und ist deshalb eine Basis. Andernfalls existiert ein v € M, so dafl die echte
Teilmenge M \ {v} von M ein Erzeugendensystem von V ist. Wir wenden
nun die vorangehenden Argumente auf M \ {v} statt M an. Da M endlich
ist, erhalten wir nach endlich vielen Schritten eine Basis von V.

Auch im Fall allgemeiner Vektorrdume ist der Beweis fiir die Existenz ei-
ner Basis nicht schwer. Er beruht allerdings auf dem sogenannten “Lemma
von Zorn”, das man als Axiom, als Grundannahme der Mengenlehre ansehen
kann. Dieses Lemma ist, wie wir gleich sehen werden, sehr niitzlich, aber es
macht eine reine Existenzaussage iiber die “Existenz eines maximalen Ele-
ments”. Es weist keinen Weg, ein solches Element auch nur approximativ zu
bestimmen.

Nun zur Formulierung des Lemmas von Zorn: Sei X eine Menge und () # K C
P(X). K heifit Kette, falls fiir alle Elemente M;, My von K gilt: M; C M,
oder M2 Q Ml.

(3.15) Lemma von Zorn. Sei X Menge und ) # M C P(X). Fiir jede Kette
K C M gelte
U Mem

MeK

Dann existiert ein maximales Element in M, d.h. ein M € M, so daf3
fiir alle M' € M gilt: M C M' = M = M'.
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Wir beweisen nun Satz (3.14), und zwar in der starken Form des Zusatzes.

Wir setzen
M = {M|My C M C V, M linear unabhéngig}.

Wir zeigen, daf fiir M die Voraussetzungen des Lemmas von Zorn erfiillt
sind. Es gilt M C P(V) und M # ), da My € M. Sei K C M eine
Kette. Wir wollen zeigen, da3 |J M € M gilt. Da K # () und My C M C

MeK
V fir jedes M € K gilt, folgt My C |J M C V. Es bleibt zu zeigen,
MeK
daB (J M linear unabhéngig ist. Seien verschiedene Vektoren vy,..., vy in

Mek
U M gegeben. Dann existieren Mengen My, ..., My in M mit v; € My,
MeK
vo € My, ..., v € M. Da K eine Kette ist, existiert unter den £ Mengen

My, ..., My eine grofite, d.h. es existiert ein j € {1,...,k}, so daB fiir alle
ie{l,... k} gilt:
M; C M;.

Dann liegen auch die Elemente v; € M; fir alle ¢ € {1,...,k} in M;. Da
M; € K € M linear unabhéngig ist, sind auch die Vektoren vy, ..., vy linear

unabhéngig. Damit haben wir gezeigt, da8 |J M linear unabhéngig ist, und
Mek
damit |J M € M. Das Lemma von Zorn (3.15) ist also auf unsere Menge
MeK
M C P(V) anwendbar und liefert uns eine grofite linear unabhéngige Menge

B CV, die M, enthélt. Nun folgt aus Satz (3.13), dal B eine Basis ist.

Bem.: Die Losungsmenge eines homogenen, linearen Gleichungssystems (mit
Koeffizienten und n Unbekannten im Kérper K) ist nach Satz (3.5) ein Unter-
vektorraum von K. Ein solches Gleichungssystem zu 16sen, bedeutet gerade,
eine Basis des Losungsraums zu bestimmen. Das GauBsche Eliminationsver-
fahren liefert eine solche Basis.

Bsp.: Fiir K :=R.
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(7')

(1")

T + Zo — X3 — X4 =0 ‘ : (—3)
3r1 +3xy —x3 —2x4 = 0 1 Q+
-z —x9 +3x3 +2xr4, = 0 +
r1 +x9 —x3 —x4 = 0
2x3 +z4 = 0 (J-%
rT1 +x9 —x3 —x4 = 0
2[L’3 + Ty = O

Um die Losungsmenge von I” zu bestimmen, kann man etwa xo € R, z3 € R
beliebig wihlen und daraus x; und x4 berechnen:

L[ - L[”

{(—zy — x3, 9, 3, —2x3) | 2 € R x5 € R}
{xQ(_]‘7 1,0, O) + Ig(—L 0,1, _2) | Z2 € Rv x3 € R}
span({(—1,1,0,0),(—-1,0,1,—2)})

Dieses Verfahren liefert automatisch eine Basis des Losungsraums, d.h. die
Vektoren, die man erhélt, sind nicht nur ein Erzeugendensystem von L, son-
dern auch linear unabhéngig. Allerdings gibt es bisweilen Wahlmoglichkeiten,
im obigen Beispiel kann man etwa, statt x5 und 3 frei zu wéihlen und z; und
x4 aus r9 und xrz auszurechnen, auch z; und x4 frei wihlen und dann x5 und

3 ausrechnen:

T3 = —5T4
1
ro = —x1+ 5]74

Das fiihrt zur Darstellung

Ly

{ZCl, -1 + %ZL‘4, —%[E4,ZL‘4) ‘ X € R,ZL‘4 € R}
span({(1,-1,0,0), (0,3, -3, 1)})

Diese zwei verschiedenen Darstellungen von L; resultieren aus der Konstruk-
tion verschiedener Basen von Lj.
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Ubung: Weisen Sie direkt nach, daB

span({(—1,1,0,0),(—1,0,1,—-2)}) = span({(1,—1,0,0), (0, %, —%, D}
gilt.

In diesem Beispiel haben die zwei angegebenen Basen von L; die gleiche
Anzahl von Elementen (ndmlich zwei). Man kann sich fragen, ob generell alle
Basen eines endlich erzeugten Vektorraums die gleiche Anzahl von Elementen
besitzen. Wir wollen uns als néichstes mit dem Beweis beschéftigen, dafl das
in der Tat so ist.

(3.16) Austauschlemma. Sei B eine Basis von V' mit n Elementen vy, ..., v,.

Seien ay,...,a, € K und w = > «auu;. Ist j € {1,...,n} und gilt
i=1

B':= (B\{v;}) U{w}

ebenfalls eine Basis von V.

a; # 0, so ist

Bew.: 1) Wir zeigen, daf span(B’) = V gilt. Wegen «; # 0 konnen wir die

Gleichung w = ) o;v; umformen in
i=1

Daraus folgt v; € span(B’) und daraus mit (3.12)(a)
span(B’) = span(B' U {v;}).
Nun gilt aber B C B’ U {v;} und deshalb
V = span(B) C span(B’ U {v,;})(C V).

Aus den beiden vorangehenden Aussagen folgt span(B’) =V, d.h. B’ ist ein
Erzeugendensystem von V.

2) Um die lineare Unabhéngigkeit von B’ zu zeigen, seien § € K, (5 €
K,....Bj-1 € K, Bj11 € K,...,B, € K gegeben, so dafl

pw + Zi:l,i;ﬁj Bivi =0
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gilt. Wir wollen zeigen, dal daraus S =1 =... =81 =811 = ... = B, =

0 folgt. Mit w = > o;v; konnen wir die vorangehende Gleichung umformen
i=1

Bov; + Zizl #j(ﬁOéi + Bi)vi = 0.

Da die vy, ..., v, linear unabhéngig sind, folgt fa; = 0 und Bo; + 5; = 0 fiir
alle i € {1,...,n}\ {i}. Wegen «a; # 0 folgt daraus § = 0 und j; = 0 fiir alle
ie{l,...,n}\{j}, wie behauptet.

in

(3.17) Austauschsatz von Steinitz. Sei B eine Basis von V. mit n Elemen-
ten vy, ...,v,, und seien wy, ... w,, linear unabhdingige Vektoren in V.
Dann gilt:

(a) m<n

(b) Es gibt n—m Vektoren in B, bei geeigneter Numerierung vp1, - - -,
Up, SO daff {wy, ..., Wy, Umit, ..., 0} eine Basis von V ist.

Bew.: Wir beweisen (3.17) durch vollstandige Induktion nach m. Im Fall m =
0 sind (a) und (b) offensichtlich richtig. Fiir den Induktionsschritt seien linear
unabhéngige wy, ..., w,, gegeben. Wir wenden die Induktionsvorausetzung
auf die linear unabhéngigen Vektoren wy, ..., w,,_1 an. Wir erhalten aus (a),
daB m —1 < n gilt. Ware m — 1 =n, dh. n —m 4+ 1 = 0, so folgte aus
(b), daB {ws, ..., wy,_1} schon eine Basis von V wére. Da wy, ..., w,, linear
unabhéngig sind, widerspricht das der in (3.13) bewiesenen Tatsache, dafl
jede Basis eine maximale linear unabhéngige Menge ist. Es kann also nicht
m—1 = n gelten, so dal aus m—1 < n sogar m < n folgt. Um (b) zu beweisen,
benutzen wir das Austauschlemma (3.16). Nach der Induktionsvoraussetzung
konnen wir annehmen, dafl {wy, ..., wn_1,Vm,...,v,} eine Basis von V ist.
Also existieren oy € K, ..., «, € K, so dal

m—1 n
Wy = E Oéiwi+ E Oéj’Uj
i=1 j=m

gilt. Da w,, ¢ span{wi,...,w,_1} gilt, vgl. (3.12)(b), existiert ein j €
{m,...,n} mit a; #0, 0.E. a,,, # 0. Nach (3.16) ist dann

({wla sy W1, Uy - - - 7Un} \ {'Um}> U {wm} = {U]l, coey Wiy Um 1y - - 7vn}
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eine Basis von V. Das beweist (b).

Der Beweis, der fiir die Existenz einer Basis in jedem endlich erzeugten Vek-
torraum gegeben wurde, zeigt, dafl jedes endliche Erzeugendensystem eine
Basis enthélt. Zusammen mit (3.17) folgt, dafl je zwei Basen eines endlich
erzeugten Vektorraums die gleiche Anzahl von Elementen besitzen.

(3.18) Def.: Ist V' endlich erzeugter Vektorraum, so heifit die Anzahl der Ele-
mente einer (= jeder) Basis die Dimension von V', bezeichnet als dim V.
Ist V nicht endlich erzeugt, so setzen wir dim V' := oo.

Bsp.: 1) Der triviale Vektorraum V' = {0} besitzt nur die leere Menge als
Basis. Es gilt: V = {0} & dimV = 0.

2) Der K-Vektorraum K™ hat die Dimension n, da {ey,...,e,} eine Basis
des K™ ist, vgl. S. 39, Bsp. 3) und S. 41, Bsp. 3).

3) Der Vektorraum der reellen Zahlenfolgen

V={fIf:N—=R},

vgl. S. 27, Bsp. 5, ist unendlich-dimensional, da er die unendliche linear
unabhéingige Teilmenge
M = {fuln € N}

1 falls m=mn

0 falls m £ n definiert ist,

besitzt, wobei f, : N — R durch f,(m) = {
vgl. Blatt 6, Aufgabe 1.

Bem.: Statt “endlich erzeugter Vektorraum” sagt man meist “endlich-dimen-
sionaler Vektorraum”.

(3.19) Folgerung. Sei V' Vektorraum, dim V' =: n < co. Dann gilt:
(a) Ist M C V linear unabhingig, so gilt |[M| < n, und es gilt genau
dann |M| = n, wenn M Basis von V ist.

(b) Ist M Erzeugendensystem von V', so gilt |[M| > n, und es gilt
genau dann |M| = n, wenn M Basis von V ist.

(¢) Ist U Untervektorraum von V, so gilt dimU < dim V, und es gilt
genau dann dim U = dim V', wenn U =V gilt.
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Bew.:

(a) Aus (3.17) folgt |M| < n. Gilt |M| = n, so ist M also eine maximale
linear unabhéngige Menge, und (3.13) zeigt, dafl M eine Basis von V
ist.

(b) Wir haben in (3.14) gezeigt, daf§ jedes endliche Erzeugendensystem
eine Basis enthélt. Das beweist |M| > n. Ein Erzeugendensystem M
mit |M| = n ist also minimal, so dafl M nach (3.13) eine Basis von V'
ist.

(c) Eine Basis B von U besteht aus linear unabhéngigen Vektoren, so daf3
aus (a) folgt: dimU = |B| < n =dimV. Gilt dimU = n, so folgt aus
(a), dal B auch Basis von V ist. Es gilt deshalb:

U =span(B) = V.

Folgendes Beispiel zeigt, daf die vorangehenden Ergebnisse auch bei konkre-
ten Rechnungen niitzlich sein kénnen. In Blatt 6, Aufgabe 3, ist zu zeigen,
dal B := {(1,2),(3,2)} eine Basis des R? ist. Dal B ein Erzeugendensystem
des R? ist, kann man daran sehen, daf sich aus B die Vektoren

€1 = (]-7 0) = % )
€y = (071) = 1%(172
linear kombinieren lassen, die ein Erzeugendensystem (sogar eine Basis) des
R? bilden. Die lineare Unabhéngigkeit von B folgt dann ohne Weiteres aus

(3.19)(b), da dimR? = 2.

(3.20) Def.: Seien Uy, Uy Unterrdume eines Vektorraums V. Dann heifit der
Unterraum

Uy + Uy := span(U; U Us)

die Summe von U; und Us,. Gilt UyNU; = {0}, so nennt man span(U; U
Us,) die direkte Summe von U; und Us, bezeichnet durch

Sp&n(Ul U UQ) =: U1 D UQ.
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Bsp.: 1) Sind Uy, Uy verschiedene 1-dimensionale Unterrdume des R? (d.h. Ge-
raden durch (0,0)), so gilt U; N Uy = {(0,0)} und U; & U, = R2

2) Sind Uy, Uy verschiedene 2-dimensionale Unterrdume des R3 (d.h. Ebenen
durch (0,0,0)), so gilt dim(U; NUs) =1 und Uy + Uy = R3.

3) Fir 0 < m < n und K™ x {0} := {z € K"|xpp11 = ... = z, = 0},
{0y x K™ i={x € K"z1=... =1z, =0} gilt

K" = (K™ x {0}) & ({0} x K" .

(3.21) Fakt. Seien U; und U, Unterrdume eines Vektorraums. Dann gilt:

(a) U+ Uy = {Ul +U2‘UJ1 € U; und uy € UQ}

(b) Gilt Uy NUy = {0}, so existieren fiir jedes v € Uy @ U, genau zwei
Vektoren uy € Uy und uy € Us, so dafl v = u; + uy gilt.

Bew.:

(a) Wir kiirzen W := {uy + us|u; € Uy und uy € Us} ab. Da Uy + Us ein
Unterraum ist, der U; U Uy enthélt, gilt W C Uy 4 Us,. Es ist leicht zu
zeigen, dal W ein Unterraum ist. Da offensichtlich U; U Uy C W gilt
und da span(U; U Uy) der kleinste Unterraum ist, der U; U Uy enthilt,
folgt Ul + U2 g Ww.

(b) Gilt v = uy + uy = v} + uhy mit uy, v} € Uy und uq, uy € Us, so folgt
uy — uy = ug —uy € Uy NU = {0},

/ !/
also u; = v} und uy = uj,.

(3.22) Lemma.

(a) Ist U Unterraum eines Vektorraums V', so existiert ein Unterraum W

von V,sodaBV =U @ W gilt.
(b) Sind Uy, Uy Unterrdume von V' mit Uy N Uy = {0}, so gilt
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Bem.:

Ein Unterraum W wie in (a) heiit ein zu U komplementarer Unterraum.

Im allgemeinen gibt es sehr viele zu U komplementére Unterrdume. Ist etwa
U ein 1-dimensionaler Unterraum des R?, so ist jeder 1-dimensionale Unter-
raum W # U komplementér zu U.

Bew.:

(a)

Wir wihlen eine Basis B’ von U. Da B’ linear unabhéngig ist, folgt
aus Satz (3.14) die Existenz einer B’ enthaltenden Basis B von V. Wir
setzen W := span(B \ B’). Dann gilt

U + W = span(span(B’) Uspan(B \ B")) D span(B' U (B\ B')) =V,

also U+W = V. Um UNW = {0} zu zeigen, beweisen wir, dafi jedes v €
UNW der 0-Vektor ist. Ist v € UNW, so existieren (0.E. verschiedene)
V1, ..U in B wy, .o wpin B\ B und g, ... o, B, ..., B in K so

dafl
k l
v = E ;0 = E ﬁj’LUj
i=1 7=1

gilt. Daraus folgt

k
0=2 awi+ Z B

Da die vq,...,vg, wy,...,w; verschiedene Elemente der Basis B sind,

folgt oy =...=a,=0=p;=...= . Alsov=0.

Wir wihlen Basen By von U, By von Uy. Aus U; N Us; = {0} folgt
B; N By, = (). Wir werden zeigen, dal B; U By eine Basis von U; @ U,
ist, woraus die Behauptung folgt. Aus

span(B; U By) O U; U Uy

folgt

span(B; U By) = span(span(B; U By)) 2 span(U; U Usy) = Uy @ Us.
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Also ist By U By Erzeugendensystem von U; @ Us. Um zu zeigen, daf
By U B, linear unabhéngig ist, sei

k

!
= Z Q;v; + Z Bjw;
, o

[e)

eine Darstellung des 0-Vektors als Linearkombination verschiedener
Vektoren Ulyenoy Vg in By und wy, ..., w; in By. Nun folgt aus (3.21)(b),

dafl Z ov; =0 = Z Bjw; gilt. Daraus folgt aq = =, =0=p3 =

=1
= [, da By und Bg linear unabhéngig sind.

Bem.: (3.22)(b) ist auch im Fall von unendlich-dimensionalen Vektorrdumen
richtig, wenn man oo + 0o := oo setzt und oo + n := oo fiir alle n € N.

(3.23) Dimensionssatz. Seien Uy und Uy Untervektorrdume eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V. Dann gilt:

Bew.: Wir setzen U;p := U; N Us. Nach (3.22)(a) existieren Unterrdume
Wi, Wy von V', so dass

U=Up®W;
und
Uy = Uip © Wy
gilt. Wir wollen
(*) U1+U2:(U12@W1)@W2

zeigen. Als erstes sehen wir, dass die Summe aus Ujs & W, und Wy direkt
iSt, da (U12 ©® Wl) N W2 = U1 N W2 = U1 N (U2 N WQ) = U12 N W2 = {Q}
gilt. Wegen U, @ Wy = Uj gilt Uy C (Upp @ Wh) @ Wy und analog gilt
Uy = Upp®Wy C (Upn@W1)@Ws. Da (U ®W1) @ Wy ein Unterraum ist, folgt
U+ Uy = span(U; UUs) C (U @ W1) @ W, Die Inklusion (U @ W7) @Ws C
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U, + U, ist klar, da alle Summanden Ujo, W7 und W5 in U; + U, enthalten
sind. Aus (3.22)(b) folgt

dim Ul = dim U12 + dim Wl
dim Uy = dim U;5 4 dim W5

und aus (%) und (3.22)(b) folgt
d1m(U1 + Ug) = dim U12 + dim W1 + dim WQ.

Subtraktion der ersten beiden Gleichungen von der dritten ergibt die Be-
hauptung.

Bez.: Ein Unterraum H eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' heisst
Hyperebene in V| falls dim H = dim V' — 1 gilt.

(3.24) Folgerung. Ist U Unterraum von V und H Hyperebene in V| so gilt
entweder dim(U N H) =dimU — 1 oder U C H.
Bew.: Aus (3.23) folgt
(%) dim(UNH)=dimU + (dimV — 1) — dim(U + H)

1. Fall: dim(U + H) = dim V. Dann folgt aus (x):
dim(U N H) = dim U — 1.
2. Fall: dim(U + H) < dimV. Dann folgt aus dimH = dimV — 1, dass

dim(H) = dim(U + H) gilt. Wegen H C U + H und (3.19)(b) erhalten wir
U+ H = H, woraus U C H folgt.

Wir wollen (3.24) benutzen, um eine Aussage iiber homogene lineare Glei-
chungssysteme zu beweisen, die man weniger begrifflich, sondern eher rech-
nerisch, auch aus dem Gaufischen Eliminationsverfahren erhalten kann.

(3.25) Lemma. Es seien aq,...,a, Elemente eines Korpers K, die nicht alle
gleich 0 sind. Dann ist die Losungsmenge L; der Gleichung

(I) a1x1+---+anxn:O

eine Hyperebene in K™.

56



Bew.: Wir konnen ein j € {1,...,n} finden, fiir das a; # 0 gilt. Dann gilt:
L —{(x xy) € K" | x; = i (—&>x}

I — 1---54n 7 — - - a i
i=1,i#] J

Setzt man fir i € {1,...,n}\ {j}

a;
Vi = €; — —6]‘,
a;
so gilt L; = span{vy,...,vj_1,0j11,...,0,}. Es ist leicht zu zeigen, dass die
V1, ..., Vj—1,Vjt1, - . ., Uy linear unabhéngig sind. Daraus folgt: dim L; = n—1,

wie behauptet.

(3.26) Satz. Sei K ein Kérper und

a1 —|—---+a1nxn =0

(1)

Ap1T1 + *+* + AppTy = 0

ein homogenes lineares Gleichungssystem mit a;; € K fir 1 <i <k
und 1 < 3 <n. Dann qilt

dimL; >n—k.

Beweis durch Induktion nach k: Sei k& = 1, d.h. (/) besteht nur aus einer
Gleichung a1z + - - - + a1z, = 0.

1. Fall: a;; = a1 = -+ = ay, = 0. Dann gilt L; = K™ und damit dim L; =
n>n—k=n-—1.

2. Fall: Es existiert ein j € {1,...,n}, fiir das a;; # 0 gilt. Dann besagt
(3.25):
dimL; =n—1.

Fiir den Induktionsschritt sei (1) ein Gleichungssystem mit £ > 1 Gleichun-
gen. Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf das Gleichungssystem (1”)
an, das aus den ersten k — 1 Gleichungen I, ..., I;_; von (I) gebildet wird.
Es gilt

L[ = LI’ N L]k.
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Die Induktionsvoraussetzung besagt, dass dim Ly > n—k+1 gilt. Sind nicht
alle Koeffizienten von I gleich null, so ist L, nach (3.25) eine Hyperebene.
Dann folgt aus (3.24), angewendet auf U = Ly, H = Ly, :

Sind alle Koeffizienten von I gleich null, so gilt L;, = K™ und damit L; =
Lp N Ly, = Lp, und die Induktionsvoraussetzung ergibt

dmL;=dimLpy>n—k+1>n—k.

(3.27) Def.: Eine Teilmenge A eines Vektorraums V' heisst affiner Unterraum
von V', falls es ein v € V und einen k-dimensionalen Untervektorraum
U von V gibt, so dass

A={v+u|lueU}=v+U

gilt.

Wichtige Bemerkung: Seien vy, v; € V und Uy, U; Untervektorrdume von V.
Dann gilt:

vo+Up=v1+U; < Uy=U; und vy — vy € Up.

Ist A = v+ U affiner Unterraum, so nennt man den Untervektorraum U den
Richtungsraum von A. Er ist nach der vorangehenden Bemerkung eindeutig
durch A bestimmt. Wir definieren die Dimension eines affinen Unterraums
A =v+4U durch dim A := dim U. Wir nennen einen 1-dimensionalen affinen
Unterraum eine affine Gerade, einen 2-dimensionalen affinen Unterraum eine
affine Ebene und - im Fall dimV = n < oo - einen (n — 1)-dimensionalen
affinen Unterraum eine affine Hyperebene in V.

Einen affinen Unterraum A = v+ U sollte man sich als den um den Vektor v
parallel verschobenen Untervektorraum U vorstellen. Ein affiner Unterraum
A ist genau dann ein Untervektorraum, wenn 0 € A gilt.

Affine Unterrdume treten als Losungsmengen von inhomogenen linearen Glei-
chungssystemen auf.
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(3.28) Satz. Sei [ ein lineares Gleichungssystem mit k Gleichungen fiir n Unbe-
kannte mit Koeffizienten in einem Kéorper K. Dann gilt entweder Ly = ()
oder Ly ist ein affiner Unterraum von K" der Dimension > n—k. Der
Richtungsraum von Lj ist die Losungsmenge des zu I gehérenden ho-
mogenen linearen Gleichungssystems.

Bem.: Gilt k < n und L; # (), so gibt es also sicher mehr als nur eine Losung
von I.

Bew.: Sei L; # (). Wiahle v € L;. Wir bezeichnen den Losungsraum des zu [
gehorenden homogenen linearen Gleichungssystems mit U. Wir wollen L; =
v+ U zeigen. Ist w € Ly, so erfilllt w = (wy,...,w,) fir alle i € {1,...,k}
die Gleichung

aipwy + -+ + apwy = by,

die ebenfalls von v = (vy, ..., v,) erfiillt wird:
apvr + -+ vy, = bz

Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten, so sieht man, dass w—v
das homogene lineare Gleichungssystem erfiillt, d.h. w —v € U. Daraus folgt
w € v+ U und damit L; C v + U. Ist umgekehrt v € U, so gilt fiir alle
ie{l,... k}

apnuy + -+ apu, = 0.

Addiert man diese Gleichung zu der vorangehenden, so folgt v+ u € L;. Das
beweist v + U C Lj.

4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Wie iiberall, so sind auch in der Mathematik nicht nur die einzelnen Objekte
wichtig, sondern auch die Beziehungen zwischen ihnen, die hier meist durch
Abbildungen beschrieben werden, die (in einem zu definierenden Sinn) die
Struktur der Objekte erhalten, sogenannte Homomorphismen. Im folgenden
seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K.

59



(4.1) Definition. Eine Abbildung L : V' — W heifit linear (oder Vektorraum-
homomorphismus, falls fiir alle v,v,v9 € V und alle a € K gilt:

(a) L(vi +v9) = L(vy) + L(ve) (L ist “additiv”)
(b) L(aw) = aL(v) (L ist “homogen”)

Bez.: Statt “lineare Abbildung” ist auch “linearer Operator” iiblich. Im Fall
W = K spricht man oft von einem “linearen Funktional” oder einer “Line-
arform” L : V — K. Die Menge der linearen Abbildungen von V nach W
bezeichnen wir mit

Hom(V,W):={L | L:V — W linear}.

Eine lineare Abbildung L : V' — V heiit Endomorphismus, und wir setzen

End(V)={L|L:V — V linear}.

Ein Homomorphismus L : V' — W heifit Isomorphismus, falls L bijektiv ist.

Zwei K-Vektorraume V und W heiflen isomorph, falls es einen Isomorphismus
L:V — W gibt.

Beispiele:

0) idy € End(V).
Ist L:V — W die “0-Abbildung” definiert durch

YVoeV :Lv=0eW,

so gilt L € Hom(V, W).

Ist U C V Unterraum, so ist die Inklusion ¢ : U — V, VYu € U:i(u) := u,
eine lineare Abbildung.

1) Firae Ksei S, :V =V, S,(v) := av, die “Streckung” um «. Dann
gilt: S, € End(V). Ist a # 0, so ist S, Isomorphismus.

2) Wir betrachten R als R-Vektorraum, vgl. Bsp. 4 nach (3.1). Dann
besteht End(R) gerade aus den Abbildungen L : R — R der Form
x € R— mz € R fiir ein m € R. Analoges gilt fiir jeden Koérper K
anstelle von R.
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3) Zu reellen Zahlen a < b ist C°([a,b],R) = {f | f : [a,b] — R stetig}
ein R-Vektorraum, vgl. Bsp. 5 nach (3.1). Wir definieren

b
L:C%a,b],R) =R, L(f) ::/f(:);)d:);

L ist linearer Operator von C%([a,b],R) nach R (“Lineares Funktio-
nal”).

4) CYR,R) ={f| f: R — Rist differenierbar und f": R — R ist stetig}
D: CYR,R) — C°(R,R), D(f) := f’. D ist linearer Operator.

5) Ist L € Hom(V, W) Isomorphismus, so ist die Umkehrabbildung L~ :
W — V ebenfalls linear und damit ein Isomorphismus von W auf V.

Wichtig ist folgender Zusammenhang mit der Analysis: Ganz grob gesprochen
ist die Analysis die Kunst, nichtlineare Funktionen (in einer kleinen Umge-
bung eines festen Punktes zj) durch lineare Funktionen zu approximieren
und aus Eigenschaften der approximierenden linearen Funktion (, mit der
man gut explizit rechnen kann,) auf Eigenschaften der urspriinglichen nicht-
linearen Funktion zu schlieflen.

Im Fall von (nichtlinearen) Funktionen f : R — R und xy, € R ist die ap-
proximierende lineare Funktion gegeben durch h € R — f/'(z9)h € R, und es
gilt fiir den durch f(xg + h) = f(xo) + f'(zo)h + R(h) definierten “Approxi-

mationsfehler” R(h) : }llirr(l) % = 0. Betrachtet man (z.B. in der Analysis II)
4>

Funktionen f : R” — R™ und z, € R", so wird in der analogen Definition
der Differenzierbarkeit aus der linearen Funktion h € R — f'(x¢)h € R eine
lineare Abbildung Df(z,) € Hom(R", R™).

Noch allgemeiner betrachtet man in der Theorie der Differentialgleichungen
(und in der Physik und in anderen Wissenschaften) nichtlineare Differential-
operatoren zwischen unendlich-dimensionalen Funktionenrdumen, die durch
lineare Operatoren zwischen solchen Funktionenrdumen approximiert wer-
den. Oft verwendet man in der Physik direkt diese linearisierten Operatoren
(z.B. Wellengleichung, Wiarmeleitungsgleichung).

Bez.: Ist L € Hom(V, W), so heif}t

ker L ={veV|Lw)=0eW}=L"'({0})
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der Kern von L und

mL:={weW|JweV:Lv)=w}=LV)

das Bild von L.

(4.2) Fakt. Sei L € Hom(V, W), U; Unterraum von V', Uy Unterraum von W.
Dann gilt:

(a)
(b)

L(U,) ist Unterraum von W.

L=Y(U,) ist Unterraum von V.

Speziell: ker L ist Unterraum von V', im L ist Unterraum von W, und es gilt
L(0) = 0.

Bew.:

(a)

Sind wy,wy € L(Uy), so existieren vy, vy € Uy, so dafl L(v) = w; und
L(vy) = wy gilt. Da Uy Unterraum ist, gilt v;+vy € Uy, also L(v;+vg) €
L(Uy). Die Additivitat von L impliziert: wy + wy = L(v1) + L(vq) =
L(’Ul + UQ) € L(Ul)

Analog folgt: Ist w € L(Uy),a € K, so gilt aw € L(U;). Schliefilich
impliziert Uy # 0, daB8 L(Uy) # 0 gilt.

Ist v € L7 Us),a € K, so gilt aL(v) € U, da U, ein Unterraum
ist. Die Homogenitdt von L impliziert: L(av) = aL(v) € Us,, also
av € L7 (Us). Analog folgt: Sind vi,vy € L7 (Uy), so gilt vy + vy €
L~ (Us). Schliefilich zeigen wir, dal L(0) = 0 gilt. Daraus folgt dann
0 € L™ YUy), speziell L7 (Uy) # 0. L(0) = L(00) = 0L(0) = 0,
vgl. (3.2)(a).

(4.3) Fakt. Sei L € Hom(V, W). Folgende Aussagen sind dquivalent.

(a)
(b)
(c)

L ist injektiv.
ker L = {0}.

Ist M C V linear unabhéngig, so ist L(M) C W linear unabhéngig.
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Bew.: (a) = (b): Ist L injektiv, so ist 0 € V das einzige Element von V, das
durch L auf 0 € W abgebildet wird, also ker L = {0}.
(b) = (c): Es gelte ker L = {0} und M C V sei linear unabhéngig. Seien

wy, ..., wy verschiedene Elemente von L(M), ay,...,ar € K, und es gelte
k

> aw; = 0. Wir wollen zeigen, dal ay = ... = o = 0 gilt. Zu jedem
i=1

w; € L(M) existiert ein v; € M mit L(v;) = w;. Dadie wy, . . ., wy verschieden
sind, sind auch die wvq,...,v; verschieden. Durch Induktion folgt aus der
Linearitat von L, daf

L (Z om}i> = ZO@L(W)

k k
gilt. Aus > o; L(v;) = > ayw; = 0 folgt also
=1 i=1

k
Z a;v; € ker L = {0},
i=1

k

d.h. Y av; = 0. Da die vy, ..., v, verschiedene Elemente der linear un-
i=1

abhéngigen Menge M sind, folgt oy = ... = o = 0.

(¢) = (a): Seien vy # vo € V. Dann gilt vo — vy # 0, d.h. die Menge M =

{va—wv1} C V ist linear unabhéngig. Nach (c) ist dann auch L(M) = {L(ve —

v1)} € W linear unabhéngig, d.h. L(vy — v1) # 0. Nun gilt (vgl. (3.2)(c)):
0# L(vy —v1) = L(vy + (—1)vy) = L(vg) + L((=1)vy) = L(vy) — L(vy).

Also L(vy) # L(vg), d.h. L ist injektiv.

Bem.:

Die linke Seite eines linearen Gleichungssystems I mit k& Gleichungen und n
Unbekannten definiert wie folgt eine lineare Abbildung L € Hom(K", K*):

Lz, ... 2n) = (a1121 + ... + Q1pZns - ., Qa1 + .. + Qppy) € K.
Das Problem, fiir eine gegebene rechte Seite b = (by,...,b,) € K* von I die

Losungsmenge L; zu finden, ist also gerade das Problem, die Urbildmenge
L7Y({b}) zu finden,

Ly = L7'({b}).
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Es gilt also:

I besitzt fiir die rechte Seite b = (by, ..., b;) € K¥ eine Losung < b € im L.
Speziell gilt: I besitzt fiir jede rechte Seite b € K* eine Losung < L surjektiv.
I besitzt fiir jede rechte Seite hochstens eine Losung < L injektiv < ker L =

{0}.

I besitzt fiir jede rechte Seite genau eine Losung < L Isomorphismus.

(4.4) Lemma. Sei L € Hom(V, W), M C V. Dann gilt:
L(span(M)) = span L(M).

Bew.: (a) Nach (4.2)(a) ist L(span(M)) ein Untervektorraum von W und
L(span(M)) enthélt L(M). Die Definition (3.7) von “span” zeigt nun, dass
span(L(M)) C L(span(M)) gilt.

(b) Ist M = (), so ist (4.4) trivialerweise wahr. Ist M # (), so ldsst sich nach
(3.8) jedes w € L(span(M)) schreiben als

k
w =L (Z ozivz-)
i=1

mit k € Nog,{v1,..., 0.} € M und {ay,...,q,} € K. Mit der Linearitéit von

L folgt
k

w = Z a; L(v;)

mit L(v;) € L(M), also w € span(L(M)).
Damit ist L(span(M)) C span(L(M)) bewiesen.

(4.5) Folgerung. Sei L € Hom(V, W). Dann sind dquivalent:

(a) L ist Isomorphismus (< L bijektiv).

(b) Fiir jede Basis B von V gilt: L|B ist injektiv und L(B) ist Basis von
w.

(c) Es existiert eine Basis B von V, so daf§ L|B injektiv und L(B) Basis
von W ist.

Bew.:
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(a) = (b). Sei B C V Basis & L(B) ist lincar unabhéngig.
(4

span L(B) ‘2’ L(span B) = L(V) "™ W = L(B) ist Erzeugenden-
system von W. L injektiv = L|B injektiv.

(b) = (c): klar, da nach (3.14) eine Basis von V existiert.

(c) = (a). Zeige: L ist injektiv. Sei v € ker L. Dann existiert k € N.g und
k
verschiedene vy, ...,v € Bund aq,...,qp € K: v = ) a;u;. Daraus
i=1
folgt

k
(*) 0=L(v) = Z%L(Uz‘)-

Da L|B injektiv ist, sind die L(vy), ..., L(vy) verschiedene Elemente der Basis
L(B). Also folgt aus (%): a; = ... = o = 0 und daraus v = 0. Also ker L =

(4.4)

{0}, d.h. L ist injektiv. L(V) = LspanB) = spanL(B) = W = L ist
surjektiv.

(4.6) Fakt. Seien V., W, Z K-Vektorrdume, L; € Hom(V,W), Ly € Hom
(W, Z). Dann gilt: Ly o Ly € Hom(V, Z). Sind L; und L, Isomorphismen, so
ist Ly o Ly : V — Z Isomorphismus.

Bez.: Zwei K-Vektorrdume V und W heiflen zueinander isomorph, wenn es
einen Isomorphismus L : V' — W gibt (und damit auch den Isomorphismus
L7Y: W — V, vgl. Bsp. 5 nach (4.1)). Fakt(4.6) zeigt: Ist V isomorph zu W
und W isomorph zu Z, so ist auch V' isomorph zu Z.

(4.7) Def. Eine geordnete Basis G eines n-dimensionalen Vektorraums V' ist
ein n-Tupel von Vektoren G = (vy,...,v,) € V", so dal {vy,...,v,} eine
Basis von V ist.

(4.8) Satz. Sei dimV = n < oo, G = (vy,...,v,) geordnete Basis von V
und seien wy, ..., w, beliebige Elemente von W. Dann existiert genau ein

L € Hom(V, W), so dafy L(v1) = wr, ..., L(v,) = w, gilt.
Beweis: Vorbemerkung: Wegen span{vy, ..., v,} = V existieren zu jedem v €
V Skalare ay, ..., «, € K,sodaBv =" o;u; gilt, und da die vy, . . ., v, linear

i=1
unabhéngig sind, sind die oy, .. ., a, eindeutig durch v bestimmt, vgl. (3.10).
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(a) Eindeutigkeit von L: Es seien L, L' € Hom(V, W) und L(v;) = L'(v;)

fir allei € {1,...,n}. Sei v = > a;v; € V. Dann gilt
i=1

L(v)=1L (Z Ozivi> = ZaiL(vi) = Z ;L' (v;) = L'(Z av;) = L'(v).

n
(b) Existenz von L: Fiir v = ) a;v; € V definieren wir
i=1

L(U) = Zaiwi ew.
i=1

Ist v=> v, vV => v, sov+v =) (a; + a})v; und damit:

i=1 i=1 i=1

Lv+v) =Y (o + d)w; = > cyw; + > alw; = L(v) + L(v'), d.h. L ist
i=1 i=1 i=1

additiv. Analog folgt, dafl L homogen ist, also L € Hom(V, W). Offensichtlich

gilt L(v;) = w; fiir alle ¢ € {1,...,n}.

Bem.: Eine (4.8) entsprechende Aussage gilt auch im Fall dimV = oo: Ist
B Basis von V und ¢ : B — W eine Abbildung, so existiert genau ein
L € Hom(V, W), fiir das L|B = ¢ gilt. Anders ausgedriickt: Jede Abbildung
einer Basis von V nach W kann zu genau einer linearen Abbildung von V'
nach W fortgesetzt werden. Der Beweis verlduft wie der Beweis von (4.8).

(4.9) Satz. Seien V,W K-Vektorriume, dimV = n < co. Dann gilt:

(a) V ist isomorph zu K™.
(b) V st isomorph zu W < dim V' = dim W.

Bew.:

(a) Sei (v1,...,v,) geordnete Basis von V. Nach (4.8) existiert ein L €
Hom(V, K™) mit L(v;) = ey,..., L(v,) = e,. Nach (4.5) ist L Isomor-
phismus.
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(b) Analog folgt aus dimV = dim W, daB V' und W isomorph sind. Ist
umgekehrt L : V' — W Isomorphismus, so folgt aus (4.5), dafi dim V' =
dim W gilt.

(4.10) Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen. Ist L € Hom(V,W) und
dim V' < oo, so gilt dim(ker L) < oo, dim(im L) < oo und

dim V' = dim(ker L) 4+ dim(im L).

Speziell folgt: Ist dimV = dim W, so gilt: L injektiv < L surjektiv < L
bijektiv.

Bew.: Aus (3.22) folgt die Existenz eines zu ker L komplementéren Unter-
raums U von V, d.h. ker L® U =V und

dim(ker L) + dim U = dim V.

Wir zeigen, daB8 L|U : U — im L ein Isomorphismus ist und damit dim U =
dim(im L), woraus mit der vorangehenden Gleichung die Behauptung folgt.

L|U ist injektiv, da ker(L|U) = ker LNU = {0}, vgl. (4.3). Zu jedem w € im L
existiert ein v € V mit L(v) = w. Wegen ker L& U =V existieren vy € ker L
und u € U, so dal v = v;+u gilt. Dann folgt w = L(v) = L(vy)+L(u) = L(u),
d.h. w € L(U). Das zeigt, da§ L|U : U — im L surjektiv ist.

(4.11) Folgerung. Seien V,W K-Vektorrdume, dimV = dimW < oo, und
L € Hom(V,W). Dann ist L genau dann surjektiv, wenn L injektiv ist.

Bew.: L injektiv & ker L = {0} &Y dim(im L) = dim V = dim W

GRY imL =W & L surjektiv.
Bem.: Es ist wichtig zu wissen, daf§ (4.11) in unendlich-dimensionalen Vek-
torrdumen nicht wahr ist. Betrachtet man etwa den R-Vektorraum der reellen
Zahlenfolgen V' = {ala : N — R} und definiert L € End(V) durch L(a) = b

mit

b(n) = 0  falls n ungerade
a(m) fallsn=2mund m € N

so ist L injektiv, aber nicht surjektiv.
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Anwendung;:

Sei I die linke Seite eines linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten und
k Gleichungen und Koeffizienten a;; € K. Sei L : K™ — K* die zugehérige
lineare Abbildung, vgl. Bem. nach (4.3). Dann gilt: Lmom = ker L und

{b=(by,...,by) € K¥| 3 Losung von I mit der rechten Seite b} = im L.

Aus (4.10) folgt: dim Lmom = n — dim(im L) > n — k. Das wurde schon in
(3.25) gezeigt.

I ist fiir beliebige rechte Seiten (by,...,bx) losbar < dim(im L) =k
<~ dim(LIhom) =n — k

d.h. ist n > k und ist [ fiir beliebige rechte Seite 16sbar, so ist die Losungs-
menge fiir jede rechte Seite ein (n — k)-dimensionaler affiner Unterraum. Ist
k = n, so gilt: I ist fiir beliebige rechte Seiten (by,...,b,) losbar < Lnom =
{0} < I besitzt fiir jede rechte Seite (by,...,b,) genau eine Losung.

Sind V und W K-Vektorraume, so besitzt die Menge Hom(V, W) in natiirli-
cher Weise die Struktur eines K-Vektorraums. Diese Struktur werden wir
jetzt definieren.

1) Multiplikation mit Skalaren:
Ist « € K, L € Hom(V, W), so definieren wir oL : V' — W durch:
Fiir jedes v € V' sei
(aL)(v) := aL(v).
Es ist leicht zu zeigen, dafl damit o € Hom(V, W) gilt. Die Additivitét
von aL folgt so:
Seien vy, v9 € V. Dann gilt:
(aL)(vy +v2) = a- L(vg + vp) "B o(L(v)) + L(wy))
@ aL(vy) + aL(vy)
= (aL) () + (L) (v2)
2) Addition:
Sind Ly, Ly € Hom(V, W), so definieren wir Ly + Ly : V' — W durch:
Fiir jedes v € V' sei

(Ll + Lg)(’l)) = Ll('l}) + LQ(U).
Wie oben folgt L, + Ly € Hom(V, W).
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(4.12) Satz. Mit dieser Addition und dieser Multiplikation mit Elementen aus
K ist Hom(V, W) ein K-Vektorraum.

Bew.: Es muf} gezeigt werden, dafl (Hom(V, W), +) eine abelsche Gruppe ist
und dafl die Aussagen (V1) — (V4) aus (3.1) fiir Hom(V, W) gelten. Dabei ist
das neutrale Element von (Hom(V, W), +) die 0-Abbildung, die jedes v € V
auf 0 € W abbildet. Exemplarisch wird (V5) fiir Hom(V, W) gezeigt: Seien
a,f € K und L € Hom(V, W). Dann gilt fiir alle v € V:

(a+BL)v) = (a+8)- L)
(V2) fiar W aL(v) + BL(v)

= (aL)(v) + (BL)(v)
= (aL+ BL)(v)

Da das fiir alle v € V' gilt, haben wir (o + 8)L = oL + SL gezeigt.

Wir entwickeln nun die Matrizenrechnung, die ein niitzlicher “Kalkiil” fiir
das praktische Umgehen und Rechnen mit linearen Abbildungen ist, die aber
noch weitere Anwendungen besitzt.

(4.13) Def.: Eine m x n-Matrix A iiber dem Korper K besteht aus m - n
Koérperelementen a;; € K, 1 <4 <mund 1 < j < n, die wie folgt als
rechteckiges Schema aufgeschrieben werden:

ai;r ... Qip

A= : : = (@ij) 1<i<m
1<j<n
Am1  --- Amn

Bez.: 1) Die Vektoren (aiq,...,a1n), .-, (@mi, -, Gmy) in K™ heiflen
die Zeilenvektoren von A.

a1 Ain
2) Die m x 1-Matrizen : s : heiflen die Spaltenvek-

am1 Amn
toren von A.

3) Ist m = n, so heifit A quadratische Matrix.
4) K™= {A| Aist m x n-Matrix iiber K}.
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Bem.: Die linke Seite eines linearen Gleichungssystems aus m Gleichungen
fiir n Unbekannte ist durch eine m x n-Matrix gegeben.

(4.14) Def.: Seien V,W K-Vektorrdume, dimV = n, dmW = m, G =
(v1,...,v,) geordnete Basis von V', G = (wy, ..., w,,) geordnete Basis
von W und L € Hom(V, W). Dann heifit die Matrix A = (a;;) € K™,
die durch

(%) L(v)) = > ayw; firl1<j<n

=1

gegeben ist, die Matrix von L beziiglich G und G'.

Bez.: Die durch (x) definierte Matrix wird mit Matg(L) bezeichnet. Wir
erhalten also eine Abbildung Matg/ : Hom(V, W) — K™,

Beachte: 1) Die Stellung der Indizes in (k).
2) Es gilt Matgl(L) € K™ wobei m = dim W = Dimension des Zielraums
von L und n = dim V' = Dimension des Urbildraums.

Spezialfélle: 1) Ist V' = W und L = idy, so gilt fiir jede geordnete Basis G
von V =W:

10 ... 0
MatS(dy) = | O 1 | =k,
: 0
0 ... 0 1

Andere Beschreibung: E,, = (0;;) € K™*" mit

s [1 fallsi=j
Y 0 fallsi #£ g

E,, heifit die n-reihige Einheitsmatrix.

2) W = K, L € Hom(V, K) Linearform. Ist G = (vy,...,v,) geordnete
Basis von V, G' = (1) Basis des K-Vektorraums K, so gilt Mat(gl)(L) =
(a,...,a,) € K¥*", wobei a; = L(v;) € K.

3) V=K mit Basis G = (1), ¢’ = (wy, ..., w,,) geordnete Basis von W und
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L € Hom(K,W). Dann gilt

aq

am

wobei L(1) = Y a;w;.
i=1

(4.15) Fakt. Die Abbildung Matg, s Hom(V, W) — K™*™ ist bijektiv.

Bew.: 1) Injektivitét:
Seien Ly, L, € Hom(V, W) mit Matg (L;) = Matg/ (Ls). Dann gilt nach (%)
fir alle j € {1,...,n}:

Ly(vj) = Y aijwi = Lo(v;)
=1

Aus (4.8) folgt nun L; = Lo.
2) Surjektivitdt: Sei A = (a;;) € K™ " gegeben. Fiir j € {1,...,n} setze

m
Ej = E Ai5W; e Ww.
=1

Nun impliziert (4.8), dafl es (genau) ein L € Hom(V, W) gibt, so daB fiir alle

Jje{l,...,n} gilt:
L(v;) = w;

Fiir dieses L gilt Matg/(L) = A.

Eine Matrix A € K™*" ist im Grunde nur ein etwas anderes aufgeschriebenes
Element von K™". Deshalb 1dt sich leicht eine “natiirliche ” Vektorraum-
struktur auf K™*" definieren:

1) Multiplikation mit Skalaren:
Ist o € K, A= (a;; € K™, so setzen wir

aA = (ozaij) S Kmxn’
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oder, ausfiihrlicher geschrieben,

air ... Qip aay ... Qaip

Al -+ Qmn QA1 o Qlpyy

2) Addition:
Sind A, B € K™ ", A= (a;j), B = (b;j), so definieren wir

A + B = (CLZ']' + bl]) - Kmxn,
b11 e bln a1 + b11 Ce A1p + bln
Qm1 + bml ceo OGmn + bmn

(4.16) Fakt. Mit diesen Operationen ist K™*™ ein K-Vektorraum der Dimen-
sion m - n. Die Matrizen EF;; € K™ diefir 1 <i<m,1<j<n

durch 7’'te Spalte
O ... 0 ... 0
Ej=10 ... 1 ... 0 |ite Zeile
0O ... 0 ... 0

definiert sind, bilden eine Basis von K™*".

Eine andere Beschreibung von E;; ist

0 falls (k,1)

o mXn 1 —_ % ( )
Eij = (en) € K mit e = { 1 falls (k1) = )

(4, 7)-

Ist A= (a;;) € K™ sogilt A=>" > a;; Eij.

i=1;5=1
(4.17) Folgerung. Seien V, W K-Vektorrdume, G = (vy,...,v,) geordnete Ba-

sisvon V, G' = (wy, ..., w,,) geordnete Basis von W. Dann ist
Matg : Hom(V, W) — K™ " Isomorphismus von K-Vektorriumen.
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Bew.: Nach (4.15) ist Matg/ bijektiv. Es bleibt, die Additivitdt und Homo-
genitéit von Matg/ zu zeigen. Wir fithren den Beweis der Homogenitéit aus:
Seien a € K, L € Hom(V,W) und Mat§ (L) = A = (a;;) € K™, d.h.

L(vj) = > a;;w; fur alle j € {1,...,n}. Dann gilt:
i=1

(aL)(v)) et aL(vj) = a ) a;w; = Y (aa;;)w;. Daraus folgt:
=1 =1

Matg/(aL) = (i) T hA=a Matg/(L).

Seien V,W,G,G" und L € Hom(V,W) wie bisher und Z ein weiterer K-
Vektorraum mit geordneter Basis G” = (z1, ..., 2zx) und J € Hom(W, 7).
Nach (4.6) gilt dann J o L € Hom(V, Z).

Frage: Wie hingt Matg”(J o L) mit Matg/(L) und Matg;/(J ) zusammen?

: . = hl) — ! x = (0;5) = '
(4.18) Satz. Ist A = (a) = Matg (J) € K*™ und B = (b;;) = Matg (L) €
K™ " s0 gilt Matg//(J o L) = (cp;) € KM™ mit

Chj = Zahibij
=1
firt<h<k 1<j<n.

Vorbemerkung iiber Doppelsummen: Ist (d;;) € K™*", so gilt
i=1 \j=1 j=1 \i=1
Im Fall m = n = 2 bedeutet das einfach
(di1 + di2) + (do1 + d2a) = (di1 + d21) + (dia + da2),

und das folgt aus der Kommutativitat (und der Assoziativitit) der Additi-
on. Im Prinzip kann man den allgemeinen Fall mit vollstdndiger Induktion
beweisen, aber die Aussage sollte auch so offensichtlich sein. Sie gilt statt fiir
Kérperelemente d;; € K auch im Fall, daf} die d;; Vektoren eines Vektorraums
sind.
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m k
Bew. von (4.18): Aus L(v;) = Y bjjw; und J(w;) = > apizp folgt
i=1 h=1

(J o L)(v;)

=2

h=1

m

2.

i=1

m
Z bijahizh

=1

(Zvnn) =& (B

m m m k
J (Z bijwi) = bijJ(w;) = > bij (Z
i=1 i=1 i=1 h=1

ApiZh

(Z ahibij> Zh-
=1

k

2.

h=1

Dabei wurde in der vorletzten Gleichung die Vorbemerkung auf die Vektoren

d;n, := byjaniz, angewendet. Die drittletzte Gleichung folgt

aus dem Distribu-

tivgesetz (V3), die letzte aus (V3). Insgesamt zeigt die Gleichungskette, daf3
Matg”(J o L) durch die k x n-Matrix mit den Koeffizienten c;; := > apb;;
i=1

gegeben ist.

(4.19) Def. (Multiplikation von Matrizen): Ist A = (ay) € K¥*™, B = (b;;) €

K™ so heifit die Matrix C' = (cp;) € K**™ mit

m
Chj = E ahibij
i=1

das Produkt von A und B, bezeichnet durch C' =: AB.

Bem.: Damit AB definiert ist, mufl die Anzahl der Spalten von A gleich der

Anzahl von Zeilen von B sein.

Bsp.:

2 1 1 i’ } 8 (1) (T 42

01 2 N 1 3 4

cR2x%3 O ]‘ 2 O cR2x4

€R3><4
311 ; (6
011 1 N 3
cR2x3 cR2x1
€R3><1

(4.20) Folgerung.
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(a) Mit den Bezeichnungen von (4.18) gilt:
Matg"(J o L) = Matd, (J) Matg (L).

(b) Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ: A(BC') = (AB)C.
(c) Distributivgesetze:

A(Bl -+ Bg) - ABl + ABQ
(A1 + A2)B = A B+ AyB.

(d) a(AB) = (0A)B = A(aB)
(¢) Ac K™ = E, A= AE, = A

Bem.: Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ. Ist etwa A € K**™
B € K™ und ist k # n, so kann man zwar AB bilden, aber BA ist nicht
definiert. Ist £ = n # m, so sind zwar AB und BA definiert, liegen aber in
verschiedenen Raumen. Ist schlieflich k = n = m > 1, so findet man leicht
Matrizen A, B € K™*™ mit AB # BA.

Bew. von (4.20):

(a) Wir haben die Multiplikation von Matrizen gerade so definiert, daf
(4.20)(a) gilt, vgl. (4.18) und (4.19).

(b) Mit etwas Ubung in solchen Uberlegungen kann man direkt schen, daf
die Assoziativitdat aus (4.15), (4.20)(a) und der Tatsache folgt, daf die
Hintereinanderausfithrung von Abbildungen assoziativ ist. Man kann
die Assoziativitit aber auch nachweisen, indem man Definition (4.19)
beniitzt und rechnet.

(c¢) Auch das kann wieder aus entsprechenden Gleichungen fiir Homomor-
phismen hergeleitet werden, oder durch direkte Rechnung . Etwa falls
A € (an) € K¥™ By = (bj;) € K™, By = (b};) € K™

m m m
Z ahi(b}j + bfj) = Z ahib}j + Z ahib?f
i=1 i=1 i=1

(d) und (e) sind offensichtlich.

75



(4.21) Folgerung (Abhingigkeit von der Wahl der Basen): Seien G und G ge-
ordnete Basen von V, G’ und ?l geordnete Basen von W und L €
Hom(V, W). Dann gilt:

Matd (L) = Matg, (idw) Matg (L) Matg(idy )

Bew.: Mittels (4.20)(a) folgt aus L = idy oL o idy:
MatZ (L) = Matd (idyw o(L o idy)) 2™ Matd (idy) Matd (L o idy)

SR Matd (idy) Matd () Matd(idy).

Wir betrachten nun den Spezialfall V' = K™ mit geordneter Basis G,, =
(e1,...,e,) und W = K™ mit G,, = (e1,...,€m).

In diesem Fall fithren wir zur Abkiirzung ein:
Mat := Matg;” :Hom(K", K™) — K™".

Wir identifizieren die Vektoren von K™ mit den einspaltigen Matrizen in
K™ durch den Vektorraumisomorphismus

I
(x1,...,2,) € K" — : e K™

T

(4.22) Satz. Mit diesen Identifikationen gilt: Ist L € Hom (K", K™) und Mat(L) =

A = (a;;) € K™, so gilt fir alle v = (x1,...,2,) € K":
T aip ... Qin I
Tn Ami - CGmn Tn,

Erlauterung: Identifiziert man Elemente von K™ bzw. K™ mit Spaltenvekto-
ren, so entspricht die Anwendung eines L € Hom (K™, K™) auf x gerade der
Multiplikation von Mat(L) mit .
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Bew. von (4.22): Berechnung der linken Seite:
L(z) = L (Zl Ij%‘) = Lowilley) = 22 (Z %‘ei)
= =

m n n n
= 2 Qi Tj | € = Zaljxj,..., Zamjxj .
=1 \j=1 j=1 j=1

Berechnung der rechten Seite:

11 ... Qip T =1
a a x n
ml mn n Z
AmjTj
Jj=1

Bem.: Speziell folgt aus (4.22), daB L(e;), aufgefafit als Spaltenvektor, gerade
ay;
die j’'te Spalte : der Matrix A = Mat(L) ist.

amj

(4.23) Def.: Sei A € K™ ". Der Rang von A, bezeichnet als rg(A), ist die
maximale Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren von A,

i
rg(A) := dim | span : je{l,...,n}

CLmj

(4.23) enthélt implizit folgende Aussage, die vielleicht nicht vollig offensicht-
lich ist: Sind vy, ..., v, Elemente eines Vektorraums, so gilt

dim(span{vy,...,v}) = max{|M| | M C {vq,..., v}, M linear unabhéngig}.

Man kann das wie folgt begriinden. Der Beweis von (3.14) (im endlich erzeug-
ten Fall) zeigt, daBl {vy,..., v} eine Basis B von span{vy,..., v} enthélt.
Es gibt also eine linear unabhéngige Teilmenge B von {vy, ..., v} mit |B| =
dim(span{vy, ..., v;}). Andererseits zeigt (3.19)(a), daB keine linear unabhéngi-
ge Teilmenge von {vy, ..., v} mehr als dim(span{vy, . .., v }) Elemente enthlt.
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Bem.: 1) Da unter n Vektoren in einem m-dimensionalen Vektorraum hoch-
stens m linear unabhéngig sind, vgl. (3.19)(a), gilt rg(A) < min{m,n}.

2) Wir werden in Kap. 6 zeigen, dafl rg(A) auch die Maximalzahl linear
unabhéngiger Zeilenvektoren von A ist.

(4.24) Fakt. Seien V, W K-Vektorraume mit geordneten Basen G = (v, ..., v,)
und G’ = (wy,...,wy), L € Hom(V, W) und A = Matg/(L). Dann gilt
rg(A) = dim(im L)

Bew. 1) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, da V' = K", G = G,, und
W =K" G =G, gilt. Mit der Bemerkung vor (4.23) folgt

ayj
im L = span{L(e;) | 1 < j < n} = span : l<j=<n

Qmyj
Das ergibt die Behauptung.

2) Im allgemeinen Fall betrachten wir die Isomorphismen J; : K" — V|
Jo i W — K™, die durch

J1<€j):1)j furlgjgn
Jo(w;)) =¢; firl<i<m

definiert sind und setzen L := J, 0 Lo J; € Hom(K™ K™). Dann gilt nach
(4.20)(a) 3
Mat(L) = Mgr(J,) Matg (L) Matg (J;)

und die Definitionen von J; und J; zeigen direkt, dafl
Matg (J1) = E, und Matgr (o) = Ey,

gilt. Daraus folgt .
Mat(L) = Matg (L) = A

Da Jy, Jo Isomorphismen sind, gilt im L= Jo(im L) und

dim(im L) = dim(im L).

78



Mittels 1) folgt nun
rg(A) = dim(im L) = dim(im L)

Bem.: In der Vorlesung war der Teil 2) des Beweises etwas anders gefiihrt
worden. Insbesondere entsprechen die hier verwendeten .J;, Jo den Umkehr-
abbildungen der in der Vorlesung verwendeten.

Folgerung (siche Ubungsblatt 11, Aufgabe 2)
rg(AB) < min{rg(A4),rg(B)}.

Das lineare Gleichungssystem

ajiry +...+ apTn, = bl
(D) : :
i1 +...+ appn = by,
T bl
148t sich mit der Matrix A = (a;;) € K™*" und © = : b=
Tn b,
kiirzer schreiben als
(I) Az =b.

Aus dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen (4.10) und aus (3.28) folgt:
Ist der Losungsraum L; von [ nicht leer, so ist L; ein affiner Unterraum von
K™ der Dimension n — rg(A).

(4.25) Satz (Rangkriterium). Das lineare Gleichungssystem (I) besitzt genau
dann eine Lisung, wenn

rg(A) = rg(Ab)

gilt, wobei (A|b) € K™ 1) die Matrix

aiy ... Qip bl

Am1 -+ Amn bm
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bezeichnet.

Bew.: Da Mat : Hom(K™, K™) — K™ nach (4.15) surjektiv ist, existiert
L € Hom(K™, K™) mit Mat(L) = A. Dann gilt:

(I) besitzt eine Losung < b € im L
Qa1
& b € span : jed{l,...,n}

Clmj

& 1g(A) = rg(Ab)

Es wird noch eine Bemerkung zur Anwendung des Gaufischen Eliminations-
verfahrens in Matrixschreibweise gegeben. Seien dazu A € K™, b € K™*!
und I das lineare Gleichungssystem

(I) Az =1

Wir wenden nun das Gaufsche Eliminationsverfahren auf (A[b) an, verwan-
deln A in eine Matrix A = (a;;) € K™*" in Stufenform (speziell @;; = 0, falls
i > j) und erhalten (A|b) € K™ "1 so daB L; mit der Losungsmenge L7
von

Az =b

iibereinstimmt. L; kann leicht bestimmt werden. Auflerdem gilt

und rg(A) ist leichter zu bestimmen. Diese letzte Gleichung ergibt sich wie
folgt. Wegen (4.10) gilt

rg(A) + dim{z € R" | Az =0} = n.

Es ist nun die wichtigste Eigenschaft des GauBschen Eliminationsverfahrens,
dafl Az = 0 genau dann gilt, wenn Az = 0. Man erhilt also rg(A) = n —
dim{z € R" | Ax =0} =n — dim{z € R" | Az = 0} = rg(A).

Explizites Beispiel: Wir betrachten iiber K = R:

Ty +x9 —x3 —x4 = —2
(I) 311 + 31’2 — T3 — 21‘4 = 6
—x1 —Xy +3xr3 +2x4, = 14
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Dann ist

1 |- (=3)
(Ap)=] 3 3 -1 -2 6 1<4+

-1 -1 3 2 14

112 |

Explizite Losung;:

Q33+§JJ4:6

T1+ 29— 23— x4 = 2.
Wahlt man x4 und x5 als beliebige reelle Zahlen, so erhélt man

1 1
L; = (4,0,6,0) + span {(570, -

5 1),(—1,1,0,0)}.

Es gilt rg(A) = rg(A) =2 und dim L; = 2 = 4 — rg(A).

5 Die allgemeine lineare Gruppe GL,(K)

Wir betrachten nun einen Spezialfall des letzten Kapitels, ndmlich dal V' =
W und damit Hom(V,W) = End(V) gilt. Mit G = (vq,...,v,) sei eine
geordnete Basis von V' bezeichnet.

Es gilt:

(End(V),+,0) ist ein Ring mit 1 = idy, der Endomorphismenring von V.
(K™ ™ +,-) ist ein Ring mit 1 = E,,, der Ring der n x n-Matrizen iiber K.
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(5.1) Folgerung. Matg : End(V) — K™ ist Isomorphismus von Ringen.

Bew.: Die Additivitit und Bijektivitét von Matg : End(V) — K™*™ folgt aus
(4.17), die Multiplikativitdt aus (4.20).

(5.2) Lemma. Sei (R, +,-) Ring mit 1 und
Rr={reR|3se R:sr=rs=1}

Dann ist (R*,-) eine Gruppe (mit neutralem Element 1).

Bez.: Ein r € R* heifit Einheit von R. R* heifit die Gruppe der Einheiten
von R.

Bem.: Zu jedem r € R* gibt es nur ein s € R mit sr = rs = 1. Dieses s wird
als 7! bezeichnet.

Bsp.: 1) Ist K ein Korper, so ist K* = K \ {0}.
2) Die Einheiten des Rings (Z, +, ) sind 1 und —1.
Bew. von (5.2). 1) Seien r1,ry € R*. Wir zeigen: rry € R*. Seien sq, 89 € R
mit sy = r1s; = 1 und s9ry = 1989 = 1. Dann gilt

(8251)(7’17”2) = 82(817’1>7’2 = 8217"2 = S9T'9 = 1
und

(7‘17”2)(8281) = Tl(T’QSQ)Sl =715 = 1

Also: riry € R*.

2) Wegen 1-1 =1gilt 1 € R* und 17! = 1. Also enthilt R* ein neutrales
Element bzgl. -.

3) Gilt r € R* und sr = rs = 1, so folgt s € R*, d.h. r besitzt ein Links-
(und Rechts-) inverses in R*.

Bsp.: End(V)* = {L € End(V) | L Isomorphismus }. Ein L € End(V)* heifit
Automorphismus von V.
(K™Y = {A e K™ | 3B € K™ : BA= AB = E,}.

Zu A € (K™™)* wird das Element B € K™" mit BA = AB = E,, als A™!
bezeichnet, d.h. A=t € K™ ™ ist eindeutig bestimmt durch A™1A = AA™! =
E,. Es gilt A~! € (K™™)*,
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(5.3) Def.: Aut(V) := {L € End(V) | L Isomorphismus} heifit die Gruppe
der Automorphismen von V.
GL,(K) := (K™"™)* heifit die allgemeine lineare Gruppe der Stufe n.
A € GL,(K) heifit regulére oder invertierbare oder nicht ausgeartete
(n X n)-Matrix.

Bez.: Ein A € K™\ GL,(K) heifit singulér oder ausgeartet.

(5.4) Folgerung (aus (5.1)). Ist G geordnete Basis von V| so ist
Matg | Aut(V) : Aut(V) — GL,(K)

ein Gruppenisomorphismus.

Wegen dim V' = n < oo und (4.10) sind die Automorphismen von V' genau
die injektiven L € End(V') oder genau die surjektiven L € End(V'). Letzteres
kann auch durch dim(im L) = n gekennzeichnet werden. Analog gilt:

(5.5) Fakt. Ein A € K™ ist genau dann reguldr, wenn rg(A) = n gilt.
Besitzt A € K™ " ein Linksinverses oder besitzt A € K™*" ein Recht-
sinverses, so gilt A € GL,(K) und das Links- bzw. Rechtsinverse ist
das Inverse A~! von A.

Bew.: 1) Wir betrachten das L € End(K™), fiir das Mat(L) = A gilt. Dann
folgt:

A e GL,(K) ® Le Aut(K™) < L Isomorphismus @ surjektiv

& dim(imL) =n 2 rg(A) = n.
2) Ist etwa B € K™ und gilt BA = E,,, so wihle J € Hom(K", K™) mit
Mat(J) = B. Dann gilt Mat(J o L) = Mat(J)Mat(L) = BA = E,, also
J o L = idy. Daraus folgt, daB8 L injektiv ist, also L € Aut(V). Mit (5.4)
folgt A = Mat(L) € GL,(K). Der Beweis fiir den Fall AB = E,, ist dhnlich.

Bem.: Hier ist eine Charakterisierung der reguliren A € K™*" durch Eigen-
schaften des zugehorigen Gleichungssystems Az = b: Ist A € K™ so gilt
A € GL,(K) genau dann, wenn das lineare Gleichungssystem Az = b fiir
jede rechte Seite b € R™ genau eine Losung z, namlich x = A~'b, hat.
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Bem. (ohne Beweis): In einem mathematisch préazisierbaren Sinn sind die
meisten Matrizen in R"*™ (oder in C"*™) regulédr. Aber es gibt natiirlich
auch viele (insbesondere oo viele) singuldre (fiir n > 1), da die singuléren
Matrizen genau die mit n linear abhéngigen Spaltenvektoren sind.

(5.6) Folgerung (aus (4.21)). Seien G, G geordnete Basen von V, L € End(V)
und P := MatZ(idy). Dann gilt P € GL,(K), P~ = Matg(idy) und

Matd(L) = P~ Matg(L)P.

Bew.: Nach (4.20)(a) gilt Mat{(idy) Matg(idy) = Mat{(idy) = E,.

Aus (5.5) folgt nun P € GL,(K) und Matd(idy) = P~'. Damit folgt die
letzte Behauptung von (5.6) direkt aus (4.21).

(5.7) Def. Eine Matrix A € K™ heifit #hnlich zur Matrix A € K™, wenn
es ein P € GL,(K) gibt, so daB

A=P AP
gilt.

Bem.: 1) “dhnlich” ist eine Aquivalenzrelation auf K™*".

2) (5.6) besagt, daB fiir ein festes L € End(V) und fiir beliebige geordnete
Basen G von V' die Matrizen Matg(L) alle zueinander dhnlich sind.

Problem: Man finde zu gegebenem A € K™*" eine moglichst einfache zu A
dhnliche Matrix A. Der “Idealfall”, der im allgemeinen nicht erreicht werden
kann, ist eine Diagonalmatrix A, d.h. eine Matrix A = (a;;) mit a;; = 0 fiir
1 # 7, d.h.

ai; 0 ... 0
i=| Y

: ) .0

0O ... 0 aum

Dieses Problem ist sehr viel schwieriger als die bisher betrachteten, und wir
werden es im néchsten Semester 16sen.
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Hin und wieder will man das Inverse einer Matrix A € GL,,(K) auch explizit
ausrechnen. Wir lernen nun einen Algorithmus kennen, der fiir gegebenes A €
K™ entscheidet, ob A in GL,,(K) liegt und mit dem man A~* recht effizient
ausrechnen kann, wenn A € GL,(K) gilt. Dieser Gauische Algorithmus ist
ganz eng mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren verwandt.

(5.8) Berechnung der inversen Matrix.

Zu gegebenem A € K™*™ betrachten wir die Matrix

1 0
(A|E,)=1]A e K@),
0 1

Wir wenden nun das Gauflsche Verfahren auf die Matrix A an und vollziehen
die entsprechenden Zeilenoperationen an der rechtsstehenden Matrix (die
im 1-Schritt £, ist) nach. Man kann sich vorstellen, daf diese Matrix aus
n Spaltenvektoren (im 1. Schritt eq,. .., e,) besteht, und das Verfahren ist
ganz analog zu dem am Ende von Kapitel 4 beschriebenen Verfahren fiir
die Matrix (A | b) € K™ ™+D_ Nach hochstens n Schritten erhilt man eine
Matrix (A | B) mit @;; = 0 fiir i > j, wobei rg(A) = rg(A) gilt, vel. S. 68,
In Lemma (5.9) werden wir sehen, dafl rg(A) = n gilt, falls alle @; ungleich
null sind. Es folgt also

AeGL,(K) < a; #0firallei € {1,...,n}.

Wenn a; = 0 fiireiné € {1,...,n} gilt, so bricht das Verfahren ab: Wir haben
erkannt, da§ A ¢ GL,(K) gilt und daf keine zu A inverse Matrix existiert.
Andernfalls konnen wir annehmen, dafl @; = 1 fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt.
Durch geeignete Addition der letzten, der vorletzten, der 2. Zeile zu den
dariiberliegenden verwandelt man (A | B) in eine Matrix (E, | B) € K™,

Wir zeigen nun, daf B die gesuchte Matrix A~" ist.

Betrachtet man wihrend des ganzen Verfahrens nur die j’te Spalte der rechts-
stehenden Matrix, so sehen wir (vgl. das am Ende von Kap. 4 beschriebene
Verfahren):

Die Losungsmenge der Gleichung Azx = e; stimmt mit der Losungsmenge

der Gleichung F,x = j’te Spalte von B = ?ej iiberein.
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Fiir die Losung ?ej der Gleichung E,z(=z) = ?ej gilt also auch A(?ej) =
e;. Daraus folgt:
ABej = ¢, fiir alle j € {1,...,n}.

Da Aﬁej die j'te Spalte von AB € K™ ist, folgt aus der vorangehenden
Gleichung

AB =FE,.
Nach (5.5) impliziert das B = A~L.

Wir geben nun ein explizites Beispiel fiir die Durchfiihrung dieses Verfahrens.

111
Berechnung von A~  fir A= | 1 0 2 | € Q33
121
111|100 — | — |
1021010 i |
121|001 &|
1 11 100
0 -1 1| -110 +] (-1)
0 10| -101 H|
11 1 1 00 l
01 —1 1 -1 0 ] \
00 1]-2 11 +
110 3 -1 -1 ]
010]-1 0 1 —
001 -2 1 1
100 4 -1 =2 4 -1 -2
010 -1 0 1]|=A"=]-1 0 1 |eGL3(Q)cCQ*
001 -2 1 1 -2 1 1

Speziell folgt: A € GL3(Q).

Zur Begriindung des Verfahrens (5.8) ist noch folgendes Lemma nachzutra-
gen.
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(5.9) Lemma. Sei A = (a;;) € K™*" eine “obere Dreiecksmatrix”, d.h. es gilt
(%) a;; = 0 fiir alle ¢ > j.
Dann gilt:
rg(A) =n<a; #0 firallei € {1,...,n}.

Bew.: Wir betrachten das homogene lineare Gleichungssystem
(1) Az =0

und zeigen, da (1) genau dann eine Losung x # 0 besitzt, wenn mindestens
eines der a;; gleich 0 ist. Wegen

rg(A) = n —dim{z | Az = 0}

folgt daraus die Behauptung.

Gilt a;; # 0 fir alle i € {1,...,n}, so zeigt das sukzessive Losungsverfahren
fir (1) sofort, dal x = 0 die einzige Losung von () ist. Andernfalls sei
Jj € {1,...,n} der grofite Index, fiir den a;; = 0 gilt. Wegen (*) reduziert
sich dann die j'te Gleichung (/;) auf

(1;) O-214+...4+0-2; +a;j11241 + ... + ajpz, = 0.

Andererseits folgt wie oben aus aji1j11 # 0, ..., ap, #0,daBx, =0,..., x4
= 0 fiir jedes z gilt, das die Gleichungen (I,,), .. ., (I;4+1) erfiillt. Die Gleichung
(I;) folgt demnach aus den Gleichungen (I;11), ..., (I,). Man erhilt also fiir
jede Wahl von z; € K mindestens eine Losung x € L, und insbesondere
eine Losung x # 0.

6 Dualitét

Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

(6.1) Def.: Der K-Vektorraum.
V*:=Hom(V,K) ={l:V — K |l Linearform}

hei3t der Dualraum von V.

87



Bem.: Die Struktur von Hom(V, K') als K-Vektorraum ist in (4.12) erklért.
Im Spezialfall V' = K™ besteht (K™)* aus allen Abbildungen [ der Form

n
l(l’l, Ce ,In) = Zaixi
=1

mit a; = l(e;) € K. (K™)* kann also als Menge der linken Seiten von einzei-
ligen linearen Gleichungen interpretiert werden.

Ist dimV =n < oo und ist G = (vy,...,v,) eine geordnete Basis von V|
G’ = (1) Basis von K, so gilt fiir jedes [ € V*:

Matg/(l) = (ay,...,a,) € K" mit a; = I(v;).
Speziell gilt dann dim V* = n = dim V, vgl. auch (4.16) und (4.17).
(6.2) Satz. Sei dimV =n < 0o und G = (vq,...,v,) geordnete Basis von V.

Firie{1,...,n} seil; € V* definiert durch

|0 fallsi#j
() _{ 1 fallsi =

Dann ist G* := (I, ...,l,) eine geordnete Basis von V*, genannt die zu
G duale Basis. Fir allel € V* gilt

=1

Bem.: Nach Satz (4.8) ist I; € V* durch obige Gleichung eindeutig definiert.
Kiirzer kann man dafiir /;(v;) = §;; schreiben.

Bew.: 1) Lineare Unabhéngigkeit von G*: Seien oy € K, ..., a, € K und

iaili =0 c V*
=1

Dann gilt fiir alle j € {1,...,n}:

n

0= (Z aili> (vj) = Zaili(vj) = Z ;0 = ay.

i=1
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Das beweist, dal G* linear unabhéngig ist.
2) Wir zeigen, daf fiir jedes [ € V*

=1

gilt. Speziell folgt hieraus, dafl G* ein Erzeugendensystem fiir V* ist.

Wir zeigen, dafl die vorangehende Gleichung angewandt auf irgendein Basis-
element v; richtig ist. Daraus folgt die Gleichheit der Linearformen, vgl. Satz
(4.8). Es gilt:

(Zl(vi)h) (v;) = Zl(%‘)lz’(%‘) = Zl(vz’)%‘ = l(v;).

(6.3) Def.: Sind V, W K-Vektorrdume und ist L € Hom(V, W), so heifit die
Abbildung
L:W*—=V*

die fiir | € W* durch
L*(l):=1loL

definiert ist, die zu L duale Abbildung.

Bem.: Explizit bedeutet die vorangehende Gleichung: Fiir alle v € V gilt

(L(1)(v) = U(L(v)).

(6.4) Fakt. (a) (idy)* = idy-.
(b) Sind V', W, Z K-Vektorraume und L € Hom(V, W), J € Hom(W, Z),
so gilt
(JoL)"=L*oJ"

(c) Es gilt L* € Hom(W™*, V*), und die Abbildung
L € Hom(V,W) — L* € Hom(W™*, V™)

ist ein injektiver Homomorphismus.
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Bem.: 1) Explizit bedeutet die letzte Behauptung, daf§ fiir alle Ly, Ly €
Hom(V, W), a1, as € K gilt:

(CYlLl + OéQLQ)* = OélLT + CKQLZ
Li#L, = L}+#L;

2) In der Sprache der Kategorien besagen die Eigenschaften (6.4)(a) und (b)
gerade, dafl * ein kontravarianter Funktor ist.

Bew.:

(b) Fiir alle [ € Z* gilt:

—~
=2
w

=

(o L) (1)

I
o
<
O
=
I
o
&
O
h

>
&
—~
N
*
—
o~
S—
S—
o
~

>
e
~
*
—
N
*
—~
—
N—
N—
|
~~
~
*
(]
<
*
N—
—
o~~~
S—

(c) Fiir alle [ € W* gilt:

(OélLl + OéQLQ)*(l) = lo (alLl + OéQLQ)
al(l e} Ll) + Oég(l @) LQ)
=" (L) + az(L5(1))
= (uLf+ aeL3)(l)

Dabei beruht die letzte Gleichung auf der Definition der K-Vektorraumstruk-
tur von Hom(W*,V*), vgl. (4.12). Da L — L* eine lineare Abbildung ist,
folgt die Injektivitdt von L — L* aus

L#0=L"#0.

Um das zu beweisen, wéhlen wir ein v € V mit L(v) # 0. Wir ergénzen
w := L(v) zu einer Basis B von W und definieren [ € W* durch

0 fallsbe B\ {w}
l(b)_{ 1 falls b= w,

vgl. (4.8). Dann gilt



also L*(1) # 0, also L* # 0, wie behauptet.

Bem.: Sind V' und W endlichdimensional, so gilt

dim(Hom(V, W)) = dim V-dim W = dim(Hom(W*, V*)). In diesem Fall folgt
aus (6.4)(c), daBl L € Hom(V, W) — L* € Hom(W*, V*) ein Isomorphismus
ist, vgl. (4.11). Es ist nicht schwierig einzusehen, daf dafiir schon dim W < oo
geniigt. Ist jedoch W unendlichdimensional, so ist L € Hom(V, W) — L* €
Hom(W*, V*) nicht surjektiv.

(6.5) Def.: Ist A = (a;;) € K™, so heifit die Matrix B = (b;;) € K™*™ mit
bji == a;; fiir 1 < j <n, 1 <17 < m die transponierte Matrix zu A,

bezeichnet durch B =: AT.

Die j'te Zeile von A7 ist also gerade die j’te Spalte von A.

(6.6) Satz. Seien V und W endlichdimensionale K -Vektorriume mit geord-
neten Basen Gy und Gy und sei L € Hom(V, W). Dann ist die Matriz
von L* : W* — V* beziiglich der Dualbasen Gy, und Gy, gerade die
transponierte Matrixz zur Matrix von L beziglich Gy und Gy, d.h.

g* * T
Matgt (L*) = (Matd¥ (L))" .

Bew.: Seien Gy = (v1,...,v), Gy = (l1,.. ., 1), Gw = (w1, ..., W), g;v =
(i, fm). Die Matrizen (a;;) = Matg¥ (L) € K™*" und (b;;) = Matg¥ (L*) €
K™ sind durch

i=1
und
(%) L(f)=> bul;  firl<i<m
j=1

definiert. Aus (xx) folgt
L*(f)(v;) = D biili(v5) = Y brabj = bjs-
k=1 k=1
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Nach Definition von L* gilt

. (=) L
) = Aee) 2 5 (E agw)
= > arjoik = Qij.
k=1
Die vorangehenden Gleichungen zeigen bj; = a;;, und das ist gerade die Be-

hauptung.

Ubersetzt man Satz (6.6) in die Matrizenrechnung, so erhélt man:

(6.7) Folgerung. Ist A € K™*" B € K"*P, so gilt
(AB)T = BT AT,

Bew.: Wir wahlen K-Vektorrdume V', W, Z mit dimV = p, dim W = n und
dim V' = m und geordneten Basen Gy, Gy und Gz. Nach (4.15) existieren
L € Hom(V,W), J € Hom(W, Z) mit Matg" (L) = B und Matg? (J) = A.
Dann gilt:

4.20)(a)

(AB) = (MatZ (J)Matg" (1)) U2 Matd? (o L))"
S Matgt ((J o L)) “2 Matgh (L7 0 J*)

(4.20)(a) gy % an « (6.6) 7

= Matg: (L") Matgy' (J*) = B A"

[=2)
=)

[\~
=

0

Hier ist ein Beispiel, das zeigt, wie man die “Funktoreigenschaften” (6.4)(a)
und (b) benutzen kann.

(6.8) Lemma. Ist L : V — W Isomorphismus, so ist L* : W* — V* Isomor-
phismus, und es gilt (L*)~! = (L71)*.

Bew.: Sei L Isomorphismus und L=! : W — V der inverse Isomorphismus,
d.h.es gilt L™ o L =idy, Lo L™! = idy . Dann folgt aus (6.4)(a) und (b):
Lo (LY = (Lo L)" = (idy)* = idy-

und
(LYo L* = (Lo L™")* = (idw)* = idyy-.

Diese Gleichungen zeigen, da§ L* bijektiv ist und dafi (L~!)* die Umkehrab-
bildung von L* ist.
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(6.9) Satz. Seien V., W K-Vektorraume und L € Hom(V,W). Dann gelten:

(a) L surjektiv = L* injektiv
(b) L injektiv = L* surjektiv

Bew.: (a) Wir zeigen, daf ker(L*) = 0 gilt, wenn L surjektiv ist. Sei l € W*
und L*(l) =lo L =0. Da L(V) = W gilt, folgt | = 0.

(b) Wir schreiben L als L = i o L, wobei i : L(V) — W die Inklusionsabbil-
dung ist und L : V — L(V) sich nur dadurch von L unterscheidet, daff wir
den Zielbereich W durch den Unterraum L(V') von W ersetzen.

Die Injektivitéit von L impliziert nun, daf L ein Isomorphismus ist, und mit
(6.8) folgt, daB L* : L(V)* — V* ein Isomorphismus ist. Wegen L* = L* o 7*
geniigt es also zu zeigen, daf i* : W* — L(V)* surjektiv ist. Nach (3.22)(a)
existiert ein zu L(V) komplementéarer Untervektorraum U von W, d.h. es
gilt L(V)a® U = W. Ist nun | € L(V)* gegeben, so setzen wir [ auf W fort,
indem wir fir w = w; +u € W mit wy € L(V),u € U definieren:

l(w) := l(wy).
Dann gilt [ € W* und z*(l~) — Joi = [. Das zeigt die Surjektivitit von i* und
beendet den Beweis von (b).
(6.10) Folgerung. Ist L € Hom(V, W) und ist W endlich dimensional, so gilt
dim(im L) = dim(im L*).
Bew.: Wir schreiben wieder L als L = ioL, wobei L : V — L(V) durch L(v) =

L(v) fiir alle v € V' definiert ist und i : L(V)) — W die Inklusionsabbildung
bezeichnet. Dann ist L surjektiv und ¢ ist injektiv, und es gilt

L*=1L"o7".
Nach (6.9) ist i* : W* — L(V)* surjektiv und L* : L(V)* — V* injektiv.
Daraus folgt: )
dim(im L*) = dim(im L*) = dim(L(V)").
Da L(V) C W endlichdimensional ist, gilt dim(L(V)*) = dim L(V'), vgl.
(6.2). Daraus folgt

dim(im L*) = dim L(V) = dim(im L).
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(6.11) Folgerung. Fiir jede Matrix A gilt rg(A) = rg(AT).

Bem.: Da die Spalten von AT gerade die Zeilen von A sind, besagt (6.11),
dafl die Maximalzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren von A gleich der
Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilenvektoren von A ist. Diese Aussage
driickt man oft kurz durch “Spaltenrang = Zeilenrang” aus.

Bew.: Wir wihlen K-Vektorraume V', W mit geordneten Basen Gy, Gy und
L € Hom(V, W) mit

Matg" (L) = A,
vgl. (4.15). Ist A € K™*" so gilt dimV = n, dimW = m (< 00). Aus (6.6)
folgt

gy *

Matg! (L*) = AT
und (4.24) impliziert rg(4) = dim(im L) und rg(A”) = dim(im L*). Aus
(6.10) folgt nun

rg(A) = dim(im L) (19 dim(im L*) = rg(A”).

7 Die Determinante

Die Determinante wird sich als Abbildung herausstellen, die jeder quadrati-
schen Matrix A (iiber einem Koérper K) ein Element det A € K zuordnet,
und zwar so, dafl

A€ GL,(K) & det A #0

gilt. Etwas allgemeiner werden wir jedem Endomorphismus L eines endlichdi-
mensionalen K-Vektorraums seine Determinante det L € K zuordnen, wobei
det L # 0 genau die Automorphismen L charakterisiert. Im Fall K’ = R héngt
die Determinante eng mit dem Volumenbegriff zusammen, und dieser Zusam-
menhang wird hier benutzt, um die Determinante und ihre Eigenschaften zu
motivieren:

Es bezeichne V' einen n-dimensionalen R-Vektorraum. Sind vy,...,v, € V,
so heif3t

vze{1,...,n}:ogtig1}

P(vy,...,v,) = {Ztivi
i=1
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das von vy, ..., v, aufgespannte Parallelotop. Sind die v, ..., v, linear abhén-
gig, so liegt P(vy,...,v,) in dem echten Untervektorraum span{vi,...,v,}
von V', und dann nennen wir P(vq,...,v,) ein ausgeartetes Parallelotop.

Bsp.: Ist n = 2, so ist ein nicht ausgeartetes Parallelotop gerade ein Paral-
lelogramm, dessen eine Ecke der 0-Punkt ist. Ist n = 3, so nennt man ein
Parallelotop auch einen Spat.

Es ist wichtig zu erkennen, dafl wir in dieser Situatio nicht einfach von “dem
(n-dimensionalen) Volumen eines Parallelotops” sprechen kénnen, sondern
dafl wir hierfiir ein neues mathematisches Objekt bendtigen, mit dessen Hilfe
dieses Volumen definiert werden kann. Ahnlich verhilt es sich mit der “Linge
von Vektoren”, die ebenfalls nicht in den Vektorraumaxiomen auftritt, und
deshalb (im Fall K = R) erst (mit Hilfe einer “Norm” oder eines “Skalarpro-
dukts”, siehe LA II) definiert werden mu$.

Zur Definition eines Volumens von Parallelotopen werden wir folgenderma-
Ben vorgehen: Wir werden eine Reihe von Eigenschaften aufstellen, die dieser
Volumenbegriff haben sollte, und dann zeigen, dafl durch diese Eigenschaf-
ten das Volumen von Parallelotopen schon eindeutig (bis auf einen Normie-
rungsfaktor) bestimmt ist. Weiter erhalten wir so auch Rechenmethoden zur
Bestimmung dieses Volumens (und insbesondere die “Determinante”). Die
geforderten Eigenschaften sind dabei unserer Anschauung und unserer Er-
fahrung mit einfacheren Situationen (etwa n = 2 oder n = 3) entnommen.

Bem.: Dieses Vorgehen unterscheidet sich grundlegend vom Ansatz der Schul-
mathematik. Dort nimmt man an, dafl ein Flidchen- oder Rauminhaltsbegriff
mit (meist nicht explizit genannten) “offensichtlichen” Eigenschaften existiert
und beschéftigt sich damit, diese Flichen - oder Rauminhalte fiir einfache
Klassen von Figuren formelméfig zu berechnen. Die (nicht immer mathe-
matisch vollstdndige) Herleitung dieser Formeln beruht auf den erwihnten
“offensichtlichen” Eigenschaften. Der Vorteil unseres Vorgehens besteht ei-
nerseits darin, dal es mathematisch exakt ist und insbesondere echte Beweise
moglich macht, und andererseits in der Méglichkeit, auch Situationen zu be-
handeln, die der unmittelbaren Anschauung nicht zugénglich sind (wie etwa
den Fall dimV =n > 3).

Zunéchst miissen wir uns iiberlegen, was fiir ein mathematisches Objekt
(Teilmenge von ?, Abbildung von ? nach 7) wir benutzen kénnen, um ein
Volumen fiir Parallelotope zu definieren. Da ein Parallelotop durch n Vek-
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toren vy, ...,v, € V gegeben ist, wird ein Volumenbegriff zu einer Funktion

fithren, die den Vektoren vy, ..., v, eine reelle Zahl (ndmlich das Volumen
von P(vy,...,v,)) zuordnet, d.h. zu einer Funktion
(1) D:Vx..xV=V"=R.

—_———

n Faktoren

Hier konnte (und sollte) man einwenden, dafi das Volumen ja nichtnegativ
sein sollte, so dal der Zielbereich von D nicht R sondern R sein sollte.
Es stellt sich allerdings spéter heraus, dal das natiirliche mathematische
Objekt vorzeichenbehaftete Volumina definiert, wobei das Vorzeichen mit
der “Orientierung” des Vektorsystems (vy,...,v,) (im Fall n = 3: Links-
oder Rechtssystem) zusammenhéngt. Wir stellen nun folgende Forderungen
an die Funktion D:

(2) Fir alle (vy,...,v,) € V™ allei e {1,...,n} und r € R soll gelten:

D(vi, .. 01,70, Vg1, - -, V) = T D01, 00 4y U).
(3) Fur alle 1 <i < j <nund alle (v1,...,v,) € V" soll gelten:

7’te Stelle j
Uy

; A
D(vy, ..., ey Ujy e, Uy) = D(Ul,...,vi—i—vj,...',vjj,...,vn)

7 J
= D(v1,... 05,0 +0j,...,0).

Dabei hat (2) die anschauliche Bedeutung, dafi sich das Volumen von P(vy,

.., Up) um den Faktor r &ndern sollte, wenn man eine Kante v; um den
Faktor r verldngert bzw. verkiirzt, d.h. wenn man v; durch rv; ersetzt. Die
anschauliche Bedeutung der Forderung (3) ist die “Scherungsinvarianz” des
Volumens, die man sich etwa an Parallelogrammen (Fall n = 2) illustrieren
kann.

Nach diesen langen motivierenden Voriiberlegungen kommen wir jetzt zu den
mathematischen Definitionen.

(7.1) Def.: Sei V ein K-Vektorraum und k € N-y. Eine Abbildung f : V¥ —
K heif}t
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(a) k-linear (k-Linearform auf V'), falls f in jedem Argument v; €
V linear ist, d.h. ist ¢ € {1,...,k} und sind vy,...,v;_1, v, w,
Vitt,.--, 0 €V und a, g € K, so gilt

for,.. . vi1,a0 + Bw, vy, ..., 0x) = af(vr,...,

+ Bf(vl,..., ,...,Uk).

Lo o

(b) alternierend (oder schiefsymmetrisch), falls fir alle 1 <i < j <k
und alle (vy, ..., v;) € VF gilt:

v =v; = f(vg,...,v) =0.

Bsp.: 1-Linearformen sind gerade die im letzten Kapitel auftretenden Line-
arformen, d.h. die Elemente von V*. 2-Linearformen werden Bilinearformen
genannt und sie werden in der LA II eine wichtige Rolle spielen. Explizite
Beispiele von Bilinearformen auf R? sind etwa das “Standardskalarprodukt”
g:R2xR? R

9((x1,72), (Y1, Y2)) = T1y1 + Tayo
oder die “Standarddeterminantenform” Dy : R? x R? — R

DO((ﬂflj T2), (y1>y2)) = X1Y2 — X2

Dabei ist Dy alternierend, wihrend g nicht alternierend (sondern “symme-
trisch”) ist.

(7.2) Lemma. Sei V' K-Vektorraum, dimV = n, und f : V" — K. Dann
gilt: f erfiillt genau dann die Eigenschaften (2) und (3) (fiir K statt
R), wenn f eine alternierende n-Linearform ist.

Ein Beweis von (7.2) wurde nicht vorgefiihrt, kann aber in R. Walter, Ein-
fiihrung in die Lineare Algebra, S. 146, Satz D, nachgelesen werden. Blatt
13, Aufgabe 4, behandelt den Fall dimV = 2.

Die Fragen nach Existenz, Eindeutigkeit, expliziter Berechenbarkeit eines
Volumenbegriffs fiir Parallelotope mit den Eigenschaften (1) - (3) fithren also
zu folgenden Fragen:

Gibt es alternierende n-Formen f # 0 auf V' und, wenn ja, wie viele? Kénnen
wir eine explizite Formel fiir f(vy,...,v,) finden?
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Ganz analog zur Vektorraumstruktur von Hom(V, W) und V* kann man die
Menge der k-Linearformen auf V' zu einem K-Vektorraum machen, der die
alternierenden k-Linearformen als Unterraum enthalt. Als Antwort auf die
1. Frage werden wir in (7.12) zeigen, dafl die alternierenden n-Formen auf ei-
nem n-dimensionalen Vektorraum einen 1-dimensionalen Vektorraum bilden.
Der Weg zu dieser Erkenntnis ist mit einigen Voriiberlegungen gepflastert.

(7.3) Lemma. Fiir jede alternierende k-Linearform f: V¥ — K gilt:

(a) Ist 1 < ¢ < 7 < n und vertauscht man das 7'te und das j'te
Argument von f, so dndert f sein Vorzeichen, d.h.
i

J
f(vla"'7vi—1ava"'7vj—17w7"'7Uk)

4 J
= —f(’Ul,...,Ui_l,w,...,Uj_l,'U,...,’Uk).

(b) Sind vy, ..., v linear abhéngig, so gilt f(vy,...,vx) = 0.
(c) st 1<i#j<k v,...,v, € Vund A € K, so gilt

f(’Ul, ce ey Vi1, U + /\Ujavi+17 PN ,’Un) = f(’Ul, ey Uyt ,Un).
Bew.: (a)
falt. Z f linear im i’ten Argument
0 =" flur,...,vi_,v+w,...,v_1,0+w,...,0) A
i J
flor, .., vic,0, s, v Fw, . oy)
i J
+  flor,. oW, U, U F W, Uy
= fvr,. 00, 0n) F f(Ug, 0w, )
+  flu,.ow, v )+ (o w, e w L Uy)
falt.
= flog, v w, o vn) + (o w0 Uy,

(b) Sind vy, ..., v; linear abhéngig, so existiert ein i € {1,...,k} und Skalare
aj fur j € {1,...,n}\ {i}, so daB gilt:

n
v; = E j=1 QU .

J#i
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Daraus folgt:

f(vlu---7vi7---7vk) = f(vlw--aviflyzgjél ajvjyvi+17---7vn)
J#i
= Z?:l ajf(vl,...,ﬁj,...,vn)
falt. 7
= 0

(c) Man benutzt die Linearitdt von f im j'ten Argument und wendet die
Alternierungseigenschaft von f an.

Wir wollen nun (7.3) verallgemeinern und herausfinden, wie sich f(vy, ..., vg)
verdndert, wenn man die Argumente vy, ..., v, einer beliebigen Permutation
unterwirft (statt - wie in (7.3)(a) - nur zwei der Argumente zu vertauschen).
Dazu dienen folgende Voriiberlegungen iiber Permutationen.

Wir erinnern an Bsp. 3) nach (2.1), die symmetrische (oder Permutations-)
Gruppe S, von {1,...,n}:

Sp=A{o]o:{1,...,n} — {1,...n} bijektiv}.
Die Gruppenstruktur ist die Hintereinanderausfithrung o.

Bez.: Eine Permutation o € S, heifit Transposition, falls es zwei Zahlen ¢ # j
in {1,...,n} gibt, so daf gilt:

o(i) =j,0(j) =iund o(k) =k fir alle k € {1,...,n}\ {4, 5}

Bem.: Ist f alternierende k-Linearform auf V und o € S eine Transposition,
so laBt sich (7.3)(a) umformulieren als:

f(vl, Ce ,Uk) = —f(va(l), Ce ,’Ug(k)).

In Analogie zum Summenzeichen ) fithren wir fir das Produkt von endlich
vielen Korperelementen aq, ..., a, die Abkiirzung

ein. Wegen der Kommutativitédt von 4+ und - gilt fiir jedes o € S,:
Z Ao (i) = Zai und Haa(i) = Hai.
i=1 i=1 i=1 i=1
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(7.4) Def.: Ist 0 € S,,, so heif}t

sgn(o) — H 0-(]) — O-(Z)

 — 1
1<icj<n Y

das Signum von o.

.....

2) Ist o € Sy definiert durch o(1) := 2, 0(2) := 1, so gilt

1-2
Sgn(o) = ﬁ = —1.

Bem.: 1) Dain ] w die Faktoren im Zahler bis auf Anordnung
1<i<j<n
und Vorzeichen mit den Faktoren im Nenner {ibereinstimmen, gilt sgn(co) €

{17 _1}

2) Die Fehlstandszahl f(o) einer Permutation o € S, ist die Anzahl der
Paare (4, j) mit 1 <4 < j < n, fiir die o(i) > o(j) gilt. Die vorangehende
Uberlegung zeigt, dafl wir fiir jedes dieser Paare (nach dem Kiirzen) eine —1

im Produkt [] % erhalten, wiahrend alle anderen Paare zu einer
1<i<j<n

+1 fiihren. Es gilt deshalb

sgn(o) = (—1)7@).

Bez.: Eine Permutation o € S, heifit gerade, falls sgn(o) = 1 gilt, sonst
ungerade.

(7.5) Fakt. Ist o € S, eine Transposition, so gilt sgn(c) = —1.

Bew.: Vertauscht o die Zahlen ¢ und j mit 1 < ¢ < j < n, so hat o genau
2(7 — i) — 1 Fehlsténde, also:

sgn(o) = (—=1)20-971 = _1,

(7.6) Satz. Fir alle o, T € S, gilt sgn(o o 7) = sgn(o)sgn(r), d.h. o ist
Homomorphismus von (S,, o) in die Gruppe(!) ({1}, ).
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”(j).:;’(i) = U(i)_;’(j) kann man in der Definition

Bew.: Vorbemerkung: Wegen
von sgn(o), statt tiber alle Paare (i,j) mit 1 <i < j < n zu multiplizieren,
iiber irgendeine Menge von Paaren (7, ) multiplizieren, die die Eigenschaft
hat, dal die Menge der zugehorigen Paarmengen {i,j} die Menge aller 2-

elementigen Teilmengen von {1,...,n} ist.
sgn(oor) = I U(T(j);:j(f(%))
- 11 o(1(4)) —o(7(2)) 11 () —7(%)
1<i<j<n 7(7) = 7(0) 1<i<j<n  J T
_ Sgﬂ(O’) =:sgn(T)

(vgl. Vorbemerkung)

(7.7) Folgerung. (a) Fiir alle o € S, gilt sgn(o) = sgn(c™1).
(b) Sei 7 € S, ungerade. Dann bildet die Abbildung o € S,, - 700 €
S, die Menge der geraden Permutationen bijektiv auf die Menge der
ungeraden Permutationen ab.

Bew.: (a) 1 =sgn(idg,. ny) =sgn(o oo™ ) 0 sgn(o) sgn(o™t).
Wegen sgn(o) € {£1} folgt aus sgn(o)sgn(c™') = 1, dafl sgn(o) = sgn(o™!)
gilt.

b) Zunéchst ist zu zeigen, dafl 7 o o ungerade ist, wenn o gerade ist:
7.6)

sgn(t o o) (e sgn(r) -sgn(o) = (—1)-1=—1.
Die Abbildung o — 7 o ¢ ist injektiv, da aus 7 o o1 = 7 0 g5 folgt:

Tl o(rooy) =0, =7 "o(r00y) =0y

Zum Nachweis der Surjektivitét sei o € S, eine beliebige ungerade Permuta-
tion. Wegen (a) ist 7! ungerade und mit (7.6) folgt, dal 6 := 77! oo gerade
ist. Die gerade Permutation ¢ wird auf 706 = 70 (77! 0 o) = o abgebildet.

(7.8) Fakt. Ist n > 2 und o € S, so existiert ein j € N und Transpositionen
Ti,...,7j, s0o daBl 0 = 7;0... 07 gilt. Es gilt dann sgn(o) = (—1)7.

Bew.: Die erste Aussage kann mit vollstédndiger Induktion nach n bewiesen
werden (Blatt 13, Aufgabe 1). Dann folgt sgn(c) = (—1)’ per Induktion aus
(7.6).
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(7.9) Lemma. Sei V K-Vektorraum und f : V¥ — K k-linear und alternie-
rend. Dann gilt fiir alle (vy,...,v;) € V¥ und alle o € Sy:

f(vcr(l)a . 7vo(k)) = Sgn(a)f(vb B 7/Uk)‘

Bew.: Nach (7.8) konnen wir o als ¢ = 7; 0 ... o7 mit Transpositionen
Ti,...,T; € Sy darstellen, d.h. wir erhalten (v,q),...,Vk)) aus (vi,...,vg),
indem wir sukzessive 7 mal zwei Elemente der Argumentliste miteinander
vertauschen. Nach (7.3)(a) fithrt jede dieser Vertauschungen zu einem Vor-
zeichenwechsel des Wertes von f. Nach j Schritten erhalten wir:

f(va(l), N ,Ug(k)) = (—1)jf(vl, Ce ,Uk).
Andererseits gilt (—1)7 = sgn(o), vel. (7.8).

(7.10) Satz. Sei V' K-Vektorraum, dimV = n, (vy,...,v,) geordnete Basis
von V und o € K. Dann gibt es genau eine alternierende n-Linearform f :
VT — K mit f(ve,...,v,) = a und fir dieses [ gilt: Ist (wq,...,w,) € V",

w; =Y av; firl <j<mn, so
i=1

(*) flwy, ... wy,) = a Z Sgn(a)aaun “Qg(2)2 * - -+ Qo(n)n-

c€Sn

Speziell gilt: Ist f(vy,...,v,) = 0 fiir eine Basis (vy,...,v,), soist f = 0.

Bew.: (a) Eindeutigkeit: Sei f alternierende n-Form, f(vy,...,v,) = a. Dann
gilt

n n n
f(wlv e 7wn) =f ( Z Q3,15 Z Ajy2Vi0y « « + Z ainnvin)

i1=1 io=1 in=1

f n-linear n n n
= Z Z Z A1 Qjg2 * v oo " Qg f(Uil,Ui2,...,Uin)
i1=113=1

. A g
in=1

~
=0, falls k — ix nicht injektiv
f alternierend

= Z Ao(1)1 " Ao(2)2 "« - - * aa(n)nf(vcr(l)a s ava(n))
UES’n

(7.9)
= a Y sgn(o)ae) - Gomn
ocESy

(b) Wir zeigen: ) sgn(o)aisa) - Gnom) = 2 SgN(0)Ae(1)1 - - - * Go(n)n-

UGSn UGSn
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Denn:

E sgn(0)ais(1) - - - * Gno(n)
O'ESTL
o‘GSn—M'_l_ESn bijektiv

> sgn(a*1)91071(1) e Ope(n)

O'ESn ~~ -

=17 b; fir bi::aw,ui)
i=1

1=

= > sgn(o) agys - - - - Go(nin
aGSn ~ N~ -
=TI bo(i
=1

(c) Existenz: Definiere f durch (x). Man sieht leicht, daBl f n-linear ist.

AuBerdem gilt wegen v; = > d;;v; (mit 6;; = 1 fiir i = 5, d;; = 0 fiir ¢ # j):
i=1

flor,...,0,) =« Z sgn(0)0s(1)1 " - - - Oo(myn = sgn(id) = a.

Bleibt zu zeigen, dal f(ws,...,w,) = 0 gilt, falls fir ein Paar (i,7) mit
1 <i<yj<ngltw =w. Ist wy, = > agv, 1 <k < n, so folgt aus
w; = w]'Z =1

() ay = ap; fiir 1 <1 <n.

Sei 7 die Transposition, die ¢ und j vertauscht.

—
=

7.7)(b
f(w17 s 7wn> =« Z Sgn(a)alg(l) “o. . Opo(n) ( :)( )
o€Sn

= Z A1g(1) * -+« " Qno(n) — & Z Qirog(1) * « - - " Qnrog(n) = 07
o€Spgerade o€Spgerade

da aus (*x) folgt: a;o(1) = tireeq) fiir alle I € {1,...,n} und alle 0 € S,,.

(7.11) Def.: Sei V' K-Vektorraum, dim V' = n. Eine alternierende n-Linear-
form D # 0 auf V heifit Determinantenform auf V.

Erinnerung: D # 0 bedeutet: Es existiert (v,...,v,) € V™ D(vy,...,v,) #
0.

Bsp.: Dy : R? x R? = R, Dy((21, z2), (y1,%2)) = x1Y2 — T2y1. Dann gilt:

Do(el, 62) =1

103



(7.12) Folgerung. Sei D Determinantenform auf dem n-dimensionalen K-
Vektorraum V und (vy,...,v,) € V". Dann gilt

(a) (v1,...,v,) Basis von V < D(vy,...,v,) # 0.

(b) Ist f: V™ — K alternierende n-Linearform, so existiert o € K:

f=aD.

Bem.: 1) (7.12)(b) besagt, daBl der K-Vektorraum der alternierenden n-
Linearformen auf V' (mit dimV = n) 1-dimensional ist. Die Determinan-
tenformen sind die Elemente # 0 dieses Vektorraumes.

2) f=aD, (vy,...,v,) Basisvon V = o =

Bew.: (a) Sei (vq,...,v,) Basis von V. Dann folgt aus (7.10) und D # 0, dafl
D(vy,...,v,) # 0 gilt. Ist D(vy,...,v,) # 0, so folgt aus (7.3)(b), daBl die

v1, ..., U, linear unabhéngig sind, also - wegen dim V' = n - eine Basis von V'
bilden.

(b) Sei (vy,...,v,) eine Basis von V und « := H Dann sind f und
aD alternierende n-Linearformen, die auf der Basis (v1, ..., v,) den gleichen

Wert annehmen. Also folgt aus (7.10) (Eindeutigkeit): f = aD.
Einschub: Die Determinante quadratischer Matrizen.

In K™ haben wir die Standardbasis (e1, ..., e,), die - nach (7.10) - eine “Stan-
darddeterminantenform” Dy : K™ x ... x K™ — K durch

Do(el, Ce 7671) =1
n
eindeutig bestimmt. Ist A = (a;j)1<ij<n € K™*", so selen A; := ) a;je; die
i=1

“Spaltenvektoren” von A.

(7.13) Def. Die Determinante det : K™*™ — K ist definiert durch

det A := Do(Al, ce 7An)

aiy ... QAip
Bezeichnungsweise: det A =

Ap1 ... QApp
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(7.14) Folgerung (Gottfried Wilhelm Leibniz 1646-1716). Ist A = (a;;)1<i j<n
e K™ so gilt

det A = > sgn(0)asay - .- Gomn
UESTL

= z sgn(a)ala(l) ot a,w(n).
oESH

Bew.:
Die erste Gleichung folgt aus (7.10)(x), wenn man det(A) = Dy(Aq, ..., A,),

A; =5 a;e;und Dy(eq, . .., e,) = 1 benutzt. Die zweite Gleichung ist gerade
i=1

Teil (b) des Beweises von (7.10).

Speziel:. n=1: A=(a;1) > detA=ap
n=2: A= (allam) — det A = a11Q99 — Q12021

a21a22

n = 3: Die Regel von Sarrus (Pierre Frédéric Sarrus 1798-1861, franz. Ma-
thematiker) ist folgende Merkregel zur Berechnung der Determinante von
(3 x 3)-Matrizen A = (a;;) € K**3.

Spezialisiert man (7.14) auf den Fall n = 3, so erhélt man:

det A = ajanass + aj2a3a31 + a13a021a32
— (31022013 — A320230Q11 — A33A21012

Diese Formel kann man sich anhand folgenden Schemas merken:

a1 Q12 a13 a1 Q12
AN X X /

21 22 23 21 @22
/ X X AN

a3 a32 a33 a31 a32

(7.15) Satz (einige Eigenschaften der Determinante).
(a) det E, =1

(b) det A#0< A€ GL,(K)

(c) det A = det(AT)

(d) det A ist n-linear und alternierend in den Spaltenvektoren von A.

a

)
)
)
)
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(e) det A ist n-linear und alternierend in den Zeilenvektoren von A.

Bew.: (a) det E,, = Do(eq,...,e,) =1

(b) det A # 0 < Dy(Ay,..., A,) #0 =i Ay, ..., A, linear unabhéngig

2 1g(4) =n B A € GL,(K)

(c) Die 2. Gleichung in (7.14) impliziert det(A) = det(A”).

(d) Dies ist eine Umformulierung von det(A) = Dy(Ay,...,A,) und der
Tatsache, dafl Dy n-linear und alternierend ist.

(e) Da die Zeilenvektoren von A gerade die Spaltenvektoren von A sind,

folgt (e) aus (c) und (d).
Es folgen einige Konsequenzen von Satz (7.15):
Aus (7.15)(b) und (c) folgt:

det A=0 < Die Spaltenvektoren von A sind linear abhéingig.
< Die Zeilenvektoren von A sind linear abhéngig.

Aus (7.15)(d) folgt:

@11 ... QQ1; ... Qp1 ay; ... Qapi

am1 ... QQpj ... G(pp Ap1 ... Qpp

Induktiv folgt daraus:
det(aA) = o™ det A.

Vertauscht man 2 Spalten von A, so dndert sich das Vorzeichen der Deter-
minante. Addiert man zu einer Spalte eine Linearkombination der anderen
Spalten, so éndert sich det A nicht, z.B.

ajl +aas a2 ... Qip ain ... Qip
a1 + Qage a2 ... 2y : :
Ap1 + QQp2  Ap2 ... Gpp A1 Ann
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Aus (7.15)(e) folgen die analogen Aussagen fiir die Zeilen.

(7.16) Berechnung von Determinanten (Gaufischer Algorithmus)

Es wird ein Verfahren vorgestellt, das mit relativ geringem Rechenaufwand
die Berechnung von Determinanten ermoglicht. Es ist eng mit dem Gauflschen
Eliminationsverfahren (siche 3. Kapitel) verwandt.

Zunichst wird gezeigt, dal die Berechnung der Determinante fiir obere (oder
untere) Dreiecksmatrizen sehr leicht ist: Die Determinante ist das Produkt
der Diagonalelemente. Wir erinnern daran, daf eine Matrix A = (a;;) € K™*"
eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix genannt wird, falls a;; = 0 fiir alle
1 <j<i<n (bzw. fiiralle 1 <i < j<n) gilt.

(7.17) Lemma. Ist A = (a;;) € K" eine obere oder eine untere Dreiecksma-
trix, so gilt
detA=ay ... app.

Bew.: Gilt a;; = 0 fiir alle 1 < j <1 <, so gilt fiir jede Permutation o € S,:
Uo()1 " - Oomn 7 0 = o(i) <ifiiralled e {1,...,n}

Das Verfahren zur Berechnung der Determinante einer beliebigen Matrix
A € K™ besteht darin, durch Addition von Vielfachen von Zeilen zu ande-
ren Zeilen und - falls n6tig - durch Vertauschen von Zeilen A in eine obere
Dreiecksmatrix A = (@;;) € K™ zu verwandeln. Dann gilt mit (7.17), wenn
k die Anzahl der ausgefiihrten Zeilenvertauschungen bezeichnet:

Bsp.:

RS
0 00 N
[u—
5 o w
I
|
SRS
0 o o0
—_
5 w o
~—
|
[\
N~—
+

2 8 6
2 3 |]-107 =—]02 3| =-76
—20 —11 Q+ 00 19




Als n#chstes wird der Laplacesche Entwicklungssatz behandelt, der bei der
Berechnung von Determinanten von Matrizen besonderer Bauart (vgl. z. B. Blatt
14, Aufgabe 3) und bei manchen theoretischen Uberlegungen hilfreich sein
kann.

(7.18) Lemma. Sei A € K=1Dx(=1) ynd

10 0
0
A= | . - e K™,
: A
0
Dann gilt B
det A = det A.

Bew.: Betrachten wir det A als Funktion der Spaltenvektoren A, ..., A, ; €
K™ ! von A, so ist det A alternierende (n— 1)-Linearform auf K"~!. Fiir A =
E, 1= (e1...e,-1) gilt det A = 1. Damit folgt aus der Eindeutigkeitsaussage
in (7.10), daB det A = det A gilt.

Bem.: Mit einem analogen Beweis kann man fiir alle A € K™*" B € K™*™
und C' € K™™ zeigen:

A C
det(0 B ) = det A - det B,

vgl.Blatt 14, Aufgabe 1.

Fiir die Formulierung des Laplaceschen Entwicklungsstatzes ist folgende Be-
zeichnung wichtig. Zu A € K™™und 1 < 4,j < n bezeichne A;; € K"~Dx(n-1)
die Matrix, die aus A durch Streichen der i’ten Zeile und der j'ten Spalte ent-
steht.

Bsp.:
8 7 6 5 43 1
4 3 2 1
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(7.19) Entwicklungssatz. Fir alle A € K™, j € {1,...,n} gilt:
det A = Z(—l)”jaij det A;;  (Entwicklung nach der j’ten Spalte).
i=1
Fiir allei € {1,...,n} gilt:

det A = Z(—l)”jaij det A;;  (Entwicklung nach der i’ten Zeile).
j=1

Bsp.:
1 2 11 Entwicklung nach
010 2 dor . Spae 012 121
= (1)l 31 1|+(=123|0 1 2|=-2
s L1 0 2 1 0 2
1 00 2
oder Entwicklung nach
de?r 4. Zeileg 2 11 121
= (—1)i+3 10 2|+ (=120 1 0|=-2
1 11 3 1 1
aiq Q1n
Bew.: A} = s Ay = : seien die Spaltenvektoren von A.
Qan1 Ann

det A = Do(Al, SN 7An) = D()(Al,. .. ,Aj = Zaijei,. .. ,An)
= Za‘ijDO(A17‘"JAj—17€i7Aj+1"'7An)
=1

Es bleibt zu zeigen: DQ(Al, Ce 7Aj—17 €, Aj+1 Ce ,An) = (—1)i+j det Aij
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Do(Al, A ,Aj_l, 62‘,14]'_;,_1 . ,An) = (—1)j71D0(€i,A1, R 7Aj—1aAj+1a A ,An)

1 Qi1 Qin
0 an A1n 0 an A1n
— j—1 _ i+j—2
= (—1)J 1 Qip e | Qi | = (-1)1+] 0 Qi—1,1 Ai—1.n
0 @1 Ai+1,n
0 Qan1 Apn :
0 QAn1 Ann
1 0 0
0 an Q1n
= <_1)z+] 0 ai—11 - |- Qi—1n
0 Ai411 oov |00 Qi41n
0 QAn1 N QApn

(7é8) (— 1)i+j det Aij

(hierbei soll der senkrechte Strich in den Determinanten andeuten, dafl die

(7 + 1)’te Spalte gestrichen ist!)

Damit ist der Einschub {iber die Determinante quadratischer Matrizen und
ihre Berechnung abgeschlossen. In der nichsten Definition wird der zur Moti-
vation der Determinantenformen benutzte Zusammenhang mit dem n-dimen-
sionalen Volumenbegriff préizisiert.

(7.20) Def.: Es sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit Determinanten-
form D : V"™ — R. Ist (v1,...,v,) € V" und P = P(vy,...,v,) das von
vy, ..., U, erzeugte Polytop, so heifit

volp(P) := |D(vy, ..., v,)|

das Volumen von P beziiglich D.

Ist V =R", so wahlt man D := Dy und nennt

vol, (P) := |Do(vy, ..., v,)]
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das n-dimensionale Volumen von P C R".

Bem.: 0) Fiir den Einheitswiirfel P = P(ey,...,e,) C R” gilt:
vol,(P) = 1.

1) In Aufgabe 3 c) von Blatt 13 sollte gezeigt werden, dafl fiir jede Basis
(vi,...,v,) die Menge P = P(vy,...,v,) C V die Menge {vy,...,v,} ein-
deutig bestimmt. Mit (7.9) folgt daraus, daf§ volp(P) nur von P und nicht
von der gewéhlten Darstellung P = P(vq,...,v,) abhingt.

2) Ist P = P(vy,...,v,) Parallelotop in R" und v; = (vy;,...,vy;), so gilt
Vi1 ... Uip

vol,(P) = |det

Unt --- Unpn

3) Ist D eine weitere Determinantenform auf V, so existiert nach (7.12) eine
a € Ry, so daB fiir alle Parallelotope P C V gilt:

volp(P) = avolp(P).
4) Ist r > 0 und rP := {rv|v € P} = P(rvy,...,1v,), so gilt:
volp(rP) = r" volp(P).

Als néchstes definieren wir die Determinante von Endomorphismen endlich-
dimensionaler Vektorrdume iiber einem beliebigen Korper K.

(7.21) Def.: Sei V' n-dimensionaler K-Vektorraum und L € End(V'). Dann
ist fiir jede geordnete Basis (vy,...,v,) von V und jede Determinan-
tenform D auf V' der Quotient D(L(vy),...,L(v,))/D(vy,...,v,) das
selbe Element von K und

D(L(vy),...,L(v,))

det L :=
¢ D(Ul,...,'l}n)

heifit die Determinante von L.
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Es muf3 begriindet werden, warum dieses det L nicht von der Wahl der geord-
neten Basis und der Wahl der Determinantenform abhéngt. Zunéchst folgt
aus (7.12)(a), daBB D(vy,...,v,) # 0 ist, so dal det L iiberhaupt definiert ist.
Aus (7.12)(b) folgt die Unabhéngigkeit von der Wahl der Determinantenform.
Um die Unabhéngigkeit von der Wahl der Basis zu beweisen, betrachtet man
die Abbildung

f:V" = K, f(wy,...,w,) = D(L(wy),. .., L(wy,)).

Dann ist f alternierende n-Linearform und (7.12)(b) zeigt die Existenz eines
a € K, fiir das f = aD gilt. Also gilt fiir jede Basis (vy,...,v,) von V:

D(L(vy), ..., L(vy,)) — ol= de
D(vi,...,vn) (= det L)

(7.22) Satz (Eigenschaften von det L). Sei V' K -Vektorraum, dimV =n < oo,
und seien L, Ly, Ly € End(V), a € K. Dann gilt:
(a) det(idy) = 1.
(b) L € Aut(V) < det L # 0.

(c) det(Lyo Ly) = det Ly - det Ly.

(d) L € Aut(V) = det(L™!) = (det L)™*

(e) det(aL) = a"det L.

Bew.: (b)
L e Aut(V) <« Fir jede Basis (vq,...,v,) von V ist (L(vq),. .., L(vy,))

Basis von V.

AV et IL # 0.

(c) 1. Fall:

detLy =0 = (Li(v1),...,L1(v,)) linear abhéngig

bz Ligear (L2(L1(v1)), -, La(L1(v1))) linear abhéngig
= det(Lyo Ly) =

Es gilt in diesem Fall also:

det Ly -det Ly = 0 = det(Lg o Ly).
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2. Fall: det Ly # 0. Fiir jede Basis (vy,...,v,) von V ist dann auch

(Ll(vl), Ce ,Ll(Un))

eine Basis von V. Dann gilt

det(Lyo Ly) = =LLala))...La(ls(vn))

D(La(L1(v1)),--sL2(L1(vn))) . D(L1(v1)s...,L1(vn)))
D(L1(v1),-..,L1(vn))) D(v1,...,un)

= det Ly-det L;.

Behauptung (d) folgt aus (a) und (c¢), und (e) folgt aus der n-Linearitit von
D.

Im Fall endlichdimensionaler reeller Vektorrdume kann der Betrag |det L|
der Determinante eines Endomorphismus L als Mafizahl fiir die Volumenver-
zerrung durch L interpretiert werden. Das spielt in der mehrdimensionalen
Integration eine wichtige Rolle und wird wie folgt prézisiert:

(7.23) Fakt. Ist V' endlichdimensionaler R-Vektorraum und L € End(V), so
gilt fiir jedes Parallelotop P C V und jede Determinantenform D auf
V:
volp(L(P)) = | det L| volp(P).

Bew.: Aus der Homomorphieeigenschaft von L folgt fiir alle (vy, ..., v,) € V™
L(P(vy,...,v,)) = P(L(v1), ..., L(vy,)).
Also gilt fir P = P(vy,...,v,):

7.20 7.21
|det L|volp(P) 2" |det L|| D, ..., v)| "2 |D(L(w1), ..., L(vy))]

(7.20

= ) VOlD(P(L('Ul)7 ceey L(”n))) = VO]D(L(P))

(7.24) Fakt (Zusammenhang mit der Determinante von Matrizen). Sei V' K-
Vektorraum, G = (vy, ..., v,) geordnete Basis von V und L € End(V).
Dann gilt
det L = det(Matg(L)).
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Speziell: Ist L € End(K™) und A = Mat(L), d. h. ist L durch

L(z)=A

T
gegeben, so gilt det L = det A.
Bew.: Die Matrix Mat§(L) = A = (a;;) € K™ ist durch

L(v;) = Zaijvi firl<j<n
i=1

definiert. Es gilt:
det [, — DE@D)..Lvy)

D(v1,...,un)
n n
D Wiy 1V 5eees a;, nV;
ilz:l 1t irbz::l | Bew. von (7.10) det A
= = (§] .

Bem.: Sind G, G’ verschiedene geordnete Basen von V und ist L € End(V),
so wird im allgemeinen

det L # det (Matg’(L)>
gelten, vgl. (4.20)(a) und (4.21).
(7.25) Folgerung (weitere Eigenschaften von det).
(a) Fiir alle A, B € K™*" gilt: det(AB) = det A - det B.
(b) Fiir alle A € GL,(K) gilt: det(A™) = (det A)~1.

Bew.: Das folgt aus (4.20), (7.22) und (7.24).

Bem.: Aus (7.25) folgt, dal det : (GL,(K),:) — (K \ {0}, ) ein Gruppenho-
momorphismus ist. Sein Kern ist die wichtige Untergruppe

SL,(K) = {A € GLy(K)| det A = 1}

von GL, (K), genannt die spezielle lineare Gruppe (iiber K).
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Wozu ist die Determinante niitze?

Als wichtige und niitzliche Eigenschaft der Determinante haben wir kennen-
gelernt, dafl durch ihr Nichtverschwinden (d.h. det # 0) die Automorphismen
unter den Endomorphismen und die invertierbaren unter den quadratischen
Matrizen charakterisiert werden. Im Fall reeller Vektorrdume ist die Deter-
minante bei der Definition von Volumina von Parallelotopen und ihr Betrag
als “Volumenverzerrung” von Endomorphismen wichtig. Das Vorzeichen der
Determinante (im Fall K = R) ist eng verkniipft mit dem Problem der

Orientierung von endlichdimensionalen R-Vektorraumen.

Ist V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum, so nennt man zwei geordnete Basen
G = (v1,...,u,) und G = (v1,...,0)) gle1ch orientiert, falls der Endomor-
phismus L € End(V), der durch L(v;) = v} (fiir 1 < i < n) definiert ist,
positive Determinante hat. Aus (7.22) folgt leicht, dafi “gleich orientiert”
eine Aqulvalenzrelatlon auf der Menge der geordneten Basen ist, die genau
zwei Aquivalenzklassen hat. Die Auswahl einer dieser beiden Aquivalenzklas-
sen von gleich orientierten Basen nennt man eine Orientierung von V', und

die geordneten Basen in dieser Aquivalenzklasse nennt man positiv orientiert
(beziiglich der gewéhlten Orientierung). Die kanonische Orientierung des R"

ist durch die Auswahl der Aquivalenzklasse definiert, die die Basis (eq, . .., e,)
enthélt, und eine geordnete Basis des R™ heifit positiv orientiert, falls sie
gleich orientiert ist wie (ey,...,e,), d.h. eine Basis (vy,...,v,) des R" ist
positiv orientiert, wenn die Matrix mit dem Spaltenvektoren (vy, ..., v,) po-
sitive Determinante hat.

Bsp.: Ist (vq,...,v,) Basis von V und o € S,, so sind (vy,...,v,) und
(Vo(1), - - - Uo(n)) genau dann gleich orientiert, wenn sgn(o) = 1 gilt.

Bew.: Ist L € End(V) durch L(v;) := v,(; definiert und ist D Determinan-
tenform auf V', so gilt
D(vs(i), - - - s Vo(n)) (7.9)

‘ D(Uh s 7vn) Sgn(a)

Nach der Leibnizformel (7.14) ist det A eine Summe von Produkten, die aus
n Komponenten der Matrix A = (a;;) € K™™ gebildet werden, d.h. det A
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héngt polynomial von den Komponenten von A ab. Insbesondere im Fall
K = R kann man dies benutzen, um zu zeigen:

“Die meisten” A € R™" sind regulir.

(Zur Erinnerung: A regulir < det A # 0, vgl. (7.15) und (5.3)).

Dabei muf3 natiirlich erst mathematisch definiert werden, was “die meisten”
bedeuten soll. Das ist sogar auf verschiedene Weisen moglich und wird hier
nicht durchgefiihrt. In jedem Fall ist der entscheidende Punkt, daf3 die Null-
stellenmenge {A € R™"|det A = 0} der polynomialen Funktion det eine
“kleine” Teilmenge von R™*" ist. Die vorangehende Aussage ist zu folgenden
Aussagen dquivalent:

“Die meisten” linearen Gleichungssysteme mit n Gleichungen fiir
n Unbekannte (iiber dem Koérper R) sind eindeutig losbar.

oder:

Im R” schneiden sich ein k-dimensionaler und ein
(n — k)-dimensionaler affiner Unterraum “typischerweise”in einem

Punkt.

Der Zusammenhang zwischen den vorangehenden Aussagen besteht darin,
daf ein k-dimensionaler affiner Unterraum durch n — k lineare Gleichungen
definiert werden kann, ein (n— k)-dimensionaler durch k lineare Gleichungen.
Die Schnittmenge zweier solcher Unterrdume ist also gerade die Losungsmen-
ge eines linearen n x n-Gleichungssystems.

Auf der Determinante beruht auch folgende Losungsformel fiir lineare n x n-
Gleichungssysteme:

(7.26) Cramersche Regel (Gabriel Cramer 1704-1752; schweiz. Mathemati-
ker).

€y
Sei A = (a;;) € GL,(K), b € K". Die Losung = = : € K" des

Tn
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Gleichungssystems

(I) Az =10
ist durch
ain ... Qig—1 b @ .. aig
1 ..
Th= 9 A (firk=1,...,n)
Ap1 .. Qpk—1 bn Apk+1  --- Qpn
gegeben.

Bew.: Zunéchst sei bemerkt, dafl aus A € GL, (K) folgt, da8 die Abbildung

xr € K" — Az € K™ bijektiv ist, vgl. (7.22) und (7.24). Es existiert also

fiir jedes b € K™ genau ein z € K", das (I) 16st. Bezeichnen Ay, ..., A, die
L1

Spaltenvektoren von A, so ist x = : € K" genau dann Losung von
xn

(I), wenn z1A; + ...+ x, A, = b gilt. Daraus folgt fiir die Lésung x von (I):

DO(A17 cee 7Akflybv Ak+17 s 7An) = DO(A17 cee 7Ak717 Z xiAivAk+17 s 7An)
i—=1

(2

=> 2, Do(Ax, ..., Ap_1, Ai, Ay, ..., Ap) =z det A
=1 N ~~ d

=8k Do(A1,.-.,An)

Daraus folgt z = (det A) " Do(Ay, ..., Ap_1,b, Agy1, ..., Ay) und das ist ge-
nau die Behauptung.

Weiter spielt die Determinante eine wichtige Rolle bei der Berechnung von
Eigenwerten von Endomorphismen. Diese werden uns in der Linearen Algebra
IT oft wiederbegegnen.

Eigenwerte und Eigenvektoren.

(7.27) Det.: Sei V' K-Vektorraum, L € End(V). A € K heifit Eigenwert (EW)
von L, falls ein v € V'\ {0} existiert mit L(v) = Av. v € V heifit Eigenvektor
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(EV) von L, falls v # 0 gilt und ein A € K existiert mit L(v) = Av. In diesem
Fall heifit v ein Eigenvektor zum Eigenwert .

Bem.: vEV zum EW A, a € K\ {0} = avEV zum EW \.

Bsp.:

1)

2)

Ist L = Aidy, so ist A der einzige EW von L und jedes v € V'\ {0} ist
EV zum EW A.

Ist L : K™ — K™ definiert durch L(e;) = \e; fiir alle i € {1,...,n},
d.h.

A0 ... 0
Mat(L) = O R
o T 0
0O ... 0 X\,
so sind Aq,..., A, Eigenwerte von L und eq,...,e, Eigenvektoren von

L.

L:R? = R?, L(xy,72) = (21 + 22, 79) “Scherung”, mit

Mat(L):(é })

Dann ist A = 1 der einzige EW von L und z € R? ist genau dann EV
von L, wenn z = (z1,0) fiir ein z; # 0 gilt. Eine Begriindung dafiir
wird nach Satz (7.28) gegeben werden.

L:R? -5 R?, L(xy,79) = (ax; — bxo, br + axs) mit

a —b
Mat(L) = ( b a > .
Ist b # 0, so hat L keinen (reellen) EW. (Begriindung nach Satz (7.28)).

Geometrisch ist L eine “Drehstreckung”. Identifiziert man R? mit C
durch (z1,z9) <> x1 + ixe, vgl. Kap. 2, so kann man L schreiben als:

L(xy + ixs) = (a + ib)(x1 + ixy). Die Abbildung, die z € C die Zahl
(a +ib)z € C zuordnet, ist also eine Drehstreckung.
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5) “Gekoppelte Schwingungen”: Gegeben A € End(R"), gesucht Losungen
x: R — R™ der “Differentialgleichung”:

(%) z"(t) = A(z(t)) fiir alle t € R.

Ist v € R"EV von A zum EW A € R und ist f : R — R Ldésung
von f”(t)-Af(t) = 0 (diese sind explizit bekannt!), so ist x(t) := f(t)v
Losung von (k):

() = ["(H)v = Af(tv = f()A(v) = A(f(t)v) = A(x(t)).

(7.28) Satz. Sei 1 < dimV < oo, L € End(V). Dann gilt:
AEW von L < det(L — Aidy) = 0.

Bew.: det(L — Aidy) =0 = (L —Xidy) € Aut(V) L)

kern(L — Aidy) # {0} &  JoeV\{0}:(L—Aidy)(v) =0
< eV \{0}: L) =\

Bem.: Ist Matd(L) = (a;) € K™", so gilt Mat§(L — Aidy) = (a;; —
Adij)lgi,jgn- Also nach (724) und (714)

det(L — Aidy) = > sgn(o)(a1s0) — AMio)) - - - - * (Gno(n) — Adno(n))
oESH

= (=1)"\" + (Z a) (=D)AL 22 420 - det L,

=1

mit von den a;; abhéngenden Koeffizienten 7, die uns im Moment nicht weiter
interessieren. Einen Ausdruck dieser Art nennt man “ein Polynom in (der
Variablen) \”.

Bez.: Pp(\) :=det(L — Aidy) heiit das charakteristische Polynom von L.

Satz (7.28) besagt, dafl die Eigenwerte eines Endomorphismus L genau die
Nullstellen seines charakteristischen Polynoms P, sind.

Wenn man weif}, dal A € K Eigenwert von L ist, so erhélt man die zugehori-
gen Eigenvektoren als Losungen v # 0 des homogenen linearen (n X n)-
Gleichungssystems (L — Aidy)(v) = 0.

Bsp. 3) L:R* = R? L(xy,15) = (z1 + 22, T2) mit

Mm@%:(éi>.
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1—Xx 1
0 1-2A
Also ist A = 1 einziger Eigenwert von L.

Aus (L —idy)(xy1, z2) = (x9,0) folgt, daB die Vektoren z = (21,0) mit z; # 0

genau die Eigenvektoren von L zum Eigenwert 1 sind.

Bsp. 4) Wir betrachten das L € End(R?) mit

Mat(L):(Z _ab).
a—A —=b
b a— A

Falls b # 0 ist, so hat P, keine (reelle) Nullstelle, d.h. L besitzt keinen
(reellen) Eigenwert.

Dann ist Mat(L — Aidgz) = ) und damit Pr(\) = (1 — )2

Dann gilt P(\) =

‘:(a—)\)2+b2.

Die Antwort auf die Frage, ob jeder Endomorphismus eines endlichdimensio-
nalen K-Vektorraums einen Eigenwert besitzt, hingt vom Korper K ab. Das
vorangehende Beispiel 4) zeigt, dafi nicht jeder Endomorphismus des R? einen
Eigenwert besitzt, wihrend der Fundamentalsatz der Algebra (2.10) impli-
ziert, dafl jeder Endomorphismus eines C-Vektorraums V mit 1 < dimV <
oo einen Figenwert (und damit auch Eigenvektoren) besitzt.

Zum Abschlufl beweisen wir

(7.29) Satz. Sei V' endlichdimensionaler K-Vektorraum und L € End(V).
Besitzt L n verschiedene Figenwerte A1, ..., \, € K, so ist L diagona-
lisierbar, d.h. es existiert eine geordnete Basis G von V', so dafs

At

Matg(L) =

qgilt.

Bem.: 1) Zum Begriff “diagonalisierbar” siehe (5.7) und die auf (5.7) folgen-
den Bemerkungen.
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2) Da L n verschiedene Eigenwerte besitzt, ist nach (7.28) dazu dquivalent,
daf3 Pr, n verschiedene Nullstellen besitzt.

Bew.: Es seien vy, ..., v, Eigenvektoren zu den Eigenwerten A, ..., \,. Wir
zeigen zunéchst, daf vy, ..., v, linear unabhéngig sind. Da v; # 0 ist, ist die
Menge

{k|k € {1,...,n} und vy,..., vy sind linear unabhéngig}
nicht leer und besitzt deshalb ein maximales Element k.

Gilt ky = n, so ist unsere Behauptung bewiesen. Ist ky < n, so sind wegen der

Maximalitédt von ko die Vektoren vy, ..., vg 41 linear abhéngig. Es existieren
also aq, ..., a,+1 € K, die nicht alle gleich null sind, so dafl
ko+1

E ;0 = 0
=1

gilt. Wegen vy, 11 # 0 existiert sogar ein ig € {1,..., ko} mit oy, # 0. Auf die
vorangehende Gleichung wenden wir L an und erhalten

ko+1 ko+1 ko+1
0=1L (Z aivi> = Z a; L(v;) = Z QN ;.
i=1 i=1 i=1

Von dieser Gleichung subtrahieren wir die Gleichung

ko+1 ko+1
0= Agot1 (Z Ozi%‘) = Z O Ao +1;.
i=1 i=1
Das ergibt:
ko
0= ZO[Z(AZ — )\koﬂ)vi.
i=1

Wegen \;, — Ak, +1 # 0 und o, # 0 widerspricht das der linearen Unabhéngig-
keit der Vektoren vy, ..., vx,. Dieser Widerspruch zeigt, dal der Fall ky < n

nicht eintreten kann. Damit ist die lineare Unabhéangigkeit der vy, ..., v, ge-
zeigt und wir konnen die geordnete Basis G = (vy,...,v,) von V betrachten.
Wegen L(v;) = \w; fiir i € {1,...,n} erhalten wir
A1
Mat§(L) = -0 ,
0o .
An
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wie behauptet.

8 Euklidische Vektorraume

In diesem Kapitel behandeln wir eine zusétzliche Struktur auf reellen Vek-
torrdumen, ndmlich ein Skalarprodukt. Mit dessen Hilfe ist es moglich, die
Begriffe der euklidischen Geometrie wie etwa Linge von Vektoren, Abstand
von Vektoren, Winkel zwischen Vektoren, Orthogonalprojektion, Drehung
etc. zu definieren und mit ihnen zu arbeiten. Als wichtiges Beispiel eines Ska-
larprodukts auf einem oo-dimensionalen R-Vektorraum werden wir das “L?-
Skalarprodukt” auf dem R-Vektorraum der stetigen Funktion f : [0,27] —
R betrachten. Als Anwendung der Uberlegungen zu den euklidischen Vek-
torrdumen werden wir hier die algebraischen Aspekte der Theorie der Fou-
rierreihen kennenlernen.

Zunéchst sei an Definition (7.1) erinnert. Eine Bilinearform (=2-Linearform)
auf einen K-Vektorraum V ist eine Abbildung

b:VxV =K,
die in jedem der beiden Argumente linear ist, vgl. (7.1).
(8.1) Def.: Eine Bilinearform b : V' x V — K auf einem K-Vektorraum V
heifit symmetrisch, falls fiir alle v, w € V gilt:
b(v,w) = b(w,v)

In der néchsten Definition ist die Beschrankung auf den Fall K = R wesent-
lich, da wir die Bedingung “b(v,v) > 0” fordern.

(8.2) Def.: Sei V ein R-Vektorraum. Ein Skalarprodukt b auf V' ist eine sym-
metrische Bilinearform b : V' x V' — R, so daB fiir alle v € V' \ {0}
gilt:

b(v,v) > 0.

Bez.: Skalarprodukte werden wir in der Regel mit dem Symbol

(v,w) (statt b(v, w))
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schreiben. Ein euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V, (,)) bestehend aus
einem R-Vektorraum V und einem Skalarprodukt (,) auf V.

Bem.: Fiir jede Bilinearform b gilt b(0,w) = b(w, 0) = 0 fiir alle w € V, denn
b(0,w) = b(0-0,w) = 0b(0,w) = 0, vgl. (2.5)(a) und (3.2)(a). (Hier und
in Zukunft wird — wie allgemein iiblich — der Nullvektor eines Vektorraums
einfach mit 0 (statt mit 0) bezeichnet. Es wird aus dem Zusammenhang klar,
ob 0 € K oder 0 € V gemeint ist!).

Bsp. 1) Sind ay, . .., a, reelle Zahlen, so definiert

b(z,y) = Zaixiyi
i=1

eine symmetrische Bilinearform auf R™. Dieses b ist genau dann ein Skalarpro-
dukt, wenn a; > 0 fiir alle i € {1,...,n} gilt. Das Standardskalarprodukt auf

R™ ist durch .
<l’, y) = Z ZTilY;
i=1

gegeben.
2) Sei V' der R-Vektorraum

C°([0,27],R) = {f|f : [0,27] — R stetig}.

Auf diesem V ist ,

(f. ghre = / F(Dg(t)dt

ein Skalarprodukt, genannt das L?-Skalarprodukt.

(8.3) Def.: Sei (V, (,)) euklidischer Vektorraum. Dann heiit || v ||:= /(v,v) >
0 die Norm (oder Lange) von v € V' (bzgl. (,)) und || v—w || der Abstand
zwischen v und w.

(8.4) Satz. Sei (V,(,)) euklidischer Vektorraum. Dann gilt fir alle v,w €
VixeR:

(a) ||[v]|> 0 und: ||v]|=0<v=0
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(b) [[Av]= Al [v]]

(c) |(v,w)| <||v||||w]| (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) mit “="
< v und w sind linear abhdngig.

(d) |lv+w|<||v]] + ||w|  (Dreiecksungleichung)

Bew.:

(a) ist klar

(b) M= v/ (Ao, dv) = /A v,v) = [A] [0 ]|
(c) Es geniigt, den Fall w # 0 zu betrachten. Dann gilt fiir alle ¢ € R:

0.< (v + tw,v + tw) =||v||* +2¢(v,w) + ¢ |0
waw) 2 (vw)?
= (tllw]) +52) 4 o) — L)

Fiir to = —+%% ist der erste Summand gleich 0. Daraus folgt (c). Gleich-

[[w]|?
heit in (c) tritt genau dann ein, wenn (v+tow, v+tow) = 0 gilt. Daraus
folgt, dafl v+tow = 0 gilt, d.h. v und w sind linear abhéngig. Umgekehrt
gilt fiir linear abhéngige v und w offensichtlich Gleichheit in (c).

lv+wl® = (v+wv+w)=[lv]* +2(v, w)+ [w]?

©
< ol 2 lelllwll + wl*= (loll + lwl)*.

(8.5) Det. Sei (V. (,)) euklidischer Vektorraum und v,w € V' \ {0}. Dann ist
der Winkel ¢ = (v, w) € [0, 7] zwischen v und w definiert durch:

(v, w) (v, w)

Cos p = bzw. ¢ = arccos € [0, 7]

o[l o {[ff

Bem. 1) (8.4)(c) = —1 < 15 < 1. cos : [0,7] — [~1,1] ist bijektiv mit
Umkehrabbildung arccos.

2) gp(v,w) = Qp(w7v)
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3) v und w heiflen orthogonal (senkrecht) zueinander < (v, w) = 0. Sind
v,w € V\{0}, so sind v und w genau dann orthogonal, wenn (v, w) =
%, vgl. Def. (8.5) und cos 7 = 0. Sind v und w orthogonal zueinander,
so gilt der Satz von Pythagoras:

lv+w|*= (v+w,v+w) =[lv]*+2v,w)+ | w =] v [|* + | w |

Die Definition des Winkels ist so eingerichtet, dafl der “Kosinussatz” gilt:
(8.6) Folgerung (Kosinussatz). Fiir alle v,w € V' \ {0} gilt:
lv—wlP=]v*+ [ wl® =2 vl w] cospv,w)
Bew.:
lv —wlP=[lv[* =2{v, w)+ [[w]*=[lv|* + [[w]* —2cos¢ ||v]l[Jw]| .

(8.7) Def.: Eine Teilmenge S C V heifit Orthonormalsystem (ONS), falls gilt

(i) Fir allev € S gilt ||v]|=1 (“alle v € S normiert”) und

(i) v,we S, v#w= (v,w)y=0 (“je zwei orthogonal”)

Eine Orthonormalbasis (ONB) ist ein Orthonormalsystem, das V' erzeugt.

Bem.: S ONS = S linear unabhanglg ULy Un € S verschieden, r1,...,r, €
R und Zrﬂh =0=0= (Z TV, ZT]UJ> = i riri (v, vj) = irf =
alle 17— 0. B o -

Bsp.:

1) V=R" (z,y) :=> xy; = {e1,...,en} ist ONB von (R", (,)).
i=1

2) V= CO([O727T]7R>7 <7> = <7>L2‘

Sei fo € V definiert durch fo(x) := \/LQ? und fir £ > 1:

fr(x) == %cos(k:x),gk(a:) = % sin(kx).

Dannist S = {fx | k € N} U{gx | k € N\ {0}} ein ONS (vgl. Anwe-
senheitsaufgabe).
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(8.8) Satz:

(a) (Besselsche Ungleichung). Ist S ONS, v € V und E C S endlich, so

qilt
> (v <[]

ecE

(b) Ist B = (vy,...,v,) ONB von V, so gilt

n n

v = Z(v,vi)vi und ||v||*= Z<U,Ui>2.

i=1 i=1

Bew.: (a) 0 <[lv — X (v, e)e*=[|v|]* —2;5@,@2 + 2 (v,e)?

ecE eelR

(b) (v1,...,v,) Basis = 3Jry,...,m, € R:v= > rv, = (v,v;) =Y rj(vj,v) =
T Jj=1 j=1
Bem.: Ein ONS S C V heifit vollstdndiges ONS, wenn fiir alle v € V' gilt

> (ve)? =[vl®.

eeS

Dabei wird 3 (v, €)? definiert durch

eeS

Z(v, e)? = sup {Z(v, e)? | E endliche Teilmenge von S} .

ecS eeE

Es ist eine wichtige Tatsache, dal das ONS
S=A{fx|keN}U{gr |k €Nso}

ein vollstéindiges ONS in C°([0, 27], R) ist. Wir werden den Beweis dafiir, der
in die Analysis gehort, hier nicht durchfiihren.

Bsp. 1) Im R™ mit dem Standardskalarprodukt (, ) gilt fir alle x = (21, ...,z,) €
R™:

n

n n
xr = Z(:{;,ei)ei = inei und ||z||* = Z(x, i) = Zx?
i=1 =1

i=1
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2) Zu f € C°(]0, 2], R) heiBen

ag = ak(f) =L [ f( )cos(kt)dt fir k € N und
by, = = I foﬂ )sin(kt)dt fiir k € Ny

die Fourierkoeffizienten von f.

Es gilt dann fiir das ONS S = {fi|k € N} U {gx|k € N5o}:

ar = ap(f) = \/%fafkhz fir k=0
o \/%(ﬁ fryrz fur k€ Ny
und
be = bi(f) = _<f7 gr)y fiir k € Ny,.

f
Die Besselsche Ungleichung (8.8)(a) besagt nun

2 o0
(+) Did@+y<— | fo
R /

und die (hier nicht bewiesene) Vollsténdigkeit von S zeigt, dafl in der Un-
gleichung (%) in Wirklichkeit stets die Gleichheit gilt.

(8.9) Satz (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Sei (V, (,))
euklidischer Vektorraum.

a) Sind vq,...,vg linear unabhingige Vektoren in V', so existiert ein ONS
Wi, ..., wg iV, so dafs fir allei € {1,...,k} gilt:

(%) span{wy, ..., w;} = span{v;,...,v;}

b) Ist dimV < oo, so ezistiert eine Orthonormalbasis (ONB) von V.

Bew.: (a) Durch Induktion nach k.
Induktionsanfang: Da ein einzelner Vektor v; genau dann linear unabhéngig

ist, wenn vy # 0 gilt, konnen wir w; := mM definieren.

Induktionsschritt: Die Induktionsvoraussetzung angewendet auf vy, ..., vi_1
liefert ein ONS wy, ..., wx_1, so daf (x) fir 1 <i < k—1 gilt. Wir definieren
k—1
Wy 1= Vf — Z(vk, Wy Y w;.
i=1
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Wir benutzen (x) fiir i = k£ — 1, um einzusehen, dafl Wy € span{vy, ..., v},
v € spanf{wy, ..., wx_1, W} und Wy # 0 gilt. Speziell folgt
span{vy, ..., vx} = span{wy, ..., wg_1, Wi }.
Firj e {1,...,k— 1} gilt
k—1

(W, wy) = <Uk—;<vkawz‘>wuwj>

= <Uk7wj> - I§<Ukawi><wi7wj> =0.

Wir setzen wy, 1= lekuwk und erhalten ein ONS wy, ..., wg, das (x) fir 1 <
1 < k erfiillt.
b) Ist vy, ..., v, Basis von V| so ist das nach (a) konstruierte ONS wy, ..., w,

eine ONB von V.

(8.10) Def.: Sei M Teilmenge eines euklidischen Vektorraums (V/ (,)). Dann
heifdt
={veV|YweM: (v,w)=0}

der Orthogonalraum von M.

(8.11) Fakten. (a) M* ist Untervektorraum von V.

(b) My C My CV = Mj- C Mt
(c) M
(d)
(e) M n M+ C {0}

Bew.: (a) Zu w € M definiere [, € V* durch [,(v) = (v,w). Dann gilt

= (N ker(ly). Daker(l,) ein Untervektorraum ist und jeder Durchschnitt
weM
von Untervektorrdumen ein Untervektorraum ist, siche (3.6), folgt (a).

(b) klar.
(c) Wegen M C span(M) und (b) folgt span(M)+ C M=+, Ist v € M+ und
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w € span(M), so existieren k € N und wyq,...,wx € M, ri,...,7x € R, so
k

daBl w = > r;w; gilt. Dann folgt
i=1

Das beweist v € span(M)*.

(d) Ist w € M, so gilt fiir alle v € M+ : (w,v) = (v,w) = 0. Also: w €
(M)

(e) Ist v € M N M*, so gilt speziell (v,v) = 0. Also nach (8.2): v = 0.

Bsp.: In R™ mit dem Standardskalarprodukt gilt fiir jedes k € {1,...,n—1}:

{er, ... e}t = R x {0})*F = {0} x R"™",

(8.12) Satz. Sei U Untervektorraum des euklidischen Vektorraums (V, (,)). Ist
dimU < oo, so gilt
V=UaU".

Bem.: 1) Aus V = U @ U™ folgt (U+)+ =U.
2) Blatt 2, Aufgabe 3, zeigt, dal (8.12) ohne die Voraussetzung “dim U < oo”
nicht allgemem gilt.

Bew.: Nach (8.11)(e) gilt U N U+ = {0}, d.h. wir haben eine direkte Summe
UaU* C V. Es bleibt zu zeigen, dal U U+ = V gilt. Nach (8.9)(b) existiert
eine ONB vy, ..., v, von U. Offensichtlich gilt fiir jedes v € V'

(%) Z v, v;)v; + Z(v,vi)vi)

=1

k
mit Y (v,v;)v; € U. Ist j € {1,...,k}, so gilt

i=1
k

k
(v — Z(U,vi)vi,vj (v,vj) Z v, v;) (v, v;) =0,
=1

i=1

k
dh. v =S (v,v)v; € {v1,..., 04} = Ut. Also zeigt (x), daB v € U ® U+t
=1

gilt, dh. U U+ = V.
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(8.13) Def.: Sei U Untervektorraum eines euklidischen Vektorraums (V, (,)),
sodaBB V = U@ U gilt, d.h. fiir alle v € V existiert genau ein Paar (ug, u;) €
U x Ut, so daBl v = ug + u; gilt. Dann heifit die Abbildung

Py :V = U, Py(v) =ug
die Orthogonalprojektion auf U.

(8.14) Fakten. Sei U C V Untervektorraum mit U @ U+ = V. Dann gilt:

(a) Py € Hom(V,U)
(b) Py|U = idy, Py|U+ =0

(c) Ist dimU = k < oo und {wy,...,v} ONB von U, so gilt fiir alle v € V:
k

Py(v) = Z(v,v»vi

=1

(d) Ist dimU* = j < oo und {wy, ..., w;} ONB von U™, so gilt

J

Py(v) =v— Z(v,w,)w,-

=1

Bew.: Die Aussagen (a) und (b) sind leicht einzusehen, Aussage (c) ist im
Beweis von (8.12) enthalten und Aussage (d) 148t sich analog beweisen.

Bsp.: Im R” mit dem Standardskalarprodukt ist die Orthogonalprojektion
auf U = R* x {0} C R™ durch

PRkX{0}<£L'1, ce ,l‘n) = (Il,. .. ,ZL‘k,O, ce ,0)
gegeben.

Eine wichtige Eigenschaft der Orthogonalprojektion Py auf U ist, dal Py (v)
der Punkt auf U ist, der v am néchsten liegt. Das kommt in folgendem Satz
zum Ausdruck.

(8.15) Satz. Sei U Untervektorraum eines euklidischen Vektorraums (V. (,)),
es gelte V. =U ® U+ und es sei v € V. Dann gilt fiir alle w € U

o —ul=lv— Py,

mit Gleichheit nur fir uw = Py(v).
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fo—ulP = I o= Poo)) + (Pole) — ) I
= o= Ru) I+ (Pot) =) I

> v —=Py(v) [
mit Gleichheit nur fiir v = Py (v).

Bez.: Sind My, M; nichtleere Teilmengen von V| so nennen wir
d(M()?Ml) = mf{H Vg — U1 Hl Vg € Mo,Ul S Ml}

den Abstand von My und M. Offenbar gilt d( My, M;) = 0, falls MoNM; # 0.
Mit dieser Bezeichnung 148t sich die Aussage in Satz (8.15) wie folgt formu-
lieren:

d(v,U) =|| v — Py(v) || und Py(v) ist das einzige Element von U, fiir das
diese Gleichung gilt.

Wir haben folgendes Rechenverfahren zur Bestimmung von Py (v) und d(v, U),
falls dim U < oo oder dimU+ < oo (und U @ U+ =V):

Je nachdem, was leichter ist, bestimmt man entweder eine Basis von U oder
eine von U*. Diese macht man mit dem Gram-Schmidtschen Verfahren (8.9)
zu einer Orthonormalbasis, und erhélt entweder eine ONB{vy, ..., v} von U
oder eine ONB{wy,...,w;} von U™*.

Im 1. Fall berechnen wir

k k

Py(v) =Y (v,v)v; und d(v,U) =[| v = > (v, v:)v; || -

i=1 =1

Im 2. Fall berechnen wir

Py(v)=v— Z(v,wi)wi und d(v,U) = (Z(v,wZ-}Q) :

i=1 i=1

Diese Aussagen und Rechnungen sollten wenigstens im Fall des R? und R? mit
den Standardskalarprodukten sehr anschaulich und leicht verstandlich sein.
Wir iibertragen diese Erkenntnisse auf das Problem der “Approximation”
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von stetigen Funktionen durch Summen von trigonometrischen Funktionen,
d.h. auf Fourierreihen. Dadurch wird dieses Problem aus der Analysis unse-
rer geometrischen Anschauung, die durch den uns umgebenden euklidischen
Raum geprégt ist, zugénglich.

Wir betrachten wieder V' = C°([0, 27], R) mit dem L?-Skalarprodukt (, )2
und dem (vollstdndigen) ONS bestehend aus den Funktionen

folt) = \/LQ_W Fult) = % cos(kt) und gy (t) = % sin(kt) fiir k € N

Die Fourierkoeffizienten ay, = ax(f) und by = bi(f) sind bis auf Normierungs-
faktoren die Skalarprodukte (f, fi)r2 und (f, gr)r2, vgl. Bsp. 2 vor (8.9). Wir
betrachten

Up :=span{fo, ..., fns91,---,gn} CV
und berechnen fiir f € V

P (f) = (f fo)fo+ é<f,fk>fk+<f,gk>gk

2+ 1; ay, cos(kt) + by, sin(kt)

Satz (8.15) besagt nun, daf Py, (f) das Element von U, ist, das f beziiglich
der L2-Norm am besten approximiert. Verwenden wir die Vollstindigkeit
unseres ONS, d.h. die Gleichheit in der Besselschen Ungleichung (8.8)(a), so
erhalten wir

I f = Po,(f) Ta=m7 ) (af +5}):

k=n-+1
Da die Reihe Y (a? +b?) aufgrund der Besselschen Ungleichung konvergiert,
k=1

folgt
Tim || f = Py, (f) 2= 0,

d.h. die endlichen Abschnitte Py, (f) der “Fourierreihe” konvergieren beziiglich
der L?>-Norm gegen f.

Wir verallgemeinern nun (8.15) auf die Berechnung des Abstands zweier be-
liebiger affiner Unterrdume eines endlich-dimensionalen euklidischen Vektor-
vaums (V, ().
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(8.16) Satz. Seien Ay = vy + Uy und Ay = vy + Uy affine Unterrdume von V.
Dann gilt
d(Ao, A1) =l Pwsuy (vi — vo) ||

Ein Punktepaar (2, z1) € Agx Ay mit || z1—20 ||= d(Ao, A1) erhalt man
wie folgt. Wir setzen w := Py ip,)1 (v1 — o). Dann gilt (vi —vo) —w €
Uy + Uy, so daff ug € Uy und uy € Uy existieren, so daf

V1 — Vo = Up + U W
gilt. Wir setzen dann
20 = Vg + Ug, 21 := V1 — U1.

Jedes weitere Punktepaar (z(, z1) € Ag X Ay mit || 24 — z{ ||= d(Ao, A1)
st dann von der Form

/ /
Zo =% t U, 2y =21 +u

fiir ein u € Uy N Uj.

Bem.: 1) Ist (29,21) € Ag x Ay, so gilt fiir alle uw € Uy N Uy:
20 =20+tu€ Ag, 2y =21 +u € Ay, und || 21 — 25 ||=] 21 — 20 ||

2) Gilt Uy nU; = {0}, so existiert genau ein Paar (29,21) € Ag x A; mit
|21 = 20 [|= d(Ag, Ay).

Bew.: (a) Es sei zg := vy + ug, 21 := v; — uy. Dann gilt
20 € Apund 21 € Ay und 21— 20 = v1 —vo —ug— U1 = W = Py p,)L (V1 — o),
nach Wahl der Vektoren ug, u; und w.

(b) Seien z, € Ay, 2} € Ay beliebige Punkte auf Ay und A;. Dann existieren
uy € Up und w) € Uy, so daB

/ / !/ /
2y = 20 +uy und 2 = 21 + Uy

gilt. Damit erhalten wir

Iz =2 12 = || (21— 20) + (uh —up) IP=ll 21 — 20 [I* + | wf — g ||
—_— Y ——
€(Uo+Un )+ €Uo+U =20

> =20 |7
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AuBerdem gilt || 21 — 2 ||= d(Ao, A1) genau dann, wenn u} — uy = 0 gilt,
d.h. wenn w :=u} =uj € UyNU; und 2] = 21 +u, 25 = 29 + u.

Ein Rechenverfahren zur Bestimmung von d(Ag, A1) erhalten wir wie folgt.
Bestimme eine Basis von (Uy+U; )* und orthonormalisiere sie. Ist {wy, ..., w;}
die so erhaltene ONB von (U + U;)*, so gilt

d(AQ, Al) = <Z<U1 - U(J?wi>2>

=1

Als néchstes definieren wir die “strukturvertriaglichen Abbildungen” zwischen
euklidischen Vektorrdumen.

(8.17) Def.: Seien (V,(,)v) und (W, {(,)w) euklidische Vektorraume. Eine
Abbildung L : V' — W heifit orthogonal (bzgl. (,)y und (,)w), falls L €
Hom(V, W) gilt und falls fiir alle vy, vy € V gilt:

(vi,v2)y = (L(v1), L(va2))w

Bem. 1) Orthogonale Abbildungen L erhalten also die Norm von Vektoren
(d.h. v ||=|| L(v) ||= 0) und die Winkel zwischen Vektoren (d.h. (v, w) =
©(L(v), L(w)), vgl. Def. (8.5)).

2) Orthogonale Abbildungen L sind stets injektiv, denn v € ker L impliziert

[ I=[I L(v) [|= 0,

also v = 0. Speziell sind orthogonale Abbildungen eines endlich-dimensionalen
euklidischen Vektorraums in sich stets bijektiv, vgl. (4.11).

Bsp.: Sei U C V Untervektorraum, fiir den U @ U+ = V gilt, und Py die
Orthogonalprojektion auf U. Wir zerlegen jedes v € V als v = ug + uy mit
ug € U, up € U+ (d.h. ug = Py(v), uy = v — Py(v)) und definieren

Sy V=V, Sy(v) = Su(ug + u1) := up — uy.

Dann ist Sy orthogonale Abbildung. Sy heifit die Spiegelung an U. Wegen
up = Py(v),u1 = v — Py(v) gilt

Su(v) =2Py(v) —v.
Bez.: Ist (V, (,)) euklidischer Vektorraum, so sei mit
O(V) ={L € Aut(V) | L orthogonal}
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die orthogonale Gruppe von (V/ (,)) bezeichnet. (Statt O(V') sollte man bes-
ser O(V, (,)) schreiben, aber das ist nicht iiblich, da zu umsténdlich). O(V)
ist eine Untergruppe von (Aut(V'), o). Ist dim V' < oo, so ist ein orthogonales
L € End(V') automatisch bijektiv.

(8.18) Fakten. Seien (V, (,)) und W, (, )w) euklidische Vektorraume, dim V' =
n < oo und L € Hom(V, W). Dann gilt:

(a) Ist L orthogonal und (vy,...,v,) ONB von V', so ist (L(vy),..., L(v,))
ONS in W.

(b) Ist (v1,...,v,) ONB von V und ist (L(vy), ..., L(v,)) ONS in W, so ist
L orthogonal.

Bew.: (a) <L(?}Z), L(UJ)>W = <Uiavj>\/ = 61]

n n

(b) Ist v = )" v, w = Y Bv;, so folgt
i=1 j=1

(L(v), L(w))w = Z ;B (L(vi), L(vy)) = ; a;f = (v, w)y.

wi=1 =6ij

(8.19) Folgerung. Seien (V, (,)y) und (W, (, )w) euklidische Vektorrdume mit
dimV = dimW < oo. Dann existiert ein orthogonaler Isomorphismus L :
V' — W. Speziell ist jeder n-dimensionale euklidische Vektorraum orthogonal
isomorph zum R™ mit dem Standardskalarprodukt.

Bew.: Sei (v1,...,v,) ONB von V, (wy,...,w,) ONB von W. Definiere L €
Hom(V, W) durch
L(v;) = w; fiir i € {1,...,n}.

Dann ist L Isomorphismus (vgl. (4.5)) und (8.18)(b) impliziert, dai L ortho-
gonal ist.

(8.20) Satz. Sei (V,(,)) euklidischer Vektorraum, G = (vy,...,v,) ONB wvon
V und L € End(V'). Dann gilt:

LeO(V) & FirA:=Matg(L) gilt: A"A=E,.
Speziell gilt det L € {£1}.
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Bem.: Offenbar ist A”A = E,, dquivalent zu AT = A~! und zu AAT = E,.
Bew.: Sei L € O(V) und (a;;) := A = Matg(L). Dann gilt fiir alle 1 <i,j <

5 = (vnvy) = (L(vi), L(vy)) = { z z aiy)

n

= Z Afi Ay <Uk7 Ul> = Z QAfiQkj = (ATA>ij7
k=1 —— k=1
=0k

also ATA = E,. Umgekehrt zeigt diese Gleichungskette: Aus ATA = E,
folgt (L(v;), L(v;)) = 6;; fiir alle 1 < 4, j < n. Daraus folgt nach (8.18)(b),
dafl L orthogonal ist. Schliellich folgt aus ATA = E,,, daB 1 = det E,, =
det(ATA) 729 det AT . det A "2 (det A)? gilt, also det L = det A € {+1}.
Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:

SO(V) = {Le€O(V)]|detL =1}

O(n) = {AeR™" | ATA=E,} “orthogonale Gruppe”
SO(n) = {A€O0O(n)|detA=1}  “spezielle orthogonale Gruppe”

Die Matrizen in O(n) heiflen “orthogonale Matrizen”.
Ist G ONB von V, so ist
Matg | O(V) : O(V) = O(n)

ein Isomorphismus der Untergruppe O(V') von Aut(V') auf die Untergruppe
O(n) von GL(n,R), der die Untergruppe SO(V) von O(V) auf die Unter-
gruppe SO(n) von O(n) abbildet.

Bsp.: Ist U C V ein k-dimensionaler Untervektorraum, so existiert eine ONB
G = (v1,...,v,) von V, so dafl (vy,...,vr) ONB von U ist. Dann gilt

k
—~

1

Matg (SU) =
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und det(Syy) = (—1)"*. Die Spiegelung Sy an U ist also genau dann Element
von SO(V'), wenn n — k, genannt die Kodimension von U in V, gerade ist.

Bem.: Eine Matrix A € R™" liegt genau dann in O(n), wenn ihre Spalten-
vektoren (oder ihre Zeilenvektoren) eine ONB des R™ mit dem kanonischen
Skalarprodukt bilden. A liegt genau dann in SO(n), wenn die Spaltenvektoren
(Aq,...,A,) eine positiv orientierte ONB des R™ bilden.

cosp —sing

Bsp.: Die Matrix ( .
sinp  cosp

) ist fiir alle ¢ € R in SO(n).

9 Die Gramsche Determinante und das Kreuz-
produkt

(J.P. Gram, dénischer Mathematiker 1850-1916).

Zunéchst werden wir uns iiberlegen, dafl es in euklidischen Vektorrdumen
einen natiirlichen Volumenbegriff fiir Parallelotope gibt.

(9.1) Satz. Sei V' euklidischer Vektorraum, 0 < dimV = n < oo. Dann
existieren genau zwei Determinantenformen +D auf V', so daf$ gilt:

Ist vy, ...,v, ONB won V,so gilt | £ D(vy,...,v,)| = 1.

Bez.: Ein solches D hei3t normierte Determinantenform des euklidischen
Vektorraums V.

Bew.: Existenz: Sei (71, . ..,7,) eine (feste) ONB von V. Nach (7.10) existiert
genau eine Determinantenform D von V mit

D(El, “ee ,En) = 1
Wir miissen zeigen, da8 dann fiir jede ONB (vy,...,v,) von V
|D(vy,...,0,)] =1

gilt. Sei L € End V' durch L(7;) = v; fiir 1 < ¢ < n definiert. Nach Definition
(7.21) gilt:
D(vq,...,v,) =det L- D(vy,...,7,) = det L.
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Nach (8.20) gilt: det L € {£1}, also
|D(vy,...,v,] = |det L| = 1.

Dal +D die einzigen solchen Determinantenformen sind, folgt direkt aus
(7.10).

Aus Satz (9.1) folgt, daB in endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraumen
(V,(,)) ein natiirlicher Volumenbegriff fiir Parallelotope existiert. Ist D eine
normierte Determinantenform und sind wy,...,w, € V, so definieren wir

VoIl (P(wy, ..., wy)) == |D(ws, ..., w,)].

Ist (vq,...,v,) eine ONB von V| so nennt man P(vy,...,v,) einen Wiirfel
der Kantenldnge 1, und es folgt:

Vol (P(vy,...,v,)) = 1.

Die Gramsche Determinante berechnet vol" (P(w, . .. ,w,)) mittels der Ska-
larprodukte (w;, wy) fir 1 < i,k <n:

(9.2) Satz (Gramsche Determinante). Sei (V,(,)) n-dimensionaler euklidi-
scher Vektorraum und wy, ..., w, € V. Dann gilt

volf) (P(wy. ... wy)) = y/det(((wi, we))1<ipen).

Bsp.: Wir betrachten R? mit dem Standardskalarprodukt. Dann ist Dy eine
normierte Determinantenform, da Dy (e, e3) = 1ist. In diesem Fall sagt (9.2):

() — o (wy,wy)  (wi,wa)  _ w12 — (. )2
wolf (Plug ) = Jaee (o] 00 ) /Tl = G, )

= [fwrl[lwsl[\/1 = cos? o = [Jwn][[[wal| sin e,

wobei ¢ den Winkel zwischen w; und ws bezeichnet. Das ist die Formel fiir
die Fldche des Parallelogramms P(w;,ws) mit den Seitenldngen |lw;|| und
||ws|| und dem eingeschlossenen Winkel .

Beweis von (9.2): Sei G = (vy,...,v,) eine ONB von V und sei L € End(V)
durch L(v;) = w; fir 1 < j < n definiert. Dann ist A = (aj)1<ij<n =

Matg(L) durch )
wj = Z aijvi
=1

138



definiert, und es gilt fiir jede normierte Determinantenform D:
()vol) (P(wy, ..., wy)) = |D(wy, ..., w,)| = |det A||D(vy, ..., v,)| = | det Al.

Andererseits:

n

n n n
<wi7wj> = <E Qi Vi, Z alle> = Z Qi A5 <Uk>?)l> = Z Qi Q5
k=1 =1 kl=1 W—’é k=1
=0kl

= (AT A);
Also: ((wz, wj))lgi,jgn = ATA
Daraus folgt: (*x) det({w;, w;))1<ij<n = det(AT A) = (det A)%.
Aus (x) und (xx) folgt die Behauptung.

Aufgrund der Tatsache, daB sich vol®! (P(w, ..., w,)) allein aus den Skalar-
produkten (w;,w;), fir 1 < ¢,5 < n, berechnen lafit, kann man vermuten,
dafl in euklidischen Vektorrdumen auch ein natiirlicher k-dimensionaler Vo-
lumenbegriff fiir k-dimensionale Parallelotope mit £ < dim V' = n existiert.
Das von k Vektoren wy, . . . , wy aufgespannte Parallelotop P(wq,...,wg) CV
ist durch

k
P(wlw--,wk):{zsiwi|Vi€{1,...,k‘}:0§si§1}

i=1

definiert. In Analogie zu (9.2) definieren wir

(9.3) Def.: Sind wy,...,w, € V, so ist das k-dimensionale Volumen von
P(wy,...,wg) (bzgl. (,)) definiert als

Vol (P(uwn, ..., wy)) = /det((wr, w;)1< e

Wegen (9.2) hat diese Definition folgende Eigenschaft: Ist U ein k-dimen-
sionaler Untervektorraum von V', der die Vektoren wy,...,wy enthélt, so
induziert (,) ein Skalarprodukt

<7>U::<7>|UXU
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auf U. Ist DY normierte Determinantenform auf (U, {, )/), so gilt
voly (P(wy, ..., wy)) = | DY (wy, ..., wy)|.

Eine wichtige Eigenschaft dieses Volumenbegriffs ist, daf§ er unter orthogo-
nalen Abbildungen invariant ist. Das bedeutet Folgendes:

Sind (V, (, )v) und (W, (, )w) euklidische Vektorrdume, so gilt fiir jede ortho-
gonale Abbildung L : V' — W und jedes Parallelotop P = P(vy,...,v;) in
Vv

(%) voly™ (L(P)) = volV (P).
Gleichung (x) folgt aus der Beziehung L(P(vy,...,v)) = P(L(vy), ..., L(vg)):

Vol (L(P)) = /det((L(v:), L(v;)Yw )1<i <k

= \/det(</l)z‘,vj>\/)1§i,j§k = V011<67>V(P)-

Definition (9.3) ist die (lineare) Grundlage fiir die Definition des “k-dimen-
sionalen Flacheninhalts” von “k-dimensionalen Flachen” im euklidischen R™
und fiir die Definition von Integralen iiber solche k-dimensionalen Fléchen.
Diese Objekte werden in der Analysis behandelt.

Das Kreuzprodukt

In einem n-dimensionalen, orientierten, euklidischen Vektorraum V' definie-
ren wir eine Abbildung “Kreuzprodukt”, die n — 1 Vektoren wy, ..., w,_1
in V einen Vektor in V', bezeichnet als wy; X ... X w,_1, zuordnet und die
angenehme algebraische und interessante geometrische Eigenschaften hat.

In einem solchen Vektorrau V' gibt es genau eine normierte Determinanten-
form D, die auf positiv orientierten Basen positive Werte annimmt, d.h.

(v1,...,v,) positive orientierte ONB von V = D(vy,...,v,) = 1.

Diese Determinantenform D nennen wir die kanonische Determinantenform
von V. Betrachten wir R” mit dem Standardskalarprodukt und der iiblichen
Orientierung, so ist (ey,...,e,) eine positiv orientierte ONB von R™. Da fiir
die Standarddeterminantenform Dy des R"

Do(el,...,en) =1

gilt, ist Dy die kanonische Determinantenform dieses “Standard-R™”.
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(9.4) Lemma (von Riesz). Sei (V, (,)) endlichdimensionaler euklidischer Vek-
torraum. Dann existiert zu jeder Linearform ¢ € V* genau ein Vektor
v eV, so daf fiir alle w € V' gilt:

p(w) = (v, w).

Bew.: Sei vy, ..., v, eine ONB von V und v := Y ¢(v;)v; € V. Dann gilt fiir

=1

alle w:= > aqu; € V:

i=1

n

p(w) = ZOCW(%') = <Z Qi Vi, ZW(UJ')UJ> = (w,v) = (v, w).

Die Eindeutigkeit von v folgt aus der auch sonst wichtigen Tatsache, dafl
jeder Vektor v € V durch seine Skalarprodukte (v,w) mit allen Vektoren
w € V (es geniigt mit allen Vektoren einer Basis von V') eindeutig bestimmt
ist:

Gilt fir v € V und v € V, daf

fiir alle w € V' gilt, so folgt
(v—"o,w) =0
fiir alle w € V. Fiir w := v — v erhalten wir
0= (v—0,0-0) =v-0]|

also v — v = 0 aufgrund der positiven Definitheit des Skalarprodukts.

(9.5) Def.: Sei (V, (,)) orientierter euklidischer Vektorraum mit 3 < dimV =
n < oo und kanonischer Determinantenform D. Zu je n — 1 Vektoren

Wi, ..., w,_1 von V existiert genau ein Vektor w € V', so dafi fiir alle
v eV gilt

D(wy, ..., wy_1,v) = (w,v).
Dieses w € V' heifit das Kreuzprodukt von wy, ..., w,_1 und wird mit

Ww=:w; X ... X Wp_-1

bezeichnet.
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Bem.: Es ist ausschliellich das Kreuzprodukt von n — 1 Vektoren definiert,
also etwa v x w fiir v und w in R3, nicht aber v x w fiir v und w in R*!

Begriindung fiir die Existenz von w in (9.5): Die Abbildung
veV = D(wy,...,w,_1,v) €ER
ist eine Linearform. Somit folgt die Existenz von w aus Lemma (9.4).
(9.6) Eigenschaften des Kreuzprodukts.
(a) Die Abbildung (wy,...,w,—1) € V"1 = w; X ... X w,_; € V ist

multilinear und alternierend. Speziell gilt: wy, ..., w,_; linear abhéngig
= wy X ... X wW,—1 =0.

(b) Ist L € O(V), so gilt
L(U)l X ... X wn_l) =det L - (L(U)l) X ... X L(wn_l))

(c) “Geometrische Definition des Kreuzprodukts”:
wy X ... X wy,_1 ist der eindeutig bestimmte Vektor in V| fiir den gilt:

(i) wy X ... X wy_; € (span{wy, ..., w,_1})* .
(i) || wr X ... X woy [|= voll! [(P(wy, ..., wa_1)).
(iii) Sind wy, ..., w,_1 linear unabhingig, so ist (wy,...,w, 1, w; X

... X wy_1) positiv orientierte Basis von V.

Bew.: a) Exemplarisch wird die Alternierungseigenschaft gezeigt:
Esseil <i<j<n-—1und w;, =w;. Dann gilt fiir allev € V
(wy X ... X wy_1,v) = D(wy,...,w,_1,v) =0,
da D alternierend ist. Daraus folgt w; X ... X w,_1 = 0, vgl. (9.4).
b) Da L bijektiv ist, konnen wir fiir alle v € V' schreiben
(L(wy X ... X wy_1),v) = (L(wy X ... X w,_1), L(L™'(v)))

P g X X wy, L)) = Dlwr, . waer, L7 (0)

Def. von det(L) det(L)_lD(L(wl)’ cey L(wn—l)a U)

det(L)e{+1} (det(L) - (L(wy) X ... x L(wp_1)),v)
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Daraus folgt die Behauptung.

(c¢) Exemplarisch wird (ii) bewiesen. Sind wy, ..., w,_; linear abhéngig, so
sind beide Seiten null, vgl. (a) und die Bemerkungen nach (9.3). Sind wy, . .., w,,—1
linear unabhéngig, so existiert ein v € V, so dafl (wy,...,w,_1,v) eine Basis
von V ist, also

0# D(wy,...,wy_1,v) = (W X ... X Wp_1,0)

und damit folgt
wy X ... X wy_q #0.

Wir setzen
w1 X ... X Wp—1

w = .
lex...an,1H
Es sei U := span{wy, ..., w, 1} und Dy : U""' — R die Abbildung

Dy(uy, ... up_1) := D(uy, ..., up_1,w).

Ist vy,...,v,-1 ONB von U, so folgt aus (a), daBl v,...,v,_1,w eine ONB
von V ist, also

|DU(U17"'7U11—1>| = |D<U17"’7U”_17w>| =L

Dy ist also eine normierte Determinantenform auf U und die Bemerkungen
nach (9.3) zeigen, dafl

vl (P(wr, ..., wa_1)) = |Dy(wr, ..., we_1)| = |D(wy, ..., wo_1,w)|

gilt. Andererseits gilt nach Def. (9.5)

D(wy,...,wp_1,w) = (W X ... X Wy_1,W)
— <w1><...an,h%>:“wlX...Xwn,lH.

Zusammen mit der vorangehenden Gleichung beweist das Aussage (ii).

Schliefllich leiten wir eine explizite Formel her, die es erlaubt, wq X ... X w,_1

aus den Komponenten von wq, ..., w,_; beziiglich einer positiv orientierten
ONB zu berechnen.
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(9.7) Fakt. Ist (v1,...,v,) positiv orientierte ONB von V' und w; =: ) a;;v;
i=1
fir 1 <j <n-—1, so gilt

n

wp X ... X Wp_1 = Z ((_1)n+2 det Az)) Vs,

i=1

wobei A1 € RDX=D aus A 1= (a;;) 1<i<n € R™®Y durch Streichen
1<j<n—1
der i'ten Zeile entsteht.

Bem.: Es gilt a;; = (v;, w;) und die Spalten von A bestehen gerade aus
den Komponenten der w; beziiglich der gegebenen, positiv orientierten ONB

(U1, .., Vp).

Bsp.: Im Fall von V' = R? mit der {iblichen Orientierung und dem Standards-
kalarprodukt betrachten wir die positiv orientierte ONB (eq, ez, €3) und

3
wy =: a=(a1,as,a3) =Y. a;e; € R? und
i=1
3
wy =: b= (bl,bg,bg) = b;e; € R3.
i=1

Dann ist A € R3*2 die Matrix

aq b1
a9 b2
as bg
und es gilt:
3
axb= Z ((—1>’L+3 det Az) €; = (&2()3 - a3b2, —(Ilbg + Clgbl, a162 — agbl).
i=1

Vorbemerkung. Sind 2y, ..., z, beliebige Vektoren in V und z; =: ) z;v;,
i=1
d.h. z;; = (25, v;), so gilt
D(Zl, e 7Zn) = det((zij)lgingn).

Es ist namlich leicht zu sehen, dafl die rechte Seite als Funktion von 2y, ..., z,
eine alternierende n-Form ist, die fiir z; := vq,...,2, = v, den Wert 1
annimmt, gerade wie D.
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Bew. von (9.7): Fiir alle x = ) x;v; € V gilt aufgrund der Vorbemerkung:

i=1
aily ... Qip—1 I1 Entwicklung nach
: . der letzten Spalte 7 i
. . . . _ n+1i
D(wy,...,wp_1,2) = _ ) ) = (=1)"" det(A;)w;
: : : i=1
an1 ... Gpp—1 In

_ <j; (—1)™ det A;) v$> .

Also: wy X ... X w,_y = Y ((=1)" T det A;) v;.

i=1
Bsp.: Es sei V' = R™*! mit iiblicher Orientierung und Standardskalarprodukt.
Es sei eq,...,e, die Standardbasis des R™ und sy, ..., s, reelle Zahlen. Wir
betrachten die Vektoren wy := (ey, 81), ..., w, := (€, $,) im R*"™!. Dann gilt:

volb! (P(w, . ..

Bew.: Nach (9.6)(c)(ii) und (9.7) gilt:

vol, (P(wy, ..., wy)) (gllwl X ... X wn||(9i)

wobei A; aus der ((n+ 1) x n)-Matrix

10 ... ... 0

o 1 ... ... 0
A—

0 B |

S1 S22 ... ... 8p

durch Streichen der i’ten Zeile entsteht. Offensichtlich gilt det A,,,; = 1 und
| det A;| = |s;] fiir 1 <i <mn.
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10 Adjungierte Abbildung und Diagonalisie-
rung symmetrischer Matrizen

Folgendes Lemma bereitet die Definition der adjungierten Abbildung vor.

(10.1) Lemma. Seien (V,(,)y) und (W, (,)w) euklidische Vektorrdume und
L € Hom(V, W). Dann existiert htchstens eine Abbildung L* : W — V|
so daf fiir alle v € V und alle w € W gilt

(%) (L(v), whw = (v, L*(w))v.

Falls L* existiert, so gilt L* € Hom(W, V). Ist V' endlich-dimensional,
so existiert L*.

Bew.: Sind L* und L* : W — V Abbildungen, so da8 (%) fir alle v € V und
w € W gilt, so gilt fiir jedes w € W

(v, L*(w))v = (L(v), whw = (v, L*(w))v

fiir alle v € V. Mit der Eindeutigkeitsausage in (9.4) folgt L*(w) = L*(w),
d.h. L* = L*.

Wir nehmen an, dafl L* existiert, und zeigen, dal L* : W — V linear ist. Es
gilt fiir wy,wy, € W und alle v € V

(v, L*(wy +ws2))y = (L(v), w1 +wa)w = (L(v), w)w + (L(v), w2)w
= (v, L*(w1))v + (v, L*(wa))v = (v, L*(w1) + L*(w2))v.

Daraus folgt L*(wy + we) = L*(wy) + L*(ws). Es sei V' endlichdimensional
und w € W gegeben. Wir betrachten die Linearform

veV = (L),w)y €R
in V*. Nach (9.4) existiert (genau) ein © € V, so da8 fur alle v € V' gilt
(v, 0)v = (L(v), w).
Wir setzen L*(w) := v, und dann ist (x) fiir alle v € V erfiillt.

Bez.: Wir nennen L* (, falls L* existiert,) die zu L adjungierte Abbildung.
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(10.2) Fakt. Seien V und W endlichdimensionale euklidische Vektorrdume
mit Orthonormalbasen Gy = (vy,...,v,), Gw = (wi,...,wy) und L €
Hom(V, W). Dann gilt

Matg! (L*) = (Matg" (L))"
Bew.: Sei Math(L) (aij) 1<i<m und Matg‘/ v (L) = (k) 1<1<n , doh. L(vy) =

1<5<n 1<k<m

Z a;;w; fir 1 < j <nund L*(wy) = Z by fiir 1 < kE < m. Da Gy und Gy
=1
Orthonormalbasen sind, folgt

(L(v;), wi)w = ar; = (v, L™ (wi))v = bjp.

Das ist gerade die Behauptung.

(10.3) Def.: Sei (V,(,)) euklidischer Vektorraum und L € End(V). L heifit
selbstadjungiert (oder symmetrisch), falls L = L* gilt, d.h. falls fiir alle

v,w eV gilt:
(L(v), w) = (v, L(w)).

(10.4) Folgerung. Sei dimV < oo, L € End(V) und G ONB von V. Dann
gilt:

L selbstadjungiert < Matg(L) = Matg(L)".
Bew.: Ist L selbstadjungiert, so folgt Matg(L) = Magg( ) aus (10.2). Gilt
Matg(L) = Matg(L)T, so folgt aus (10.2), daf Matg(L*) = Matg(L) gilt.
Daraus folgt L = L*, vgl. (4.15).

Im endlichdimensionalen Fall sind die selbstadjungierten Endomorphismen
also gerade die, die beziiglich einer ONB durch symmetrische Matrizen be-
schrieben werden. Hier ist ein typisches Beispiel, wie selbstadjungierte Endo-
morphismen unendlichdimensionaler Vektorrdume in der Analysis auftreten:

Essei V := {f | f : R — R beliebig oft differenzierbar und periodisch mit
Periode 1} mit dem L2-Skalarprodukt

(f. g1 = / f(2)g(x)de
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Dann ist der Endomorhismus (!)
L:V VL) :=f"
selbstadjungiert, d.h. fiir alle f,g € V gilt

/1 f'(@)g(w)dr = /1 f(@)g" (w)d.

Das 148t sich durch zweimalige partielle Integration zeigen.

Die folgende Definition bezieht sich auf Endomorphismen eines allgemeinen
K-Vektorraums. Insbesondere spielen dabei Skalarprodukte keine Rolle.

(10.5) Def.: Sei V' Vektorraum iiber einem Kérper K und L € End(V). Ein
Untervektorraum U von V heifit L-invariant, falls L(U) C U gilt.

Bem.: Ein v € V ist genau dann Eigenvektor (EV) von L (vgl. Def. (7.27)),
wenn span{v} ein 1-dimensionaler L-invarianter Untervektorraum von V ist.

Eine sehr wichtige Eigenschaft von selbstadjungierten Endomorphismen ist
die folgende:

(10.6) Fakt. Ist (V,(,)) euklidischer Vektorraum, ist L € End(V') selbstad-

jungiert und U L-invarianter Untervektorraum von V, so ist auch U+ L-

invariant.

Lselbstadj.
=

Bew.: v € Ut = Vu € U : (v,u) —0"Y v e v (v, L(u)) =0
VueU:{L(v),u) =0= L(v) € UL

Bem.: Eine analoge Aussage gilt fiir orthogonale Selbstabbildungen eines
endlichdimensionalen euklidischen Vektorraums.

Folgendes Objekt ist niitzlich beim Beweis der Existenz reeller Eigenwerte
von selbstadjungierten Endomorphismen eines endlichdimensionalen eukli-
dischen Vektorraums. Es ist benannt nach John William Strutt, 3'¢ Baron
Rayleigh (1842-1919), einem englischen Physiknobelpreistrager und Rektor
der University of Cambridge.

(10.7) Def.: Sei (V,(,)) euklidischer Vektorraum und L € End(V') selbstad-
jungiert.
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Die Abbildung
Ry :V\{0} = R, Ry(v) := ———+

heifit der Rayleighquotient zu L.

Bem.: Es gilt offensichtlich fiir alle v € V'\ {0}, A € R\ {0}: Rp(\v) = Rp(v).
Der folgende Satz zeigt, warum der Rayleighquotient von Bedeutung ist.

(10.8) Satz. Sei (V,(,)) n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, 1 < n <
o0o. Dann gelten:

(a) Es existieren v_,vy € V' \ {0}, so daf fir alle v € V' \ {0} gilt:

Rp(v-) < Rp(v) < Rp(vy).

(b) Jeder Eigenwert X\ von L liegt im Intervall [Ry(v_), Rr(vy)].

(¢) v— und vy sind Eigenvektoren von L zu den Eigenwerten Rp(v_) und
RL(U+).

Bem.: Wichtig ist fiir uns vor allem Teil (c¢), aus dem die Existenz eines
(reellen) Eigenwerts von L folgt.

Satz (10.8)(c) ist allerdings ein reines Existenzresultat, das zur expliziten
Berechnung eines Eigenwerts nicht tauglich ist. Diese geschieht in der Regel
mittels des charakteristischen Polynoms, siehe Satz (7.28). Zur approximati-
ven Berechnung von Eigenwerten ist (10.8) jedoch niitzlich.

Bew.: (a) Es ist leicht zu sehen, da8
S:={veVlv|=1}

eine beschriankte und (im Sinne der Topologie) abgeschlossene Teilmenge
von V ist. Da V endlich dimensional ist, folgt aus dem Satz von Bolzano-
Weierstra$l (siche Analysis), daf8 S eine kompakte Teilmenge von V' ist (nach
(8.19) kann man sich beim Beweis auf den Fall beschrinken, dafi (V,(,))
der R™ mit dem Standardskalarprodukt ist). Nun ist R.|S : S — R eine
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stetige Funktion auf einer kompakten Teilmenge S C V. In der Analysis
wird gezeigt, dal es dann v_, v, € S gibt, so daf} fiir alle v € S gilt

Rp(v-) < Rp(v) < Rp(vy).

l[ll
henden Ungleichungen in der Tat fiir alle v € V'\ {0} gelten.

Ist v € V'\ {0}, so gilt % € S und Ry (v) = Ry, (Hﬁ)’ so dafl die vorange-

(b) Ist v Eigenvektor zum Eigenwert A von L, so gilt offenbar Ry (v) = A,
also Rp(v_) < A= Rp(v) < Rp(vy), nach (a).

(c) Es sei v_ wie in (a) und o.E. || v_ ||= 1. Fiir einen beliebigen Vektor
v € V betrachten wir die in einer Umgebung von ¢t = 0 definierte Funktion

f(t) ;== Rp(v_ + tv).

Es gilt f(t) = %, wobei ¢g(t) und h(t) die (héchstens) quadratischen Poly-
nome

g(t) = (L(v_) +tL(v),v_ + tv) = (L
L )
Lselbstadj.

lo—||=1

und

h(t)

(v_,v_) + 2t{v_,v) + t*(v,v)
1+ 2t{v_,v) + t*(v,v)

sind. Insbesondere sind f, g und h differenzierbar an der Stelle t = 0. Da f
nach Voraussetzung an der Stelle ¢ = 0 sein Minimum annimmt, folgt

0— f’(O) _ h(o)g/(%)(g)gQ(O)h/(o) _ 2<L(v,), v) _ RL(U,) . 2<v,,v>

= 2(L(v_) — Rp(v_)v_,v).
Da diese Gleichung fiir alle v € V' gilt, folgt
L(v_) — Rp(v_)v_ =0,

d.h. v_ ist Eigenvektor von L zum Eigenwert Rp(v_). Der Beweis fiir vy
verlauft analog.
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Aus (10.6) und (10.8) ergibt sich leicht das folgende Hauptergebnis dieses
Kapitels:

(10.9) Satz. Sei (V,(,)) euklidischer Vektorraum, 1 < dimV =n < oo, und
L € End(V) selbstadjungiert. Dann existiert eine ONB G = (v1,...,v,) aus
Eigenvektoren von L. Es gilt also

A1 0
0 An

wobei \; der Figenwert von L zum Eigenvektor v; ist.

Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach n = dim V. Der Fall
n = 1 ist offensichtlich. Zum Induktionsschritt bemerken wir, dal nach (10.8)
ein Eigenvektor v von L existiert und daf8 nach (10.6)

U := (span{v})*

ein L-invarianter Untervektorraum von V' ist. Wir iiberlegen nun, daf§ auf
L|U € End(U) die Induktionsvoraussetzung anwendbar ist: L|U ist selbst-
adjungiert beziiglich des Skalarprodukts (, )y := (,)|U x U auf U, und nach
(8.12) gilt dim U = n — 1. Also existiert eine ONB(vy,...,v,-1) (bzgl. (,)v)
von U, die aus Eigenvektoren von L|U (= von L) besteht. Wegen v € U+
ist dann (vy, ..., v, 1, ﬁ) eine ONB, die aus Eigenvektoren von L besteht.

Ubersetzen wir die Aussage von (10.9) in die Sprache der Matrizen, so erhal-
ten wir:

(10.10) Folgerung. Sei A € R™™ symmetrisch, d.h. es gelte A = AT. Dann
existiert eine orthogonale Matrix S € O(n) (d.h. es gilt ST = S71), so daB
ST AS eine Diagonalmatrix ist.

Bem.: Damit ist fiir symmetrische reelle Matrizen das “Normalformenpro-
blem” mit optimalem Ergebnis gelost, vgl. Bem. 2) nach (5.7).

Bew.: Wir definieren L € End(R™) durch die Forderung Mat(L) = A. Nach
(10.4) ist L selbstadjungiert beziiglich des Standardskalarprodukts auf R™.
Nach (10.9) existiert eine ONB G = (vy,...,v,) des R" aus Eigenvektoren
von L. Aus (8.18) folgt, da8
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gilt. Nun folgt aus (5.6), dafl S™1AS gerade die Matrix von L beziiglich der
Basis G ist, d.h.
Matg(L) = STAS,

und Matg(L) ist eine Diagonalmatrix, da die Basis G aus Eigenvektoren von
L besteht.

11 Die Normalform orthogonaler Abbildun-
gen

Wir beniitzen die Begriffe und Bezeichnungen, die am Ende des 8. Kapitels
(ab (8.17)) eingefiihrt wurden.

Wir untersuchen zuniichst die Gruppe O(R?) der orthogonalen Selbstabbil-
dungen des R? mit dem Standardskalarprodukt.

Beispiele von Elementen in O(R?):
1) “Drehungen”: Sei ¢ € R und D, € End(R?) mit

Mat(D,) — cosp —sing
#/ \singp  cosp

Dann gilt

Mat(Dga)T~Mat(D¢):( CO8 SlIl(,D).(Cf)S(,D —smgo)
—sinp cosy sinp  cosp

_( cos? @ +sin®p 0 (10
N 0 cos?p+sinfp /) T\ 0 1 )°
d.h. Mat(D,) € O(2) und damit D, € O(R?). Wegen

cosp —sing
sinp  cosg

‘ = 1 gilt sogar D, € SO(R?), Mat(D,,) € SO(2).

Offenbar gilt Dy jor = D, und D, # Dy, falls 0 < ¢ < ¢ < 2.

Die Abbildung D, € O(R?) heiit die Drehung des R? um den Winkel
.
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2) “Spiegelungen an Geraden durch 0 € R?”: Sei U C R? 1-dimensionaler
Untervektorraum. Wihle eine ONB G = (vy, v3) des R? mit span{v,} =
U. Definiere “die Spiegelung Sy € End(R?) an U” durch

SU(Ul) = V1, SU(’U2> = —Va.

Dann gilt Sy € O(R?) \ SO(R?), da Matg(Sy) = ( é _01 ) € 0(2)\
SO(2).

Sy ist durch U eindeutig bestimmt, vgl. Blatt 6, Anwesenheitsaufgabe
1.

(11.1) Fakt. Es gilt:

(a) SO(R?) = {Dyle € [0,27)}.
(b) O(R?)\ SO(R?) = {Sy|U 1-dimensionaler Unterraum des R?}.

(¢) Vo, € R: Dyyyy = DyoDy(= DyoDy), Dy = idg> (d.h. ¢ € (R, +) —
D, € (SO(R?), 0) ist surjektiver Gruppenhomomorphismus).

D, = idp < ¢ € {21k|k € 7}

(d) Sy, oSy, = Ds,, wobei ¢ der Winkel ist, um den man U; drehen mu$,
um Uj zu erhalten, d.h. D, (U;) = U,. (p ist bis auf additive Vielfache
¢+ km, k € Z, von m bestimmt.)

(e) Day oSy = Sp,w),Sv o Day = Sp_,w)-

Insbesondere folgt aus (c), (d) bzw. (e), daB SO(R?) abelsch ist, wihrend
O(R?) nicht abelsch ist.

Bew.:

(a) Sei L € SO(R?), L(ey) =: (z,y) € R? Dann gilt 2% + y* = 1 und mit
den Kenntnissen aus der Analysis I kann man einsehen, dafl es genau
ein ¢ € [0,2m) gibt mit (z,y) = (cos¢,siny), d.h. L(e;) = D,(e1).
Dann sind L(ez) und D,(e2) beides Einheitsvektoren, die zu L(e;) =
D,(e1) orthogonal sind und zusammen mit L(e;) = D, (e1) eine positiv
orientierte Basis bilden. Da es nur einen solchen Vektor gibt, gilt auch
L(es) = Dy(e2), also L = D,, (vgl. Blatt 6, Anwesenheitsaufgabe 1).
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(b)

Sei L € O(2) \ SO(2). Um zu zeigen, daf§ L eine Spiegelung ist, suchen
wir einen 1-dimensionalen Unterraum U, der punktweise von L fest-
gelassen wird, d.h. einen Vektor v € R? \ {0} mit L(v) = v (& vEV

zum EW 1 von L). Ist Mat(L) =  * Z

det(L — Aidge) = A\? — (a + d)A — 1 =: p(\). Wegen p(0) = —1 und
lim p(A) = oo, hat p(\) zwei Nullstellen (d.h. L zwei Eigenwerte,

A—*Fo0

vgl. Satz (7.28)) Ay < 0 < A;. Da L orthogonal ist, hat jeder Eigen-
wert von L den Betrag 1, also A = —1, A\ = 1. Sei v; EV von L zum
EW A, = 1 und (vy,v5) ONB von R2 Aus L € O(R?), L # idg: und
L(vy) = vy, folgt L(vy) = —vq, d.h. L = Sy fiir U := span{v; }.

, so gilt wegen det L = —1:

folgt aus den “Additionstheoremen” fiir sin und cos.

Es gelte D, (Uy) = Us. Dadet(Sy,0Sy,) = det(Sy,) det(Sy,) = (—1)* =
1 ist, ist Sy, o Sy, € SO(R?), d.h. Sy, o Sy, ist eine Drehung.

Wie in der Vorlesung mit einem einfachen elementargeometrischen Ar-
gument (und dhnlich fiir (e)) gezeigt wurde, ist Sy, o Sy, in der Tat
eine Drehung um den Winkel 2¢. Dieses Argument muf3 aber in der hier
aufgebauten “Analytischen Geometrie” durch eine Rechnung bewiesen
werden. Es ist nun so, dafl solche Rechnungen statt mit (2 x 2)-Matrizen
sehr viel weniger aufwendig mit komplexen Zahlen ausgefiihrt werden
konnen. Deshalb zunéchst der

Exkurs: Beschreibung von Drehungen und Spiegelungen des R? mit
Hilfe der komplexen Zahlen.

Identifizieren wir wie iiblich (z,y) € R? mit z 4 iy € C und definieren (!) wir
fir p € R

e :=cosp+ising

(fiir diese Definition gibt es einen mathematischen Hintergrund, der uns jetzt
nicht zu interessieren braucht), so berechnet man:

Dy(z) =€ - 2.

Die Additionstheoreme fiir sin und cos sind dquivalent zur Gleichung elPty) —
e e fiir alle , ¢ € R. AuBerdem gilt ei¥ = =% und |e??| = \/cos? +sin? ¢
= 1. Ist U = spang{e®} := {se™ | s € R}, so zeigen wir, dal Sy durch

Sy(z) = ¥z
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gegeben ist: Die Abbildung 2z € C ~ R? — 7 € C ~ R? ist gerade die
Spiegelung an der x-Achse, so dafl die Abbildung

z = 7 = Dyy(Z)

in O(R?) \ SO(R?) liegt. Wendet man sie auf z = €™ an, so erhilt man
e — e . 7™ = ¢, Da auch Sy(e™) = €' gilt, folgt

Sy(z) = ez

fiir alle z € C, denn beide Abbildungen sind Spiegelungen, die die Gerade
spang {e?¥} punktweise fest lassen.

Wir kommen nun zu einem “analytischen” Beweis von (11.1)(d) und (e):

(d): Es sei Uy = spang{e™'} = Dy, (R x {0}) und U, = spang{e™?} =
Dy, (R x {0}).

Dann gilt Dy, g, (U1) = Dy, (D, Rx {0}) < Dy, (R x {0}) = Us, d.h. fiir
@ =1y — Yy gilt D,(Uy) = U,. Andererseits berechnen wir fiir alle z € C:

S, 0 Sty (2) = Sp, (e2M17) = 2V (2i1%) = 2W2=V1); = D,y (2)
(e): Ist U = spang{e™*}, so gilt
Dy, 0 Sp(z) = e%%e?z = 2otz = Sp,wy(2),
da D,(U) = spang{D,(e")} = spang{e!*+¥)}.
Ebenso erhalten wir:

S 0 Dyy(z) = em(e_zwz) = V-9 = Sp_,w)(2).

Normalform von orthogonalen Abbildungen

Wir erinnern uns an Definition (10.5):
Sei L € End(V). Ein Untervektorraum U von V heifit L-invariant, falls
L(U) CU gilt.

Bem.: {0} und V sind L-invariant fiir jedes L € End(V').

Ein grofles Ziel bei der Untersuchung eines L € End(V) ist es, L-invariante
Unterraume U; # {0}, Uy # {0} zu finden, so dafi V' die direkte Summe von
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Uy und U, ist, d.h. V = U; & U,. Dann reduziert sich die Untersuchung von
L auf die Untersuchung von L|U; € End(U;) und L|U; € End(Us). (Leider
ist das nicht immer méglich, z.B. nicht fiir die “Scherung” L € End(R?) mit

Mat(L) = < - ).)

Man wird natiirlich versuchen, solche L-invarianten Unterrdume U; und U,
in noch kleinere L-invariante Unterrdume zu zerlegen, und dazu benoti-
gen wir den Begriff der direkten Summe von endlich vielen Unterrdumen
(vgl. (3.20)-(3.22) und Blatt 6, Aufgabe 2): Sind Uy, . . ., U, Unterrdume eines
Vektorraums V', so heifit V' die direkte Summe von Uy, ..., Uy (geschrieben

k
V=U®o®..oU, = '6_91 U;), falls gilt:

k
(i) V =span(J U;) und
i=1
k
(ii) Fir alled e {1,...,k} gilt: U; Nspan( |J U;) = {0}.
=1
JF

Daraus folgt: Ist B; fiir i = 1,. ..,k eine Basis von Uj, so gilt B;N B; = () fiir

k
i # 7,und B := |J B; ist Basis von V. Ist dim V' < oo, so folgt:
i=1

k
dimV = Z dim U;.

i=1

Im Fall eines euklidischen Vektorraums (V (,)) ist folgender Spezialfall der
direkten Summe wichtig:

(11.2) Def.: Seien Uy, ..., U Unterrdume von V. Dann heiit V' die orthogo-

nale Summe von Uy, ..., Uy, falls gilt:

(i) V= span(LkJ U;) und

1=1

(i) Fiir alle 1 <i# j <k gilt U; C U;-.
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Zur Bedingung (ii) sagt man, die U;, 1 <i < k, seien paarweise orthogonal.
Aus (11.2)(i) und (ii) folgt, daB8 V' die direkte Summe von Uy, ..., Uy ist.
(11.3) Satz. Sei (V,(,)) n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und L €
O(V). Dann existieren k € N, 2-dimensionale L-invariante Unterrdume
Uy,...,Ux von V und L-invariante Unterraume U_ und U, von V', so daf
V' die orthogonale Summe von Uy, ... Uy, U_,U, ist und so daf§ gilt

(i) LIU- = —(idy.)

(iii) L|U; =idy,

Bem.: 1) Es kann k& = 0 oder U_ = {0} oder U, = {0} gelten.
2) Jedes v € V' 1afit sich dann eindeutig darstellen als

V=U + ...t U +u- +us
mit u; € U; fiir 1 <7< k,u_ € U_ und uy € U,. Es gilt dann:
L(v) = L(uy) + ...+ L(ug) — u_ + uy.

L setzt sich also aus k£ “Drehungen” in den 2-dimensionalen Unterrdumen
Ui, 1 < i <k, aus der “Punktspiegelung” —(idy_) im Unterraum U_ und
der Identitat auf U, zusammen.

3) Es gilt 2k + dimU_ + dim U, = n. Ist n ungerade, so folgt dimU_ +
dim U, # 0.

4) det(L) = (—1)4mU=-vgl. LA I, Blatt 14, Aufgabe 1.
Umformuliert fir Matrizen besagt (11.3):
(11.3)" Satz. Sei L € O(V'). Dann existieren eine ONB G = (vy,...,v,) von
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V, ke Nund ¢1,...,0r € (0,7), so daf$ gilt:

cos 1 —sin @1
sinp1 cos 1

coS w2 — sin g 0
sin 2 cos p2

Matg(L) — 0 cos @ — sin gy,

sin ¢y,  cos g

Aquivalent dazu ist: Zu jedem A € O(n) emistiert ein B € O(n), so dafs
BT AB die obige Form hat.

Der wichtigste Schritt im Beweis von (11.3) ist

(11.4) Lemma. Sei dim V' > 0 und L € O(V'). Dann existiert ein L-invarianter
Unterraum U von V mit 0 < dim U < 2.

Bew.: Wir betrachten die Hilfsabbildung
H:=L+L" € End(V).

Dieses H ist selbstadjungiert, da H* = L* + L™ = L* 4+ L = H gilt. Nach
Satz (10.8)(c) existiert ein EW A € R von H mit zugehorigem Eigenvektor
v#0. Wegen L € O(V) gilt L* = L', und damit

H(v) = L(v) + L™} (v) = \v.
Wir wenden L auf diese Gleichung an und erhalten
L*(v) +v = AL(v)

oder
L*(v) = AL(v) — v.

Daraus folgt, da§ U := span{v, L(v)} L-invariant ist. Wegen v # 0 gilt
0<dimU < 2.

Bem.: v € V ist EV von H zum EW +2 (bzw. —2) < v € V ist EV von L
zum EW +1 (bzw. —1), vgl. Blatt 7, Aufgabe 1.
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Beweis von (11.3): Durch vollstéandige Induktion nach n = dim V.

Induktionsanfang: Ist dim V' = 1, so gilt O(V) = {£idy }. Die Behauptung
ist richtig mit £ = 0 und entweder Uy =V oder U_ = V.

Induktionsschritt: Sei L € O(V) und dim V' = n > 1. Wegen (8.19) geniigt
es, den Fall zu betrachten, dafl (V, (,)) der R” mit dem Standardskalarpro-
dukt ist. Aus Lemma (11.4) folgt, daB ein L-invarianter Unterraum U C R”
existiert mit 0 < dim U < 2.

(a) Gilt n =2 und U = R", so folgt die Behauptung aus (11.1):
Entweder L ist eine Spiegelung ( = Matg(L) = ((1) _01> fiir eine
geeignete ONB des R?), oder L = D,, fiir ein ¢ € [0, 27).
Ist o =0,s0 L=1idg: (= k=0, U_ = {0}, Uy =R?).
Ist o =m s0 L =—idgz (= k=0, U- =R? U; = {0}). Sonst gilt
D, € SO(R?) \ {xidg:}.

(b) Gilt dimU < n, so folgt aus (8.12)
R'=UsU"

Da U L-invariant ist und L orthogonal ist, ist auch U+ L-invariant
(Ubung!). Wegen dimU* = n — dimU < n ist auf L|U* die Induk-
tionsvoraussetzung anwendbar. Daraus folgt zusammen mit unseren
Kenntnissen iiber O(R) und O(R?) die Behauptung.

Die einzige zusitzliche Information, die man zum Beweis von (11.3)” benétigt,
ist folgende: Ist dim V' =2 und L € SO(V)\ {£idy }, so existiert eine ONB G

von V und ¢ € (0, ), so dal Matg(L) = (Cf)s y —sn S0) gilt. Das sieht man
sing  cosp

so ein. Ist G = (vy, v,) irgendeine ONB von V, so existiert ¢ € (0, 7)U(, 27)

mit R o
Mad(2) = (nf o)
g singy cosp.

Ist ¢ € (m,27), so betrachten wir G = (v;, —vy) und erhalten

Matd(L) = ( cos sm<€)
—sing  cos @.
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Wegen cos(—@) = cos @, sin(—¢@) = —sin ¢ folgt mit ¢ := 27 — @ € (0,7):

Matg (L) = (CF)W — e 90)
siny  cos p,

wie behauptet.

Die anschauliche Begriindung fiir die letzte Uberlegung ist wie folgt: Ist
dimV = 2 und L € SO(V), so ist der “Drehwinkel” ¢ von L erst nach
Wahl einer Orientierung (= eines “positiven Drehsinns”) fiir V' definiert.
Andert man die Orientierung, so geht ¢ in —@ iiber. Ist » € (m,27), so ist
—@ € (=27, —m) und statt —@ kann man natiirlich auch ¢ := 27— ¢ € (0, 7)
nehmen.

Oft ist es wichtig zu wissen, ob die Unterrdume in (11.3) und ob die Normal-
form in (11.3)” und die zugehorige ONB eindeutig durch L bestimmt sind.

Hierzu kann man folgendes sagen:

Es gilt U+ = ker(L —idy), U- = ker(L + idy), so dal U_, U, und damit
auch k = 1(n — (dimU_ + dim U, )) eindeutig durch L bestimmt sind. Die
©1, ...,k € (0,7) sind (bis auf ihre Reihenfolge) eindeutig durch L bestimmt
(und damit auch die Normalform in (11.3)’). Aus (11.3)’ folgt némlich sofort:

2(cos )N + 1) (1 + \)4mU= . (1 — \)dmUs

(A—e"Pi)(A—e " "d)

::»

det(L — Aid)

]=1

so daBl €% und e~ fiir j = 1,...,k gerade die Nullstellen in C \ R des
charakteristischen Polynoms von L sind. Also sind cosg; = 3(e™ + ¢7%)
und damit auch ¢; € (0,7) eindeutig durch L bestimmt.

Eine ONB, in der die Matrix von L die Normalform (11.3)" annimmt, ist
nicht eindeutig durch L bestimmt. Z.B. ist die Matrix einer Drehung, D, €
SO(R?), ¢ € (0,7), beziiglich jeder positiv orientierten ONB des R? in der
cosp —sing

Normalform ( .
siny  cosp

Wir geben die moglichen Normalformen einer Matrix A € O(3) an und die

geometrischen Bezeichnungen fiir die orthogonalen Abbildungen des R3, die
beziiglich einer geeigneten ONB diese Normalform haben.
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c’)

cos
sin

0

Ccos
sin ¢
0

0
0

'
¥

—sing 0
cosp 0

0

1

—sing 0
Cos ¢

0
0
1

0

0
-1

eigentliche Drehung

Identitét

Geradenspiegelung

Drehspiegelung

Punktspiegelung

(Ebenen-)Spiegelung

Bemerkungen zur Berechnung der Normalform von orthogonalen Matrizen

A:

Die Unterrdume UL erhilt man als Losungsrdume der homogenen linearen

Gleichungssysteme

(AFE,)z" =0.

Die Dimensionen von U, geben die Anzahl der Eintrége +1 in der Diagonalen
der Normalform an. Man kann die Normalform angeben, wenn man alle (auch
die komplexen) Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p(A) = det(A — \E)

von A mit ihrem Vielfachheiten kennt. Diese Nullstellen liegen auf dem Ein-

heitskreis

St={zeC]||z|=1}

161



und jedes nichtreelle Nullstellenpaar z = ¢,z = ¢~ mit ¢ € (0,7) fiihrt

zu einem “Drehkéstchen”
cos —siny
sing  cosp

Im allgemeinen wird es nicht moglich sein, diese Nullstellen explizit zu be-
stimmen. Im Fall von A € O(3) erhélt man jedoch:

in der Normalform.

cosp = s(spur(A) —det 4),
was die Berechnung enorm vereinfacht.

Alternativ kann man, wie im Beweis von Satz (11.3), zu A € O(n) die sym-
metrische Matrix B = A + AT = A + A~! betrachten. Nach (11.3) existiert
eine Matrix S € O(n), so dafi ST AS die in (11.3)’ angegebene Normalform
ist. Dann gilt

STBS = ST AS+STATS — 5T AS (ST AS)7,
d.h. ST BS ist die Diagonalmatrix

2 cos ¢
2 cos 1
2 cos py
2 cos Py

STRBS = —2

Daraus folgt, daf sich die ¢; in der Normalform von A aus den EWen \; €
(—2,2) von B berechnen lassen, und zwar als

©; = arccos(;z) € (0,7).
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Es ist oft einfacher, die EWe ); der symmetrischen Matrix B = A + AT zu
bestimmen, als direkt die von A. Dazu folgendes Rechenbeispiel im R*%.

Bsp.: Fiir die Matrix

9 4 8 1
Ao L |49 18
9v2|-8 1 9 —4
-1 -8 4 9

gilt AAT = By, d.h. A € O(4). Nun ist A + AT die Diagonalmatrix v/2E},
d.h. alle EWe von A+ AT sind v/2. Deshalb hat A nicht die EWe +1 oder -1,
und die Normalform von A besteht aus 2 Drehkéastchen mit dem Drehwinkel

2
P1 = (g = arccos (g) € (0,m),

™

d.h. 1 = o = 7 und sinp; = sinpy = \/75 Es existiert also ein S € O(4),
so daf3
0
V2 0

1
1
T [ —

STAS = 5 o
0

gilt.
Nach so vielen Worten méchte man hoffen, nun alles tiber orthogonale Ab-
bildungen zu wissen. Weit gefehlt! Uber die Gruppenstruktur von SO(n) fiir
n > 3 wurde etwa noch nichts gesagt. Man mochte auch gern die Elemente
von SO(3) durch 3 (warum gerade 37) reelle “Parameter” beschreiben (so wie
wir die Elemente von SO(2) durch den Drehwinkel ¢ mod 27 beschrieben

haben). Aber geht das und wie am besten? Da gibt es Fragen und Antworten,
genug fiir ein ganzes Mathematikstudium...

12 Symmetrische Bilinearformen und quadra-
tische Formen

A) Der Fall eines beliebigen Koeffizientenkérpers der Charakteri-
stik # 2.
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Es sei K ein Korper, in dem 2 := 1+ 1 # 0 gilt. (Koérper mit 2 # 0 heiflen
von der Charakteristik char(K) # 2). Wir erinnern uns daran, was eine

symmetrische Bilinearform b auf einem K-Vektorraum V ist (vgl. (7.1) und
(8.1)): b ist eine Abbildung

b:V xV =K,

so daB fiir alle v,w,z € V und alle o, f € K gilt:

(a) blav + pw, z) = ab(v, z) + Bb(w, 2)
(b) b(v,w) = b(w,v)

Aus (a) und (b) folgt, dal b auch im 2. Argument linear ist.

Bsp.: 1) Jedes Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum ist eine symmetrische
Bilinearform.
2) Auf dem R* ist das “Lorentzprodukt”, definiert durch

3
bz, y) = Z Tl — CCTaya,
i=1

eine symmetrische Bilinearform, die weder positiv noch negativ definit ist.
Dieses b ist das Grundobjekt der speziellen Relativitétstheorie (¢ ist die Licht-
geschwindigkeit).
3) Ist f € C*(R",R), so definiert man in der Analysis die 2. Ableitung
D?f(x) von f an der Stelle xy und D?f(x) ist eine symmetrische Bilinear-
form auf dem R".

(12.1) Def.: Ist b symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum V', so heifit

Qp:V — K,Qy(v) := b(v,v)

die zu b gehorige quadratische Form.

Bsp.: 1) Ist b ein Skalarprodukt, so ist @), gerade das Quadrat der zugehorigen
Norm.
2) Ist A = (a;;) € K™ symmetrisch und z,y € K™ ~ K™, so definiert

n

b(z,y) = Z AijTiY; = a Ay

1,j=1
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eine symmetrische Bilinearform. Die zugehorige quadratische Form ist
Qb(x) = Z Qi T;T5 = xTAa:
ij=1
3) Ist f € C*(R™,R) und zy € R, so ist “die Taylorentwicklung von f um
xg bis zur Ordnung 2”7 folgende Aussage: Fiir alle h € R™ gilt
1
f(@o +h) = f(wo) + Df(wo)(h) + 5 D*f (o) (h h) + R(xo, h) || |

fiir eine Funktion R(zo,h) mit }ILiII(l) R(x¢,h) = 0. Hier tritt also gerade die
%

zur symmetrischen Bilinearform D?f(x,) gehorige quadratische Form h —
D?f(xo)(h, h) auf.

(12.2) Fakt. Jede symmetrische Bilinearform b ist durch ihre quadratische
Form @), eindeutig bestimmt (d.h. sind b, " symmetrische Bilinearformen auf
V und gilt Q, = Qy, so gilt b =1').

Bew.: Fiir alle v,w € V gilt

b(v, w) = %(@b@ +w) — Quv) — Qy(w)).

(Hier wird verwendet, dal wegen 2 # 0 das Inverse 27! = % von 2 in K

2
existiert!)

Obige Gleichung ergibt sich aus folgender Rechnung;:

Qp(v+w) — Qp(v) — Qp(w) = blv+w,v+w)—blv,v) —blw,w)
= b(v,w) + b(w,v) = 2b(v,w)

(12.3) Def.: Es sei 1 < dimV =n < oo und G = (vy,...,v,) geordnete
Basis von V. Ist b : V x V — K symmetrische Bilinearform, so heifit die
symmetrische Matrix

B = (b(vi,v5))1<ij<n € K™

die Matrix von b beziiglich G.

Bsp.: 1) Die Matrix beziiglich der Standardbasis der symmetrischen Biline-
arform b auf K™, die im obigen Beispiel 2) mittels der symmetrischen Matrix
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A definiert wurde, ist gerade dieses A.

2) Ist f € C*(R™,R) und zy € R™, so ist die Matrix von D?f(zg) beziiglich
der Standardbasis (e, ..., e,) des R" gerade die Matrix der zweiten partiellen
Ableitungen (0;0; f(xo)) von f an der Stelle z.

(12.4) Fakt. Sei G = (vy,...,v,) geordnete Basis von V. Dann ist die Abbil-
dung, die jeder symmetrischen Bilinearform auf V' ihre Matrix beziiglich G
zuordnet, eine Bijektion auf die Menge der symmetrischen (n x n)-Matrizen
mit Koeffizienten in K.

1<i,j<n

Bem.: Die Menge der symmetrischen Bilinearformen auf V' besitzt eine of-
fensichtliche Struktur als K-Vektorraum, und beziiglich dieser Struktur ist
die Abbildung in (12.4) ein Isomorphismus auf den Untervektorraum der
symmetrischen Matrizen in K"*".

Bew.: (i) Surjektivitdt: Ist B = (b;;) € K™ symmetrisch und sind v =

n
Yoz eV, w=> yuv; €V, so definieren wir
i=1 =1

b(v,w) := Z biiTiy;.

ij=1
Dann ist b symmetrische Bilinearform, deren Matrix beziiglich G = (vy, ..., v,)
gerade die gegebene Matrix B = (b;;) ist.
(ii) Injektivitdt: Sind b und b symmetrische Bilinearformen auf V' und gilt

b(vi,v;) = V(v;,v;) fiir alle 1 < 4,5 < n, so folgt fur alle v = ) x;v;,
i=1

n
w= )Y yv; inV:
Jj=1

b(v,w) = Z z;y;b(vi, v;) = Z zy;b' (vi, v5) = ' (v, w).

t,j=1 ,j=1

(12.5) Def.: Sei b symmetrische Bilinearform auf V. Dann heifit der Unter-
vektorraum

Ny:={v eV |VweV:bvw)=0}

von V der Ausartungsraum von b, und b heifit nichtausgeartet, wenn N, =

{0} gilt.

166



Bem.: b nichtausgeartet < Vv € V3w € V : b(v,w) # 0.
Exkurs iiber “Koordinaten und Koordinatentransformationen”

Eine geordnete Basis G = (vy, ..., v,) eines K-Vektorraums V' gibt die Mog-

lichkeit jeden Vektor v = > z;u; € V' “durch seine Koordinaten (xy, ..., z,) €
i=1

K™ beziiglich G zu beschreiben”. Préziser ausgedriickt heifit das, dafl die Ab-

bildung
Ig -V — K" Ig (szvl> =(21,...,2p)
i=1
ein Isomorphismus ist. Ig ist gerade der Isomorphismus, fiir den Ig(v;) = e;
fiir 1 <1 < n gilt. Umgekehrt existiert fiir jeden Isomorphismus I : V' — K™
eine geordnete Basis G = (vy,...,v,) von V, so dafl I = Ig gilt, ndmlich
vy = 1Y) fiir 1 <i <n.

Man kann also geordnete Basen G mit Isomorphismen von V' auf K" identifi-
zieren und diese Identifikation besteht gerade darin, da8 jedes G = (v, ..., vy)
als “Koordinatensystem” angesehen wird, mit dessen Hilfe man einen Vek-

tor v = > x;v; durch seine Koordinaten (zy,...,x,) € K" beziiglich G

=1
beschreibt. Man fragt sich dann, wie die Koordinaten von v € V beziiglich

verschiedener Basis G = (vy,...,v,) und G’ = (v{,...,v)) miteinander zu-

sammenhéngen. Die Abbildung
L= ng/ K" — Kn,

die die Koordinaten von v € V beziiglich G in die Koordinaten von v € V'
beziiglich G’ verwandelt, nennt man die Koordinatentransformation von den
Koordinaten beziiglich G in die Koordinaten beziiglich G'. L ist also dadurch
definiert, daf3

Lolg=1Ig oder L=1Igol;"

gilt. Insbesondere gilt L € Aut(K™). Ist T' = (¢;;) € K™*™ durch
(%) v= tyvj firl<j<n
i=1

definiert, d.h. T' = Mat{ (idy), so gilt
Mat(L) =T,

167



denn L(ej) = [g/ o I§1<€j> = Ig/(’Uj> = Ig/ (Z t”'l},:) = 2 tijei.
i=1 i=1

Explizit bedeutet das: Sind (zy,...,x,) die Koordinaten von v beziiglich G

und (27, ..., z],) die Koordinaten von v beziiglich G’, so gilt
i=1

wobei die Matrix (¢;;) durch (*) definiert ist. Man beachte dabei, dafl in (x)
die v; durch die v/, ausgedriickt werden. T = (¢;;) ist gerade die Inverse der
Matrix S = (s;;), die durch

N —

o

n
V) :Zsijvi fir1<j<n
i—1

definiert ist.

Ist umgekehrt eine geordnete Basis G von V und ein L € Aut(K™) gegeben,
so existiert genau eine geordnete Basis G’ von V| so dal Lo Ig = Ig gilt,
d.h. so dal L die Koordinatentransformation zu G und G’ ist.

Zuriick zu den Bilinearformen: Mit Hilfe des Isomorphismus Ig : V. — K"
&8¢ sich leicht folgende Aussage beweisen.

(12.6) Fakt. Sei b symmetrische Bilinearform auf V', G = (vy,...,v,) Basis
von V und B die Matrix von b beziiglich G. Dann gilt:

(a) bist genau dann nicht ausgeartet, wenn B nicht ausgeartet ist (d.h. wenn
det B # 0 gilt).

(b) Essei Ig: V — K" = K™! der Isomorphismus, der durch
Ig(v;) = e; fur allei € {1,...,n}
definiert ist. Dann gilt

I5(Ny) = {x € K™ Bz = 0}

Bem.: FaBt man B durch z — Bz als Endomorphismus von K™*! auf, so ist
Ig(Ny) also gerade der Kern von B.
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Bew.: Es gentigt, (b) zu beweisen. Aus der Definition von B folgt leicht, daf
b(v,w) = Ig(v)” Blg(w)
gilt. Ist nun = = Ig(v) € Ny, so folgt
0 = b(v,w) = (a7 B)(Ig(w)) = (Bz)" (Ig(w))
fiir alle w € V. Da Ig surjektiv ist, folgt
(Bz)'y =0

fiir alle y € K™, und daraus Bz = 0. Ist umgekehrt x € K™*! und Bz = 0,
so zeigt die gleiche Rechnung, daf fiir alle w € V'

b((Ig) " (x)),w) = (Bz)" (Ig(w)) =0
gilt, d.h. I5'(z) € N,.

Als néchstes untersuchen wir, wie die Matrizen einer symmetrischen Biline-
arform beziiglich verschiedener Basen miteinander zusammenhéngen.

(12.7) Fakt. Seien G = (vy,...,v,) und G’ = (v{,...,v],) geordnete Basen

von V und S = Matg, (idy), d.h. S = (sg;) € GL(n, K) mit v} = ]; Skivg fiir
1 <1 < n. Ist b symmetrische Bilinearform auf V', so gilt fiir die Matrix B
von b beziiglich G und die Matrix B’ von b beziiglich G":

B = S"BS.
Bew.: Es gllt B = (b(U7/;7U;))1gi,j§n, B = (b(Ui,Uj>>1§i7an und
b(vj, vj) = b (Z SkiVk, Z sljvl> = Z skib(vk, v1)si; = (ST BS)i;.
k=1 =1 l,j=1

Bem.: 1) Man beachte den Unterschied zum Fall der Matrizen von Endomor-
phismen. Nach (5.6) gilt

Matd, (L) = S~ Matg(L)S.
2) Insbesondere gilt i.a.

det B’ = (det S)? det B # det B.
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Das weist daraufhin, daf fiir symmetrische Bilinearformen b allein keine “De-
terminante von b” definiert ist.

Es ist iiberraschend einfach, symmetrische Bilinearformen zu “diagonalisie-

5.

ren:

(12.8) Satz. Sei V' n-dimensionaler K -Vektorraum, char(K) # 2.

(a) Ist b symmetrische Bilinearform auf V, so ezistiert eine Basis G =
(1, ...,v,) von V, fir die

b(vi,vj) =0  firl<i#j<n

gilt. Die zu b gehorige quadratische Form Q) ist dann durch

o ( Z xivi) = Z dﬂ?
i=1 i=1

gegeben mit d; := b(v;, v;).

(b) Ist B € K™™ symmetrisch, so existiert S € GL(n, K), so daff STBS
eine Diagonalmatrix ist.

Bew.: Durch Induktion nach n = dim V. Im Fall n = 1 ist nichts zu beweisen.

Induktionsschritt: 1. Fall: Ist b(v,v) = 0 fiir alle v € V, so folgt aus (12.2),
dass b = 0 gilt. Im Fall b = 0 ist die Behauptung trivial, da die Matrix von
b beziiglich jeder Basis die 0-Matrix ist.

2. Fall: Wir kénnen ein v € V' wihlen, fiir das b(v,v) # 0 gilt. Dann ist die
Abbildung
12V =K, l(w):=bv,w)

eine Linearform auf V' mit I(v) # 0. Nach dem Dimensionssatz fiir lineare
Abbildungen (4.10) ist

(%) U:=ker(l) = {w eV |b(v,w) =0}

ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum von V. Jetzt wenden wir die Induk-
tionsvoraussetzung auf b := b|U x U an und erhalten eine Basis vq,...,v,_1
von U, so dass b(v;,v;) = 0 fiir alle 1 < i # 57 <n—1 gilt. Wegen v ¢ U
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ist dann vy,...,v,-1,v, := v eine Basis von V, und wegen (x) gilt auch
b(vi, vy) = b(v,,v;) = 0 fiir alle 1 <7 < n, d.h. fir die Basis G = (vq,...,v,)
ist unsere Behauptung erfiillt.

Bez.: Wir werden Basen G = (vy,...,v,) mit b(v;,v;) = 0 fiir alle 1 < i #
J < n b-Orthogonalbasen nennen.

Bem.: 1) Es gibt i.a viele b-orthogonale Basen. Ist etwa K = R und b ein
Skalarprodukt, so ist jede ONB fiir b auch b-orthogonal.

2) Ersetzt man eine b-Orthogonalbasis G = (vy, ..., v,) durch G’ = (ayvy,.. .,
a,v,,) fiir beliebige a; € K \ {0}, so ist G’ ebenfalls b-orthogonal, und es gilt

d; = b(v},v)) = aZb(vy, v;) =: aid;.

Wir sehen daran, dafl die Diagonalelemente d; keineswegs durch b eindeutig
bestimmt sind. Ist K = C, so kann man fiir alle ¢ € {1,...,n}, fir die
d; # 0 gilt, erreichen dafl d; = 1 ist, indem man «; als Losung der Gleichung

of = 4 wihlt, d.h. a; = :i:\/g € C. Man erhélt im Fall K = C eine eindeutig

bestimmte Normalform

—_———
1
0
1
(b(vi, v;) 1<ij<n = 0
0
0
N——
dim N

Im Fall K = C besitzen also alle symmetrischen Bilinearformen, die den
gleichen Rang 1, haben, die gleiche Normalform. Man sagt dazu, der Rang
ry sei die einzige Invariante einer symmetrischen Bilinearform auf einem n-
dimensionalen C-Vektorraum.

Der Beweis von Satz (12.8) enthélt ein Verfahren fiir die Bestimmung ei-
ner b-Orthogonalbasis G = (vy,...,v,). Es geniigt dabei, homogene lineare
Gleichungen zu l6sen (Bestimmung von U im Beweis von (12.8)) und fiir
b (und Restriktionen von b auf Unterrdume) Elemente v zu suchen, fiir die
b(v,v) # 0 ist (und das ist ganz leicht, wenn b explizit gegeben ist). Eine
Alternative ist folgendes
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(12.9) Verfahren der quadratischen Erginzung: Es sei b symmetrische Bili-
nearform auf V', die beziiglich einer gegebenen Basis G = (vy, ..., v,) durch
die symmetrische Matrix B = (b;;) € K"*" gegeben ist. Wir betrachten ihre

quadratische Form
n n
Qb (Z Iﬂh‘) = Z bijxixj.
i=1

ij=1
Unser Ziel ist, eine Koordinatentransformation
n
x;:Ztijxj firl<i<n
j=1

mit T := (t;)1<ij<n € GL(n, K) zu finden, so da8

Q@b <Z fEiUi) = Zdz($;)2

gilt. Ist dann S = (s;;) = T, so gilt fiir die durch

n
(%) v = Zszjvi
i=1

definierte Basis G’ = (v], ..., )

r n

b(U/ U/~) = 6z‘jdi,

17 7]

vgl. (12.2) und den Exkurs iiber Koordinaten und Koordinatentransforma-
tionen. Das Verfahren hat die Eigenschaft, dafl stets ¢;; = 0 fiir 7 > j gilt, so
daB die Berechnung der Inversen 7! sehr einfach ist.

Wir schildern das Verfahren zunéchst an einem Beispiel einer explizit gegebe-
nen symmetrischen Bilinearform b auf einem 3-dimensionalen R-Vektorraum
V. Beziiglich einer gegebenen Basis G = (vq, v2,v3) von V habe b die Matrix

1 21
(b(vi,vj)h<ijes= (2 1 1
1 11
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Dann gilt

3
Qs (Z xivi) = T2 + 4wy 79 + 27123 + T3 + 220913 + X2
i=1
= 22 4 221 (239 + 13) + 23 + 23073 + T3

quadrat‘grgﬁnzung (33'1 + (21‘2 + $3))2 . (21,2 + .73'3)2 + .T%
+2x9x3 + 2.

Wir setzen ) := 1 + 2x9 + x3 und rechnen weiter

= (2})? — 322 — 2913

drat. Ergé
quadra; :rganzung ($/1)2 _ 3(1’2 + %1‘3)2 + %ZE%

Wir setzen xf, := x5 + %:173, x% := x3 und erhalten in diesen Koordinaten
folgende Diagonalform fiir Q):

Qv (Z 9Cz‘Ui) = (1’/1)2 - 3(515/2)2 + %( 3)2

Fiir die meisten Zwecke geniigt es, diese Diagonalform von ), zu kennen.
Wir konnen aber auch noch, wie oben beschrieben, die zu dieser Koordi-
3
natentransformation 2 = > t;;z,; gehorende neue Basis von V' bestimmen:
i=1
Nach Definition von 2, x5, x5 gilt

1
T=(ty)=|0
0

O =N
i

Durch “Umstellen” der Gleichungen fiir «*, x5, 2% berechnen wir z;, x5, x3 aus
1»%2y 3 ) y 43

/ / /.

Xy, xhy, T

/
_ /1 o 1
— / _ / / / ! / / /
Ty = X} —2X9 — X3 =) — 205 + 5T3 — T3 = T — 205 — 3T
Also
1 -2 —%
_ -1 _ T
S=T"=10 1 —3
0 0 1



und damit nach (x)

vy = —2v1 + Vg
/A 1 1
Uz = —3U1 — 3V2 + Us.

Beziiglich dieser Basis gilt dann

3
Q (Z ) = (2})? = 3(ah)? + 5 (ah)?

und die Matrix von b beziiglich (v}, v}, v3) ist

3
. 10 0 .
(b(v;, vj)h<ij<s = [0 =3 0 (:5 (%H)S)-
0 0 3

Es sollte klar sein, wie dieses an einem Beispiel vorgestellte Verfahren auch
im allgemeinen funktioniert - jedenfalls mit folgender

Zusatziiberlegung. Der 1. Schritt ist nicht durchfithrbar, wenn b(vqy,v) =
0 gilt, d.h. wenn der Term b(vy,v1)x? in der Darstellung von Qu(>_ zv;)
verschwindet. Dann hilft folgende Fallunterscheidung weiter:

a) Falls ein i existiert mit b(v;, v;) # 0, so vertausche v; mit vy, d.h. z} :=
xy, T =y, =y e § g {10}

b) Falls b(v;,v;) = 0 fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt, aber b # 0, so existieren
1 <i# j <mnmitb(v;,v;) # 0. Setze dann v} = v; + v;, v] = v fiir
I #i (dh o) =2; —2;, ) = 7 fiir [ # j). Dann gilt

b(v;, v;) = b(vi + vj, v + v5) = 2b(vi,v;) # 0,
da 2 # 0 und b(v;, v;) # 0.

Analog kann man verfahren, wenn in einem der weiteren Schritte der
néichste quadratische Term fehlt.

3
Bsp.: Qs (Z :vivi> = T,Ty — ToTs.
i=1

Setze x| := x1, b = x9 — x1, 4 = x3. Dann gilt
3
1t / / IN S IN\2 ’o ’o W,
Qb E x| = a2y (ah + 27) — (x5 + 27y = (o)) + )z, — 22y — roxs.
i=1
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B) Symmetrische Bilinearformen auf reellen Vektorrdumen

Ab jetzt betrachten wir Vektorrdume iiber dem Kérper K = R. Im Gegensatz
zum Fall K = C gibt es im Fall K = R verschiedene Typen von symmetri-
schen Bilinearformen. Der Grund dafiir sind die Anordnungseigenschaften
von R. Die folgenden Uberlegungen sind in der Analysis von Bedeutung bei
der Untersuchung der kritischen Punkte einer Funktion f € C*(R",R) mit-
tels der 2. Ableitung (=Hesseform) von f in diesen Punkten.

(12.9) Def.: Sei b symmetrische Bilinearform auf einem R-Vektorraum V.

(a) b heifit positiv definit, falls fiir alle v € V' \ {0} gilt:

b(v,v) > 0.

(b) b heifit positiv semidefinit, falls fir alle v € V' gilt:

b(v,v) >0

(c) b heiit negativ definit, bzw. negativ semidefinit falls —b positiv definit
bzw. positiv semidefinit ist.

(d) b heiBt indefinit, wenn b weder positiv semidefinit noch negativ semi-
definit ist.

Bem.: 1) Die Bedingung (12.9)(a) kennen wir natiirlich schon aus Def. (8.2),
und sie besagt gerade, dafl b ein Skalarprodukt ist.

2) Dafl b indefinit ist, kann explizit auf folgende Weise ausgedriickt werden:
Es existieren v, w € V, so daf b(v,v) < 0 und b(w,w) > 0 gilt.

3) Sei f € C*(R",R) und xy € R" ein kritischer Punkt von f, d.h. Df(zq) = 0.
Dann gilt:

D?f(z) positiv definit
xo lokales Minimum von f
D?f(xo) negativ definit
xo lokales Maximum von f

xo ist lokales Minimum von f
D?f(xg) positiv semidefinit
xg ist lokales Maximum von f
D?f(xg) negativ semidefinit

4y

Ist D? f(xo) indefinit, so ist nach den vorangehenden Aussagen x kein lokales
Extremum von f. Im von der Schule bekannten Fall n = 1 ist D? f(x) einfach
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durch f”(xy) gegeben. Fiir n = 1 ist ein kritischer Punkt zy hochstens im
“Ausnahmefall”, dafi f”(xz) = 0 gilt, kein lokales Extremum von f. Fiir
n > 1 ist der Fall, dal D?f(z) indefinit ist, keineswegs ein Ausnahmefall.
4) Ist G = (v, ..., v,) b-Orthogonalbasis und d; := b(v;, v;), so gilt:

b positiv definit < d;>0firallei e {1,...,n}

b positiv semidefinit < d; > 0 fir allei € {1,...,n}

b indefinit < Es existieren 7 und j in {1,...,n} mit
d; > 0, dj <0

Aus Satz (12.8) erhalten wir leicht

(12.10) Satz. Sei V' n-dimensionaler R-Vektorraum und b eine symmetrische
Bilinearform auf V. Dann existiert eine geordnete Basis G = (vy,...,v,) von
V', so daf$ die Matriz B von b beziiglich G folgende Normalform hat:

dim Nb

Bew.: Nach (12.8) existiert eine b-orthogonale Basis G’ = (v, ...,v),) von V.

Wir kénnen annehmen, da8 d; = b(v],v)) > 0 fir 1 < i < p gilt und daf
d; < 0 fiir p < i <, gilt. Wir betrachten die neue Basis G = (vq,...,v,),
die durch

vio=|di| 2] fiir i€ {l,...,m}

v; =, fir ie{r+1,...,n}

definiert ist. Die Matrix von b beziiglich G hat dann die oben angegebene
Normalform.

Es ist nicht ohne weiteres klar, daf§ die Anzahl der positiven bzw. negati-
ven Diagonalelemente in der in (12.10) angegebenen “Normalform” eindeutig
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durch b bestimmt ist; es konnte ja sein, daf fiir verschiedene b-Orthogonal-
basen diese Zahlen verschieden sind. Wir werden als nichstes zeigen, dafl das
nicht so ist, d.h. dafl die Anzahl der positiven (und der negativen) Diago-
nalelemente eindeutig durch b festgelegt ist. Offensichtlich ist die Anzahl der
negativen Diagonalelemente gerade der Rang 7, vermindert um die Anzahl
der positiven Diagonalelemente.

(12.11) Def.: Sei b symmetrische Bilinearform auf einem R-Vektorraum V.
Dann heifit

ind(b) :=sup{dim U | U C V Untervektorraum, b|U x U negativ definit}

der Index von b.

Bem.: Ist dim V' = o0, so ist ind(b) = oo moglich. Ist ind(b) < oo, so ist das
Supremum in (12.11) offenbar ein Maximum, d.h. es existiert ein Untervek-
torraum U, auf dem b negativ definiert ist und fiir den dim U = ind(b) gilt.
Wir werden zeigen, dafl das auch im Fall ind(b) = oo richtig ist. Wir kénnen
also in (12.11) statt “sup” auch “max” schreiben.

Bsp.: Wir betrachten auf R? die quadratische Form

Qp(T1, T2, 73) = x? + m% — :L‘g

Die Nullstellenmenge
Zy = {z € R* | Qy(z) = 0}
ist ein Doppelkegel: Fiir jedes ¢ € R ist
Zy N (R? x {c}) = {(x1, 72,¢) | 22 + 25 = ¢*}

gerade eine Kreislinie vom Radius |c|. Im “Inneren” des Doppelkegels gilt
Qy, < 0, im “AuBeren” @, > 0. Auf jeder Geraden durch 0 € R?, die das
Innere von @), trifft, ist b negativ definit. Es gilt also ind(b) > 1. Andererseits
schneidet jede Ebene (durch 0) im R? das AuBere von Qp, d.h. b ist auf
keinem 2-dimensionalen Untervektorraum des R? negativ (semi-) definit. Es
folgt ind(b) = 1, wie zu erwarten.

Der folgende Satz zeigt, daf fiir verschiedene b-Orthogonalsysteme die Anzahl
der negativen Diagonalelemente in der Matrix von b gleich ist und mit ind(b)
iibereinstimmt.
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(12.12) Tragheitssatz von Sylvester (James Joseph Sylvester 1814-1897, engl.
Mathematiker). Sei b symmetrische Bilinearform auf einem n-dimensionalen
R-Vektorraum V und sei G = (vy,...,v,) eine b-Orthogonalbasis von V.
Dann gilt

#{ilt € {1,...,n} und b(v;,v;) < 0} = ind(b).

Bew.: Auf Uy := span{v;|i € {1,...,n},b(v;,v;) < 0} ist b negativ definit
und auf U; := span{v;|i € {1,...,n},b(v;,v;) > 0} ist b positiv semidefinit,
vgl. Blatt 8, Aufgabe 1. Nach Definition von ind(b) folgt

(%) dim Uy < ind(b).

Ist andererseits U C V' ein Untervektorraum, auf dem b negativ definit ist
und fiir den dim U = ind(b) gilt, so folgt U N U; = {0}, also

dimU +dimU; = dim(U + U;) < dimV =n,
vgl. den Dimensionssatz (3.23). Daraus folgt
ind(b) = dimU < n — dim U; = dim U,.
Zusammen mit (x) folgt ind(b) = dim Uy, und das ist gerade die Behauptung.

(12.13) Folgerung. Die in Satz (12.10) als “Normalform von b ” bezeichnete
Matrix ist unabhéngig von der Wahl der (geeignet normierten) b-Orthogonal-
basis und damit eindeutig durch b bestimmt.

Um den Rang 7, und den Index ind(b) (und damit die Normalform (12.10))
einer symmetrischen Bilinearform konkret zu berechnen, kann man das Ver-
fahren der quadratischen Ergénzung (12.9) benutzen. Ist danach

Qs <Z invi) = Z di(})?,
i=1 i=1

so ist
rp = ##{ild; # 0}

und nach (12.12)
ind(b) = #{ild; < 0}.

Es folgt eine Version des Satzes von Sylvester, die ausschliellich in der Spra-
che der Matrizen formuliert ist:
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(12.12)’ Satz. Sei B € R™™ symmetrisch und S, S € GL(n,R) so, dafs
S"BS =: D und S"BS =: D

Diagonalmatrizen sind. Dann haben D und D die gleiche Anzahl negativer

(und die gleiche Anzahl positiver) Diagonalelemente.

Bew.: Sei B = (b;j)1<i j<n und b die symmetrische Bilinearform auf R™ mit
b(ei,e;) = b;; fir 1 <i,5 <n. Nach (12.7) sind

n
UiZ:E sjej, ,1<i1<n
j=1

und

n
'lNJiZ: E Sji€j, ,1§Z§7’L
j=1

b-Orthogonalbasen des R" beziiglich derer b die Matrix D bzw. D hat. Nun
folgt die Behauptung aus (12.12) (zur Normierung vgl. den Beweis zu (12.10)).

Als néchstes kommt eine “invariante” Umformulierung von Satz (12.12), d.h.
eine Umformulierung in der keine Basen auftreten.

Bez.: Ein Untervektorraum U C V heifit b-negativ, falls b|U x U negativ
definit ist. U heifit ein maximaler b-negativer Untervektorraum, falls jeder U
enthaltende b-negative Untervektorraum gleich U ist.

(12.12)” Satz. Sei b symmetrische Bilinearform auf einem endlich-dimensio-
nalen R-Vektorraum V. Dann gilt fiir jeden mazximalen b-negativen Unter-
vektorraum U :

dim U = ind(b).

Bew.: Der Beweis von (12.8) zeigt, dal man eine b-Orthogonalbasis G =
(v1,...,v,) von V so konstruieren kann, dafl U = span{vy,...,vqmuv} gilt.
Da U maximal b-negativ ist, gilt dann b(v;,v;) > 0 fiir i > dim U. Daraus

folgt
2.1

dimU = #{ili € {1,...,n},b(vi, v;) < 0} "2 ind(b).
Wir erwihnen noch eine Anwendung von (12.12) auf den Fall ind(b) = oc.
Folgerung. Sei b symmetrische Bilinearform auf einem R-Vektorraum V', und

es gelte ind(b) = oo.
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(a) Ist U maximaler b-negativer Untervektorraum von V', so gilt dimU =
00.

(b) Es existiert ein maximaler b-negativer Untervektorraum von V.

Bem.: Die Folgerung zeigt, dal man in Definition (12.11) “sup” durch “max”
ersetzen kann.

Bew.: (a) Annahme: dimU < oco. Wegen ind(b) = co kénnen wir einen b-
negativen Untervektorraum U von V finden, fiir den

(%) dimU < dimU < oo

gilt. Dann ist V =U+UCYV ~endli(:hdimensionad und b = bW x V
ist symmetrische Bilinearform auf V/, fiir die U ein maximaler b-negativer
Untervektorraum von V' ist. Wegen (12.12)” gilt

dim U = ind(b).
Da b|U x U negativ definit ist, folgt
dim U < ind(b),
im Widerspruch zu (x).
(b) Das Lemma von Zorn (3.15) angewendet auf die Menge
M = {U|U b-negativer Untervektorraum von V'} C P(V)

liefert die Existenz eines maximalen b-negativen Untervektorraums von V.

(12.14) Def.: Eine symmetrische Matrix B € R™*" heiit positiv definit, falls
fiir alle z € R™!\ {0} gilt:
" Bz > 0.

Bem.: Sei b symmetrische Bilinearform auf einem n-dimensionalen R-Vektorraum
V,G = (v1,...,v,) Basis von V und B die Matrix von b beziiglich G. Dann
gilt

b positiv definit < B positiv definit

Denn: Q (Z xivi) = 2T Bz fiir 27 = (24,...,2,).
i=1
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Zum Abschlufl dieses Abschnitts wird gezeigt, wie man mittels der “Haupt-
unterdeterminanten” von B feststellen kann, ob B positiv definit ist.

Bez.: Zu B = (bij)lgi,jgn und k£ € {1, .. ,TL} sel
By := (bij)i<ij<n-
Dann heif3t
bll e blk
det Bk = : :
bkl . bkk

die k’te Hauptunterdeterminante von B. Es gilt also By = (by1), det By = b1y,
und B,, = B, det B,, = det B.

(12.15) Satz. FEine symmetrische Matriz B € R™ ™ ist genau dann positiv
definit, wenn fir jedes k € {1,...,n} die Hauptunterdeterminante det B,
positiv 15t.

Bem.: Zum konkreten Rechnen taugt Satz (12.15) nur in kleinen Dimensio-
nen, z.B. fiir n = 2, oder fiir speziell gebaute B. Im allgemeinen wird das
Verfahren der quadratischen Ergénzung sehr viel giinstiger sein, um in einem
konkreten Fall zu entscheiden, ob B positiv definit ist oder nicht. Entschei-
dend fiir den Beweis ist folgende

Vorbemerkung: Ist b symmetrische Bilinearform auf einem n-dimensionalen
R-Vektorraum V', sind G und G’ geordnete Basen von V und B und B’
die Matrizen von b beziiglich G und G’, so existiert nach (12.7) eine Matrix

S € GL(n,R), so daf§

B'=5"BS
gilt. Daraus folgt det B’ = (det S)? det B mit (det S)* > 0, und damit
() det B > 0 < det B’ > 0.

Ist b positiv definit, so kann man fiir G’ eine ONB beziiglich b wihlen. Dann
gilt B = E, und det B' = 1 > 0. Ist also b positiv definit und ist B die
Matrix von b beziiglich einer (beliebigen ) Basis G von V', so gilt

(%) det B > 0.
Beweis von (12.15): Wir definieren durch
b(z,y) = x" By
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eine symmetrische Bilinearform auf R" ~ R"*! deren Matrix beziiglich G =
(é1,...,e,) gerade B ist.

(a) B sei positiv definit. Dann ist b positiv definit und damit auch by, :=
b|(R*F x {0}) x (R* x {0}) fiir jedes k € {1,...,n}. Nun ist By gerade die
Matrix des Skalarprodukts by beziiglich der Basis (ey, ..., ex) von R* x {0},
also det(By) > 0 nach (kx).

(b) Fir jedes k € {1,...,n} gelte det By, > 0. Wir zeigen durch Induktion
nach k, da dann b, := b|(R* x {0}) x (R¥ x {0}) fiir alle k € {1,...,n}
positiv definit ist. Also ist b = b,, positiv definit, und damit auch die Matrix
B von b beziiglich (e, ..., ep,).

Induktionsanfang: Fiir & = 1 gilt b(ey,e1) = by; = det(B;) > 0. Also ist by
positiv definit.

Induktionsschritt: Nach Induktionsvoraussetzung ist by_; positiv definit. Wir

konnen also ein ONB (vy, ..., v5_1) von R¥=t x {0} fiir b,_; wihlen, d.h. es
gilt
(+) b(vi, vj) = &

fir 1 < 4,5 < k — 1. Fiir ein beliebiges * € R¥ x {0} betrachten wir das
lineare Gleichungssystem

b(x,v;) = 0
(++) :
b(z,vp—1) = O.

Das ist ein System bestehend aus k — 1 linearen Gleichungen fiir die £ Unbe-
kannten (x1,...,2x). Der Losungsraum hat dann mindestens die Dimension
1, siehe z.B. (3.28). Es gibt also ein z # 0 in R¥ x {0} mit b(z,v;) = 0
fir 1 < ¢ < k — 1. Daraus folgt b(z,v) = 0 fiir alle v € R*! x {0}. Wire
r € R x {0}, so folgte b(x,z) = 0, und daraus z = 0, da b auf R*! x {0}
positiv definit ist. Es gilt also # ¢ R** x {0} = span{v,...,vp_1}, so daB
Wir vy, ..., vp_1 durch vy := x zu einer Basis von R¥ x {0} erginzen konnen.
Nun ist By die Matrix von by, beziiglich (ey, ..., ex), wihrend die Matrix von
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by beziiglich (vy, ..., v, = x) wegen (4) und (++) die Diagonalmatrix
1 0
B, =
0 b(v, v)
ist. Wegen (%) folgt aus unserer Voraussetzung det(By) > 0, dafl auch det(By,)
= b(vg, v) > 0 gilt. Die Matrix Bj von by beziiglich (v, ..., v;) ist demnach

positiv definit, und damit ist by selbst positiv definit. Das beendet den In-
duktionsschritt und den Beweis von (12.15).

C) Symmetrische Bilinearformen auf endlichdimensionalen eukli-
dischen Vektorraumen.

In diesem Abschnitt werde wir zeigen, dafl symmetrische Bilinearformen auf
endlichdimensionalen euklidischen Vekorrdumen sogar durch eine Orthonor-
malbasis diagonalisiert werden kénnen. Das ist eine erhebliche Verscharfung
von Satz (12.8), der nur die Existenz irgendeiner Basis verspricht, die die
symmetrische Bilinearform diagonalisiert. Andererseits sind solche Orthonor-
malbasen i.a. auch sehr viel schwieriger zu berechnen. Wir stellen zunéchst
einen Zusammenhang zwischen symmetrischen Bilinearformen und selbstad-
jungierten Endomorphismen her.

(12.6) Fakt. Es sei (V, (,)) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum.
Dann existiert zu jeder symmetrischen Bilinearform b auf V' genau ein selbst-
adjungierter Endomorphismus L = L, von V', so dafi fiir alle v,w € V gilt:

(%) b(v, w) = (L(v),w)
Bew.: Wir ordnen jedem v € V' die Linearform [, € V*,
L,(w) = b(v,w) fir alle w € V,
zu. Nach Lemma (9.4) existiert genau ein v' € V, so da$ fiir alle w € V' gilt:
ly(w) = V', w).

Damit (%) gilt, muf also L(v) = v’ gesetzt werden, insbesondere ist L(v)
durch (%) eindeutig bestimmt. Wir erhalten also eine Abbildung L : V' — V|
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so daB (x) gilt, und miissen nur noch zeigen, da§ L € End(V) gilt. Die
Linearitéit von L folgt so: Fiir alle vy, vy, w € V gilt

b(v,w) = (L(vq1),w)
b(vy,w) = (L(vg),w)

Addition dieser Gleichungen liefert
b(vy + ve,w) = (L(vy) + L(va), w).
Andererseits gilt nach Definition von L
b(vy 4 v, w) = (L(vy + v2), w).

Da die beiden letzten Gleichungen fiir alle w € V' gelten, folgt aus der Ein-
deutigkeitsaussage von Lemma (9.4):

L(Ul —+ Ug) = L(Ul) + L(Ug).

Analog zeigt man L(av) = aL(v) fiir alle a € R, v € V. Etwas eleganter ist
folgende alternative Uberlegung. Man zeigt, dafl die Abbildungen

LV = V5 I(v) =1,

und
iV = V5i(v)(w) = (v,w),

Homomorphismen von V' nach V* sind. Lemma (9.4) zeigt, dafl i sogar ein
[somorphismus ist. Dann gilt

L=i'ol,
da aus folgender Gleichungskette ¢ o L = [ folgt. Fiir alle v,w € V gilt:
(i 0 L)(v))(w) Def._von i (L(v), w) Def. von L b(v, w) Def._von I (1)) (w).
Bem.: 1) Ist G = (vy,...,v,) ONB, so gilt
(b(vi, v;)h<ij<n = Matg(L)

2) Die Abbildung, die jeder symmetrischen Bilinearform b auf V' den zugehori-
gen selbstadjungierten Endomorphismus L € End(V') zuordnet, ist ein Vek-
torraumisomorphismus. Beide Vektorrdume haben die Dimension 3n(n + 1),
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falls n = dim V. Das kann man daran sehen, dafl beide isomorph zum Vek-
torraum der symmetrischen (n x n)-Matrizen sind, der offensichtlich die Di-

mension 1n(n + 1) hat.

Es folgt das Hauptergebnis dieses Abschnitts, das eine Umformulierung von
Satz (10.9) mittels (12.16) ist.

(12.17) Satz. Sei b symmetrische Bilinearform auf einem euklidischen Vektor-
raum (V. (,)) mit dim' V' =: n < oco. Dann ezistiert eine ONB G = (vy, ..., vy,)
von (V. (,)), die gleichzeitig b-orthogonal ist.

Bew.: Nach Satz (10.9) existiert eine ONB G = (vy,...,v,) von (V,(,)) aus
Eigenvektoren von L = L;, d.h. es existieren \; € R fiir 1 <17 < n, so daf

L<U1> = )\ﬂ)i
gilt. Dann gilt fiir 1 <i# 5 <n:
Def. von L G ONB
b(vi,v;) =" (L(v;),v5) = Xi{vi, v5) =" 0.

Bem.: 1) Satz (12.17) ist genau in einem Punkt stérker als Satz (12.8): Statt
einer beliebigen b-Orthogonalbasis finden wir sogar eine ONB (bzgl. (,)), die
b-orthogonal ist. Wihrend eine beliebige b-Orthogonalbasis recht leicht ex-
plizit berechnet werden kann, etwa durch quadratische Ergdnzung, ist die
Berechnung einer b-orthogonalen ONB oft nicht explizit moglich, da die Ei-
genwerte von L bendtigt werden.

2) Fiir jede b-orthogonale ONB G = (vy,...,v,) sind die Diagonalelemente
b(v;,v;) gerade die Eigenwerte von L, und somit unabhéngig von der Wahl
von G.

3) Sind alle Eigenwerte von L verschieden, so ist eine b-orthogonale ONB
G = (v1,...,v,) nahezu eindeutig: Jedes andere solche G’ ist von der Form
G' = (€105(1), - - -, €nVs(m)) fiir ein o € S, und Zahlen ¢; € {£1}.

Wir erwéhnen noch eine Umformulierung von (12.17) fiir die zu (,) und b
gehorigen quadratischen Formen.

(12.17)" Satz (Simultane Diagonalisierung quadratischer Formen). Sei V' n-
dimensionaler R-Vektorraum, b und g symmetrische Bilinearformen auf V
und g positiv definit. Dann existiert eine Basis G = (vy,...,v,) von V und
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Zahlen d; € R fir 1 <i <n, so daf fir allev="> xw; €V gilt:
=1

(2

Qy(D_wiwi) =) ot
i=1 i=1
und

=1 i=1

Bew.: Verwendet man in (12.17) als Skalarprodukt (,) := g, so folgt (12.17)’
unmittelbar aus (12.17).

Die im wesentlichen dquivalenten Aussagen (10.9), (10.10), (12.17) und (12.17)’
spielen auch in der Geometrie eine Rolle und sind dort unter dem Namen
“Satz iiber die Hauptachsentransformation” bekannt. Das soll noch etwas
erldutert werden: Ist b eine symmetrische Bilinearform auf dem R™ mit dem
Standardskalarprodukt, so nennt man die Menge

Ey={z e R" | b(z,x) =1}

eine Quadrik in R", und speziell, falls b positiv definit ist, ein Ellipsoid (mit
Mittelpunkt 0 € R™). Explizit ausgedriickt ist dabei b(z, x) = 1 eine quadra-

tische Gleichung vom Typ ) b;z;z; = 1.
ij=1

Satz (12.17) liefert nun eine ONB G = (vy,...,v,), d.h. ein neues “Kartesi-
sches Koordinatensystem” fiir R", so dafl

B> 3 ) = 3 dy(al)?
=1 =1 =1

gilt. Ist b positiv definit, so nennt man die neuen Koordinatenachsen Ruj,
1 < ¢ < n, Hauptachsen des Ellipsoids Ej. Die Hauptachsen durchstofen das
Ellipsoid in den Punkten

1
Eb N RU,‘ = {j:ﬁvz},

und die Strecken von 0 € R™ nach :i:ﬁvl- nennt man die Hauptachsenab-
schnitte von Ej. '
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13 Polynomringe

Das Umgehen mit Polynomen, d.h. mit Ausdriicken der Form
ap + a1z + ax® + ... + a,a”

ist aus der Schule vertraut, falls die Koeffizienten aq, ..., a, ganze oder ra-
tionale oder reelle Zahlen sind. In diesen Féllen kann man das Polynom mit

einer Abbildung
p:R—=R, p(x):= Zai:ci
i=0

identifizieren. Es gilt dann p(0) = ag, (p)'(0) = ay, (p)"(0) = 2a und die k’te
Ableitung von p ausgewertet an der Stelle x = 0 ist gerade klay, d.h. die
Funktion p bestimmt die ay, ..., a, eindeutig. Wenn man nun Polynome mit
Koeffizienten a; aus einem beliebigen Koérper K betrachten will, entsteht im
Fall von endlichen Korpern folgende Schwierigkeit: es , existieren® unendlich

viele verschiedene Polynome, z.B. die ,Monome*“ 1,z,22,...,2",..., aber

nur endlich viele verschiedene Abbildung p : K — K. Ein Polynom _ a;x’
i=0
mit a; € K kann also nicht durch die zugehorige Abbildung p : K — K,

p(x) := > a;x', eindeutig bestimmt sein. Diese Tatsache ruft die Frage her-
i=0

vor, was denn dann ein Polynom mit Koeffizienten a; € K wirklich ,,ist“ (oder
besser ,sein soll“), eine Frage, die wir eigentlich schon bei der Einfithrung
des charakteristischen Polynoms (nach (7.28)) hétten stellen sollen. Das Ziel
dieses Kapitels ist eine befriedigende Antwort auf diese Frage. Dann wer-
den wir noch die Polynomdivision (mit Rest) kennenlernen und uns mit der
eindeutigen Zerlegung von Polynomen in Primfaktoren beschéftigen.

Zu einem beliebigen Kérper K betrachten wir die Menge
KN:={f|f:N—= K},

d.h. ein Element f € KV ist eine Folge f = (fo, f1,.-+, fn,...) mit f, € K
fiir alle n € N.

(13.1) Def.: Zu f,g € KN, a € K definieren wir

(i) f+ge KN durch f+g:=(fo+90, i+ 91, fut Gn--)
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(i) af € KN durch af := (afy,afi,...,afn,...)

(iii) f-g€ K" durch f-g:=((f-9)o,(f D1, s ([ @ns--),
wobei (f-g)o = fo-g0,(f-9)1:=fo-g1+f1-90,(f-9)2:= fo-g2+ f1-

g1+ f2- g0
und (f - g)n =2 fi Gny= 2. fi o
=0 (j,k)ENXN
jt+k=n

Bem.: 1) Die Ausdriicke in (iii) sind den Ausdriicken nachgebildet, die beim
»schulméfBigen* Multiplizieren von Polynomen auftreten:

(apg+arx+. . Aanx™)-(bo+biz+. . A+byna™) = agbo+(aobi+a1bo)z+(agba+arby+asbe) v +. . .

2) Fira e K, f € KN gilt af = (a,0,...,0,...)- f.

Ein Ring (R, +, -) heifit nullteilerfrei, falls fiir alle a,b € R gilt:
ab=0=a=0oder b=0.

(13.2) Fakt.

+) ist ein co-dimensionaler K-Vektorraum mit dem Nullelement
0,...,0,...) € KN.

(b) (KN, +,") ist ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1 = (1,0,...,0,...) €

Bem.: Die Definition des ,,kommutativen Rings mit 1 unterscheidet sich von
der des Korpers (vgl. (2.4)) nur dadurch, dafl auf die Forderung der Existenz
von multiplikativen Inversen verzichtet wird. (Man fordert tiblicherweise auch
nicht, dafl 1 # 0 gilt, aber das ist fiir KN natiirlich erfiillt).

Bez.: (KY,+,-) heifit der Ring der formalen Potenzreihen iiber K, meist
bezeichnet durch K[[z]].

Der Nachweis der in (13.2) behaupteten Eigenschaften ist leicht. Am langsten
dauert der Nachweis der Assoziativitat der Multiplikation, den man wie folgt
durchfiihren kann:
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Seien f,g,h € KN und n € N. Dann gilt:

(f-9)-hn = > (f-9im= X (Z fl'gm>'hk: Yo S gm -l

Jj+k=n Jjt+k=n \l+m=j l+m+k=n

(f-(g-P)n = 2 fi-(g-h)y= > f1'< > gm'hk>: > JiGm -l

l+j=n l+j=n m—+k=j l+m+k=n
(13.3) Fakt. Die Teilmenge
K[z] = {f € K" | f, # 0 nur fiir endlich viele n € N}

ist abgeschlossen beziiglich + und -, enthélt 1 = (1,0,...,0,...), und ist ein
Unterring (mit 1) von (KN, +, ).

Die Abgeschlossenheit bzgl. - folgt aus dem Beweis zu (13.5).
(13.4) Def.:

(a) (K[z],+,-) heiBt der Polynomring von K.
(b) Ist f € KJz]\ {0}, so heifit
grad f :=max{i e N| f; #0} € N

der Grad von f. Ist f =0 € KJz], so setzen wir grad f = —o0.

(13.5) Fakt. Fiir alle f, g € K[z| gilt:
grad(f - g) = grad f + grad g.
Bew.: Ist f =0 oder g =0,s0 f-g =0, also
grad(f - g) = —oo = grad f + grad g.

Ist grad f = m € N, gradg =n € N, so gilt f,, #0, g, # 0 und f; = 0 fiir
i >m, g; = 0 fiir j > n. Daraus folgt

(4,)ENxN
i+j=m+n
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und (f - g)r =0 fiir £ > m +n. Also

grad(f - g) =m+n =grad f + grad g.

Um zur iiblichen Darstellung von Polynomen zu kommen, fithren wir folgende
Bezeichnung ein:
x:=1(0,1,0,...,0,...) € K[z].

AuBerdem definieren wir wie iiblich z° := (1,0, ...,0,...) und rekursiv 2"
x-a" fiir n € N,

+1 .

In diesem Zugang zu den Polynomen ist also x keine ,,Variable“ oder ,, Unbe-
kannte“, sondern ein festes Element des Rings K|z].

(13.6) Fakt. Die Menge {z" | n € N} ist eine Basis des K-Vektorraums K [z].
Es gilt 2" = (0,...,0,1,0,...) € K[z].
I

Bew.: Die erste Behauptung folgt aus der zweiten. Die zweite beweisen wir
durch Induktion. Die Gleichung 2° = (1,0,...,0,...), die nach Definition von
1Y gilt, ist der Induktionsanfang. Mit der Bezeichnung ¢;; := 0 fiir ¢ # j und
di; = 1 konnen wir = (01, 011, 021, - - .) und - nach Induktionsvoraussetzung
- 2" = (don, O1ny - - -  Onm, - - -) schreiben. Also gilt fiir jedes i € N:

lfallsi=n+1
n+1 - L) — . —
@)= to-as ; R {OfallsisénJrl.
JHk=i

(13.7) Folgerung. Jedes Polynom f € K|x]\{0} von Grad grad f = m besitzt
genau eine Darstellung

f=fo+ fix+ fox® + ...+ frx™ mit f,, #0.
Bem.: Beziiglich dieser Darstellung gehen die in (13.1) definierten Operatio-
nen in die fiir Polynome ,iiblichen* {iber.

(13.8) Satz (Division mit Rest). Seien f € Klz], g € K[z], und es gelte
grad f > grad g > 0. Dann ezistieren h,r € K[x], so daf

f=gh+r

und
gradr < gradg  (mdglicherweise r =0)

190



gelten.
Bew.: Durch Induktion nach n := grad f.

Induktionsanfang: Gilt grad f = 0, so auch gradg = 0, also f = fy, # 0,
g = go # 0, und wir konnen als h := g—g und r = 0 nehmen. Fiir den

Induktionsschritt betrachten wir f = > fiz', g = > g;a? mit 0 < m < n,

1=0 j=0
fu #£0, g, # 0. Wir definieren
r=f— ﬁx”_m g
Im
Dann gilt:
(*) f=g9- (ﬁmnm) + 7y und gradr; < n.
9m

1. Fall: gradr; < gradg. Dann erhalten wir die Behauptung, indem wir

h:= ;—"x”_m und r := r{ setzen.
m

2. Fall: gradr; > gradg. Wegen n > gradr; > gradg > 0 ist auf r; die
Induktionsvoraussetzung anwendbar und wir erhalten hy,r € Klz], so da8
ri = ghy + r und gradr < grad g gelten.

Dann folgt mit (x):
f=g9: (;—"x"m +h1) + 7.

Setzen wir h = L2g" ™ 4 hy, so erhalten wir wegen gradr < gradg die
gm

Behauptung.

Bem.: Der Beweis von (13.8) besteht in dem iiblichen Rechenverfahren zur
Polynomdivision, das in die Form eines Beweises gebracht wurde. Umgekehrt
liefert der Beweis auch dieses Rechenverfahren, das man beherrschen muf.

Einem Polynom p = >_ a;z" € K[z] ordnen wir die Abbildung
i=0

P K — K, pb) :=>_ ab’ zu,
=0
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Wie zu Beginn des Kapitels begriindet, ist die Abbildung
p € Klz] = p € Abb(K, K)

nicht injektiv, wenn K ein endlicher Korper ist. Hierbei bezeichnet Abb(K, K)
die Menge der Abbildungen von K in sich, die mit punktweiser Addition und
Multiplikation einen Ring bildet. Beziiglich dieser Struktur ist die Abbildung
p € K[z] — p € Abb(K, K) ein Ringhomomorphismus, d.h. es gilt fiir alle
p,q € Kl[z]

(p+q)~ = p+q
(p-q9)~ = D-q
und auflerdem fir alle a € K
(ap)™ = ap.

In Zukunft werden wir, wie das allgemein {iblich ist, statt p(b) einfach p(b)
schreiben.

Im néchsten Kapitel wird es eine wichtige Rolle spielen, dal man in Polynome
p € K]|x] nicht nur Korperelemente b € K, sondern auch Matrizen A €
K™ ™ fiir beliebiges m > 0 und Endomorphismen L eines K-Vektorraums

V “einsetzen” kann. Wir definieren fiir p = Y a;2" € K[z] und A € K™*™
i=0

n

p(A) = Z a; A’

1=0

und fiir L € End(V)
p(L) = Z a; L,
i=0

wobei L° := idy und L' := Lo L' fiir alle i € N. Auch hier gilt wieder fiir
allea € K, p, g € K[z] und A € K™*™:

(r+q)(A) = p(A)+q(A)
(p-)(A) = p(A)q(A)
(ap)(A) = ap(A),

und Entsprechendes fiir p(L) mit L € End(V'). Exemplarisch beweisen wir
die Gleichung

(p-q)(A) = p(A)q(A).
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n ) k ) n+k
Ist p=> ax",q=>Y bjal,sogiltp-¢g= > ( > aibj) 2!, und damit

=0 Jj=0 =0 \it+j=l

A=Y (Z aibj) Al

1=0 \i+j=l

Andererseits berechnen wir in K™*™:

p(A)q(A) = (Z aiAi) (Z bjA]) =

(13.9) Def.: Ein a € K heifit Nullstelle von p € K|z|, wenn p(a) = 0 gilt.

n

n+k
aibjA”j = Z (Z (Iﬂ)j) Al.

k
i=0 j=0 1=0 \itj=I

Es ist Teil des {iblichen Schulstoffs, dafl jede natiirliche Zahl eine eindeutige
Zerlegung als Produkt von Primzahlen besitzt. Unser nichstes Ziel ist, eine
analoge Aussage im Ring K|x] zu bewiesen. Wir werden uns auf den Fall
des Rings K|[x] beschrinken, obwohl es in der Zahlentheorie und Algebra
allgemeinere (und natiirlichere) Formulierungen dieses Satzes gibt.

(13.10) Def.: Es sei R ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit 1( 0).

(i) Seien a, b € R\ {0}. Wir sagen “a teilt b” (kurz: alb), falls ein ¢ € R
existiert, so dafl ac = b gilt.

(ii) Ein a € R heifit Einheit, falls a ein multiplikatives Inverses besitzt, d.h.
falls ein b € R existiert, so dafl ab =1 gilt.

(iii) Ein a € R\ {0} heifit prim, falls a keine Einheit ist und falls fiir jeden
Teiler b von a gilt: b ist Einheit oder es existiert eine Einheit ¢ € R, so
daBl b = ac gilt.

In (5.2) hatten wir schon eingesehen, dafi die Menge
R* = {a € R| a Einheit }

mit der Verkniipfung - eine Gruppe ist. Wir setzen hier voraus, dal R kom-
mutativ ist, und daraus folgt, daB8 (R*,-) abelsch ist. Es ist leicht zu sehen,
daB jede Einheit ¢ € R jedes a € R\{0} teilt und da8B fiir jedes @ € R\{0} und
jede Einheit ¢ € R das Produkt ac ein Teiler von a ist. Die Bedingung “a ist
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prim”besagt also gerade, dafl a nur diese offensichtlichen Teiler besitzt. Ins-
besondere sehen wir, daf fiir natiirliche Zahlen die Definition (13.10)(iii) (fiir
den Fall R = Z) mit der iiblichen Definition von “Primzahl” iibereinstimmt.
In Algebra und Zahlentheorie heifit die Bedingung (13.10)(iii) allerdings iibli-
cherweise “irreduzibel”.

Bem. 1) Sei @ € R\ {0} keine Einheit. Dann ist @ genau dann nicht prim,
wenn es b, ¢ € R\ R* gibt, so da a = be gilt.
2) Im Fall R = Z gilt R* = {+1,-1} C Z.
3) Die Einheiten im Ring Klz] sind genau die Polynome vom Grad 0, d.h.
Klz]* = K\ {0}.
4) Jedes p € K|z] mit gradp = 1 ist prim.
Hier die kurze Begriindung fiir Bemerkung 3):
Ist p € KJz] Einheit, so existiert ¢ € K[z| mit p-q = 1. Mit (13.5) folgt
daraus
0 = grad(p - ¢) = grad p + grad q,
also grad p = grad ¢ = 0. Gilt umgekehrt grad p = 0, soist p = ap € K\{0} C

K[z] und besitzt das multiplikative Inverse ¢ = ag*.

(13.11) Lemma. Sei p € K[z]\ {0}. Ein a € K ist genau dann Nullstelle von
p, wenn (z — a) Teiler von p ist, d.h. wenn ein h € K[z| existiert, so daf

p=(x—a)h
gilt.

Bew.: (i) Sei p(a) = 0. Wegen p # 0 gilt dann grad p > 1. Division mit Rest
von p durch das Polynom = —a liefert h € K|[x] und r € K[z] mit gradr < 1,
so daf3

p=(x—ah+r
gilt. Daraus folgt 0 = p(a) = r(a) und daraus, wegen gradr = 1, dal » = 0
gilt.
(i) Gilt p = (z — a)h, so folgt p(a) = (a — a)h(a) = 0- h(a) = 0. Genau
genommen verwenden wir hier die Gleichung (p-¢)~ =p- ¢

pla) = (x — a)~(a)h(a) = (a — a)h(a) = 0.

Bsp.: Das Polynom p = 22 + 1, aufgefafit als Element von R|z], ist prim,
wihrend p = 2% + 1 als Element von C[z] nicht prim ist: p = (z +4)(z — 7).

194



(13.12) Fakt. Sei R = Z oder R = K|z] fiir einen Korper K. Dann besitzt
jedes a € R\(R*U{0}) eine Zerlegung in Primfaktoren, d.h. es existieren m €
N.g und prime Elemente pq,...,p, in R (die nicht notwendig verschieden
sind), so daf§

m
PR, § P
=1

gilt.

Bew.: Im Fall R = K[z]: Durch Induktion nach n := gradp > 1.
Induktionsanfang: Ist grada = 1, so ist a prim, siche Bem. 4).
Induktionsschritt: Ist grad @ = n > 1 und ist a nicht prim, so existieren nach
Bem. 1) und 3) Polynome ay, as mit a = a; - a und grad a; > 0, grad as > 0.
Daraus folgt grada; < n, gradas < n, vgl. (13.5). Nach Induktionsvoraus-
setzung erhalten wir Primfaktorzerlegungen von a; und as. Deren Produkt
ist eine Primfaktorzerlegung von a. Ein analoger Beweis kann fiir den Fall
R = Z gefithrt werden. Man ersetzt dabei den Grad eines Polynoms durch
den Betrag einer ganzen Zahl.

Die Eindeutigkeit von Primfaktorzerlegungen ist schwieriger zu beweisen als
deren Existenz. Wir wenden uns jetzt diesem Eindeutigkeitsproblem zu.

(13.13) Def.: Zwei Elemente a,b € R\ {0} heiflen teilerfremd, falls jedes
d € R\ {0}, das sowohl a als auch b teilt, eine Einheit ist.

(13.14) Satz. Sei R = Z oder R = K|[z]. Sind a, b € R\ {0} teilerfremd, so
existieren r, s € R, so daf3

ra+sb=1
gilt.
Bew.: Im Fall R = K|[z]|: Wir zeigen, daf§ die Menge
I :={ga+ hblg,h € R}

eine Einheit, und damit auch das Element 1 € R, enthélt. I hat offensichtlich
folgende Eigenschaften:

pgel = ptqgel
de Rpel = dpel

(Allgemein heift eine Teilmenge I # () von R mit diesen beiden Eigenschaften
ein Ideal in R). Wir konnen ein Element k£ € [\ {0} minimalen Grades in
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I\ {0} wihlen, d.h. fiir alle k € I\ {0} gilt grad k < grad k. Wir zeigen, daB
k Teiler von a und b ist. Da a € I\ {0} ist, gilt grad k < grad a, so dafl nach
(13.8) Polynome h, r € K[z] mit grad r < grad k existieren mit

a=kh-+r.

Wegen a € I und k € [ folgt r = a — kh € I, und grad r < grad k impliziert
nun, dafl » = 0 gilt, d.h. k|a. Ebenso folgt k|b. Da a und b teilerfremd sind, ist
k € I eine Einheit. Der Beweis im Fall K = 7Z ist analog, wobei wieder statt
des Grades von Polynomen der Betrag von ganzen Zahlen verwendet wird.
Die zu (13.8) analoge “Teilbarkeit mit Rest” von ganzen Zahlen ist Stoff der
Grundschule.

Folgende Aussage ist der Kern der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.

(13.15) Folgerung. Sei R = Z oder R = K|[z]. Ist p € R prim und teilt p ein
Produkt ab € R\ {0}, so teilt p mindestens einen der Faktoren a, b.

Bem.: Fiir den Fall R = Z wurde diese Aussage schon im Beweis von Satz
(2.11) verwendet.

Bew.: Wir setzen voraus, dafl p Teiler von ab und nicht Teiler von a ist, und
zeigen, dal p dann b teilt. Da p prim ist und a nicht teilt, sind p und a
teilerfremd. Nch (13.14) gibt es r, s € R, so dafl

ra+sp=1
gilt. Wir multiplizieren diese Gleichung mit b und erhalten
rab + spb = b.

Da p Teiler von ab ist, existiert ein ¢ € R mit pc = ab. Wir setzen dies in die
vorausgehende Gleichung ein und klammern p aus:

p(rc+ sb) =b.
Das zeigt p|b.

(13.16) Satz. Sei R = Z oder R = K|x] fir einen Korper K. Die nach
(13.12) existierende Primfaktorzerlegung ist in folgendem Sinn eindeutig: Ist
a€ R\ (R*U{0}) und sind

a= sz‘ = HP;
i=1 j=1
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Primfaktorzerlegungen von a, so gilt n = n’ und es existieren o € S, und
Finheiten ¢; € R, so daf fir alle i € {1,...,n} gilt

p;(i) = CiDi-
Unwichtige Bem.: Es gilt dann [];_, ¢; = 1.

Bew.: Durch Induktion nach der Minimalzahl n(a) von Primfaktoren, die zur
Darstellung von a benotigt werden.

Induktionsanfang: Ist n(a) = 1, so ist a prim. Nach Definition von “prim”
ist dann a = a die einzige Moglichkeit fiir eine Primfaktorzerlegung von a.

Induktionsschritt: Es sei n(a) =: n > 1. Es geniigt, die Behauptung in dem
Fall zu beweisen, daf} die erste Darstellung von a die minimale Anzahl n von
Faktoren hat:

n n’

a= Hp,; = Hp; mit n = n(a) <n'.

i=1 j=1
Dann gilt p,|a, d.h. p, H;il ;. Induktiv folgt aus (3.15), da8 p, einen der

Faktoren p,...,pl, teilt, o.E. p,|p/,. Da p/, prim ist, existiert eine Einheit
¢, € R, so daB pl, = ¢,p, gilt. Dann gilt

n'—1

n—1
a = Pp le = PnCn H p;
i=1 j=1
und damit
n—1 n'—1
Pn (Hpi — Hp}) = 0.
i=1 j=1

Da R nullteilerfrei ist, folgt

n—1 n'—1
~ e o ,
i=[[p=c ][]0
i=1 j=1

insbesondere n(a) < n—1 < n(a). Wir kénnen nun die Induktionsvorausset-
zung auf @ anwenden und erhalten n —1 = n’ — 1, also n = n’ wie behauptet.
AuBlerdem stimmen nach Induktionsvoraussetzung die p;, 1 <7 <n — 1, bis
auf Anordnung und Multiplikation mit Einheiten mit den p’;,1 < j <n —1,
iiberein. Zusammen mit p/, = ¢,p, ergibt das die Behauptung.
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Bez.: Ein Polynom p € K|[x] zerfillt in Linearfaktoren, falls jeder Primfaktor
von p Grad 1 hat, d.h. falls a € K'\ {0} und a4, ...,a, € K mit n = gradp
existieren, so dafl

p=a H(x —a;).
i=1
Oft werden wir statt “zerfillt in Linearfaktoren ” einfach “zerfallt” sagen.
Manchmal werde wir den Koérper K nochmals erwihnen, etwa: p(z) = 22+ 1

zerfillt iiber C, aber nicht iiber R.

Bem.: Zusammen mit (13.11) zeigt der Fundamentalsatz der Algebra (2.10),
daB ein p € C|x] genau dann prim ist, wenn grad p = 1 ist. Also zerfillt jedes
Polynom iiber C.

Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in K [x] hat folgende Konsequenz,
die im néchsten Kapitel verwendet werden wird.

(13.17) Folgerung. Sind f,g,h € Klz] \ {0}, gilt f = gh und zerfdllt f, so
zerfallen auch g und h.

Bew.: Das Produkt von Primfaktorenzerlegungen von g und A ist eine Prim-
faktorzerlegung von f. Andererseits 148t sich f nach Voraussetzung als Pro-
dukt von Primfaktoren von Grad 1 schreiben. Da die Primfaktorzerlegung im
Sinn von (13.16) eindeutig ist, besitzen g und h ebenfalls nur Primfaktoren
von Grad 1, d.h. g und h zerfallen.

Zum Abschluf} dieses Kapitels greifen wir die Frage auf, was denn nun das
charakteristische Polynom einer Matrix A € K"™*™ sein soll. Im Fall eines
endlichen Korpers konnen wir ja “das Polynom det(A — z£,,)” nicht einfach
als Abbildung ansehen, die z € K auf det(A — zE,,) € K abbildet.

Die einfachste Antwort auf diese Frage ist, dafl wir auch fiir Matrizen B =
(bij)1<ij<n, deren Koeffizienten b;; in einem kommutativen Ring R mit 1
liegen, mit Hilfe der Leibnizformel (7.14) die Determinante von B durch

det B =" sgn(0)bio(t) - - - buo() € R
JES’n

definieren koénnen. Ist nun K ein Koérper und A € K™, so konnen wir
A — zE, als Matrix mit Koeffizienten a;; — 26;; im Ring R = K[z]| ansehen,
und damit ist det(A — zE,) € K|[z] definiert. Es ist leicht zu sehen, dafl das
Polynom pa(z) := det(A — zE,) € K|z] den Grad n hat. Nun wiirden wir
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gern viele Rechenregeln, insbesondere den Determinantenproduktsatz (7.25),
auch fiir quadratische Matrizen iiber einem Ring R verwenden, aber bewiesen
haben wir sie nur fiir den Fall, da8 R ein Korper ist. Hier ist Blatt 9, Aufgabe
3 (korrigiert durch die Forderung, daf statt R x R nur R x (R\{0}) betrach-
tet wird) hilfreich. In dieser Aufgabe wird gezeigt, dafl ein nullteilerfreier,
kommutativer Ring R mit 1(# 0) zu einem Korper K erweitert werden kann,
in &hnlicher Weise wie man Z zu Q erweitert. Im Fall R = K[x] benutzt man
fiir diesen “Quotientenkérper” von K[z] das Symbol

K(z) = {§ pe Kldqe K{x]\{O}}.

Unsere in Kapitel 7 entwickelte Determinantenrechnung ist fiir Matrizen mit
Koeffizienten in beliebigen Koérpern entwickelt, und also auch fiir den Fall
des Korpers K(z) giiltig. Das zeigt, dal wir mit Determinaten der Form
det(A —zE,) € K|z], fr A € K™, umgehen konnen, wie wir das gewohnt
sind. Insbesondere gilt fiir alle B € GL,,(K):

() det(B™*AB — zE,) = det(B (A —zE,)B)
= det B™'-det(A — zE,) - det B = det(A — zE,).

Das zeigt, dal wir fiir L € End(V), V n-dimensionaler K-Vektorraum, das
charakteristische Polynom py € K[x] von L wie folgt definieren kénnen: Wir
wahlen eine Basis G und setzen

pr = det(Matg(L) — zE,).

Nach (5.6) und (x) ist diese Definition unabhéngig von der gewéhlten Basis.

14 Die Jordansche Normalform

Etwas verkiirzt ausgedriickt geht es in diesem Kapitel darum, zu einem
L € End(V), dimV < oo, eine Basis G zu finden, fiir die Matg(L) eine
moglichst einfache Form hat. Der Name “Jordansche Normalform” geht auf
den franz. Mathematiker Camille Jordan (1838-1922) zuriick.

(14.1) Def.: (a) A € K™ heisst diagonalisierbar, falls ein B € GL(n, K)
existiert, so dass B~1AB eine Diagonalmatrix ist.
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(b) L € End(V) heisst diagonalisierbar, falls eine Basis von V' existiert, die
aus Eigenvektoren von L besteht.

Bem.: 1) Ist G = (vy, ..., v,) Basis aus Eigenvektoren von L, so gilt
A1 0
0 An

wobei \; der Eigenwert von L zum Eigenvektor v; ist.

2) Ist dimV < oo, L € End(V) und G eine beliebige Basis von V, so gilt:
L ist genau dann diagonalisierbar, wenn Matg(L) diagonalisierbar ist. Das
folgt aus (5.6).

Bsp.: 1) Ist A € R™" symmetrisch, d.h. A = AT, so ist A diagonalisierbar,
vgl. Folgerung (10.10).

2) Ist V endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und ist L € End(V)
selbstadjungiert, so ist L diagonalisierbar, vgl. Satz (10.9). Es gibt dann so-
gar eine ONB von V, so dass Matg(L) Diagonalmatrix ist.

3) Satz (7.29) besagt: Ist dimV =n, L € End(V) und besitzt L n verschie-
dene Eigenwerte, so ist L diagonalisierbar.

(14.2) Def.: Sei L € End(V') und A € K Eigenwert von L.

(a) E(X\) :=ker (L—Aidy) = {v € V | L(v) = v} heisst der Eigenraum von
L zum Eigenwert \.

(b) E'"(A) == Upen., ker (L = Ndy)*) = {v e V|3 e Ny : (L—
Aidy )¥(v) = 0} heisst der Hauptraum von L zum Eigenwert .

Bem.: 1) E(\) ist Untervektorraum von V und, da A EW von L ist, gilt
dim E(X) > 1. E(\)\ {0} ist gerade die Menge der Eigenvektoren von L zum
EW A

2) E(\) C E'(\), und es kann E(X\) # E'()\) gelten: Ist L € End(R?) die
durch L(e;) = ey, L(es) = e + ey definierte “Scherung”, so gilt E(1) =
span{e; }, E'(1) = R2

3) E'()) ist Untervektorraum von V. Es gilt namlich fiir alle £ € N.q:

ker (L — Aidy)" C ker (L — Aidy)*
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und es ist leicht einzusehen, dass die Vereinigung einer aufsteigenden Kette
von Untervektorrdumen selbst eine Untervektorraum ist. Wir werden spéter
zeigen, dass in Wahrheit fiir alle & > n gilt:

ker (L — Xidy )" = ker (L — Aidy)" .

4) E(A\) und E’(X) sind L-invariant. Die L-Invarianz von E’()) sieht man so:
Ist v € E'(\), so existiert k € N5 mit (L — )\idv)k(v) = 0. Mit Lo (L —
)\idv) = (L - )\idv) o L folgt dann:

(L = Aidv)"(L(v)) = ((L = Aidy)* o L) (v) = (L o (L — Aidy)*) (v) = 0.
Also L(v) € ker(L — Xidy)* C E'()\).
Etwas allgemeiner als Satz (7.29) ist:

(14.3) Satz (Diagonalisierbarkeitskriterium). Sei V' endlichdimensionaler K -
Vektorraum und L € End(V'). Dann sind dquivalent:

(a) dmV = > dim E(\)

AEWvon L

(b V= @& E\)

AEW von L

(c) L ist diagonalisierbar.

Bem.: Zur Definition der direkten Summe von Unterraumen siehe S. 156.

Bew.: Der einzige nichttriviale Beweisschritt ist der Beweis der Implikation

(a) = (b)-

Wir verwenden dabei folgende Aussage aus dem Beweis von (7.29):

(%) Sind vy, ..., vs Eigenvektoren von V zu verschiedenen Eigenwerten
A1, ..., g, S0 sind die vy, ..., v, linear unabhéngig.
Sind nun Ay,..., A\, die verschiedenen Eigenwerte von L und By,..., B,

Basen von E(\1),...,E(\y), so gilt wegen E(\;) N E(\;) = {0} fur 1 <
i#j<mauch B,NB; =0 fir 1 <i# j < m. Aus (a) folgt nun fiir
B:=BiU...UB,,:

4B = dim V.
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Wenn wir zeigen konnen, dal B linear unabhéngig (und damit eine Basis)
ist, so ist (b) bewiesen. Ware B nicht linear unabhéngig, so existierte eine
nichttriviale Linearkombination aus Elementen von B, die 0 € V darstellt.
Sammelt man fiir jedes i € {1,...,m} die Terme, die Elemente von B; ent-
halten, so erhalten wir Vektoren v; € E(\1),..., v € E(),,), die nicht alle
gleich 0 sind und fiir die

m+...+v,=0

gilt. Betrachten wir nur diejenigen v;, die nicht gleich 0 sind, so erhalten wir
einen Widerspruch zu (x).

Bem.: 1) Will man (14.3) auf einen konkreten Endomorphismus L anwenden,
so mufl man seine Eigenwerte, d.h. die Nullstellen seines charakteristischen
Polynoms P;, bestimmen. Das wird meist nicht explizit, sondern nur appro-
ximativ (mit Hilfe der Numerik) moglich sein. Kennt man die Eigenwerte, so
ist die Bestimmung der Eigenrdume leicht. Sie sind die Losungsmengen von
homogenen linearen Gleichungssystemen

E\) ={veV|L(v) - v =0}.

2) Es ist wichtig zu wissen, dafl im Fall des Korpers K = C “die meisten” A €
C™*™ diagonalisierbar sind. Das folgt nach (7.29) daraus, dafl “die meisten”
Polynome vom Grad n iiber C auch n verschiedene Nullstellen besitzen. Was
genau dabei “die meisten” bedeutet, wird hier nicht erklart und gehort eher
in die Analysis IIT (Stichwort: Menge von MaBl 0) oder Funktionalanalysis
(Stichwort: Satz von Baire).

Wir beginnen mit einigen Tatsachen zu den Hauptraumen.

(14.4) Fakt. Sei A Eigenwert von L € End(V'). Dann ist A der einzige Eigen-
wert von L|E'(X).

Bew.: (a) Wegen {0} # E(\) C E'()\) ist A Eigenwert von L|E'()).
(b) Ist u ein Eigenwert von L|E’(\) mit zugehorigem Eigenvektor v € E'()\),
so gilt fiir alle k € Nyg:
(L — Xidy)*(v) = (n — \)*v.
Wegen v € E’'(\) existiert ein k € Ny, so dafl

(L — \idy)*(v) = 0.
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gilt. Die vorangehenden Gleichungen zeigen wegen v # 0, dafl p = A gilt.

Fiir den Rest dieses Kapitels sei V' stets ein endlichdimensionaler Vektorraum
iiber einem Korper K und L : V' — V sei ein Endomorphismus von V.

(14.5) Lemma. Sei A Eigenwert von L € End(V'). Dann existiert die kleinste
Zahl f(\) € N, genannt der Index des Eigenwerts A von L, so daf

E'(\) = ker(L — \idy )™
gilt. Weiter gilt
V = E'(\) @im(L — \idy )™

Bem.: Wegen L o (L — Xidy)™ = (L — Xidy )™ o L ist der Unterraum
im(L — XNidy )’™ L-invariant.

Bew.: Sei vy, ..., v; eine Basis von E’(\). Nach Definition von E’()\) existiert

)
fiir jedes i € {1,...,1} das kleinste k; € N mit (L — Xidy ) (v;) = 0.

Sei f(\) = max k;. Dann gilt (L — \idy )" (v;) = 0 fiir alle Elemente v

unserer Basis von E’()), also
E'(\) C ker(L — Xidy )™,

Nach Definition von E’(\) gilt auch die umgekehrte Inklusion, also E'(\) =
ker(L — X idy)f™. Offenbar ist f()\) die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft.
Zum Beweis der zweiten Behauptung nehmen wir an, dafl

ve E'(\) nim(L — Xidy )™
gilt, und zeigen, daff dann v = 0 ist. Es existiert also ein w € V' mit
v=(L—\idy)"M(w).
Da v € E'()) ist, gilt (L — \idy )™ (v) = 0, also
(L — Xidy) ¥V (w) = 0.

Das zeigt, daf§ auch w € E’'(\) gilt, und aus der ersten Aussage von (14.5)
schlieen wir

0= (L — \idy)"™(w) = v.
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Das zeigt, daB die Summe aus E’'()\) und im(L — X idy )™ direkt ist. Wegen
E'(A\) = ker(L — X idy)f® implizieren die Dimensionsstze (3.23) und (4.10)

dim(E'(\) @ im(L — Xidy)!™V) = dim V.
Daraus folgt die Behauptung, vgl. (3.19)(c).

(14.6) Lemma. Seien i, ..., Ay verschiedene Eigenwerte von L € End(V).
Dann ist die Summe der Hauptraume E’()\;) fiir 1 <i < s direkt.

Bew.: Durch vollstdndige Induktion nach s. Fiir s = 1 ist nichts zu zeigen.

Fiir den Induktionsschritt miissen wir zeigen, daf fiir alle i € {1,..., s} gilt

E'(A)N Spaﬂ(U E'())) = {0},
i

vgl. S. 156. Da diese Aussage von der Numerierung der \; unabhéingig ist,
geniigt es, sie fiir den Fall i = s zu beweisen. Wir miissen also zeigen, dafl
jedes v € E’()s), das sich in der Form

s—1
v = E Vi
i=1

mit v; € E’(\;) schreiben l&8t, notwendig der 0-Vektor ist. Wegen v € E'()y)
gilt nach (14.5)

s—1

(%) 0= (L — A idy)! ) (v) = (L — A, idy )T (vy).

=1

Die Hauptriume E’();) sind L-invariant und daher auch (L — A idy )/®s)-
invariant. Also folgt aus v; € E'()\;) auch (L — A, idy )/ @) (v;) € E'(\) fiir
1 <i < s—1. Die Induktionsvoraussetzung und (*) implizieren nun, da8 fir
allei e {1,...,s — 1} gilt.

(L — Ayidy ) (v;) = 0,

alsov; € E'(A\)NE'(As). Wir zeigen nun, dafi der Durchschnitt von Hauptraum-
en zu verschiedenen Eigenwerten stets {0} ist. Daraus folgt dann v; = 0
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s—1

fir 1 <i < s—1, und damit v = > v; = 0, wie behauptet. Seien also
i=1

A # p Eigenwerte von L und w € E'(A) N E'(p). Sei k € N die kleinste

Zahl, fiir die (L — pidy)*(w) = 0 gilt. Wire w # 0, so wiirde & > 1 gelten
und (L — pidy )*~!(w) wire ein Eigenvektor von L|E’(\) zum Eigenwert p.
Das stiinde im Widerspruch zu (14.4), wonach A der einzige Eigenwert von
L|E'(N) ist. Also gilt w = 0, was zu beweisen war.

Die Grundidee bei der Untersuchung eines L € End(V) ist es, den Vektor-
raum V in eine direkte Summe von moglichst kleinen L-invarianten Unter-
vektorrdumen zu zerlegen. Diagonalisierbarkeit von L bedeutet ja gerade,
da V' als direkte Summe von 1-dimensionalen L-invarianten Unterrdumen
dargestellt werden kann. Der erste wichtige Schritt in dieser Richtung ist der
1. Zerlequngssatz:

(14.7) Satz. Sei V' endlichdimensionaler K - Vektorraum, L € End(V') und das
charakteristische Polynom Pp von L zerfalle. Sind Ay, ..., \s die verschiede-
nen Eigenwerte von L, so gilt

V=EM\)a.. oE0).

Bew.: Nach Lemma (14.6) ist die Summe direkt, so da§ nur zu zeigen bleibt,
daB sie ganz V ist, d.h. da V = E'(\) + ... + E'()\) gilt. Wir zeigen das
durch Induktion nach n := dimV. Im Fall n = 1 (= s = 1) ist nichts zu
beweisen. Im Induktionsschritt benutzen wir die zweite Aussage von Lemma
(14.5): Fiir den L-invarianten Unterraum

U = im(L — Ay idy )7

gilt V. = E'(\) © U. Wir wollen die Induktionsvoraussetzung auf L :=
L|U € End(U) anwenden. Wegen dim E’(A;) > 1 gilt ja dimU = dimV —
dim £'(A;) < n — 1. Wir miissen uns aber auch iiberzeugen, daf§ das cha-
rakteristische Polynom Pr von L ebenfalls zerfillt. Aus V = E'(\) @ U
folgt

(%) Pr = Preo) - Pp,

vgl. etwa LA I, Blatt 10, Aufgabe 1, oder direkt die Leibnizformel (7.14). Fol-
gerung (13.17) zeigt also, daB8 Ppjp(x,) und Pr zerfallen. Als néchstes iiber-
legen wir uns, daB8 Py genau die Nullstellen Ao, ..., As besitzt. Da L|E'()\;)
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nach (14.4) nur den EW A, besitzt, hat das zerfallende Polynom Py g (x,) nur
die Nullstelle Ay, d.h.

PL\E’()\l) — ()\1 o x)dimE’()\l)‘
Fiir 2 <@ < s gilt also Prjgrx,)(Ai) # 0 und Pr()\;) = 0, so daB aus (x) folgt
Pr(Ai) =0

fir 2 < i <'s. P besitzt keine weiteren Nullstellen, da diese auch Nullstellen
von P;, sein miissten, so dafl hochstens noch \; moglich ware. Es gilt jedoch

Pr(\) #0,da L = L|U wegen UN E(A\;) = {0} nicht den Eigenwert \; hat.
Die Induktionsvoraussetzung ergibt also

U=E-(A) +...4+ E-(\),

wobel E/f()\l) C U den Hauptraum von L zum Eigenwert \; von L bezeichnet.
Wegen V' = E'(A) @ U und E-(A\;) C E'(\;) folgt

V=FEM\)+...+E'(\),
und genau das war noch zu beweisen.

Satz (14.7) reduziert die Untersuchung von Endomorphismen mit zerfallen-
dem charakteristischen Polynom auf den Fall von Endomorphismen, die nur
einen einzigen Eigenwert, etwa A € K, besitzen und deren charakteristisches
Polynom von der Form (A — x)™ ist. Etwas expliziter werden wir jetzt fiir
einen Eigenwert A\ von L € End(V) versuchen, L|E’'(\) zu verstehen. Fiir
Ty := (L — Aidy)|E'(X) € End(E’(N)) gilt dann nach (14.5)

(Ty)'™ =0 € End(E'(\))
(14.8) Def.: Ein Endomorphismus 7" € End(V') heifit nilpotent, falls ein &k €

N., existiert, so daB T% = 0 gilt. Das kleinste solche k € Ny, heifit der
Nilpotenzgrad ¢(7") von T.

Bsp.: 1) Ty := (L — Aidy )| E’(A) ist nilpotent vom Nilpotenzgrad f(\).
2) Besitzt ein Endomorphismus 7' € End (V') beziiglich einer Basis von V
eine Matrix A € K™*" der Form

0 . 0
A=|" .,
* * 0
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so ist L nilpotent, da A" = 0 gilt. (Ubung!).

(14.9) Lemma. Sei 0 # T € End(V) nilpotent und ¢ := ¢(T). Ist v € V' \
ker(7T971), so ist span{v, T'(v), ..., T9*(v)} ein g-dimensionaler T-invarianter
Untervektorraum von V. Speziell folgt ¢(7') < dim V.

Bew.: (a) T-Invarianz von W := span{v,T(v),...,T9 }(v)}: Sei w € W,
g-1 )

dh.w=>" aT"(v) mit a; € K fiir 0 <i < g — 1. Dann gilt
i=0

—_

g— g—1
T(w)=Y aT" ()= Zai_lTi(v) ew,

i=1

I
o

da T9(v) = 0 ist.

(b) Lineare Unabhiingigkeit von v, T(v),...,T9 *(v): Sei gilaiT"(v) = 0.
Wir zeigen durch Induktion nach ¢, dafl a; = 0 gilt. Induktiij)onsanfang: Wir
wenden 7971 auf die Gleichung fiol a;T"(v) = 0 an und erhalten

g—1
Z a; 797" (v) = 0.
i=0

Da T*(v) = 0 fiir k > g gilt, gilt 797 1(v) = 0 fiir s > 1, d.h.

g—1

0= Z a; T9"" 1 (v) = agT9*(v).

i=0
Nun folgt aus der Voraussetzung 79! (v) # 0, dal ay = 0 gilt.
Induktionsschritt: Wir kénnen annehmen, dafl ag = ... = a;_1 = 0 gilt, also
—1
> a;T7(v) = 0. Auf diese Gleichung wenden wir 797"~! an und erhalten mit
j=i

der gleichen Begriindung wie im Induktionsanfang
a; = 0.

(14.10) Def.: Sei L € End(V). Ein Untervektorraum U von V heifit L-
irreduzibel, falls U L-invariant ist und U nicht als direkte Summe von zwei L-
invarianten Untervektorrdumen positiver Dimension dargestellt werden kann,
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d.h. gilt U = U; U, mit L-invarianten Untervektorrdumen U; und U, so gilt
Uy = {0} oder Uy = {0}. Ein L-invarianter Unterraum U heifit L-reduzibel,
falls U nicht L-irreduzibel ist.

(14.11) Lemma. Sei T' € End(V') nilpotent und g(7") = n = dim V. Dann ist
V T-irreduzibel und fiir jedes v € V\ker(T" ') ist G = (v, T(v), ..., T" *(v))
eine Basis von V. Es gilt

1 0

e
@]

Bew.: Seien Uy, U, T-invariante Untervektorraume von V', sodafli V = U; @ U,
gilt. Dann sind T'|U; und T'|U; nilpotent und aus (14.9) folgt g(7|U;) <
dim Uy, ¢(T'|Us) < dim Us. Daraus folgt

n=g(T) = max{g(T|U;),9(T|Us2)} < max{dim Uy, dim Us}.

Also hat einer der beiden Unterrdume die Dimension n, o.E. dimU; = n.
Daraus folgt U; = V und U, = {0}. Das beweist, da§ V' T-irreduzibel ist. Ist
v € V \ ker(T"!), so folgt aus (14.9), daBl G = (v, T(v),...,T" ' (v)) eine
Basis von V' ist. Daraus folgt direkt die behauptete Form von Matg(T).

Bem.: Sei L € End(V'), A Eigenwert von L und U C E’()) ein L-invarianter
Untervektorraum, so daf fiir T := (L — Aidy)|U gilt:

g(T) = dimU.

Nach (14.11) existiert dann eine Basis G von U, so da8

A0 ... ... 0

1 |
Mat§(ZIU) = | 0

: R {

0O ... 0 1 A

gilt. Eine solche Matrix nennt man einen “Jordanblock”.
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Wir werden als néchstes zeigen, dafl sich E'()) als direkte Summe von Un-
terrdumen dieses Typs darstellen 148t. Dazu zunéchst folgender einfacher
Hilfssatz:

(14.12) Lemma. Sei V' # {0} und L € End(V'). Dann existiert ein k € Ny,
und L-irreduzible Untervektorrdume U; # {0}, ..., Uy # {0}, so daf§

V=U&...aU
gilt.

Bew.: Durch Induktion nach n := dim V. Fiir n = 1 ist nichts zu beweisen.
Im Induktiosschritt gibt es zwei Fille:

(a) V ist L-irreduzibel. Dann ist die Behauptung fiir & := 1 und Uy := V
erfiillt.

(b) Es existieren L-invariante Unterrdume Uy, Us von V', so da8 V = U; @ Uy
und U; # {0}, Uy # {0} gilt. Dann kann man die Induktionsvoraussetzung
auf U; und U; anwenden und erhélt daraus die gesuchte Zerlegung von V.

Der zweite wesentliche Schritt zur Konstruktion der Jordanschen Normalform
ist folgende Umkehrung von (14.11).

(14.13) Lemma (2. Zerlegungssatz). Sei T € End(V') nilpotent und ¢ =
g(T) <n=dimV. Dann ist V' T-reduzibel.

Bew.: Wegen 797! = 0 kénnen wir ein v € V' \ ker(7T97!) wihlen und dazu
ein [ € V* mit [(T97(v)) # 0. Wir definieren

Uy :=span{v,..., 79 '(v)} und
Uy :=ker(l) Nker(loT)N...Nker(loT971).

Dann ist U T-invariant, und nach (14.9) gilt 0 < dim U; = g < n. Wir haben
(14.13) bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, daf§ Uy T-invariant ist und daf

T-Invarianz von Us: Ist w € Uy, so gilt [(w) = 0,...,1(T9 (w)) = 0, also
speziell [(T(w)) =0,...,[(T9"*(T(w)) = 0 und auBerdem wegen T9(w) = 0:
[(T9(w)) = I(T"Y(T(w)) = 0. Zusammen zeigen diese Gleichungen, daf
T(w) € Uy gilt. Also ist Uy T-invariant.

Zeige UyNU; = {0}: Sei w € UyNU,. Da w € Uy ist, existieren ay,...,a,_1 €

g-1 }
K mit w =Y a;T*(v). Da w € Uy ist, gilt I(T9" (w)))...=Il(w) = 0.
i=0
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Wegen T97H(w) = agT9 " (v) gilt 0 = [(T9"Y(w)) = agl(T97'(v)), und wegen
[(T9 ' (v)) # 0 folgt daraus ay = 0. Wie im Beweis von (14.9) folgt induktiv
a1 =0,...,a4-1 = 0, also w = 0. Das beweist U; N Uy = {0}. Es liegt also
eine direkte Summe U; ¢ U, vor, und wir haben

Es gilt dim U; = g und aus (3.24) folgt dim Us > n — g, also
dmU, U > g+ (n—g) =n=dimV.

Da U; & U, Untervektorraum von V ist, folgt daraus V = U; & Us,, wie
behauptet.

Zusammen besagen (14.11) und (14.13) gerade, daB fiir ein nilpotentes 0 #
T € End(V) gilt:

V T-irreduzibel < ¢(T') = dim V.

Auf jedem T-irreduziblen Unterraum U von V' ist T'|U also von der einfachen,
in (14.11) beschriebenen Bauart.

Wir beweisen nun zunéchst den Satz {iber die Jordansche Normalform in der
Formulierung fiir Endomorphismen und werden das spéter in eine Aussage
iber Matrizen iibersetzen.

(14.14) Satz (Jordan-Zerlegung). Sei L € End(V') und das charakteristische
Polynom von L zerfalle. Sind i, ..., \s die verschiedenen EWe von L, so
qilt

L=FEM\)®...®FE'(\).

Jeder der Hauptriume E'(\),1 <t < s, zerfdllt in L-irreduzible Unterrdume
EN)=Ule...coU"

und fiir jedes i € {1,...,k} ist (L — N\ idy)|Uf =: S} € End(U}) nilpotent

vom Nilpotenzgrad g(S;) = dim Uy

Bew.: Die erste Aussage ist gerade der 1. Zerlegungssatz (14.7). Wir wenden
dann (14.12) auf L|E’()\;) an und erhalten eine Zerlegung von E’();) in L-
irreduzible Unterrdume, genannt U}, .. .,Utkt. Nach (14.5) wissen wir, daf3

(L — \idy)|U} =: Si fiir jedes t € {1,...,s} und jedes i € {1,...,k}

210



nilpotent ist. Da U} L-irreduzibel ist, ist U} auch S;-irreduzibel. Aus dem
2. Zerlegungssatz (14.13) folgt nun, daf der Nilpotenzgrad ¢(S?) von S! gleich
der Dimension von U} ist, d.h. dafi S} von dem einfachen, durch (14.11)
beschriebenen Typ ist.

Nach (14.11) existiert zu jedem der L-irreduziblen Unterrdume U}/, 1 <t < s,
1 < i < k; eine Basis G}, so daB

0 . 0
Mat% (i) = | o
gi\7t
0O ... 0 1 O

gilt. Wegen L|U; = S} + \idyy; folgt

Y ¢
1 . :

g i . . . i

(%) Matgg(L’Ut) =1 0 . . : = Jy.
0 0o 1 X\

Damit erhalten wir

(14.15) Satz (Jordansche Normalform). Sei L € End(V') und das charakte-
ristische Polynom P von L zerfalle. Die verschiedenen Nullstellen von Py,

seien Aq, ..., \s. Dann ezistiert eine Basis G von V', so daf
J! 0
(xx) Matg(L) =
0 JFs

s

gilt, wobei die in der Diagonale stehenden ,Jordanblicke* Ji (dimU}) x
(dim U})-Matrizen vom Typ (x) sind.

Interpretiert fiir Matrizen A € K™*" besagt (14.15):
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(14.16) Folgerung. Sei A € K™ ™ und das charakteristische Polynom von A
zerfalle. Dann existiert ein B € GL,(K), so dall B~ AB die Form (*x) hat.

Bem.:

1)

Ist K = C, so ist die Voraussetzung , das charakteristische Polynom
zerfalle” nach dem Fundamentalsatz der Algebra stets erfiillt. Ist K
ein Unterkorper von C, z.B. K = Q oder K = R, und zerféllt das cha-
rakteristische Polynom in K|[x] nicht, so kénnen wir uns durch ,, Kom-
plexifizierung“ der Situation helfen, d.h. ist L € End(R™), so betrachten
wir die C-lineare Fortsetzung L € End(C") von L, vgl. Blatt 6, Auf-
gabe 1. In der Algebra konstruiert man zu jedem Korper K einen K
enthaltenden Kérper K, in dem jedes Polynom zerfillt. Also kann man
die Voraussetzung ,das charakteristische Polynom zerfalle* auch fiir
beliebige Korper durch ein der Komplexifizierung dhnliches Verfahren
erzwingen.

Wie bereits gesagt ist das Hauptproblem bei der Berechnung der Jordan-
schen Normalform — die Berechnung der EWe Ay, ... A\~ i.a. nicht ex-
plizit 1osbar. Kennt man Aq, ..., A, so ist die Jordansche Normalform
und eine zugehorige Basis durch Losen von linearen Gleichungssyste-
men berechenbar. Dazu noch einige Hinweise:

Zu berechnen sind fiir jedes t € {1,..., s} die Zahl k; der L-irreduziblen
Unterrdume U}, . . ., UM, in die B (A¢) zerféllt, und die Dimensionen der
U}. Offenbar gilt

ki s
Y dim U} = dim E'(\,) und ) dim E'(\,) = dim V-
i=1

t=1

Berechnet man P, mit der Jordanschen Normalform, so sieht man, daf3
dim E’();) gerade die Vielfachheit der Nullstelle ); ist. E'()\;) kann nach
(14.2), (14.5) durch Losen homogener linearer Gleichungen bestimmt
werden. Die Zerlegung von E’();) in L-irreduzible Unterrdume kann mit
dem im Beweis von (14.13) (2. Zerlegungssatz) verwendeten Verfahren
explizit durchgefiihrt werden.
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Bsp.: Berechnung der Jordanschen Normalform von

3 4 3
A=|-1 0 -1
1 2 3

Man berechnet P4()\) = det(A — AE3) = —(A—2)3. Da Py zerfillt und A = 2
der einzige Eigenwert von A ist, ist

A—2E3:ZT

nilpotent, vgl. (14.7) und (14.5). Der Nilpotenzgrad g = ¢(7") von T', d.h. die
kleinste Zahl g € Ny, fiir die 79 = 0 gilt, ist 3, da

0 2 2
=10 -2 2] #0
0 2 0

gilt, vgl. (14.9). Nach (14.11) ist R® T-irreduzibel und (14.15) impliziert, da8
die Jordansche Normalform A € R3*3 aus einem einzigen Jordanblock zum
Eigenwert A = 2 besteht, d.h.

A:

O N
= NN O
N OO

Berechnung einer Matriz B € GL(3,R), so dafs
B'AB=A
gilt: Nach (14.9) gilt fiir jedes v € R? \ ker(7?), daf
G = (v,T(v),T*(v))

eine Basis des R? ist, so dafl Matg(A) = A gilt. Wir identifizieren hierbei A
und T mit den Endomorphismen v € R3*! — Av € R**! und v € R3*! —

Tv € R¥>*!. Wir kénnen etwa v = <§> wéahlen und erhalten Tv = <—:1))1>,
T? = (—22> Nach (5.6) gilt dann fiir

0 3 2
B=[0 -1 -2 (= Mat§" ™) (id))
112
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B'AB = Matg(A) = A.

Aus der Theorie wissen wir, da3 das so ist, und man kann es durch Nach-
rechnen bestétigen.

Im vorangehenden Beispiel wurde von der Berechnung “der” Jordanschen
Normalform gesprochen, obwohl wir uns iiber die Eindeutigkeit der Jordan-
schen Normalform noch keine Gedanken gemacht haben. Das soll jetzt nach-
geholt werden. DaBl es zu einem L € End(V) recht verschiedene Basen G
von V geben kann, so daB Matg(L) Jordansche Normalform hat, sehen wir
am vorangehenden Beispiel: Der erste Vektor v der Basis kann dort ganz
beliebig in R3 \ ker(7?) gewihlt werden. Wir werden jedoch zeigen, dafl die
Jordansche Normalform (xx) selbst bis auf die Reihenfolge der Jordanblécke
eindeutig bestimmt ist. Der entscheidende Schritt zu dieser Eindeutigkeit ist:

(14.17) Satz. Sei T' € End (V') nilpotent und
V=71®...87Z

eine Zerlequng von V als direkte Summe von T-irreduziblen Unterrdumen
Z, # {0}. Fiirl € Nyg sei N; die Anzahl dero € {1,...,s}, fir die dim Z, =
l gilt, und fiirl € N sei

Ry :=rg(T").

Dann gilt fir alle | € Ny

N, =Ry — 2R + Ry

Bem.: Die Bedeutung von (14.17) liegt darin, daf§ die Zahlen NN, die a priori
von der gewéhlten Zerlegung abhéngen konnten, in Wahrheit durch 7' ein-
deutig bestimmt sind, da sie aus den Zahlen R; = rg(T") berechnet werden
konnen.

Bew.: Wir bemerken zunéachst:
(1) Ist [ > g(T), so ist V; = 0.

Das folgt mittels (14.13) aus der Irreduzibilitidt der Z,:

(14.13

dim Z, "2 4(112,) < ¢(T).
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Wir driicken nun die Zahlen R; durch die Zahlen N; aus. Dazu definieren wir
fir 1 <1< g(7T):

(2) W, = @ Z,.

dim Z, =l
Dann gilt wegen (1):
(3) VZWlEB.‘.EBWg(T).

Da alle auftretenden Unterrdume T-invariant sind, gilt fiir alle j € {1,...,9(7)}

(4) W) = @ T(Z,)
und
(5) T'V)=T'(Wy) & ... T (Wyr)).

Wir bestimmen nun dim77(Z,) aus [ := dim Z,. Nach (14.9) und (14.13)
existiert ein v € Z,, so dafl

v, T(v),..., T (v)

eine Basis von Z, ist, wobei T'(v) = 0 gilt. Daraus folgt, daf fiir j < [
T (v),...,T"(v) eine Basis von T7(Z,) ist, also

. ~ l—4 firj<l
j _
(6) dimT7(Z,) = { 0 fiwj >
Nach Definition von N, und nach (2), (4) und (6) gilt fir j <1
dim(77(W)) = (I = ) M.

Aus (5) folgt nun fiir alle j € N:

. . g(T) . (6) 9(T) . (6) g(T) )
Ry = dmT/(V)= > T'W) = > T?"(Wy) = > (I=Jj)Ni
=1 l=j5+1 l=j5+1
g(1)—j ) (1) )
= 21 ZN]‘_H; = ;ZN]‘_H.
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Daraus folgt fiir alle j € Ny

Ripy1 —2Rj+ Rjo1 = > iNjpiwi — 23 iNjp + D iNj 1y

121 i>1 i>1
= 2 (= 1)Njyi =23 iNji + 3 (0+ 1) Ny
1>2 1>1 120
= Y ((i—1)—=2i+ (1 +1))Njp; —2N;41 + N; + 2N,
i>2
— N.

J
wie behauptet.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall: Es sei L € End(V) und das cha-

rakteristische~Polynom P, von L zerfalle. Es sei G eine Basis von V, so dafl
Matg(L) =: A folgende Form hat

J! 0
A=
0 Tk

S

wobei fiir 1 <t < sund 1 <i < k; die Matrix J} ein Jordanblock der Form

AN 0 ... ...0
Lo .
Ii=1o
: .. .. .0
0 ... 0 1 X

ist upd die \; fiir 1 < ¢t < s verschiedene Korperelemente sind. Da P, =

det(A — zE,) gilt und det(A — xE,) genau die Nullstellen Aq,..., As hat,
sind Ay, ..., \s genau die Eigenwerte von L.

Sei fir t € {1,...,s} mit G, C G die Teilmenge von G bezeichnet, die zu
den Jordanblocken J}, ..., JF* gehort. Durch Betrachtung der Potenzen (A —
M E,)’ sehen wir, daf

span(Gy) = E'(\r)

gilt. Speziell ist die Sume der Zeilenzahlen v/}, . .., v der Jordanblocke J}, . .., JF

gerade die Dimension von E’();) und

T, = (L — Midy) | E'(\)
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ist nilpotent vom Grad ¢(7}) = max{v},...,vf*}. Aus den Zahlen R, :=
rg(T}) lassen sich nach (14.17) die Anzahlen

Ny o= #{i|1 <i < ky,v) =1}
der Jordanblécke I} zum Eigenwert \; berechnen, die Zeilenzahl v} = [ haben:
(+) Niyp= R — 2R+ Ry

Wir erhalten also:

(14.18) Satz (Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform). Fs sei L € End(V)
und das charakteristische Polynom Pr, von L zerfalle. Dann ist die Jordan-
sche Normalform A € K™ von L (bis auf die Reihenfolge der Jordanblicke)
eindeutig durch L bestimmt. Genauer: Sind A\, ..., s die verschiedenen FEi-
genwerte von L, so ist die Anzahl Ni; der Jordanblécke in A der Zeilenzahl
| € Nog zum Eigenwert Ny, 1 <t <'s, gegeben durch (+).

Abgesehen von der Einsicht in die moglichen Typen von linearen Abbildun-
gen, die die Sétze (14.14) und (14.15) vermitteln, ist die Jordansche Nor-
malform auch von praktischem Nutzen. Es kommt z.B. oft vor, dafl hohe
Potenzen A™ einer Matrix A € K™*" berechnet werden sollen Fiir allgemei-
ne Matrizen A ist das mit sehr groBem Rechenaufwand verbunden. Kann man
jedoch ein B € GL,(K) finden, so da A = B~'JB gilt und J Jordansche
Normalform hat, so gilt A™ = B~'J™B, wobei J™ sehr leicht zu berechnen
ist. Eine damit zusammenhéngende theoretische Erkenntnis ist der

(14.19) Satz (von Cayley-Hamilton). Setzt man L € End(V) in sein charak-
teristisches Polynom Py, ein, so erhdilt man Pr(L) =0 € End(V).

Vorbemerkung: Wenn L diagonalisierbar ist, so ist (14.19) leicht einzusehen,
Ubung!

Bew.: Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall durch, dafl P, zerfillt. Wie
in Bem. 1 nach (14.16) gesagt wurde, ist das keine wirkliche Einschrankung.
Wir verwenden (14.14). Offenbar geniigt es zu zeigen, daB fiir jeden EW ),
von L gilt:

Pr(L) | E'(M) = 0.

Wegen (14.9) gilt fur n, := dim E'(\;):

(+) (L — N\idy | E'(\)™ = 0.
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Andererseits enthdlt P, den Faktor (z — A;)™. Deshalb existiert ein @ €
End(V) mit

(%) Pr(L) = Qo (L — Aidy)™.
Aus (%) und () folgt Pr(L) | E'(A:) = 0, wie behauptet.

Eine wichtige Anwendung findet die Jordansche Normalform bei der explizi-
ten Losung von linearen Differentialgleichungssystemen mit konstanten Ko-
effizienten.

Problemstellung. Gegeben ist eine quadratische Matrix A € R™"*". Gesucht
sind alle Vektorfunktionen

L1
r=|: | R R"~R™!
Tn
so daB fiir alle t € R gilt:
(*) o' (t) = Ax(t).
(1)
Dabei ist 2/(t) := o |. Ist A= (aij)1<ij<n, SO schreibt sich (x) als
(%)

zi(t) = Zaijxj(t) fir 1 <i <mn (und alle t € R).
j=1

Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen (vgl. Analysis II)
folgt: fiir alle xo € R™ existiert genau eine Losung x : R — R"™ von (%), fir
die z(0) = xq gilt. Man nennt dieses z die Losung von (%) zum Anfangswert
xo. Wir werden sehen, wie man diese Losung explizit angeben kann, und
damit auch diese Existenz - und Eindeutigkeitsaussage beweisen.

Bsp.: “Entkoppelte Systeme”.
Ist A eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen A, ..., \,, so ist z :
R — R™ genau dann Losung von (x), wenn fiir alle £ € R und alle i €
{1,...,n} gilt:

zi(t) = Ni(t).
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Jede dieser n Gleichungen kann mit Schulkenntnissen gelost werden:

zi(t) = 2;(0)eM"

7,(0)er! 0 ert |\ x,(0).

infty

Bem.: Man kann fiir beliebige A € R™*™ zeigen, dafl die Reihe ) é—f in R

k=0
konvergiert, und man bezeichnet ihren Limes mit exp(A). Ist A diagonal
ett 0
mit den Diagonalelementen Aq, ..., \,, so gilt exp(tA) = :
0 et

d.h. unsere Losung kann als z(t) = (exptA)zy dargestellt werden.

Ist etwa A diagonalisierbar und P so gewihlt, da8 P~*AP = B eine Diago-
nalmatrix ist, so kann man die Losungen y des entkoppelten Systems v’ = By
explizit angeben (s.0.), und erhilt mit x := P~1y alle Lésungen des urspriing-
lichen “gekoppelten” Systems z’ = Az. Nach Folgerung (10.10) ist es (im
Prinzip) immer moglich, das System 2’ = Az auf diese Weise zu entkoppeln,
falls A symmetrisch ist. Ist A nicht (reell) diagonalisierbar, so kénnen wir ver-
suchen, die komplexe Jordansche Normalform von A zu expliziten Lopsung
von (x) zu verwenden. Wir miissen dann eine komplexe Versin unserer bis-
herigen Losungstheorie entwickeln: Es sei A € C™*"™ von

() Y = Az
Dabei ist 2/(t) = © |, wobei fiir z;(t) = z;(t) + iy;(t) definiert wird:

Zi(t) = o (t) + dy;(t).

Wichtige Bemerkung: Sei A € R C C"" und z : R — C", z = x + iy
mit z = Re(z) : R — R™, y = Im(2) : R — R". Dann gilt:

Y =Az e 2 = Ar und oy = Ay.
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AgRrxn

Bew.: 2/ = Az = X' = Re(2') = Re(Az)
y' = Ay

ARe(z) = Az, und analog

¥=Arundy = Ay =2 =2 + iy = Az +iAy = A(x + iy) = Az.
Als néichstes wollen wir (xx) losen, falls A eine komplexe Diagonalmatrix ist.
Dazu miissen wir die entkoppelten Gleichungen
Z; = /\ij
mit A\; € Cund z; : R — C l6sen. Dazu verwenden wir die Exponentialfunk-

tion mit komplexen Argumenten, die entweder durch

k

B
=2 0
k=0
oder fiir a = Re(z), b = Im(z) durch
e = e%(cos b + isin b)

definiert werden kann. In jedem Fall kann man zeigen, daf} die Losungen von
z; = Ajz; durch
2j(t) = 2;(0)e™!
gegeben sind. Fiir
A 0
A — .. ) G C?’an

0 An

sind die Losungen z : R — C™ also wieder durch
2(t) = (eM'21(0),...,eM2,(0)) = (exp(tA))z(0)

gegeben.

als nichstes betrachten wir A € R™" p € GL(n,C) und B := P'AP €
C™™ und iiberlegen un s, wie wir aus den Losungen z : R — C" von 2/ = Bz
die Losungen x : R — R™ von 2’ = Az gewinnen konnen. Es gilt: Ist 2o € R™
und z : R — C" die Losung von 2’ = Bz mit 2(0) = P~ lzy € C", so ist

T = Pz



die Losung von 2’ = Az mit 2(0) = . Insbesondere gilt automatisch z(t) €
R™ fur alle t € R (, obwohl P € GL(n,C) und z(t) € C").

Bew.: 2’ = (Pz) = P2’ = P(P7'AP)z = A(Pz) = Az und z(0) = Pz(0) =
PP 2y = z9. Es gilt x = Pz : R — R" C C", da der Imaginérteil y(t) :=
S(Pz(t)) ebenfalls die Gleichung

y = Ay

16st, und zar mit Anfangswert y(0) = SPz(0) = Sz = 0. Aus der Eindeu-
tigkeit der Losung zu gegebenem Anfangswert folgt nun, dafl y = 0 gilt, d.h.
tatséchlich ist Pz : R — R™.

Bsp.: Ist A € R™*" komplex diagonalisierbar, d.h. existiert P € GL(n,C), so

daf3
A 0

PlAP = e Ccrn
0 A

gilt, so ist die Losung = : R — R"™ von 2’ = Az mit Anfangswert z(0) € R”
gegeben durch

wobei z(0) = : = P~ 1z(0) e C™.
2n(0)
Als néchstes betrachten wir den Fall, dai A € C™*™ als Jordansche Normal-

form einen einzigen Jordanblock hat, d.h. da8 ein P € GL(n, C) existiert, so
daf

A0 .. .00
1 ) ) :
P'AP = J mit J = o -. . . | fireinAeC
R ||
0O ... 0 1 A

gilt. Ist p = > apa® € C[c] ein komplexes Polynom, so nennen wir p’ :=
k=0
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3" kapx*~! € C[z] die Ableitung von p, und wir setzen induktiv fiir k¥ € N:
k=1

1/
p@ = pund p® = (p(k 1)) .
(14.21) Lemma. Ist p € C|z] ein Polynom vom Grad <n —1,soist z: R —
cr,
(+) 2(t) =M ("), PR, .0 (1), p(t)),

eine Losung von 2z’ = Jz. Umgekehrt existiert zu jeder Losung z von 2’ = Jz
ein Polynom p € Clz| vom Grad < n — 1, so daB (¢) gilt.

Bem.: Will man 2’ = Jz mit dem Anfangswert z(0) = ¢ € C" lésen, so muf3
man als Polynom

3
—

- Cn—k
p= X z® € Clz]

wahlen, da dann

gilt, d.h.
2(0) = (P D(0),...,p(0)) = (c1,¢2,...,¢n) = c.

Bew.: Differentiation von (+) ergibt
2(8) = Ae(t) + 0,0, (1) = T2(1)

Ist umgekehrt z Losung von 2/ = Jz, so setzen wir ¢(t) := e *z(t). Wir
schreiben J = T + AE, mit der nilpotenten Matrix 7" vom Nilpotenzgrad
n — 1. Dann gilt

g* (1) = —Xde Mz(t) +e M (t) = —Mq(t) + e (T + \E,)2(t)
= e MTz(t) = Tq(t).

Induktiv folgt ¢ (t) = T"q(t) = 0. Also besteht ¢ = (qy, ..., ¢,) aus Polyno-

men von Grad <n — 1 und aus ¢ = Tq folgt ¢} =0, ¢b =q1,...,¢, = Gn_1,

an () = (0 ),

Bem.: Wenn wir benutzen, dafl es zu gegebenem Anfangswert ¢ € C" genau
eine Losung z von 2z’ = Jz mit 2(0) = ¢ gibt, so ist der zweite Teil des vor-
angehenden Beweises iiberfliissig. Denn die vorangehende Bemerkung zeigt,
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dafl es zu jedem ¢ € C" eine Losung z vom Typ (+) gibt mit z(0) = C, also
ist jede Losung vom Typ (+).

Im Fall eines A € C"*" mit “allgemeiner” Jordanscher Normalform

J! 0
ok
setzt sich jede Losung z von 2/ = Az aus Losungen vom Typ (+) fiir die

einzelnen Jordanblocke Jf , 1 <t<s,1<1 <k, zusammen.

Auch in diesem allgemeinen Fall kann man zeigen, dafl die Losungen z von

2 = Az durch

2(t) = exp(tA)z(0)
gegeben sind, da

exp(t[l) = Z ((¢4)")

k!
k=0

leicht zu berechnen ist. Ist P € GL(n,C) und P~AP = A, so gilt P! exp(tA)P =
exp(tA), so dal die Losungen w : R — C" von w’ = Aw durch

w(t) = (P~ exp(tA))(Pw(0)) = (exp(tA))w(0)
gegeben sind.
Bsp.: Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem

(*) r = Ax

32 -3
fiir Vektorfunktionen x : R — R?® mit der Matrix A = (g 10 —172). Explizit

bedeutet (%) dann: )

(1) = 3w1(t) + 22 (t) — 3z3(0)
) = daxq(t) + 1025(t) — 1225()

Wir konnen die Jordansche Norm@lform 121 von A berechnen und eine Matrix
B € GL(n,C), so da B™'AB = A gilt (Ubung!). Es ergibt sich

~ 200
A:(120>
002
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und (nicht eindeutig!)

Zu dem Jordanblock (29) gehoren die Losungen

<z;8 ) = e ( CQ‘C‘I‘lclt)

und zum Eigenvektor ez von J : y3(t) = cze?.

Die Losungen von y' = J < sind dann ¢(t) = e* <02i101t> mit beliebigen

c3
c1,C9,c3 € R.

Die Losungen x von (x) sind = B~y mit obigem B!
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