Ubungen zur Vorlesung ,,Differentialgeometrie
im WS 2012/2013 bei Prof. V. Bangert
Blatt 1 22. Oktober 2012

Bitte geben Sie auf Ihren Lisungen Ihren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.

1. Ein m-dimensionaler topologischer Atlas 2 auf einer Menge M ist eine Menge von Bi-
jektionen ¢: U¥ — V¥ von Teilmengen U¥ C M auf offene Teilmengen V¥ C R™ mit
folgenden Eigenschaften:

(&) Upea U? = M.
(b) Fiir alle ¢, ¢ € Aist »(UPNUY) offen in R™, und poyp~L: (UYNUY) — o(UPNUY)
stetig.
Zeigen Sie:
(a) Durch das Mengensystem
O ={UCM|Vped: p(UNU?) offen in R™}

wird eine Topologie auf M definiert.

(b) O ist die einzige Toplogie auf M, die folgende Eigenschaft erfiillt:
Fiir alle p € A gilt: U¥ ist offen und ¢: U¥ — V¥ ist ein Hombomorphismus.

2. Konstruieren Sie eine C*°-Funktion f: R™ — [0, 1] mit f(z) =1 fiir |[z| < 1und f(z) =0
fir || > 2.

Anleitung: Uberlegen Sie sich, dass g: R — [0, 1] mit

(1) = e_t% firt >0
A 0 sonst

eine C'°°-Funktion ist. Betrachten Sie dann

g(4—|z])

He) = e+ (e = 1)

3. Stereographische Projektion. Die Punkte N := (0,0, 1) und S := (0,0, —1) auf der Sphére
S? = {x € R® | ||z|| = 1} werden als Nord- bzw. Siidpol bezeichnet. Die stereographische
Projektion oV : S*\ {N} — R? vom Nordpol aus ordnet dem Punkt p € S?\ {N} den
Schnittpunkt der Geraden durch N und p mit der zy-Ebene R? x {0} zu. Entsprechend
wird die Projektion ¢° vom Siidpol aus definiert.

Zeigen Sie:
(a) Die stereographischen Projektionen von Nord- und Siidpol aus bilden einen C'*°-Atlas
fiir die Sphire S% = {z € R? | ||z| = 1}.

(b) Der so definierte Atlas induziert die gleiche differenzierbare Struktur, wie der Atlas
aus Parallelprojektionen, der in der Vorlesung angegeben wurde.



4. Sei X = {(z,y) € R* | y = 1} versehen mit der von R? induzierten Topologie. Betrach-
ten Sie auf X die Aquivalenzrelation ~, so dass fiir z € R\ {0} die Punkte (z,1) und
(z, —1) aquivalent sind und so dass diese die einzigen verschiedenen dquivalenten Punkte
sind. M := X/~ sei mit der Quotiententopologie versehen. Fiir

sei p*: U* — R definiert durch ¢* ([(z,y)]) = 2.
Zeigen Sie:

(a) M ist kein Hausdorffraum.
(b) @1 und ¢~ sind wohldefiniert und bilden einen 1-dimensionalen C'*°-Atlas.

(c) Es existiert keine stetige Funktion f: M — R mit Tréiger in U und f([(0,1)]) # 0.
(Der Trdger von f ist definiert als der Abschluss der Menge {p € M | f(p) # 0}.)
Hinweis: Zeigen Sie: Fiir jede stetige Funktion f auf M gilt: f([(0,1)]) = f([(0, —1)]).

Abgabe: Montag, 29. Oktober in der Vorlesung

Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Ubungsgruppe auf Ihr Blatt

Anwesenheitsaufgaben zur Vorlesung ,,Differentialgeometrie I
im Wintersemester 2012/2013 bei Prof. V. Bangert
Blatt 1 24. Oktober 2012

1. Sei f:R? — R stetig, und es existiere eine C'-Funktion g : R — R, so dass fiir alle r > 0
und ¢ € R gilt:
f(rcosp,rsinp) = g(r).
Zeigen Sie: f ist genau dann stetig differenzierbar, wenn ¢'(0) = 0 gilt.
2. Sei 2l m-dimensionaler C*°-Atlas auf einem topologischen Raum M = ().

Zeigen Sie, dass

) = {ID U () #£UY C M offen , V¥ C R™ offen , v Homdomorphismus }

und fiir alle ¢ € A gilt: ¥ o ! ist C*-Diffeomorphismus

ein C*°-Atlas fir M ist.



