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Bitte geben Sie auf Ihren Lösungen Ihren Namen und Ihre Übungsgruppe an.

1. Die euklidische Metrik in Kugelkoordinaten. Sei geukl die euklidische Metrik auf R3, d.h.
geuklx ((x, v), (x,w)) =

∑3
i=1 viwi für x ∈ R3, (x, v), (x,w) ∈ TR3

x. Sei F : V = (0,∞) ×
(0, 2π)× (0, π)→ R3 gegeben durch

F (r, ϕ, θ) = r(sinϕ sin θ, cosϕ sin θ, cos θ), für (r, ϕ, θ) ∈ V.

Die Abbildung ψ := F−1 : F (V )→ V ist eine Karte des R3.

(a) Berechnen Sie die Koeffizienten von geukl in dieser Karte. Berechnen Sie in dieser
Karte die Länge der Kurve c : (0, 2π)→ R3, t 7→ F (r0, t, θ0) (für vorgegebene r0, θ0).

(b) Berechen Sie das Volumen der “Kugelschale” F ({(r, ϕ, θ) ∈ V | r0 < r < r1}).

2. (a) Sei (M, g) pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit und Γ ⊆ Diff(M) Untergruppe der
Diffeomorphismengruppe von M , die frei und eigentlich diskontinuierlich auf M ope-
riert. Bezeichne π : M →M/Γ die Projektion. Zeigen Sie:

Es existiert genau dann eine pseudoriemannsche Metrik g auf M/Γ mit π∗g = g,
wenn alle h ∈ Γ Isometrien von (M, g) sind.

(b) Folgern Sie, dass die Standardmetrik auf Sn eine Metrik auf RP n = Sn/{± idSn}
induziert.

3. Betrachten Sie Rm+1 mit der Bilinearform 〈·, ·〉1 gegeben durch 〈x, y〉1 =
∑m

i=1 xiyi −
xm+1ym+1. Bezeichne mit O+(m + 1, 1) ⊆ GL(m + 1,R) die Menge der Matrizen A =
(ai,j)1≤i,j≤m+1, für die gilt A∗〈·, ·〉1 = 〈·, ·〉1 und am+1,m+1 > 0. Sei weiterhin

M := {x ∈ Rm+1 | xm+1 > 0, 〈x, x〉1 = −1}

und i : M → Rm+1 die kanonische Einbettung. Zeigen Sie:

(a) Ist v ∈ Rm+1 und 〈v, v〉1 < 0, so ist 〈·, ·〉1 eingeschränkt auf die Hyperebene v⊥ :=
{w ∈ Rm+1 | 〈v, w〉1 = 0} positiv definit. Folgern Sie daraus, dass (M, gM := i∗〈·, ·〉1)
eine m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit ist.

(b) Für alle A ∈ O+(m+ 1, 1) gilt A(M) = M und A|M ist eine Isometrie von (M, gM)

(c) Zu je zwei Punkten p, q ∈ M und Orthonormalbasen v1, . . . , vm ∈ TMp und
w1, . . . , wm ∈ TMq existiert genau ein A ∈ O+(m+1, 1) mit A(p) = q und A(vi) = wi
für 1 ≤ i ≤ m.



4. Sei (M, g) m-dimensionale pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit und seien ϕ, ψ Karten
auf M . Zeigen Sie:

(a) Ist p ∈ Uϕ und v =
∑m

i=1 v
i∂ϕi |p ∈ TMp, so gilt b(v) =

∑m
i=1 πidϕ

i|p mit πi =∑m
j=1

ϕgij(p)v
j.

(b) Ist p ∈ Uϕ, π =
∑m

i=1 πi dϕ
i|p und (ϕgij(p))1≤i,j≤m die zu (ϕgij(p))1≤i,j≤m in-

verse Matrix (d.h. es gilt
∑m

k=1
ϕgik

ϕgkj = δji ), so gilt #(π) =
∑m

i=1 v
i∂ϕi |p mit

vi =
∑m

j=1
ϕgij(p)πj.

(c) Ist A ⊆ Uϕ ∩ Uψ messbar, so gilt:∫
ϕ(A)

| det(ϕgij)|
1
2 (ϕ−1(x))dx =

∫
ψ(A)

| det(ψgij)|
1
2 (ψ−1(x))dx,

d.h.

volg(A) :=

∫
ϕ(A)

| det(ϕgij)|
1
2 (ϕ−1(x))dx

hängt nicht von der Wahl der Karte ϕ ab.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass für F := ϕ ◦ ψ−1|ψ(Uϕ∩Uψ) gilt: det(ψgij) =
det(F ′)2 ◦ ψ · det(ϕgij).

Abgabe: Montag, 14. Januar, vor Beginn der Vorlesung. Bitte werfen Sie Ihre Lösungen in
den dafür vorgesehenen Briefkasten im Kellergeschoss der Eckerstr. 1


