Ubungen zur Vorlesung ,,Differentialgeometrie
im WS 2012/2013 bei Prof. V. Bangert
Blatt 10 7. Januar 2013

Bitte geben Sie auf Ihren Lisungen Ihren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.

1. Die euklidische Metrik in Kugelkoordinaten. Sei g®™! die euklidische Metrik auf R?, d.h.
g ((z,0), (v, w)) = Z?:1 viw; fiir © € R3, (z,v), (z,w) € TR3. Sei F : V = (0,00) X
(0,2m) x (0,7) — R? gegeben durch

F(r,¢,0) =r(sinpsinf, cos psinf, cos ), fir (r,¢,0) € V.

Die Abbildung ¢ := F~!: F(V) — V ist eine Karte des R?.

(a) Berechnen Sie die Koeffizienten von ¢ in dieser Karte. Berechnen Sie in dieser

Karte die Linge der Kurve c: (0,27) — R3, t — F(ro,t,00) (fiir vorgegebene r, 6y).
(b) Berechen Sie das Volumen der “Kugelschale” F({(r,¢,0) € V | ro <r <mr}).

2. (a) Sei (M, g) pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit und I' C Diff (M) Untergruppe der
Diffeomorphismengruppe von M, die frei und eigentlich diskontinuierlich auf M ope-
riert. Bezeichne 7 : M — M/I" die Projektion. Zeigen Sie:

Es existiert genau dann eine pseudoriemannsche Metrik g auf M/T" mit 7*g = ¢,
wenn alle h € ' Isometrien von (M, g) sind.

(b) Folgern Sie, dass die Standardmetrik auf S™ eine Metrik auf RP" = S"/{xidgn}
induziert.

3. Betrachten Sie R™*! mit der Bilinearform (-,-); gegeben durch (z,y); = > 7" xy; —
Tmi1Ym+1. Bezeichne mit OF(m + 1,1) € GL(m + 1,R) die Menge der Matrizen A =
(@i j)1<ij<m—1, fur die gilt A*(-,-)1 = (-,-)1 und @ps1m+1 > 0. Sei weiterhin

M :={z e R™"™ | 2,1 >0, (2,2), = -1}

und i : M — R™"! die kanonische Einbettung. Zeigen Sie:

(a) Ist v € R™™ und (v,v); < 0, so ist (-,-); eingeschriinkt auf die Hyperebene vt :=

{w € R™* | (v,w); = 0} positiv definit. Folgern Sie daraus, dass (M, g™ :=i*(-,-))
eine m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit ist.
(b) Fiir alle A € OT(m + 1,1) gilt A(M) = M und A|M ist eine Isometrie von (M, g*)

(c) Zu je zwei Punkten p,q € M und Orthonormalbasen vq,...,v,, € TM, und
Wi, ..., W, € T'M, existiert genau ein A € OT(m+1,1) mit A(p) = ¢ und A(v;) = w;
firl <i<m.



4. Sei (M, g) m-dimensionale pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit und seien ¢, Karten
auf M. Zeigen Sie:

(a) Ist p € U? und v = 337, v'07], € TM,, so gilt b(v) = >3, mdy'|, mit m =
Zj:l 2 9ij (p)o?.
(b) Ist P < USO, VI ZZI T dg01|p und ('Sogij<p))1§i7jgm die zu (<pgij(p))1§'i,j§m n-
verse Matrix (d.h. es gilt >0 “gu?g™ = &7), so gilt #(m) = >, v'0f|, mit
vt = Z;nzl vgY (p)ﬂ-j'
(c) Ist A C U NUY messbar, so gilt:
[ 1detta) e wnde = [ Jdet(g,)l 0 @)
w(A) p(A)

volY(A) := det (¥ ij % (2 ! x))dx

héngt nicht von der Wahl der Karte ¢ ab.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass fir F := ¢ o ¥y qenpe) gilt: det(Yg;;) =
det(F")? o 4 - det(¥gi;).

Abgabe: Montag, 14. Januar, vor Beginn der Vorlesung. Bitte werfen Sie Ihre Losungen in
den dafiir vorgesehenen Briefkasten im Kellergeschoss der Eckerstr. 1



