Ubungen zur Vorlesung ,,Differentialgeometrie
im WS 2012/2013 bei Prof. V. Bangert
Blatt 9 17. Dezember 2012

Bitte geben Sie auf Ihren Lisungen Ihren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.

1. Berechen Sie die Fliisse und Lieklammern der folgenden Vektorfelder auf R? bzw. R? in
den Standardkoordinaten (xy,xs2) bzw. (x1, xe, x3):

(a’) Xl(xlaxQ) == (:Elrrzv _$27$1) U_nd XQ('ZMIQ) == ('leanxlva)

(b) m(xlax%m?)) = ($17x27x37 —33'2,.1'1,0) und }/2(:[;173727'%.3) = (x17$27x3707 _x37$2)

2. Auf R? seien die Vektorfelder X (p) = (p,V(p)) und Y(p) = (p, W(p)) gegeben durch
V(z,y) = (y, —sinz) und W(z,y) = (y,sinz). Uberpriifen Sie, ob die zugehorigen Fliisse
®X und ®Y kommutieren.

3. Seien X und Y O°°-Vektorfelder auf R" mit zugehorigen Fliissen ®X und &Y. Sei p € R®
beliebig, sei € > 0 und H: (—¢,e) X (—¢,e) — R™ gegeben durch H(s,t) := (®} o
©%)(p) — (&7 0 ) (p)-

(a) Zeigen Sie:
0*H
ot 0s

Anleitung: Berechnen Sie zunéichst 2£(0,¢) und verwenden Sie dann Lemma (5.9).
(b) Zeigen Sie:

(0,0) = [X, Y} (p).

H)
Bemerkung: Es gilt sogar allgemeiner H(s,t) = st([X,Y](p) + R(s,t)) mit

hm(s7t)_>(070) R(S, t) = 0.
(¢) Veranschaulichen Sie sich die Bedeutung dieser Formel durch eine Skizze.

4. Ist V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum, so bezeichne Lg(V') den Vektorraum aller

multilinearen Abbildungen
A: Vx-o . xV >V
—_———

s-mal
und End(V') = Ly (V).
Zeigen Sie: Durch

O(A)(vy,...,vs,7m) i =m(Avy,...,v4)) fiir vg,...,0, €V, mEV”

wird eine lineare Abbildung ®: L (V) — TX(V) definiert. ® ist ein Vektorraumisomor-
phismus.

Abgabe: Montag, 7. Januar, vor Beginn der Vorlesung. Bitte werfen Sie Thre Losungen in
den dafiir vorgesehenen Briefkasten im Kellergeschoss der Eckerstr. 1



Anwesenheitsaufgaben

1. Seien V, W, Z endlich-dimensionale R-Vektorrdume und L € Hom(V,W) und
s € Ny. Zeigen Sie, dass die Abbildung L*: TO(W) — T2(V), L*(T)(vy,...,vs) =
T(Lvy,...,Lv,) (fir alle T € T°(W) und alle vy,...,vs € V) ein Vektorraumhomo-
morphismus ist, fiir den gilt:

(a) Ist T € TX(W) und T" € TS (W), so gilt L*(T @ T') = L*(T) @ L*(T").
(b) Ist K € Hom(W, Z), so ist (K o L)* = L* o K*.

2. Sei V ein reeller Vektorraum und 7%, ..., 7° € V*. Zeigen Sie:

Genau dann ist 7' ® --- @ 7 = 0 , wenn eines der 7 die Nullabbildung ist.



