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Vorbemerkung

Wozu dient dieses Skript? Die folgenden Seiten sollen Studierenden der Mathematik im
ersten Semester eine Hilfe beim Erlernen der mathematischen Sprache bieten. Fiir den Idealfall,
dass beide Grundvorlesungen (Analysis I und Lineare Algebra I) im ersten Semester gehort
werden, kann es ergénzend als Nachschlagewerk genutzt werden. Fiir den Fall, dass nur eine der
beiden Grundvorlesungen im ersten Semester gehért werden kann, kénnen anhand dieses Kurz-
skriptes diejenigen Grundlagen vor— oder nachgearbeitet werden, die in der anderen Vorlesung
eingefiihrt oder behandelt werden.

A WARNUNG I &

Dieses Skript stellt keinen Einfithrungskurs in die Mathematik dar und ist dafiir auch nicht
geeignet, sondern es ist dazu gedacht, bei Bedarf begleitend zu Vorlesungen und Ubungen
konsultiert werden. Es vor dem Studium durchzulesen ist &hnlich, wie wenn man vor dem Er-
lernen einer Fremdsprache Grammatiktafeln durcharbeitet: Eine trockene und abschreckende
Angelegenheit, fiir die das wahre Verstédndnis fehlt. Man sollte insbesondere nicht glauben,
dass man diese Seiten verstanden haben muss, bevor man mit dem Studium beginnen kann,
sondern umgekehrt wird sich durch das Studium das Versténdnis erschlieflen.

Was setzt es voraus? Das Skript setzt die Vertrautheit im Umgang mit mathematischer
Symbolik und mathematischen Objekten voraus, die man in der Schule erworben haben sollte.
AuBlerdem braucht man bei der Lektiire die Duldsamkeit, nicht alles beim ersten Lesen schon
verstehen zu konnen, denn:

£  WARNUNG II &

Dieses Skript benutzt selbst die mathematische Sprache und Denkweise, die es erklédren will.
Da die Anordnung systematisch ist, wird einiges erst spéter erklirt, was vorher schon ver-
wendet wird. Somit sind eigentlich (mindestens) zwei Lektiiredurchgéinge erforderlich. Erfah-
rungsgeméaf verschwinden eventuelle Schwierigkeiten aber weniger durch die Theorie als durch
die mathematische Praxis (Vorlesung, Ubungen).

Farbenlehre: In kleinerer, blauer Schrift sind weitergehende Anmerkungen angefiigt, die
iibersprungen werden kénnen. Diese Anmerkungen behandeln oft Sonderfille, sind manchmal
aber auch historischer oder philosophischer Natur. Begriffe, die eingefiihrt bzw. definiert werden,
sind rot unterlegt; erlduternde Beispiele griin.

Auf den folgenden Seiten werden sehr viele mathematische Sachverhalte behauptet, insbesonde-
re in den Listen mathematischer Gesetze, aber nicht bewiesen. Dies ist als Aufforderung gedacht,
selbst iiber den Beweis nachzudenken. Allerdings wére es sehr ermiidend, sdmtliche Gesetze z.B.
in Tabelle 1 auf Seite 8 nachzupriifen. Stattdessen sollte man an einzelnen Beispielen die Art
und Weise der Beweise einiiben, und eventuell unplausibel wirkende Regeln nachrechnen.

Woriiber redet eigentlich man in der Mathematik?

Es gibt eine Vielfalt an grundlegenden Objekten in der Mathematik (Zahlen, Punkte, Funktio-
nen, Mengen ...). Sie sind keine sinnlich erfassbaren Dinge, sondern abstrakte Vorstellungen.
Manchmal lassen sich diese Objekte (zumindest in einer Anndherung) visualisieren, zum Bei-
spiel ein geometrisches Gebilde durch eine Zeichnung; man muss sich dann aber dariiber im
Klaren sein, dass die Zeichnung das Objekt nur abbildet und nicht mit ihm identisch ist.

Auch der Ursprung der mathematischen Objekte kann vielfiltig sein: Teils ergeben sie sich als
Abstraktionen aus dem Alltag, teils dienen sie der Modellierung, teils dem innermathematischen
Verstéindnis. Mathematische Objekte werden durch ihre Funktionsweise verstanden, also durch
ihre Eigenschaften und durch ihr Verhéltnis zueinander. Sie werden daher oft auf axiomatische



Grundlagen Fassung von 22. Dezember 2010

Weise eingefiihrt: Aziome beschreiben, welche gewiinschten Eigenschaften die Objekte haben
sollen.

Ob man sinnvollerweise sagen kann, dass solche mathematischen Objekte existieren, und um welche
Art von Existenz es sich dann handelt, ist ein philosophisches Problem, um dass sich Mathematiker
iiblicherweise nicht kiimmern. Thnen reicht es, dass ihre Theorien ,funktionieren®. Dies bedeutet, dass
in den Theorien keine Widerspriiche auftreten und dass sie geeignet sind, mathematische oder aufler-
mathematische Phdnomene zu beschreiben.

Da die Widerspruchsfreiheit einer Theorie in der Regel aber nicht bewiesen werden kann, wird iibli-
cherweise erwartet, dass man sie auf eine anerkannte Theorie zuriickfithrt, zumeist auf das mengen-
theoretische Axiomensystem ZFC. Fiir mathematische Objekte bedeutet dies, dass man ihre ,relative
Existenz“ zeigt, d.h. dass man sie zum Beispiel mengentheoretisch modelliert: Man sucht also etwa in
der durch ZFC beschriebenen Mengentheorie Objekte, die sich genau so verhalten, wie die Axiome fiir
diese Objekte es vorschreiben. Aufgrund des jahrzehntelangen erfolgreichen Gebrauchs geht man allge-
mein davon aus, dass die durch ZFC beschriebene Mengenlehre widerspruchsfrei ist, oder zumindest,
dass eventuell einmal auftretende Widerspriiche nicht den Kern der Mathematik betreffen, sondern
durch leichte Verdnderungen des Axiomensystems ausgemerzt werden kénnen.

Ebenso wichtig wie die Objekte der Mathematik sind die Beziige zwischen ihnen. Diese kénnen
sich zum Beispiel durch Relationen ausdriicken (etwa die zweistellige Ordnungsrelation auf den
natiirlichen Zahlen — eine Zahl ist grofier als eine andere oder nicht — oder die dreistellige
»Zwischenrelation“ auf den Punkten einer Linie — ein Punkt liegt zwischen zwei anderen oder
nicht) oder durch die Existenz von Operationen mit gewissen Eigenschaften (z.B. die Addition
natiirlicher Zahlen) oder durch kompliziertere Verhéltnisse. Diese Relationen, Operationen etc.
konnen dann selbst wieder als mathematische Objekte aufgefasst werden.

Eine Menge von Objekten mit gegebenen Beziigen zueinander wird {iblicherweise eine Struktur
genannt. Ein Grofiteil der mathematischen Arbeit besteht darin, Strukturen mit bestimmten
Eigenschaften zu untersuchen und Sachverhalte dariiber zu beweisen (mathematische Sdtze oder
Theoreme genannt). Insbesondere will man solche Strukturen klassifizieren und Strukturen fin-
den, die als Modelle fiir Phanomene aus der Physik, der Wirtschaft etc. dienen kénnen.
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1 Mengen und elementare mathematische Strukturen

1.1 Naive Mengenlehre

Der Begriff der Menge ist einer der grundlegendsten Begriffe der Mathematik. Eine Menge kann
man sich vorstellen als eine Zusammenfassung von verschiedenen Objekten (den Elementen der
Menge) zu einem neuen Objekt. Diese Zusammenfassung soll so vor sich gehen, dass dabei das
Ezxtensionalitdtsprinzip gilt:

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.

Eine Menge ist also eindeutig dadurch bestimmt, dass man weif, welche Elemente sie enthilt.
Man schreibt a € M dafiir, dass a ein Element von M ist (und sagt auch ,a liegt in M), und
a ¢ M dafiir, dass a kein Element von M ist. Oft schreibt man abkiirzend a,b € M und meint
»a € M und b € M*“, und dhnlich fiir mehrere Elemente.

Die leere Menge hat kein Element; nach dem Extensionalitdtsprinzip ist sie durch diese Eigen-
schaft eindeutig bestimmt. Sie wird meist mit () bezeichnet, manchmal auch mit { }.

Man muss eine Menge von Objekten unterscheiden von einer Beschreibung dieser Menge. Wenn man
eine Beschreibung hat (z.B. ,die um die Sonne kreisenden Planeten®), so ist die Eztension dieser Be-
schreibung gerade die Menge der die Beschreibung erfiillenden Objekte. Es kann durchaus sein, dass
zwei Beschreibungen mit unterschiedlicher Intension die gleiche Extension haben, also (gewissermafen
zufillig) die gleiche Menge beschreiben, z.B. ,die Monde der Venus“ und ,,die im Jahr 2010 in Deutsch-
land herrschenden Konige®, die beide die leere Menge als Extension haben. Ein mathematisches Beispiel:
»Die geraden Primzahlen“ und ,,die Zahlen, die halb so grof3 wie ihr Quadrat sind“ beschreiben beide
die Menge {2}.

Eine endliche Menge kann gegeben sein durch eine Beschreibung ihrer Elemente oder durch die
Auflistung ihrer Elemente innerhalb von geschweiften Klammern, wie zum Beispiel

{10,2,3,7,5}

Wegen des Extensionalitéitsprinzips spielt die Reihenfolge der Elemente keine Rolle und es
konnen auch Elemente mehrfach genannt sein. Es gilt also z.B. {2,1,1,3,2} = {1,2,3}. Die
Anzahl der Elemente einer endlichen Menge M wird meistens mit |M| bezeichnet, es ist also
I{5,3,5,11}| = 3. Manche schreiben stattdessen #M.

Unendliche Mengen kann man eigentlich nur durch Beschreibungen der Elemente angeben.
Manchmal schreibt man auch den Anfang einer Auflistung, die mit drei Pilinktchen endet.
Dann muss aber klar sein, wofiir die Piinktchen stehen. Als Beispiel folgen drei Moglichkeiten,
die Menge der Primzahlen aufzuschreiben:

{z | = ist natiirliche Zahl und Primzahl} = {z € N | z prim} = {2,3,5,7,11,13,17,... }
Es gibt einige Varianten dieser Schreibweisen; oft sieht man einen Doppelpunkt anstelle des

senkrechten Striches.

Hiufige Verwendung findet die ,Piinktchenschreibweise* auch in der Form {aq,...,a,}. Dies
bedeutet: n ist eine Variable fiir eine beliebige natiirliche Zahl und die Menge besteht aus mit a;
bezeichenten Elementen, wobei der Index ¢ alle natiirlichen Zahlen von 1 bis n durchlduft. Dabei
ist es durchaus moglich, dass einige der a; untereinander gleich sind. In Formeln ausgedriickt:

{a1,...,an} ={x | es gibt ein i € Nmit 1 < i < n, so dass z = a;} (%)
Insbesondere ist:

{al, e ,CLQ} = {al,ag}
{al, . 7(13} = {a17a27a3}

{a1,...,a4} = {a1,a2,as,a4} usw.

Menge

Element

€ ¢

Aty ...
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An vielen Stellen treten analoge Schreibweisen auf, ohne dass die Bedeutung jedesmal erneut
erklart wird.

Solche Schreibweisen sind fiir eine beliebige natiirliche Zahl n gedacht, die sowohl sehr grofe als auch sehr
kleine Werte annehmen kann. Die Schreibweise soll daher auch in , Extremsituationen® funktionieren.
Gewissermaflen ist der Fall n = 2 schon solch eine Extremsituation, weil die Piinktchen dann fiir nichts
mehr stehen. Noch extremer sind die Félle n = 1 und gegebenenfalls n = 0. Hierfiir gilt:

{a1,...,a1} = {a1}
{a1,...,a0} =10

Man kann dies in der Erkldrung (x) daraus ablesen, dass es im Falle n = 1 nur ein einziges solches ¢
gibt, ndmlich ¢ = 1, und im Fall n = 0 gar kein solches i gibt. Man kann dies fiirs erste aber auch als
eine Konvention ansehen. (Dann muss man sich aber immer wieder davon iiberzeugen, dass es deshalb
eine sinnvolle Konvention ist, weil alle Regeln, die fiir Mengen von der Form {a1,...,a,} angegeben
werden, auch fiir die Félle n = 1 und n = 0 gelten.)

Eine Menge M heifit Teilmenge einer Menge N, wenn jedes Element von M auch Element
von N ist, und sie heiflt echte Teilmenge, wenn dariiberhinaus M # N. Es gibt dafiir zwei
gleichermaflen verbreitete Symbolschreibweisen (von denen ich Version 1 benutzen werde):

‘ Teilmenge echte Teilmenge
Version 1: MCN MCN
Version2: | MCN M CNoder MG N

Mengen sind mathematische Objekte und kénnen daher auch wieder zu Mengen zusammenge-
fasst werden, d.h. es gibt Mengen, deren Elemente selbst wieder Mengen sind. Die einfachsten
solchen Mengen sind von der folgenden Gestalt: Zu jeder Menge M gibt es die Menge {M},
die als einziges Element die Menge M enthilt. Daraus kann man wiederum die Menge {{M}}
bilden, usw.

Dies geht auch fiir die leere Menge: Es gibt die Menge {0}, und dies ist eine andere Menge als die leere
Menge selbst. Die leere Menge hat kein Element; die Menge {0} hat ein Element, ndmlich die leere
Menge.

Am Anfang ist dies oft verwirrend: Zunéchst denkt man vielleicht, dass es zwei Arten von Ob-
jekten gibt: Elemente und Mengen. Nun kénnen aber Mengen Elemente anderer Mengen sein
und die Elemente von Mengen konnen selbst wieder Mengen sein. Als néchstes sieht man ei-
ne Hierarchie von Objekten: Elemente, die selbst keine Mengen sind (sogenannte Urelemente),
Mengen, Mengen von Mengen, ... Aber auch dies ist nicht ausreichend, weil man diese Ebe-
nen auch durchmischen kann, z.B. kann man die zweielementige Menge {1,{2,3,5}} oder die
dreielementige Menge {0, N, {R}} bilden.

Vorsicht: Nicht alles, was man beschreiben oder in Formeln hinschreiben kann, ist eine Menge,
da dies schnell zu Widerspriichen fithrt. Zum Beispiel ldsst man die ,Menge aller Mengen® nicht
zu, d.h. es gibt keine Menge, die alle Mengen als Elemente hitte (der Grund wird auf Seite 39
erkliirt). In der axiomatische Mengenlehre wird genau festgelegt, welche Beschreibungen Mengen
definieren. Die im folgenden Abschnitt beschriebenen Konstruktionen kann man aber sorglos
verwenden.

1.2 Elementare Konstruktionen und ihre Eigenschaften

e Zu je zwei Mengen M und N gibt es deren Schnittmenge M N N von M und N, die
folgendermaflen definiert ist: Ein Objekt x ist ein Element von M NN, wenn es ein Element
von M ist und ein Element von N ist.

Beispiel: {2,3,5} Nn{1,2,3,4} = {2, 3}.
Falls M NN =0, so heiflien M und N disjunkit.

Teilmenge

G S ¢

Schnitt N
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Zu je zwei Mengen M und N gibt es deren Vereinigungsmenge M U N von M und N, die
folgendermaflen definiert ist: Ein Objekt z ist ein Element von M UN, wenn es ein Element
von M ist oder ein Element von N ist.

Beispiel: {2,3,5}U{1,2,3,4} = {1,2,3,4,5}.

Die Vereinigung von M und N zu M UN heilit disjunkt, falls M und N disjunkt sind. Viele
schreiben dafiir M U N statt M U N, falls es wichtig ist, dass es sich um eine disjunkte
Vereinigung handelt.

Zu je zwei Mengen M und N gibt es die Differenzmenge M \ N, deren Elemente genau
diejenigen Elemente von M sind, die nicht Elemente von N sind. Manche Autoren schreiben
auch M — N. Die Differenzmenge heifit auch Komplement(menge) von N in M. Dies wird
insbesondere benutzt, wenn N Teilmenge von M ist. Dann schreibt man auch NV C oder CN,
vorausgesetzt die Menge M, in der das Komplement gebildet wird, ist explizit oder durch
den Kontext festgelegt.

Beispiel: {2,3,5}\ {1,2,3,4} = {5}.

Die symmetrische Differenz zweier Mengen M und N ist M AN := (M \ N) U (N \ M).
Es gilt dann M UN = (M N N) U (M AN).

Beispiel: {2,3,5} A {1,2,3,4} = {1,4,5}.

(Aussonderung) Wenn M eine Menge ist und E eine mathematisch beschreibbare Eigen-
schaft, dann gibt es die Teilmenge der Elemente von M, die die Eigenschaft E erfiillen,
also die Menge {z € M | z hat die Eigenschaft E}.

Zu jeder Menge M gibt es die Potenzmenge B(M) oder Pot(M), deren Elemente genau
die Teilmengen von M sind, d.h. es gilt X € P(M) <— X C M.

Beispiel: P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
Wenn M endlich ist und n Elemente hat, dann besteht 3(M) aus 2" Elementen.

Jede endliche Anzahl an Objekten ay,...,a, kann man zu der Menge {a1,...,a,} zusam-
menfassen, deren Elemente also gerade die Objekte aq, ..., a, sind.
Wenn die Elemente az, ..., a, paarweise verschieden sind, wird die Menge {a1, ..., an} manchmal

auch ungeordnetes n-Tupel genannt.

Fiir jede endliche Anzahl an Objekten aq,...,a, gibt es ein Objekt (aq,...,a,), das (ge-
ordnete) n-Tupel der a;, mit folgender Eigenschaft:

(al,...,an):(bl,...,bn) < alzbl, a2:b2 yeeey an:bn

Man nennt a; dann die i-te Komponente des Tupels. Also sind zwei geordnete n-Tupel
genau dann gleich, wenn sie in jeder Komponente iibereinstimmen. Fir n = 2,3,4,5,6, ...
heiflen die n-Tupel auch Paare, Tripel, Quadrupel, Quintupel, Sextupel, ..., daher der Name
,» Tupel”.

Per Konvention gibt es ein einziges 0-Tupel, ndmlich (.

Wenn man weif}, was Abbildungen sind (siehe Seite 13), stellt man sich ein n-Tupel

(a1,...,a,) am besten vor als eine Abbildung von der Menge der Indizes {1,...,n} in
die Menge {a1,...,a,}, und zwar die Abbildung, die jedem Index i das Element a; zuord-
net.

Bei einem rein mengentheoretischen Aufbau der Mathematik hat man aber das Problem, dass
man geordnete Paare braucht, um Abbildungen definieren zu kénnen. Man muss dafiir also eine
andere Art von geordnetem Paar finden. Nun beschreibt die oben angegebene Eigenschaft keine
eindeutige Auswahl von Objekten, denn man kann durch mengentheoretische Konstruktionen auf
verschiedene Weise Mengen mit dieser Eigenschaft finden. Um eine exakte mengentheoretische
Definition der geordneten Tupel zu geben, muss man eine Konstruktionsart auswihlen. Welche

Vereinigung U

Differenz \

Komplement G

symmetrische
Differenz A

Potenzmenge

P(M)

n-Tupel
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man wihlt und wie man es genau macht, ist aber fiir Fragen der mathematischen Praxis ohne
Belang.

Meistens wihlt man das Kuratowski—Paar. Hierbei wird (a1,a2) als die Menge {{a1}, {a1,a2}}
definiert. Man kann nun beweisen, dass diese Konstruktion die Anforderung erfiillt, also dass
dann und nur dann {{a1},{a1,a2}} = {{b1}, {b1,b2}}, wenn a1 = a2 und by = bs. (Dabei muss
man beachten, dass der Fall a; = a2 auftreten kann.) Tripel und n-Tupel kann man dann durch
geschachtelte Paare erzeugen, z.B. Tripel als ((a1,a2), a3) oder als (a1, (a2, as)). Die naheliegende
Verallgemeinerung {{ai1},{a1, a2}, {a1, as,as}} funktioniert dagegen nicht.

e Fiir je endlich viele Mengen M;,..., M, gibt es das mit M; x --- x M, bezeichnete
(Mengen—)Produkt oder kartesische Produkt der Mengen M;. Dies ist eine Menge, deren
Elemente genau die n-Tupel (my,...,m,) mit my € My,...,m, € M, sind.

Falls M; = --- = M, = M, so schreibt man auch M"™ fiir My X --- x M,, (es sei denn,
auf M gibt es auch noch eine Multiplikation, dann wird wegen der Verwechslungsgefahr
manchmal eine andere Notation wie z.B. M*™ gewiihlt).

Beispiele: {1,3} x {1,2,4} = {(1,1), (1,2), (1,4), (3,1), (3,2), (3,4)}
{a,b}3 = {(a,a,a),(a,a,b),(a,b,a),(a,b,b),(b,a,a),(b,a,b),(b,b,a),(b,b,b)}

Wenn |M;| = ki,...,|M,| = ky, dann besteht My X -+ x M, aus k; - ... - k,, Elementen.
Insbesondere ist |M|™ die Anzahl der Elemente von M™.

0

Damit dies auch fiir die Sonderfillte gilt, setzt man n~ = 1 fiir alle natiirlichen Zahlen n und

0™ = 0 fiir alle natiirlichen Zahlen n > 0.

Fiir die mengentheoretischen Operationen Schnitt, Vereinigung, Differenz, Produkt gelten Ge-
setze (Rechenregeln), von denen eine ganze Reihe in Tabelle 1 auf Seite 8 aufgefiihrt sind. Die
meisten dieser Regeln haben die folgende Gestalt: Es treffen zwei Operationen aufeinander und
die Regel sagt etwas dariiber aus, inwieweit man die Reihenfolge der Operationen vertauschen
kann. Zum Beispiel die Regel (M \ N)\O = M\ (NUO), bei der die ,innere Operation® M\ ...
auf der linken Seite gewissermaflen nach auflen gezogen wird, dabei verdndert sich hier aber die
andere Operation. Es ist eine gute Ubung, die Giiltigkeit einiger dieser Regeln nachzuweisen.
Man kann dies durch Rechnen mit den Elementen tun (d.h. man tiberlegt sich: Wann ist etwas
ein Element von (M \ N)\ O?, wann ist etwas ein Element von M \ (N UO) ?, und zeigt dann,
dass beide Bedingungen dquivalent sind). Man kann sich diese Rechnungen anhand von Men-
gendiagrammen (auch Venn—Diagramme genannt) veranschaulichen, siehe Abbildung 1, und
sie, wenn man das Prinzip verstanden hat, auch dadurch ersetzen.

Die Elemente einer Menge, z.B. M, denkt man

M 0 sich innerhalb der mit M bezeichneten geschlos-

senen Kurve liegend. Die schraffierte Fliache ent-

\ spricht dann den Elementen von M, die weder in

N noch in OR liegen. Man kann sich dann bildlich

( davon iiberzeugen, dass man sie auf zwei Weisen

‘ erhalten kann: Indem man N und O zusammen

aus M herausschneidet (was M \ (N U O)) ent-

spricht, oder indem man erst die Menge N aus

N M herausnimmt und anschlieBend noch O her-
ausnimmt (was (M \ N)\ O entspricht.)

Abbildung 1: VENN-DIAGRAMME

Etwas schwieriger zu verstehen sind manche Regeln fiir Produkte.

Ob Gleichheiten wie M x N x O = (M x N) x O oder M x N x O = M x (N x O) gelten oder nicht,
héngt von der konkreten Realisierung der geordneten Tupel als Mengen ab. Nach der weit verbreiteten
Methode der geschachtelten Kuratowski—Paare gilt nur eine der beiden Gleichungen. Durch ,Weglassen
von Klammern® gibt es aber eine natiirliche Identifikation von (M x N) X O bzw. M X (N x O) mit
M x N x O, indem man ((m,n),o) bzw. (m, (n,0)) mit (m,n,o) gleichsetzt. Allgemeiner kann man
((ma,...,mu), (Mig1, ..., Mugr)) mit (ma,...,my, Mg, ..., Mi+x) gleichsetzen und damit fiir prakti-

Produkt x
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Tabelle 1: REGELN FUR MENGENTHEORETISCHE OPERATIONEN

M, N,O, M;, N; sind beliebige Mengen:

Kommutativgesetze MNN=NNM
MUN=NUM
Assoziativgesetze (MNN)NO=Mn(NNO)
(MUN)UO=MU(NUO)
Distributivgesetze (MNN)UO=(MUO)N(NUO)
(MUN)NO=(MnNO)U(NNO)
Absorptionsgesetze (MNN)UM =M
(MUNYNM =M
Rechnen mit () MU) = M\0) = M
MND = Mx0 =0xM =10
MU) = M\0 = M
MN) = Mx) = 0xM =10
allgemeiner:  Fallsn > 1 und M; = fiir ein i € {1,...,n},
so ist My x -+ x M, =0

Regeln von de Morgan M\ (NNO)=(M\N)U(M\O)
M\ (NUO) = (M\N)n (M\0)
alternativ:  falls N,O C M und das Komplement in M gebildet wird:
(NNnO) =NCuOt
(NUO) = NCn O
Regeln fir Differenzen M\ N =M\ (M NN)
M\ (M\N)=MnNN
(M\N)\ O =M\ (NUO)

Regeln fiir Teilmengen M CN < MNN=M < MUN=N
MCNCO = MCO

Distributivgesetze (MNN)xO=(MxO)n(N x 0)
(MUN)xO=(MxO)U(N xO0)
(M\N)xO=(MxO)\ (N xO0)
Mx(NNO)=(Mx N)N(M x O)
Mx (NUO)=(Mx N)U(M xO)
M x(N\O)= (M xN)\ (M xO0)

(Ml X Nl) n (Mg X Ng) = (M1 ﬂMg) X (Nl ﬂNg)

sche Belange (M X -+ X M;) X (Mj41 X -+ X Mjy) mit M1 X --- X M4, identifizieren. Im Spezialfall
M, =+ = M+ = M kann man also M x M* mit M'* identifizieren.

Unintuitiv ist das Verhalten von ,leeren Produkten“: Wegen der Festsetzung, dass () das einzige 0-Tupel
ist, gilt M® = {0} fiir jede Menge M, und damit auch (° = {#}. Allgemeiner ist M; x --- x My = {0}
(der Index lduft hier von 1 bis 0, es ist also ein ,leeres Produkt“!). Man kann dies fiir den Anfang als
eine Konvention verstehen.
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1.3 Relationen

Eine (n-stellige) Relation R zwischen Mengen My, ..., M, ist von der Grundidee her etwas, von
dem man sagen kann, dass es auf Elemente m; € My, ..., m, € M, zutrifft oder nicht. Eine
zweistellige Relation auflerhalb der Mathematik ist etwa die Verheiratet—Sein—Relation zwischen
der Menge der Ménner und der Menge der Frauen; ein Beispiel einer dreistelligen Relation ist:
e ist Kind von ...und ...“. Mathematische (zweistellige) Relationen sind beispielsweise die
Kleiner—oder—gleich—Relation < zwischen natiirlichen Zahlen oder die Teilmengenrelation C
zwischen zwei Mengen von Mengen oder die Elementrelation € zwischen einer Menge M und
ihrer Potenzmenge B(M). Ein mathematisches Beispiel einer hoherstelligen Relation ist die
(n+1)-stellige Relation ,, ... ist das geordnete n-Tupel von ... (und fiir die zweiten Piinktchen
miissen n Objekte eingesetzt werden).

Man kann eine Relation R mengentheoretisch mit einer Teilmenge von M; x --- x M, gleich-
setzen, ndmlich mit der Menge der Tupel, auf die die Relation zutrifft, wobei die Mengen
My, ..., M, zur Definition hinzugehoren. Die iibliche mathematische Definition ist daher, dass
eine n-stellige Relation R ein (n + 1)-Tupel (G, My, ..., M,) von Mengen ist mit der Zusatzbe-
dingung G C My x --- x M,,. Die Menge G wird dabei der Graph der Relation R genannt und
meist mit Gr oder I'p bezeichnet.

e Oft werden bei der Bezeichnung einer Relation die Mengen Mj, ..., M, weggelassen und
nur der Graph angegeben.

e Oft unterscheidet man nicht sauber zwischen einer Relation und ihrem Graphen und
schreibt R C M; x --- x M, sei eine Relation und bezeichnet dann mit R sowohl die
Relation als auch ihren Graphen (und das werde ich der Einfachheit halber spiter auch
tun).

Wenn M; C Ni,...,M,, C N,, dann ist eine Teilmenge G von M; X --- X M, auch Teilmenge von
Ny X -+ X Np. Also ist G sowohl Graph einer Relation Ry zwischen M, ..., M, als auch einer Relation
Ry zwischen Ny, ..., N,. Wenn die Mengen M, ..., M, nun verschieden von den Mengen Ni,..., N,
sind, sind Ry und Ry verschiedene Relationen. Rjs heifit dann die auf M, ..., M, eingeschrinkte
Relation Ry .

Falls My = --- = M,, = M, spricht man auch von einer n-stelligen Relation auf M. Wenn ein
Tupel (mq,...,my) im Graphen einer Relation R liegt, sagt man: ,R trifft auf (mq,...,my,)
zu* oder ymy,...,m, stehen in der Relation R zueinander” oder ,(mq,...,my,) liegt in R
oder Ahnliches, und schreibt dafiir Rm; ...m,, oder R(my,...,my) oder (my,...,m,) € R.

Eine einstellige Relation auf einer Menge M ist eine Eigenschaft, die Elemente von M haben oder nicht.
Zum Beispiel ist ,,Primzahl sein“ eine einstellige Relation auf den natiirlichen Zahlen. Der Graph einer
einstelligen Relation auf M ist nichts anderes als eine Teilmenge von M.

Zweistellige Relationen

Von besonderer Bedeutung sind die zweistelligen oder bindren Relationen. Fiir eine binédre Rela-
tion R C M x N heif3t M der Definitions—oder Vorbereich und N der Werte—oder Nachbereich.
Das Vertauschen der beiden Rollen fithrt zu der Umkehrrelation R™! zwischen N und M, de-
ren Graph gerade der , gespiegelte* Graph von R ist, d.h. (n,m) € R™! <= (m,n) € R.
Beispielsweise ist die ,,groffer‘—Relation auf den natiirlichen Zahlen die Umkehrrelation der
»kleiner—Relation.

Bei binéiren Relationen schreibt man gerne mRn dafiir, dass R auf (m, n) zutrifft, insbesondere
wenn fiir R ein Symbol wie z.B. < oder ~ verwendet wird.

Sei nun R eine bindre Relation auf M (Definitions— und Wertebereich stimmen also {iberein).
Es folgt nun in drei Gruppen eine Reihe von Eigenschaften bindrer Relationen, die in der
Mathematik immer wieder betrachtet werden.

In der ersten Gruppe geht es darum, ob Elemente zu sich selbst in Relation stehen.

Graph Gp

Definitions—,
Wertebereich

R71
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e o o [ ]
Man kann eine binére Relation so visualisieren, wie man es g . o
von der Schule her mit Funktionen gewohnt ist: Man triagt
auf einer horizontalen Achse die Elemente von M und auf 4o o *
einer vertikalen Achse die Elemente von N ab, und zeichnet 3 | e O
Punkte an den Stellen (m, n) ein, die im Graph der Relation 2 | e o
liegen. 1 | e
Im Beispiel rechts: der Graph der Teilbarkeitsrelation ein-
geschriinkt auf {1,2,3,4,5,6}. 1 2 3 45 6

Abbildung 2: Visualisierung von binéiren Relationen

R heifit reflexiv, wenn fiir alle m € M gilt, dass R auf (m,m) zutrifft.

R heit irreflexiv oder antireflexiv, wenn es kein m € M gibt, so dass R auf (m, m) zutrifft.
(,,Irreflexiv® ist also etwas anderes als ,nicht reflexiv*!)

Die Alltagsrelation (zwischen Menschen) ,,den gleichen Namen tragen wie ist reflexiv, die
Relation ,verheiratet sein mit* dagegen ist irreflexiv, da niemand mit sich selbst verheiratet
ist.

Fin typisches mathematisches Beispiel einer reflexiven Relation ist die ,,kleiner oder gleich®
Relation auf den natiirlichen Zahlen, wohingegen die . (echt) kleiner‘—Relation auf den
natiirlichen Zahlen irreflexiv ist. Eine Relation kann sehr wohl weder reflexiv noch irreflexiv
sein, zum Beispiel die Relation ,,disjunkt sein zu* auf der Potenzmenge einer nicht-leeren
Menge, etwa B({a}). Die leere Menge ist wegen )N = @) disjunkt zu sich selbst, wohingegen
{a} wegen {a} N {a} # 0 nicht disjunkt zu sich selbst ist.

In der zweiten Gruppe von Eigenschaften geht es darum, ob man die Relation ,herumdrehen
kann, also ob man von der Relation auf die Umkehrrelation schliefen kann.

R heifit symmetrisch, wenn fiir alle m,n € M gilt, dass R genau dann auf (m,n) zutrifft,
wenn es auf (n,m) zutrifft.

R heiit asymmetrisch, wenn es keine Elemente m,n € M gibt, so dass R auf (m,n) und
auf (n,m) zutrifft.

R heif3t antisymmetrisch, wenn es keine verschiedenen Elemente m,n € M gibt, so dass R
auf (m,n) und auf (n,m) zutrifft.

Zunichst wieder Alltagsrelationen zwischen Mengen: Die Verheiratet—Sein—Relation ist
symmetrisch, dagegen ist die Verliebt-Sein—Relation nicht symmetrisch, aber zum Gliick
auch nicht asymmetrisch oder antisymmetrisch.

Mathematische Beispiele auf einer Potenzmenge B(M): Die Relation ,hat genauso viele
Element wie* ist symmetrisch; die Relation ,,ist Teilmenge von® ist antisymmetrisch und
die Relation ,ist echte Teilmenge von® ist asymmetrisch (Es kann sein, dass A C B und
B C A, néimlich wenn A = B, aber es kommt nie vor, dass A C B und B C A).

Schliefllich noch eine wichtige Eigenschaft, bei der es um drei Elemente geht:

R heift transitiv, wenn fiir alle my, ms, ms € M gilt: Wenn R auf (m1, ms) und auf (ms, ms3)
zutrifft, dann auch auf (mq, ms).

Fine transitive Alltagsrelation ist ,,schwerer sein als; nicht transitiv ist die Freundschafts
Relation: Ein Freund eines Freundes ist nicht immer selbst ein Freund.
Mathematische Beispiele sind die Ordnungsrelationen ,,kleiner” und ,kleiner oder gleich*
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auf den natiirlichen Zahlen. Fine nicht transitive Relation ist z.B. , ein gemeinsames Ele-
ment haben® auf B({a,b,c,d}. Die Mengen {a,b} und {b,c} haben b als gemeinsames
Element, die Mengen {b, ¢} und {¢, d} haben c als gemeinsames Element, aber die Mengen
{a,b} und {¢,d} haben kein gemeinsames Element.

Nun werden einige wichtige Arten von biniren Relationen auf einer Menge M beschrieben:

Ordnungsrelationen

Eine totale oder lineare Ordnungsrelation auf M ist eine reflexive, antisymmetrische, transitive
binére Relation auf M, die zudem total ist: Dies bedeutet, dass fiir alle m,n € M die Relation
R auf (m,n) zutrifft oder auf (n, m). Beispiel ist die wohlbekannte Ordnungsrelation < auf den
natiirlichen Zahlen, d.h. die Relation, die auf m und n dann und nur dann zutrifft, wenn m < n.

Statt ,,Ordnungsrelation® sagt man auch oft kurz ,Ordnung®.

Es gibt nun mehrere Abschwichungen von totalen Ordnungen. Eine Halbordnung oder partielle
Ordnung auf M ist eine reflexive, antisymmetrische und transitive binédre Relation auf M. Ein
Beispiel ist die Teilmengenbezichung C auf der Potenzmenge einer Menge. (In einer partiellen
Ordnung < koénnen Elemente m und m also unvergleichbar sein, d.h. es gilt weder m < n noch
n < m.)

Quasi—oder Priordnungen sind reflexive und transitive bindre Relationen. (In einer Priordnung
< folgt also aus m < n und n < m nicht unbedingt m = n.)

Ob das Wort ,,Ordnung“ ohne Zusatz fiir eine partielle oder eine totale Ordnung steht, hingt
vom Autor ab.

Zu jeder totalen oder partiellen Ordnungsrelation < gibt es die zugehorige strikte Ordnungsre-
lation, z.B. auf den natiirlichen Zahlen die mit < bezeichnete Relation ,echt kleiner als“. Sie
entsteht dadurch, das man die Ordnung < irreflexiv macht, d.h. < stimmt fiir Paare (m,n) mit
m # n mit der Ordnungsrelation < iiberein, trifft aber auf Paare (m,m) nie zu. Eine partielle
strikte Ordnung ist eine irreflexive, asymmetrische und transitive binére Relation. Beispiel hier-
fiir ist die ,,echte—Teilmenge“—Relation C auf der Potenzmenge einer Menge. Eine totale strikte
Ordnung ist damit eine irreflexive, asymmetrische und transitive binére Relation, die zudem
fiir verschiedene m und n entweder auf (m,n) oder auf (n,m) zutrifft.

Achtung: Entgegen dem normalen Sprachgebrauch ist eine ,strikte Ordnung“ keine ,Ordnung®!
(Normalerweise versucht man solche sprachlichen Phénomene in der Mathematik zu vermeiden.)

Man schreibt fiir Ordnungsrelationen gerne das Symbol < oder dhnliche Symbole wie C, <,
C. Fir die Umkehrrelation wird dann das gespiegelte Symbol benutzt, also >, D, =, J. Fiir
die zugehorige strikte Relation benutzt man oft das Symbol ohne den Gleichheitsstrich, also
<,C, <, C. Allerdings werden auch immer wieder fiir nicht-strikte Ordnungsrelationen solche
Symbole ohne Gleichheitsstrich verwendet, etwa in Version 2 der Teilmengebezeichnungen.

Graphen

In einer anderen Verwendungsweise als bisher wird mit Graph auch
eine irreflexive, symmetrische bindre Relation auf M bezeichnet.
Solche Graphen kann man aufmalen, indem man die Elemente von
M als dicke Punkte malt, und eine Verbindungslinie zwischen ihnen
zieht, wenn sie in Relation zueinander stehen.

Beliebige binére Relationen auf einer Menge M heiflen auch gerichtete Graphen. Hier werden die
Verbindungslinien in der Veranschaulichung als Pfeile von m nach n gemalt, falls die Relation
auf (m,n) zutrifft.

11
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Aquivalenzrelationen

Eine Aquivalenzrelation auf M ist eine reflexive, symmetrische und transitive biniire Relation
auf M. Fiir Aquivalenzrelationen benutzt man gerne symmetrische Symbole, die dem Gleich-
heitszeichen mehr oder weniger dhneln, wie =, ~, ~, ...

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, so heifit die Menge der Elemente von M, die zu einem
gegebenen m € M in Relation stehen, die Aquivalenzklasse von m. Fiir die Aquivalenzklassen
gibt es viele verschiedene Notationen; ich schreibe hier m/. fiir die Aquivalenzklasse von
m. Das Element m heifit Reprisentant seiner Klasse. Zwei Aquivalenzklassen sind entweder
gleich oder disjunkt; die Aquivalenzklassen bilden also eine Familie (/. )meas von nicht-leeren
Teilmengen von M, die paarweise entweder gleich oder disjunkt sind (zum Begriff der Familie
siehe Seite 16). Solch eine Familie wird Partition von M genannt. Ist umgekehrt eine Partition
(M;)ienr von M gegeben, so definiert € M; <= y € M; eine Aquivalenzrelation z ~ y auf
M, deren Klassen gerade die Teilmengen M; der Partition sind.

Ein Alltagsbeispiel: Betrachtete wird die Menge der Schiiler einer Schule und darauf die
binére Relation, in der gleiche Klasse zu sein. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation;
die Aquivalenzklassen sind genau die Schulklassen. Jeder Schiiler ist Représentant seiner
Klasse.

Die Bildung von Aquivalenzklassen ist entscheidend fiir die mathematische Begriffsbildung und
den in der Mathematik hiufigen Abstraktionsprozess. An einem nicht-mathematischen Beispiel
erldutert: Wenn man eine Menge von farbigen Gegenstédnden hat, kann man darauf die binére
Relation der Gleichfarbigkeit betrachten. Dies ist eine Aquivalenzrelation; die Aquivalenzklasse
eines Gegenstands besteht aus den dazu gleichfarbigen Gegensténden. Diese Aquivalenzklasse
steht damit gewissermafen fiir die Farbe: Farbe ist das, was die Gegenstinde der Aquivalenz-
klasse gemeinsam haben. Auf diese Weise kommt man von der konkreten Relation der Gleich-
farbigkeit (die man bestimmen kann auch ohne Farben oder Namen von Farben zu kennen) zu
den abstrakten Farben.

So wiirde man auch vorgehen, wenn man die Tiere in einer unbekannten Welt klassifizieren
wollte: Man sortiert sie nach der Aquivalenzrelation ,,gleiche Art“ (wozu man die Arten
nicht zu kennen braucht) und gibt dann erst den Aquivalenzklassen, also den Arten, die
Namen.

Ein bekanntes mathematisches Beispiel ist die Konstruktion der rationalen Zahlen aus
den ganzen Zahlen: Verschieden aussehende Briiche wie é und % konnen fiir die gleiche
rationale Zahl stehen; ein Bruch ¢ ist damit eigentlich eine Aquivalenzklasse von Paaren
ganzer Zahlen (a,b) unter der Aquivalenzrelation (a,b) ~ (¢,d) <= ad = bc (wobei man
noch einiges dazusagen muss, da man durch 0 nicht teilen kann).

Wenn ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M ist, kann man auf der Menge der Aquiva-
lenzklassen Eigenschaften und Relationen definieren, indem man Eigenschaften und Relationen
der Reprisentanten iibertrigt. Wenn also eine Eigenschaft E gegeben ist, die Elemente von
M haben kénnen oder nicht, dann definiert man die Eigenschaft E’ fiir die Aquivalenzklassen
durch die folgende Festlegung:

Die Aquivalenzklasse /~ habe die Eigenschaft E’, wenn x die Eigenschaft E hat.

Nun hat aber eine Aquivalenzklasse i.a. viele Reprisentanten, also ist diese Definition nur
dann sinnvoll, wenn sie nicht von der Auswahl des Repriisentanten abhéingt, d.h. wenn auch
alle anderen Elemente y aus der Aquivalenzklasse z /~ die Eigenschaft E haben, sobald x die
Eigenschaft F besitzt. In diesem Fall sagt man, dass die Definition unabhangig von der Wahl
der Reprdsentanten oder kurz wohldefiniert ist.

a

Ein Beispiel: Man definiert, dass ein Bruch ¢ (ungleich 0) positiv ist, wenn die beiden

Komponenten des Repriisentanten (a, b) gleiches Vorzeichen haben. Dies ist wohldefiniert.
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Die versuchsweise Definition, einen Bruch ¢ gerade zu nennen, wenn a gerade ist, scheitert
dagegen an der mangelnden Wohldefiniertheit.

Natiirlich gibt es auch Definitionen von Eigenschaften von Aquivalenzklassen, die anderer Art
sind. Zum Beispiel kann man definieren, dass eine Aquivalenzklasse x/~ eine Eigenschaft E
habe, wenn es einen Repriisentanten y gibt, der eine Eigenschaft E’ hat. Dann muss keine
Wohldefiniertheit nachgewiesen werden. Der Unterschied liegt hier in der Art der Quantifizie-
rung: Einmal verlangt man, dass alle Repréisentanten die Figenschaft E haben, das andere Mal,
dass es mindestens einen solch einen Représentanten gibt.

Als Ubung im Umgang mit den Begriffen kann man Folgendes nachpriifen: Wenn < eine Pri-
ordnung auf M ist, so definiert .o < y und y < z* eine Aquivalenzrelation z ~ y. Durch
die Festlegung =/~ <' y/~, falls x < y, ist dann auf der Menge der Aquivalenzklassen eine
wohldefinierte partielle Ordnung <’ gegeben.

Eine besondere Aquivalenzrelation ist die Identitit, also die Relation ,,mit etwas identisch sein®,
die mit dem Gleichheitszeichen = geschrieben wird. Thre Aquivalenzklassen sind also alle ein-
elementig.

Die Identitédt hat offensichtlich folgende besondere Eigenschaft: Wenn mi1 = ni,...,my = ng und R
eine k-stellige Relation, dann trifft R genau dann auf (m1, ..., my) zu, wenn sie auf (n1, ..., n,) zutrifft.
Eine Aquivalenzrelation ~, die beziiglich einer Menge R von Relationen diese Eigenschaft hat, heifit
Kongruenzrelation beziiglich R. In diesem Fall sind alle Relationen in R représentantenunabhéngig und
kénnen auf die Menge der ~-Aquivalenzklassen iibertragen werden. In solchen Situationen ,identifiziert
man gerne die Objekte einer ~-Aquivalenzklasse. Dies kann man entweder so verstehen, dass man
»gleich® statt ,dquivalent” sagt und = statt ~ schreibt. Man kann es aber auch so verstehen, dass man
mit den Aquivalenzklassen von ~ statt mit den urspriinglichen Objekten arbeitet, aber so iiber die
Aquivalenzklassen spricht, als wéren es noch die urspriinglichen Objekte.

1.4 Abbildungen

Eine Abbildung von einer Menge M in eine Menge N ist von der Grundidee her eine Zuordnung,
die jedem Element von M genau ein Element aus N zuordnet. Solch eine Zuordnung definiert
eine Relation, und zwar trifft die Relation genau dann auf m € M und n € N zu, wenn n das
Element ist, das m zugeordnet wird. Eine Abbildung von M nach NN ist daher definiert als eine
linkstotale und rechtseindeutige Relation zwischen M und N. Dabei bedeutet linkstotal, dass es
zu jedem m € M (mindestens) ein n € N gibt, das mit m in der Relation steht. Rechtseindeutig
bedeutet, dass es zu jedem m € M hochstens ein n € N gibt, das mit n in Relation steht.
Zusammen gibt es also bei einer Abbildung zu jedem m € M genau ein n € N, das zu m in
Relation steht. Dieses Element n heifit dann das Bild von m unter f und man schreibt n = f(m).
Umgekehrt ist m ein Urbild von n. Ein Element von M kann also nur ein Bild, ein Element
von N aber mehrere Urbilder haben. Es kann aber auch sein, dass Elemente von N gar keine
Urbilder haben.

Man schreibt f : M — N dafiir, das f eine Abbildung von M nach N ist. Manche Abbildungen
sind durch Abbildungsvorschriften gegeben, das sind (uniforme) Regeln, die angeben, wie man
von jedem m zu seinem Bild f(m) kommt. Solche eine Vorschrift kénnte z.B. ,multipliziere mit
2¢ (auf den natiirlichen Zahlen) sein; sie wird dann f : N — N, n +— 2n geschrieben. Es versteht
sich aus dieser Schreibweise, dass n eine Variable fiir Elemente von N ist, und dass die Funktion f
jedes n € N auf 2n abbildet. Achtung: Da eine Abbildung eine Relation ist, geh6ren Definitions—
und des Wertebereich zur Abbildung hinzu. Eine Abbildungsvorschrift allein definiert noch keine
Abbildung (manchmal ist man aber nachléssig, wenn sich Definitions— und Wertebereich aus
dem Kontext ergeben).

Fiir viele Mathematiker sind die Begriffe Abbildung und Funktion gleichbedeutend. Bisweilen
wird der Begriff ,Funktion“ aber eingeschréinkter benutzt, z.B. nur fiir solche Abbildungen,
deren Wertebereich die reellen oder komplexen Zahlen sind.

Wegen der Linkstotalitét ist der Definitionsbereich einer Abbildung durch ihren Graphen fest-
gelegt. Die Vorschrift z — % definiert also keine Abbildung auf den reellen Zahlen, sondern nur
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von R\ {0} nach R. Den Wertebereich kann man dagegen nicht aus dem Graphen bestimmen.
Dennoch wird auch eine Abbildung oft mit ihrem Graphen identifiziert, wenn der Wertebereich
aus dem Kontext klar wird oder keine Rolle spielt. Die im Folgenden definierten Eigenschaften
wsurjektiv und ,bijektiv hdngen aber vom genauen Wertebereich ab.

Surjektiv, injektiv, bijektiv

e FEine Abbildung f : M — N heifit surjektiv, wenn sie rechitstotal ist, d.h. wenn es zu jedem
n € N (mindestens) ein m € M gibt, das auf n abgebildet wird.

e FEine Abbildung f : M — N heifit injektiv, wenn sie linkseindeutig ist, d.h. wenn es zu
jedem n € N hochstens ein m € M gibt, das auf n abgebildet wird.

e FEine Abbildung f : M — N heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Die Abbildung Z — N, x + |z| ist surjektiv, aber nicht injektiv.
Die Abbildung Z — Z, x — |x| ist weder surjektiv, noch injektiv.
Die Abbildung N — N, z — 2z ist injektiv, aber nicht surjektiv.
Die Abbildung Q — Q, z — 2z ist bijektiv.

Eingeschrinkte Abbildungen und Bilder
Wenn f: M — N eine Abbildung ist, dann heifit die Menge
im(f) :={n € N | es gibt ein m € M mit f(m) =n}

das Bild (engl: image) der Abbildung. Wenn man eine Abbildung auf ihr Bild einschréinkt, also
die auf M x im(f) eingeschrinkte Relation betrachtet, wird die Abbildung surjektiv. Man kann
eine Abbildung auch in ihrem Definitionsbereich einschrinken, d.h. man betrachtet fiir M’ C M
die auf M’ x N eingeschrinkte Relation. Diese heifit dann die auf M’ eingeschrdnkte Abbildung
frz\,j/ oder f|]\[

Zu jeder Abbildung f : M — N gibt es eine zugehérige Abbildung (so etwas nennt man dann
gerne eine ,von f induzierte Abbildung®)

P(M) = B(N), X —im(flx) ={n € N |es gibt ein m € X mit f(m) =n}

Diese Abbildung wird der Einfachheit halber meistens auch mit f bezeichnet wird, d.h. man
schreibt f(X) fir im(f[x). Man nennt f(X) dann auch das Bild von X unter f. Es gibt
folgenden Zusammenhang: Fiir X C M ist f(X) = {f(z) | # € X}. Insbesondere ist f({z}) =

{f(2)}-

Bei merkwiirdigen Mengen kann es vorkommen, dass ein Element auch eine Teilmenge ist, z.B. ist {2}
sowohl ein Element als auch eine Teilmenge der Menge M = {2,{2}}. In diesem Fall ist fiir eine auf
M definierte Abbildung f die Notation f({2}) zweideutig. Mengentheoretiker schreiben daher f[X] fiir
das Bild von X unter f.

Umkehrabbildungen und Urbilder

Wenn eine Abbildung f : M — N bijektiv ist, dann gibt es auch zu jedem n € N genau ein
m € M mit f(m) = n. Dies bedeutet, dass die Umkehrrelation von f (Erinnerung: f ist eine
Relation!) auch eine Abbildung ist, die mit f~! bezeichnete Umkehrabbildung von f. Es gilt
dann also: f(m) = n <= f~!(n) = m. Die urspriingliche Abbildung ist dann wieder die
Umkehrabbildung ihrer Umkehrabbildung, d.h. es gilt (f~!)~! = f.

Wenn f nur injektiv ist, kann man f~! auch fiir die Umkehrabbildung der auf ihr Bild einge-
schrinkten Abbildung f schreiben, also f~! :im(f) — M.

14
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Ahnlich wie man bei einer Abbildung f : M — N den gleichen Buchstaben auch fiir die
induzierte Abbildung (M) — (N ) benutzt, schreibt man auch f~! fiir eine gewisse induzierte
Abbildung. Wenn néamlich f : M — N eine beliebige (d.h. nicht notwendig injektive) Abbildung
ist, definiert man

FHPBWN) = PM), Y s {me M| f(m) e Y}
Das heifit, f~1(Y) ist die grofite Teilmenge von M, deren Bild in Y liegt. Man nennt sie das
Urbild von'Y unter f. (Man beachte den Unterschied: Ein Element von N kann mehrere Urbilder
haben; eine Teilmenge von N hat nur ein Urbild).
Sauberer wire wieder die Schreibweise f~'[Y] fiir das Urbild von Y unter f.

Wenn f: M — N injektiv ist, steht f~! nun fiir zwei Sachen:

e zum einen fiir die Umkehrabbildung f~! : im(f) — N,
e zum anderen fiir die gerade auf PB(N) definierte Abbildung.

Es gibt dann wieder einen Zusammenhang: Fiir Y C N ist f~'(Y) = {f~'(y) | y € Y}.
Insbesondere: Falls y = f(z) fiir ein z € M, ist f~*(y) = z und f~*({y}) = {z}.

Die Schreibweisen und Konventionen um f~* sind alle mit grofer Vorsicht zu genieBen, weil es leicht
zu Missverstdndnissen kommen kann.

Wenn f: M — N injektiv ist, dann ist jetzt auf zwei Weisen eine Abbildung f~' : R(im(f)) — PB(M)
definiert worden: einmal als die von der Umkehrabbildung f~' induzierte Abbildung und einmal als die
,Urbild—Abbildung®. Zum Gliick stimmen beide Definitionen iiberein, geben also dieselbe Abbildung.

Wenn f nicht injektiv ist, besteht f~*({y}) in der Regel aus mehr als einem Element. Da in dieser
Situation die Umkehrabbildung nicht definiert ist, schreibt man aus Bequemlichkeit gerne fﬁl(y) statt

FH{wh)-

Sei f : N — N die injektive Abbildung « + 2z. Dann gibt es die Umkehrabbildung
S~ o im(f) = {n € N | n gerade} — N, n — %. Es ist also f~!(4) = 2, wohingegen
f71(5) nicht definiert ist, da 5 nicht im Bild von f liegt. Dagegen ist f~!({4}) = {2} und
1

({5}) = 0.

Weiter ist f({2,3,4,5}) = {4,6,8,10}, also f~1({4,6,8,10}) = {2,3,4,5}, da f injektiv
ist. Andererseits ist f~1({2,3,4,5}) = {1,2}.

Sei g : Z — Z die Abbildung = + |z|. Dann ist g~ '({5}) = {5, -5} und ¢~ *({3,4,5}) =
{-5,—4,-3,3,4,5} und g~} ({-3,—4,-5}) = 0.
Eigentlich ist ¢g~*(5) nicht definiert, wird aber manchmal fiir g=!({5}) geschrieben.

Verkniipfungen von Abbildungen

Wenn zwei Abbildungen f : M — N und g : N — O gegeben sind, dann kann man diese
yhintereinander ausfiihren“, indem man ein Element m € M erst mit f auf f(m) € N abbildet
und dann mit g auf g(f(m)) € O. Tatséchlich ist die Menge {(m, g(f(m))) | m € M} der
Graph einer Abbildung M — O, die Verkniipfung oder Komposition der beiden Abbildungen f
und g genannt wird und mit g o f bezeichnet wird.

Achtung auf die Reihenfolge: Bei g o f wird als Abbildung zunichst f und dann g ausgefiihrt, hier
stimmt die Reihenfolge nicht. Es ist aber (g o f)(m) = g(f(m)), hier stimmt die Reihenfolge also.)

Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. es gilt
(hog)of=ho(gof)
bei geeigneten Abbildungen, also fiir Abbildungen f: M — N,g: N - O,h: O — P.
Die Verkniipfung zweier injektiver (surjektiver /bijektiver) Abbildungen ist wieder injektiv (sur-

jektiv/bijektiv). Wenn g o f injektiv ist, dann ist auch f injektiv; wenn g o f surjektiv ist, dann
ist auch g surjektiv.
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Wenn f: M — N und g : N — O bijektiv sind und also auch g o f, dann gilt
(gof)y t=fltogt:0—= M.

Fiir jede Menge M gibt es als besondere Abbildung die identische Abbildung oder Identitdit
idyy : M — M, m — m. Wenn f : M — N bijektiv ist, dann gilt f~! o f = idy; und
fo f~! =idy. Es gilt auch eine Umkehrung:

e Eine Abbildung g : N — O ist injektiv
<= es gibt ein Linksinverses h : im(g) — M mit ho g = idy (némlich h = g~1)
<= g ist rechtskiirzbar, d.h. wenn f1, fo : M — N Abbildungen sind mit g o f; = g o fa,
dann gilt f; = fo.

e FEine Abbildung f : M — N ist surjektiv
<= es gibt ein Rechtsinverses e : N — M mit foe=1idy
< f ist linkskiirzbar, d.h. wenn g1,g2 : N — O Abbildungen sind mit g; o f = ga 0 f,
dann gilt g1 = go.

e Eine Abbildung f : M — N ist daher bijektiv, wenn sie sowohl ein Rechtsinverses als auch
ein Linksinverses hat (und es folgt dann, dass beide die gleiche Abbildung sind).

Fiir die Existenz der Rechtsinversen surjektiver Abbildungen braucht man das sogenannte Auswahlaxi-
om (siehe Seite 18).

Abzihlbarkeit

Wenn f : M — N eine Bijektion ist und M eine endliche Menge, dann hat N genauso viele
Elemente wie M. Die Anzahl der Elemente einer Menge heifit auch auch ihre Mdchtigkeit (oder
Kardinalitit), und daher definiert man zwei Mengen als gleichmdchtig, wenn es zwischen thnen
eine Bijektion gibt. Man unterscheidet nun bei unendlichen Mengen solche, die zu der Menge
der natiirlichen Zahlen gleichméchtig sind, von ,, gréfleren” unendlichen Mengen (wie zum Bei-
spiel der Menge der reellen Zahlen), die iberabzihlbar heiflen. Bei der Bedeutung des Begriffes
»abzéahlbar® gibt es wieder einmal zwei Versionen:

| gleichméichtig zu N endlich oder gleichméchtig zu N
Version 1: abzahlbar hochstens abzahlbar

Version 2: | abzahlbar unendlich abzahlbar

Auf jeder Menge von Mengen ist ,, gleichméchtig sein® eine Aquivalenzrelation. Fiir endliche Mengen
wird die Maéchtigkeit durch die natiirlichen Zahlen gemessen; fiir beliebige Mengen gibt es dafiir die
Kardinalzahlen als Verallgemeinerung der natiirlichen Zahlen.

1.5 Unendliche Konstruktionen

Mengentheoretische Konstruktionen aus unendlich vielen Mengen sind schwieriger zu handha-
ben, als wenn es nur um endlich viele Mengen geht. Eine Familie von Mengen (M;);er besteht
aus einer (Index—)Menge I und einer Zuordnung, die jedem Index i € I eine Menge M, zu-
ordnet. Diese Mengen miissen fiir verschiedene Indizes nicht unbedingt verschieden sein. Die
Indexmenge selbst kann endlich oder unendlich sein und auch die leere Menge sein.

Genau genommen ist eine Familie gegeben durch eine Abbildung f : I — M fiir Mengen I und M und
M; := f(i). Es muss also M eine Menge sein, die alle Mengen M; als Elemente enthilt. Gegeniiber
der oben gegebenen ,naiven* Definition kommt also noch hinzu, dass die Abbildung selbst als Menge
existieren muss.

Fiir solche moglicherweise unendlichen) Familien gibt es nun ebenfalls Schnitt—, Vereinigungs—
und Produktmenge und es gelten die in Tabelle 2 auf Seite 17 aufgefiihrten Regeln.
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e TFalls I # 0, so ist der Schnitt (| M; der Familie eine Menge, die wie folgt definiert ist:
icl

xeﬂMi <~ fur allei € I gilt z € M;.
i€l

Im Folgenden soll immer implizit angenommen sein, dass die Indexmenge eines Schnitts
nicht die leere Menge ist.

Nach Definition miisste (,c, M; alles enthalten, also die ,Menge aller Objekte” sein. Diese gibt es
aber nicht gibt, weil es dann auch die ,Menge aller Mengen“ geben miisste.

e Die Vercinigung |J M; der Familie ist eine Menge, die wie folgt definiert ist:
=

xGUMi <= es gibt ein i € I mit x € M;.
iel

e Das Produkt [| M; der Familie ist die Menge der Graphen von Abbildungen g : I — |J M;,
il i€l
welche fiir alle ¢ € I die Bedingung ¢(i) € M; erfiillen.

Tabelle 2: REGELN FUR FAMILIEN VON MENGEN

Aufteilungsregeln Seien J und K Indexmengen. Dann gilt:
N M;=(NM)n(N M)
i€JUK icJ i€k
U Mi=(UM)u(U M)
i€ JUK icJ icK
Wenn J und K disjunkt sind, kann man  [[ M;
ieJUK

mit ( [T M;) x ( [T M;) identifizieren.
icJ €K

Kommutativgesetze Wenn f : I — I eine Bijektion ist, dann gilt
ﬂ Mi = ﬂ Mf(i) und U Mi = U Mf(i)
i€l i€l i€l il

Regeln von de Morgan — M\ ( N Mz) = UM\ M)

il il
M\ (U M) =N(M\ M)
i€l i€l
Distributivgesetze (NM)U(NN)= N (M;UN;)
iel JjeJ (i,9)eIxJ
(UM)n(UN)= U @4L0N)
i€l jeJ (i,5)eIxJ
Distributivgesetze (N M) xN=N(M;xN) und N x (| M;) = (N x M)
il il il iel
i€l i€l i€l il
Rechnen mit 0 Falls M; = 0 fiir ein i € I # (), so ist [[ M; = 0.

icl
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Fiir eine endliche Indexmenge I = {1,...,n} schreibt man auch () M; fiir (., M;. Falls
i=1

I = {i1,i2} zweielementig ist, so stimmt der Schnitt (| M; mit dem zuvor definierten Schnitt
iel
M;, N M;, iiberein. Analog fiir Vereinigungen.

Wenn I endlich ist, z.B. I = {1,...,n}, sollte [],., M; eigentlich nichts anderes sein als das bereits
definierte Produkt M; X --- x M,,. Man wiirde n-Tupel daher gerne definieren als die Abbildungen von
{1,...,n} in eine geeignete Menge. Dummerweise braucht man in einem mengentheoretischen Aufbau
der Mathematik die geordneten Paare, um Abbildungen definieren zu konnen. Fiir alle praktischen
Belange kann man aber wieder problemlos annehmen, dass M; X --- x M,, = H?:l M;.

Aus dieser Identifikation ergibt es sich auch, dass () sinnvollerweise ein 0-Tupel (und das einzige) ist.

Fiir die ,leere Vereinigung® gilt |J M; = 0 und fiir das ,leere Produkt* [ M; = {0}.
= i

Auswahlaxiom, Wohlordnungssatz und das Zornsche Lemma

Das Verhalten unendlicher Mengen lésst sich nicht in allen Féllen aus dem Verhalten endli-
cher Mengen ableiten. Manchmal braucht man dazu besondere Axiome. Eines davon ist das
Auswahlaxiom (mehr zur Stellung des Auswahlaxioms in der Mathematik auf Seite 39.

Auswahlaxiom: Falls M; # 0 fiir alle ¢ € I, so ist [[ M; # 0.
icl

Ist f € [l;c; Mi, so gilt f(i) € M;, d.h. die Abbildung ,w&hlt* aus jeder der Mengen M; ein
Element aus. Eine dquivalente Formulierung des Auswahlaxioms ist daher: Wenn (M;);cs eine
Familie von nicht-leeren Mengen ist, dann gibt es eine Funktion f : I — |J..; M; mit f(i) € M;
fiir alle ¢ € 1.

el

Die Terminologie ist allerdings etwas ungliicklich. Nicht jedesmal, wenn etwas ausgew&hlt wird, braucht
man das Auswahlaxiom, und sehr hiufig wird es in der Mathematik benutzt, ohne dass es unmittelbar
ersichtlich ist.

Wenn f: M — N surjektiv ist, dann ist (f_l({n})),nGN eine Familie nicht-leerer Mengen
mit Indexmenge N. Eine ,,Auswahlfunktion“ e € [], . /' ({n}) ist dann ein Rechtsinver-
ses von f, d.h. es gilt foe =1idy.

Mit dem Auswahlaxiom bekommt man auch allgemeinere Distributivgesetze fiir Familien
von Familien von Mengen: (J;);cr ist dabei eine Familie von Indexmengen, und fiir jedes
i € I ist zudem eine Familie (M; ;)jes, gegeben. Dann gilt:

UN M= () UMy md U My= J () Mo

el jed; fellJ; el i€l jeJ; fell J; i€l
iel iel
Das Auswahlaxiom braucht man, um die Existenz der Funktionen f, {iber die indiziert
wird, sicherzustellen.

Aus dem Auswahlaxiom lassen sich einige fiir Beweise sehr niitzliche Folgerungen ziehen, u.a.
den Wohlordnungssatz und das Zornsche Lemma (die beide auf der Basis der anderen Axiome
der Mengenlehre dquivalent zum Auswahlaxiom sind). Eine Wohlordnung auf einer Menge M
ist eine totale Ordnung mit der Eigenschaft, dass jede nicht-leere Teilmenge von M ein kleinstes
Element beziiglich dieser Ordnung hat.

Wohlordnungssatz (Zermelo 1904): Auf jeder Menge M gibt es eine Wohlordnung.

Die Niitzlichkeit des Wohlordnungssatzes liegt darin, dass man mit Wohlordnungen induktive
Beweise fiihren kann, dhnlich wie mit dem Beweisprinzip der vollstindigen Induktion bei den
natiirlichen Zahlen.
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Sei (M, <) eine partielle Ordnung.

e Eine Kette in (M, <) ist eine Teilmenge K C M, die durch < total geordnet ist.

e Eine obere Schranke einer Teilmenge A C M ist ein Element von M, das grofler als alle
Elemente von A ist.

e Ein mazimales Element von (M, <) ist ein Element, zu dem es kein groéfieres gibt.

(Es kann mehrere maximale Elemente geben. Dagegen ist ein grdfites Element, also eines,
das grofler als alle anderen, eindeutig bestimmt, falls es existiert.)

Zornsches Lemma (Kuratowski 1922, Zorn 1935)
Jede nicht-leere, partiell geordnete Menge, in der jede Kette eine obere Schranke hat,

enthilt mindestens ein maximales Element.

Das Zornsche Lemma ist die Version des Auswahlaxioms, die in der Algebra meist im Umgang
mit unendlichen Mengen verwendet wird.
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2 Die natiirlichen Zahlen und das Induktionsprinzip

Die natiirlichen Zahlen sind die Zahlen, mit denen man die Anzahl der Elemente endlicher
Mengen beschreiben kann, also die Zahlen 0,1,2,3,... Meist wird die Menge der natiirlichen
Zahlen mit N bezeichnet. In der Mathematik nimmt man nun im allgemeinen an, dass fiir die
natiirlichen Zahlen die Eigenschaften gelten, die im Rest dieses Abschnitts beschrieben werden.

Historisch steht das Symbol N fiir die Menge der echt positiven Zahlen 1,2,3,... und dann Ny fiir
die Menge der natiirlichen Zahlen einschliellich 0. Auch im einigen Disziplinen wie z.B. den Teilen der
Zahlentheorie, welche die natiirlichen Zahlen untersuchen, wird die 0 gerne weggelassen, weil sie sich in
mancher Hinsicht anders als die anderen natiirlichen Zahlen verhélt. Ob N und der Begriff ,natiirliche
Zahl“ also die 0 beinhaltet oder nicht, ist von Autor zu Autor verschieden. Falls die 0 nicht zu N gez&hlt
wird, wird die Menge {0, 1,2, 3, ...} gerne die Menge der ,nicht negativen ganzen Zahlen“ genannt.

Achtung: Auch bei der Verwendung der Begriffe ,positiv® und ,negativ® herrscht keine Einigkeit: Fiir
manche ist 0 sowohl positiv als auch negativ; sie verwenden dann die Formulierung ,,echt positiv® fiir
die Zahlen grofer als 0. Fiir andere ist 0 weder positiv noch negativ; diese sprechen dann von den ,nicht
negativen ganzen Zahlen® fiir die natiirlichen Zahlen einschliellich 0.

Auf den natiirlichen Zahlen gibt es als grundlegende Struktur die zweistellige Operationen
Addition 4, die Multiplikation - und die bindre Ordnungsrelation <. Addition und Multiplikation
sind jeweils kommutativ und assoziativ und zwischen ihnen gilt das Distributivgesetz, d.h. alle
natiirlichen Zahlen z,y, 2z erfiillen die Regeln:

r+y=y+zx (z+y)+z=a+(y+2)
Ty=y-x (z-y)z2=2-(y 2)
(x+y)-z=(x 2)+ (Y- 2)

Den Multiplikationspunkt - ldsst man oft auch weg; wegen der Assoziativgesetze und der Prio-
ritdtenregel ,,Punkt vor Strich“ kann man sich viele Klammern sparen. Z.B. kann das Distribu-
tivgesetz als (x + y)z = xz + yz geschrieben werden.

Die binédre Relation < ist eine strikte totale Ordnung, die mit der Addition und der Multipli-
kation in der folgenden Weise vertriglich ist. Fiir alle natiirlichen Zahlen x,y, z gilt:

Wenn z < y, dann auch z 4+ 2z < y + 2.
Wenn z < y und z # 0, dann auch zz < yz.

Die Ordnung < auf den natiirlichen Zahlen hat ein Minimum 0 und kein Maximum (d.h. es gibt
keine grofite natiirliche Zahl). AuBerdem ist es eine diskrete Ordnung, d.h. zu jeder natiirlichen
Zahl gibt es einen Nachfolger und zu jeder natiirlichen Zahl aufler 0 einen Vorgdinger. Ein
Nachfolger von z ist eine kleinste Zahl, die grofler als x ist, und ein Vorgénger eine grofite
Zahl, die kleiner als x ist. Da die Ordnung total ist, sind Nachfolger und Vorgénger eindeutig
bestimmt, und der Nachfolger von z ist natiirlich 4+ 1, der Vorgénger von = # 0 ist  — 1.

Auflerdem ist die Ordnungsrelation auf den natiirlichen Zahlen eine sogenannte Wohlordnung.
Das bedeutet, dass jede nicht-leere Teilmenge der natiirlichen Zahlen ein kleinstes Element hat.
Auf dieser Eigenschaft beruht das Induktionsprinzip:

Jede Teilmenge der natiirlichen Zahlen, welche die Zahl 0 enthélt und mit jeder Zahl auch
ihren Nachfolger, ist gleich der Menge aller natiirlichen Zahlen.

Die (naiv gebildete) Teilmenge der natiirlichen Zahlen, die aus 0 besteht, dem Nachfolger von
0, dem Nachfolger des Nachfolgers von 0 usw. ist nach diesem Prinzip bereits die Menge aller
natiirlichen Zahlen, d.h. jede natiirliche Zahl ergibt sich in endlich vielen Schritten aus der 0
durch Anwenden der Nachfolgeroperation. In diesem Sinne besagt das Induktionsprinzip also,
dass alle natiirlichen Zahlen endlich sind und es keine unendlich groflen natiirlichen Zahlen gibt.
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Tatséchlich gibt es hier eine Schwierigkeit, die in der mathematischen Logik eine grofie Rolle spielt. Die
naheliegenden Definitionen von ,endlich“ und ,natiirlicher Zahl“ bedingen sich gegenseitig: Eine Menge
ist endlich, wenn die Anzahl ihrer Elemente eine natiirliche Zahl ist, und die natiirlichen Zahlen sind
diejenigen, die man in endlich vielen Schritten aus der Null durch die Nachfolgeroperation gewinnt. Das
Induktionsprinzip ist ein axiomatischer Ausweg aus diesem Teufelskreis: Es beschreibt die geforderte
FEigenschaft, ohne das Wort ,endlich® zu benutzen.

2.1 Beweis per vollstindiger Induktion

Das Induktionsprinzip erméglicht das Beweisverfahren durch vollsténdige Induktion, das es in
mehreren Varianten gibt. Man mochte zeigen, dass alle natiirlichen Zahlen eine Eigenschaft F
haben.

Vollstindige Induktion, Variante 1:

Induktionsanfang: Man zeigt, dass die Zahl 0 die Eigenschaft E hat.
Induktionsschritt:  Man zeigt: Wenn eine beliebige natiirliche Zahl = die Eigenschaft F
hat, dann hat auch ihr Nachfolger = + 1 die Eigenschaft E.

Vollstindige Induktion, Variante 2:

Induktionsanfang: Man zeigt, dass (fiir eine fest vorgegebene natiirliche Zahl k) die Zah-
len 0, ...,k die Eigenschaft E haben.

Induktionsschritt:  Man zeigt: Wenn fiir eine beliebige natiirliche Zahl x die Zahlen x, z +
1,...,x+k die Eigenschaft F haben, dann hat auch die Zahl x+k+1
die Eigenschaft F.

Vollstindige Induktion, Variante 3:

Induktionsanfang: Man zeigt, dass die Zahl 0 die Eigenschaft E hat.

Induktionsschritt:  Man zeigt: Wenn fiir eine beliebige natiirliche Zahl x alle natiirlichen
Zahlen O, ...,z die Eigenschaft E haben, dann hat auch die Zahl 41
die Eigenschaft F.

Das Induktionsprinzip liefert dann jeweils das gewiinschte Ergebnis, ndmlich dass alle natiirli-
chen Zahlen die Eigenschaft F haben.

Den Beweis per vollstédndiger Induktion gibt es auch in einer Version als Widerspruchsbeweis:

Methode des kleinsten Verbrechers:

Man zeigt, dass die Zahl 0 die Eigenschaft E hat.

Man nimmt an, dass n die kleinste natiirliche Zahl ist, die nicht die Eigenschaft F hat, und
zeigt, dass es eine kleinere Zahl geben muss, welche die Eigenschaft E hat.

Eine géingige Sprechweise lautet ,,Induktion nach n“, wenn man deutlich machen will, dass in
einer Aussagen mit eventuell mehreren natiirlichen Zahlen die Variable n diejenige ist, auf die
man das Induktionsprinzip anwendet. Mit diesen Beweisprinzipien lassen sich auch Eigenschaf-
ten fiir alle natiirlichen Zahlen ab einer festen Zahl n zeigen, wenn man den Induktionsanfang
jeweils bei n statt bei 0 ansetzt.

Oft wird das Induktionsprinzip auf eine indirekte Weise angewandt. Gegeben ist dann eine
Menge M und eine Abbildung f : M — N. Man zeigt dann ,per Induktion nach f(z)“ z.B. in
Anwendung von Variante 3, dass alle x € M eine Eigenschaft F haben, indem man beweist:

Wenn fiir eine beliebige Zahl n alle € M mit f(x) < n die Eigenschaft E haben, dann
haben auch alle + € M mit f(z) = n die Eigenschaft E.
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(In dieser Version sind iibrigens Induktionsanfang und —schritt zusammengefasst: fiir n = 0
ergibt sich der Induktionsanfang, fiir n > 0 der Induktionsschritt.)

Per Induktion kann man auch Definitionen einfithren. Solche Definitionen werden auch rekursive
Definitionen genannt.

Zum Beispiel wird die Fibonacci—Folge (F,)nen iiblicherweise rekursiv definiert durch die An-
fangswerte Fj := 0 und F; := 1 (die dem Induktionsanfang entsprechen) und die Rekursions-
formel F),, := F,,_o + F,,_; fiir alle n > 2 (die dem Induktionsschritt entspricht). Hier ist die
Definition analog zum Induktionsverfahren in der Variante 2 mit £ = 1.

2.2 Summen und Produkte

Ahnlich wie es fiir Schnitt, Vereinigung und Mengenprodukt die iterierten zweistelligen Opera-
tionen mit ,.kleinen Symbolen“ N, U, x und die Operationen auf Familien mit ,, grofen Symbolen*
N, U, ] gibt, kann man auch Summen und Produkte von ,Familien von Zahlen“ mit , grofien
Symbolen“ schreiben.

Dazu gibt es das Summenzeichen Y, und das Produktzeichen [].

Das Summenzeichen ist ein groBes Sigma (griechischer Buchstabe fiir ,S“ wie Summe) und das Pro-
duktzeichen ein grofles Pi (griechischer Buchstabe fiir “P* wie Produkt).

Die Doppelverwendung des Produktszeichens fiir Mengen— und fiir Zahlenprodukte fithrt normalerweise
nicht zu Verwirrung.

Diese Symbole werden in folgenden Varianten benutzt, hier z.B. mit der Indexmenge {1, ...,n}:
Yo =S ¥ as Slealiclonll = ot
i=1 ie{l,...,n}
n n
Hai ZHizlai = H a; = H{ai }ie{l,...,n}} = a1-ay-...-Qp
i=1 ie{l,..n}

Analog fiir andere Indexmengen, z.B. Z?:s a; = as + ag + a7 + ag. Die Indexmengen kénnen

auch aus andere diskreten Ordnungen stammen, z.B. den ganzen Zahlen. So ist Zf:_3 a; =
a_3 —+ a_o —+ a_1 —+ ap + ai —+ as.

Im Prinzip gelten diese Schreibweisen auch fiir unendliche Indexmengen. Allerdings muss erst
einmal definiert werden, was eine unendliche Summe bzw. ein unendliches Produkt bedeuten
soll. Dies geschieht in Analysis 1. Sofern die Ausdricke tiberhaupt definiert sind, kann man sie
analog zum endlichen Fall auf die folgenden Weisen schreiben, hier am Beispiel der Indexmenge
N:

;ai ZZZO% :Zai = Z{ai‘iGN} — apta +-ta,+...

ieN
oo
0 .
||ai :” Oai :”ai = ||{ai|z€N} = Qay @1 ... Ay + ...
i=
=0 €N

Entsprechende Verwendung finden die Symbole fiir andere unendliche Indexmenge, sofern eben
die unendliche Summe bzw. das unendliche Produkt iiber diese Indexmenge iiberhaupt definiert
ist.

Auch hier gibt es die Sonderfille ,leerer Summen“ und ,leerer Produkte“. Es ist Y. ,a; = 0 und

i€
Hie@ a; = 1. Ebenso gilt dies fiir die Schreibweisen a1 + -+ a, bzw. a1 - ... a, im Fall n = 0: es ist
dann a1 +---4+ao =0und a; - ... ao = 1. Das intuitive Versténdnis hierfiir ist, dass man eine leere

Summe zu einer bestehenden Summe anfiigen kénnen sollte, ohne dass sich etwas dndert. Dazu muss
die leere Summe das neutrale Element der Addition sein, also die Null. Analog ist das leere Produkt
das neutrale Element der Multiplikation, also die Eins.

Die Summen— und Produktschreibweisen mit > und [[ werden auch in anderen Situationen
angewandt, in denen man eine kommutative und assoziative Addition bzw. Multiplikation hat.
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3 Logik (oder: ,,Wie redet man in der Mathematik?*)

E WARNUNG III &

= &

Dieser Abschnitt kann wegen seiner Kiirze das Thema nur anreiffen und bleibt daher an
vielen Stellen im Vagen. Fiir genaue Definitionen und ein besseres Verstdndnis sollte man
eine Vorlesung in Mathematischer Logik horen.

Mathematische Sachverhalte und Theoreme werden als Aussagensitze formuliert, und auch
das mathematische Argumentieren und Beweisen erfolgt iiber Aussagensitze bzw. Aussagen.
(Fiir das, was folgt, ist es nicht notig, zwischen Aussagensitzen und den von ihnen gemachten
Aussagen zu unterscheiden.) Fiir den Umgang mit diesen Aussagen legt man gewisse Regeln
zugrunde, ,eine Logik“. Hauptséchlich geht es dabei um zwei Punkte:

e Begriffe wie ,Logische Folgerung® und , Logische Aquivalenz® miissen definiert werden.

e Die Bedeutung eines zusammengesetzten Aussagensatzes aus seinen Teilen muss erklért
werden (um zum Beispiel verstehen zu kénnen, wie die Verneinung einer komplizierten
Aussage aussieht).

Dabei gibt es einen Teil der Logik, der das Verhéltnis von Aussagesitzen zueinander klirt,
die sogenannte Aussagenlogik, und weitergehenden Teil, der die Struktur von Aussagen naher
analysiert, insbesondere in Hinblick auf Quantifizierungen, dies ist dann die Prddikatenlogik.
Ublicherweise wird in der Mathematik, zumindest im mathematischen Argumentieren innerhalb
von Beweisen, die im Folgenden erlauterte klassische zweiwertige Logik benutzt. In einigen
Punkten weicht sie vom Alltagsgebrauch ab und einige ihrer Regeln entsprechen nicht der
Intuition. An beides muss man sich gewGhnen.

Welche Logik man benutzt, ist eine Frage der Konvention und nicht eine Frage einer hoheren Wahrheit.
Die klassische Aussagenlogik ist fiir die Mathematik iiblich und sinnvoll, im Alltag aber nicht iiblich
und daher auch nicht immer sinnvoll. Wenn man zum Beispiel einem Kind sagt: ,Wenn du deine
Hausaufgaben nicht machst, darfst du nicht fernsehen® ist bei einem streng logischen Verstdndnis des
Satz nichts iiber den Fall gesagt, dass das Kind seine Hausaufgaben macht. Das Kind wird den Satz
aber auch als Implikation in die andere Richtung verstehen: ,Wenn du deine Hausaufgaben machst,
darfst du fernsehen“. Ein Fernsehverbot trotz Hausaufgaben ist dann zwar kein logischer Fehler, fithrt
aber trotzdem zu Geschrei und Familienkrach.

Es gibt eine kleine Minderheit von Mathematikern, die strengere Anforderungen an mathematische
Beweise stellen und mit schwéicheren Logiken arbeiten, etwa dem Intuitionismus (die schwiicher in dem
Sinne ist, dass weniger Regeln gelten, z.B. gilt das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten nicht mehr).

Der klassischen Aussagenlogik liegen die beiden folgenden Prinzipien zugrunde:

o Zweiwertigkeit (mit den Prinzipien des ausgeschlossenen Widerspruchs und des ausge-
schlossenen Dritten):

Um das Verhalten von Aussagen zueinander zu verstehen, ist es ausreichend, wenn man
stets nur Situationen betrachtet, in denen jede Aussage entweder wahr oder falsch ist (auch
wenn man vielleicht nicht in der Lage ist festzustellen, welcher von beiden Fillen zutrifft).
Insbesondere kann es also nicht sein, dass eine Aussage gleichzeitig wahr und falsch ist
(ausgeschlossener Widerspruch), und es kann nicht sein, dass eine Aussage weder wahr
noch falsch ist (ausgeschlossenes Drittes). Die beiden Moglichkeiten ,,wahr* und ,falsch®
werden die moglichen Wahrheitswerte der Aussage genannt.

e  Kompositionalitit:

Der Wahrheitswert einer aus Teilaussagen zusammengesetzten Aussage hdngt nur von den
Wahrheitswerten der Teilaussagen und der Art der Zusammensetzung ab.

Es folgen nun die wichtigsten in der Mathematik benutzten Arten der Zusammensetzung von
Aussagen aus Teilaussagen. Um sie zu verstehen, muss man wegen des Kompositionalititsprin-
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zip also nur wissen, wie sich der Wahrheitswert der Gesamtaussage aus den Wahrheitswerten
der Teilaussagen ergibt.

Einstellige Zusammensetzungen:

e Die Negation ,,Es ist nicht der Fall, dass A“ oder kurz: ,,nicht A“ einer Aussage A, mit
folgendem Wahrheitswertverhalten:

A H wahr ‘ falsch
nicht A H falsch . wahr

Zweistellige Zusammensetzungen:

e Die Konjunktion ,A und B“ zweier Aussagen A und B, mit folgendem Wahrheitswertver-
halten:

A wahr | wahr | falsch | falsch
B wahr | falsch | wahr | falsch

Aund B H wahr ‘ falsch ‘ falsch ‘ falsch

e Die Disjunktion ,A oder B“ zweier Aussagen A und B, mit folgendem Wahrheitswertver-
halten:

falsch | wahr | falsch
A oder B H wahr . wahr . wahr ‘ falsch

Insbesondere ist mit ,,oder* in der Mathematik stets das einschliefende Oder gemeint, im
Gegensatz zu dem ausschliefenden , entweder ... oder ...*.

A wahr
B wahr

wahr | falsch | falsch

e Die Implikation ,wenn A, dann B*“ zweier Aussagen A und B, mit folgendem Wahrheits-
wertverhalten:

falsch | wahr | falsch

A wahr
B wahr

wahr | falsch | falsch

wenn A, dann B || wahr . falsch . wahr ‘ wahr

e Die Aquivalenz ,A genau dann, wenn B“ zweier Aussagen A und B, mit folgendem Wahr-
heitswertverhalten:

A wahr

B wahr

wahr | falsch | falsch
falsch | wahr | falsch

A genau dann, wenn B || wahr . falsch . falsch ‘ wahr

Bei verschachtelten Zusammensetzungen muss man auf die Reihenfolge achten, die umgangs-
sprachlich manchmal schwer auszudriicken ist. Zum Beispiel muss man ,es ist nicht der Full,
dass A, und B“ und ,es ist nicht der Fall, dass A und B*“ unterscheiden. Ich schreibe der
Klarheit halber Klammern, also im Beispiel ,, (nicht A) und B* bzw. ,nicht (A und B)“.

3.1 Logische Folgerung und logische Aquivalenz

Um iiber das logische Verhalten von Aussagen zu sprechen, benutzt man die folgenden Begriffe,
deren genaue Definition leider nur im Rahmen der Entwicklung von formalen Sprachen gegeben
werden kann. Ich spreche bei diesen Definitionen ziemlich vage von ,allen moglichen Umstén-
den“. Wenn es sich um rein aussagenlogische Verhiltnisse handelt, bedeutet dies, dass man
sich jede mogliche Verteilung der Wahrheitswerte fiir die Teilaussagen anschaut. Spéter, in der
Pradikatenlogik, wird man noch alle méglichen Auswertungen der Quantoren hinzunehmen.
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e Eine Aussage B folgt (logisch) aus einer Aussage A (auch: A impliziert B¥), wenn folgendes
gilt:
Unter allen moglichen Umsténden, unter denen die Aussage A wahr wird, wird auch die
Aussage B wahr. Oder kurz: Jedesmal, wenn A wahr wird, wird auch B wahr.

Beispiel: Stehen C' und D fiir Aussagen, so folgt ,,C' impliziert D* aus ,nicht C*. Hier
ist iiber den Aufbau von C' und D nichts bekannt, die ,méglichen Umsténde* sind da-
her die moglichen Wahrheitswertverteilungen fiir C' und D, die man am besten in einer
Wahrheitstafel auswertet:

C ‘ D H nicht C ‘ C impliziert D
wahr | wahr falsch wahr
wahr | falsch falsch falsch
falsch | wahr wahr wahr —
falsch | falsch wahr wahr —

Es gibt hier vier mogliche Wahrheitswertverteilungen fiir C' und D, von denen zwei , nicht
C* wahr werden lassen (in der Tabelle mit einem Pfeil markiert). Unter diesen beiden
Verteilungen wird auch ,,C' impliziert D* wahr.

e Zwei Aussagen A und B sind (logisch) dquivalent, wenn sie unter allen moglichen Umstén-
den den gleichen Wahrheitswert annehmen.

L2A“und ,nicht nicht A“ sind dquivalent.

e Fine Aussage ist eine Tautologie, wenn sie unter allen moglichen Umstdnden den Wahr-
heitswert ,wahr annimmt. Oder kurz: die Aussage ist immer wahr.

Steht A fiir eine Aussage, so ist ,A oder nicht A“ eine Tautologie. A kann wahr oder falsch
sein, aber in beiden Féllen wird die Gesamtaussage wahr.

Die Definition bleibt auch im rein aussagenlogischen Fall noch vage, weil nicht genau definiert ist, was
iiberhaupt eine Teilaussage ist und was erlaubte Zusammensetzungen. In der mathematischen Logik
wird dies im Rahmen von formalen Sprachen vollig prazise definiert. Vorldufig reicht die Vorstellung,
dass alle Zusammensetzungen betrachtet werden, die ,,wahrheitswertfunktional“ sind, d.h. zu deren
Verstdndnis man nur wissen muss, wie sich der Wahrheitswert der Gesamtaussage aus den Teilaussagen
errechnet. Man kann iibrigens mit den oben angegebenen Zusammensetzungen auskommen.

Zwei Dinge sind besonders zu beachten:

& Die Definition der logischen Folgerung hat (ersichtlich in der Kurzversion) selbst die Form
einer Implikation und ist im Sinne der oben gegebenen Wahrheitstafel zu verstehen.

Das ,Wenn ... dann ...“ der klassischen Aussagenlogik sagt also nur etwas iiber das
Auftreten moglicher Wahrheitswertverteilungen aus und nichts iiber einen kausalen oder
inneren Zusammenhang der beiden Aussagen.

In der Regel betrachtete man nicht wirklich ,alle méglichen Umsténde®, sondern nur die-
jenigen, die mit grundlegenden Axiomen der Mathematik vertriglich sind. (In der Sprache
der Logik: man betrachtet dann ,logische Folgerung relativ zu einer Hintergrundtheorie®).

Jo

Wenn man nicht gerade logische Grundlangeniibungen betreibt, wird man z.B. im Falle
einer Teilaussage ,,5 ist ungerade* nur solche Wahrheitswertverteilungen betrachten, bei
denen diese Teilaussage wahr wird.

Beides zusammen fiihrt dazu, dass es in der Sprechweise der Mathematik z.B. stimmt,
wenn man behauptet, dass die Giiltigkeit des Satzes des Pythagoras daraus folgt, dass 5
eine Primzahl ist (weil beides in der Mathematik immer wahr ist) — im normalen Sprach-
gebrauch wiirde man dies als falsch oder unsinnig ansehen.
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Wenn B aus A folgt, sagt man auch, dass A eine hinreichende Bedingung fiir B ist und B eine
notwendige Bedingung fir A. Zwei Aussagen A und B sind also &dquivalent, wenn A sowohl
notwendige als auch hinreichende Bedingung fiir B ist.

Bei umgangssprachlichen Formulierungen muss man manchmal darauf achten, ob eine hinrei-
chende oder eine notwendige Bedingung formuliert ist. Die Formulierung , A gilt nur dann, wenn
B*“ versteht man als notwendige Bedingung, also als ,aus A folgt B*. Fiir die Aquivalenz zweier
Aussagen A und B sind die folgenden Formulierungen iiblich: ,A genau dann, wenn B“ oder
»A dann und nur dann, wenn B“ oder ,wenn A und nur wenn A, dann B oder dhnliches.

Alle moglichen zusammengesetzten Wahrheitswertverldufe lassen sich iibrigens bis auf Aquiva-
lenz aus den oben angegebenen Zusammensetzungen konstruieren, z.B. ist die Aussage ,,weder

A noch B noch C* dquivalent zu ,,(nicht A) und (nicht B) und (nicht C')“.

3.2 Symbolik

In der mathematischen Logik werden Aussagen wiederum als mathematische Objekte betrachtet
und formalisiert. Der Begriff z.B. der logischen Aquivalenz wird dann als zweistellige Relation
auf einer Menge von Sétzen in einer formalen Sprache (sogenannte ,logische Formeln*) definiert.
Um diese Formeln zu definieren, braucht man Symbole fiir die Art der Zusammensetzung von
Aussagen, sogenannte Junktoren. Fiir diese Symbole gibt es keinen Standard, aber die folgende
Version diirfte die in der Mathematik verbreitetste sein:

—-A fiir die Negation eines Aussagensatzes A

(AAB) fiir die Konjunktion der Aussagensitze A und B

(AVv B) fiir die Disjunktion der Aussagensiitze A und B

(A — B) fiir die Implikation zwischen den Aussagensiitzen A und B
(A< B) fiir die Aquivalenz der Aussagensiitze A und B

Diese Symbole dienen eigentlich nur dazu, die Struktur eines Aussagensatzes darzustellen; sie
machen keine Aussage dariiber, ob der Satz gilt oder nicht. Allerdings sind sie in den mathemati-
schen Alltag hineingedrungen und werden entgegen der urspriinglichen Intention bisweilen auch
als Abkiirzungen in mathematischen Aufschrieben benutzt. Anfinger neigen manchmal dazu,
sie im Ubermaf zu benutzen. Man sollte sie nur dann benutzen, wenn durch sie die Struktur
einer Aussage klarer wird, als wenn man sie mit Worten ausdriickt.

Dariiberhinaus gibt es die beiden sehr hiufig verwendeten abkiirzenden Symbole
= und <=,

die auf zwei verschiedene Arten verwendet werden.

Die erste (und eigentliche) Verwendungsweise: Hierbei steht die Schreibweise ,A —-
B¢ fiir eine Aussage iiber die beiden Aussagesitze A und B, nidmlich fiir ,die Aussage B folgt
aus der Aussage A“. Die Schreibweise ,A <= B* steht entsprechend fiir ,,die Aussagen A und
B sind dquivalent*.

Diese beiden Symbole machen also Aussagen iiber die Giiltigkeit von Aussagensitzen (allerdings
in dieser Verwendungsweise nicht dariiber, ob A und B gelten oder nicht!). Im Gegensatz dazu
wird (A — B) benutzt um auszudriicken, dass ein Aussagensatz vorliegt, der die Struktur einer
Implikation hat (und entsprechend (A <+ B) fiir einen Satz, der die Struktur einer Aquivalenz
hat).

Die zweite (uneigentliche) Verwendungsweise: Der Pfeil = wird sehr héufig als Ab-
kiirzung fiir eine Schlussweise benutzt, d.h. man schreibt:

A

- B oder auch A=— B
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um zu sagen: ,A gilt (weil es ein Aziom oder eine Annahme ist oder gerade bewiesen wurde).
Man weif$ oder sieht leicht ein, dass B aus A folgt. Also gilt auch B.*
Analog fiir den Doppelpfeil <.

In der zweiten Verwendungsweise kann man auch problemlos Pfeile hintereinanderschreiben,
also etwa
A= B=C,

und meint damit: A gilt, also auch B, also auch C. In der ersten Verwendungsweise wire die
Bedeutung nicht klar, da (A = B) = C' und A = (B = C) verschiedene Aussagen sind.

In der Regel wird aus dem Kontext klar, welche Verwendungsweise vorliegt; es kommt nur
duflerst selten zu Verwirrung. Es empfiehlt sich aber, den Gebrauch der Folgerungspfeile =—
zugunsten von Wortern wie also, folglich, mithin ... einzuschrinken.

Ein Beweis wird jedenfalls nicht dadurch richtig, dass viele Folgerungs— oder Aquivalenzpfeile dabei
stehen. Die Folgerungspfeile dienen auf keinen Fall dazu, den jeweils nichsten Beweisschritt anzuzeigen.

Tabelle 3: AUSSAGENLOGISCHE GESETZE

A, B, C sind beliebige Aussagen:

Doppelnegationsregel A= ——A

Regeln von de Morgan -(AAB) < (-AV-B)
-(AVB) < (-AA-B)

Kommutativgesetz fiir A
Kommutativgesetz fiir V

AANB) < (BANA
AVB) < (BVA

Assoziativgesetz fir A
Assoziativgesetz fiir V

<~

)

)

AN(BAQ))
— (AV

(BVv())

Distributivgesetze fiir A und V (AVC)A(BVQ))

(
(
(
(ANC)V (BAQ))

)
)
) —
) =

Kontrapositionsregeln <~ (=B — -4)

(
(
(
(
(
(
(
(A< B) < (=B < -4A)
(
(
(
(
(
(

(Anti- ) Distributivgesetze A— (BANC)) < (A= B)A(A—0))
fiir — und A bzw V A— (BV()) << (A= B)V(A—0))
(AANB) = () < (A= 0C)Vv(B—()) [sic!]t
(AVB) - (C) << (A= C)AN(B—C(0)) [sic!]
Definition von — A— B) < (-AV B)
Regeln fiir — A= (B—C)) < (B=(A—=0))
<~ ((AAB)—C0C)
<~ (A—=B)—>(A—=0))
Definition von (A< B) < (A= B)AN(B—A4))
Substitutionsregel Man kann in einer logischen Aquivalenz (einer logischen

Folgerung, einer Tautologie) eine Teilaussage durch eine
dquivalente Aussage ersetzen, und es bleibt eine Aquiva-
lenz (bzw. Folgerung, bzw. Tautologie).

»oicl“ bedeutet: es ist kein Tippfehler, obwohl man das glauben koénnte.
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Das Hintereinanderschreiben von Aussagen bedeutet iiblicherweise deren Konjunktion, z.B.
steht
A < B,C

dafiir, dass die Aussage A genau dann gilt, wenn die Aussage B und die Aussage C gilt.

3.3 Wichtige Regeln

Ob ein (aussagenlogischer) Schluss korrekt ist oder nicht oder ob eine Aquivalenz gilt oder
nicht, ldsst sich durch das Ausrechnen der Wahrheitswertverlidufe nachpriifen. Nicht alle giiltigen
Gesetze sind immer intuitiv einsichtig (z.B. 24 <= (4 — —A)).

Zur Verdeutlichung: Eine Regel wie A <= (A — —A) bedeutet: Wenn A eine Aussage ist, B
eine Aussage von der Form ,nicht A* und C' eine Aussage von der Form ,wenn A, dann nicht
A“, dann sind B und C logisch dquivalent.

In Tabelle 3 auf Seite 27 sind einige grundlegende Regeln in dieser Formelschreibweise angege-
ben.

Die Parallelitit der Regeln fiir Konjunktion und Disjunktion einerseits mit den Regeln fiir Schnitt und
Vereinigung andererseits erklért sich daraus, dass bei der Definition von Schnitt bzw. Vereinigung die
Konjunktion bzw. Disjunktion benutzt wurde. Diese Parallelitét hat auch eine mathematisch Formulie-
rung: Die Potenzmenge B(M) einer Menge M bildet mit den beiden zweistelligen Operationen N und
U eine sogenannte Boolesche Algebra. Die Aussagen (bis auf logische Aquivalenz) bilden mit den Ope-
rationen ,Konjunktion“ und ,Disjunktion“ in der klassischen Aussagenlogik ebenfalls eine Boolesche
Algebra.

Hier noch eine Mahnung zur Vorsicht: Stehen A und B fiir Aussagen, so ist nach der klassischen
Aussagenlogik ,((A — B) V (A — —B))“ eine Tautologie. Dies bedeutet aber nicht, dass man deshalb
aus der Aussage A die Aussage B oder die Aussage ,nicht B* folgern kénnte (sondern lediglich die
Tautologie ,,B oder nicht B*). Man kénnte dies so formulieren, dass die logische Verkniipfung ,oder*
nicht mit den Anfithrungszeichen vertauscht, oder dass das Zeichen V in der Formel nicht dem Wort
»oder* im dritten Satz dieser Bemerkung entspricht. Manche halten dies fiir einen Konstruktionsfehler
der klassischen Aussagenlogik und lehnen sie daher ab.

3.4 Beweise und logische Schliisse

Hier folgt nun noch ein wenig Hintergrund zur zweiten Verwendungsweise der Folgerungs— bzw.
Aquivalenzpfeile:

Eine mathematische Argumentation (ein Beweis) ldsst sich in kleine Schritte aufteilen, in denen
logische Schliisse gezogen werden. Solch ein Schluss besteht zum einen aus Aussagen (den Prd-
missen des Schlusses), deren Giiltigkeit man bereits einsieht (weil man sie bereits bewiesen hat,
oder weil es Axiome sind, oder Annahmen, unter denen der Beweisschritt stattfindet), und zum
andern aus einer Aussage (der Konklusion), die aus den Priamissen gefolgert wird. Der Schluss
ist korrekt, wenn die Konklusion im Sinne der obigen Definition logisch aus der Konjunktion
der Pramissen folgt, wenn also die Giiltigkeit der Pramissen auf die Giiltigkeit der Konklusion
schlieflen lédsst, d.h. wenn es nicht moglich ist, dass alle Pramissen wahr sind und die Konklusion
falsch (dies ist auch die Begriindung dafiir, dass die Wahrheitstafel fiir die Implikation, so wie
sie oben gegeben wurde, sinnvoll ist).

Beispiel eines korrekten Schlusses:

Préamisse (A— B)
Priamisse (mA — B)

Konklusion B

Der elementarste aller korrekten Schliisse ist der Modus Ponens:
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Pramisse A
Pramisse (A — B)

Konklusion B

Der Folgerungspfeil = steht also in seiner zweiten Verwendungsweise als Abkiirzung fiir einen
Modus Ponens.

Mit Wahrheitstafeln kann man leicht die Korrektheit eines Schlusses nachweisen. Die meisten
der iiblicherweise verwendeten elementaren Schliisse sind auch sehr einsichtig. Nur zwei Schluss-
weisen, die am Anfang ofters etwas Miihe bereiten, sollen ndher beschrieben werden:

Kontraposition etc.

Angenommen man weif}, dass B aus A folgt (also dass die Implikation (A — B) eine Tautologie
ist). Mit der Kontrapositionsregel hat man dann auch, dass ,nicht A“ aus ,nicht B* folgt.

e  Wenn man zusiitzlich weif}, dass A gilt, kann man auf die Giiltigkeit von B schlieflen (Modus
Ponens).

e Wenn man zusétzlich weif}, dass ,,nicht B“ gilt, kann man auf die Giiltigkeit von , nicht A“
schlieBen (Modus Tollens, d.i. Modus Ponens auf die Kontraposition angewandt).

e Wenn man zuséatzlich weif}, dass "B gilt, kann man nicht auf die Giiltigkeit von A schlielen.
Ebenso: Wenn man zusétzlich weifl, dass ,,nicht A“ gilt, kann man nicht auf die Giiltigkeit
von ,,nicht B“ schliefen.

Hier folgen nun (in Symbolschreibweise) die acht korrekten Schlussweisen, wenn auch noch
einfache Negationen ins Spiel kommen:

(A— B) (A — -B) (mA— B) (mA — -B)
A A -A -A
B -B B -B
(A— B) (A — -B) (mA— B) (mA— -B)
-A -A A A

Indirekter Beweis

Ein haufig verwendete Beweismoglichkeit ist der indirekte Beweis oder Widerspruchsbeweis, der
auf den beiden Prinzipien der klassischen zweiwertigen Logik, dem ausgeschlossenen Wider-
spruch und dem ausgeschlossenen Dritten beruht.

Man mochte eine Aussage A beweisen und zeigt dazu, dass es nicht sein kann, dass die Ne-
gation von A, also —A gilt. Wegen dem ausgeschlossenen Dritten muss dann A gelten. Um zu
beweisen, dass —A nicht gilt, zeigt man, dass aus A ein Widerspruch folgt: d.h. man findet
eine beliebige Aussage B, so dass aus A einerseits B folgt und andererseits auch =B folgt. Dies
macht man in der Regel so, dass man annimmt, dass —A gilt (also dass A nicht gilt), und dann
unter dieser Annahme zeigt, dass sowohl B gilt als auch B nicht gilt. Schematisch sieht der
Widerspruchsbeweis also folgendermaflen aus:

Priamisse (mA — B)
Pramisse (mA — -B)

Konklusion A

Ein klassisches Beispiel ist der Beweis der Irrationalitdt von V2

Man mochte die Aussage A ,\/2 ist irrational“ beweisen und nimmt dazu die Giiltigkeit der
Negation — A, also ,v/2 ist rational® an. Dies bedeutet, dass sich v/2 als Bruch %; mit natiirlichen
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Zahlen p und ¢ schreiben lisst. Aus —A folgt also die Aussage B ,Die Zahlen p' := ggtﬁn D

und ¢ = sind teilerfremd“. Es gilt dann /2 = fli: und durch Quadrieren erhilt man

ggt(qpfq)
p'? =2¢. Also ist p’ gerade und damit p’* durch 4 teilbar, und daher ist auch ¢’> gerade und
somit ¢ gerade. Unter der Annahme —A folgt also auch die Giiltigkeit von —B ,, Die Zahlen p’
und ¢’ sind nicht teilerfremd®. Damit folgt aus —A ein Widerspruch, und daher ist A bewiesen.

Manchmal gibt es eine Kurzform des indirekten Beweises, wenn man fiir die Aussage B die
Aussage A selbst nehmen kann. Dann muss man natiirlich nicht mehr zeigen, dass aus = A auch
—A folgt, und der indirekte Beweis verkiirzt sich zu folgendem Schema:

Pramisse (mA — A)
Konklusion A

Wie das Auswahlaxiom hat auch der Beweis durch Widerspruch einen etwas mythischen Charakter.
In schwécheren Logiken als der klassischen zweiwertigen Aussagenlogik funktioniert er auch nicht.
Weitesgehend anerkannt ist das Prinzip des ausgeschlossenen Widerspruchs; daraus erhilt man die
Korrektheit der folgenden Schlussweise:

Prémisse (~A — B)
Préamisse (mA — -B)

Konklusion ——A

Aus dem Prinzip des ausgeschlossenen Dritten erhilt man die Doppelnegationsregel, die es erlaubt von
——A auf A zu schliefien. In schwicheren Logiken (z.B. dem Intuitionismus) gilt dies nicht.

3.5 Quantoren und Variable

Wenn man auf der Ebene der Aussagenlogik bliebe, kime man mit dem Beweisen nicht beson-
ders weit. Man muss sich auch die Struktur der Aussagen ansehen. Auch dazu gibt es Redewei-
sen, Symbole und als giiltig angesehene Regeln (im Rahmen der bereits erwéhnte Pradikaten-
logik). Viele Aussagen behaupten etwas iiber Objekte, z.B. dass gewisse Eigenschaften gelten,
und zwar in einer Art und Weise, die etwas iiber die Anzahl der Objekte aussagen, auf die die
Behauptung zutrifft. Solche Formulierungen heiflen Quantifizierungen. Einige der wichtigsten
sind:

fiir alle natiirlichen Zahlen gilt ... oder: fiir jede natirliche Zahl gilt . ..

fiir keine natiirlichen Zahl gilt . ..

es gibt eine natirliche Zahl, so dass ... oder: fiir mindestens eine natirliche Zahl gilt . . .
fiir endlich viele natiirliche Zahlen gilt . ..

fiir unendlich viele natiirliche Zahlen gilt . ..

fiir fast alle natiirliche Zahlen gilt ... (bedeutet in der Regel: fiir alle natiirliche Zahlen
bis auf endlich viele gilt)

Dies waren nun Beispiele fiir beschrdnkte Quantifizierungen, bei denen die Art der betrach-
teten Objekte spezifiert ist, im Beispiel stets die natiirlichen Zahlen. Daneben gibt es auch
unbeschrankte Quantifizierungen wie ,es gibt etwas, so dass ...* oder . fir allen gilt ...“, die
benutzt werden, wenn aus dem Kontext heraus klar ist, um welche Art von Objekten es sich
handelt.

Fiir alle oben angegebenen Formulierungen gibt es natiirlich sprachliche Varianten. Grofie Vor-
sicht ist in zweierlei Hinsicht geboten:

& Die Verwendung des unbestimmten Artikels:

In der Mathematik bedeutet . es gibt ein ... “ stets ,,es gibt mindestens ein .. .“. Dafiir, dass
es auch nur eines gibt, verwendet man in der Mathematik die Wendungen , es gibt genau
ein ...“ oder ,es gibt ein und nur ein ...“.
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h&:]

Der unbestimmte Artikel ,,ein“ ohne Zusatz wird oft auch wie eine Quantifizierung benutzt
und zwar meistens als universelle. Oft taucht diese Art der Quantifizierungen in Formu-
lierungen wie ,,Sei f eine Abbildung“ auf. Dies bedeutet: ,,Fir alle Abbildungen gilt (und
solch eine Abbildung sei im Folgenden f genannt)“.

Oder ,,Fine Menge von reellen Zahlen heifit beschrdinkt genau dann, wenn ... bedeutet:
LFiir jede Menge von reellen Zahlen gilt: sie heifit beschrinkt genau dann, wenn ...“

Manchmal kann der unbestimmte Artikel aber auch fiir eine partikulare Quantifizierung,
also ein ,es gibt ein ...“ stehen. Zum Beispiel in dem Satz: ,Fine Folge reeller Zahlen
konvergiert gegen eine reelle Zahl genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist“ Dies be-
deutet: ,, Fiir jede Folge reeller Zahlen gilt: Es gibt genau dann eine reelle Zahl, gegen die die
Folge konvergiert, wenn ...“. Der erste unbestimmte Artikel , eine® ist also ein universelle
Quantifizierung, der zweite eine partikulare.

Auflerdem kann man den unbestimmten Artikel manchmal schwer von dem Zahlwort ,,ein®
unterscheiden. Gesprochen unterscheidet es sich durch die Betonung. Zum Beispiel bedeu-
tet ,,Eine Primzahl ist gerade® soviel wie: ,FEs gibt genau eine Primzahl, die gerade ist®.
Dagegen bedeutet ,, Fine Quadratzahl ist ungerade oder durch 4 teilbar” soviel wie , Jede
Quadratzahl ist ungerade oder durch 4 teilbar®.

Wegen der moglichen Unklarheit sollte man den unbestimmten Artikel als Quantifizierung
vermeiden und eine der am Anfang angegebenen eindeutigen Formulierungen verwenden!

Verschachtelte Quantifizierungen:

Bei mehreren Quantifizierungen kommt es auf die Reihenfolge an. Zum Beispiel gilt der
Satz ,, Fiir jeden Menschen gibt es einen Schuh, der ithm passt®, aber nicht der Satz ,, E's gibt
einen Schuh, der fir jeden Menschen passt®. In der Umgangssprache wird die Reihenfolge
nicht immer klar (z.B. ,, Ein Schuh passt jedem Menschen“). Dies ist tatséchlich auch immer
wieder in der Mathematik ein Problem, weil Quantifizierungen zum Teil gar nicht, zum Teil
vor und zum Teil hinter eine Aussage geschrieben werden.

Fiir zwei Quantifizierungen gibt es viel benutzte Symbole, ndmlich:

Existenzquantor 3 und  Allquantor ¥

Beide werden immer nur in Verbindung mit einer Variablen benutzt, iiber die in der auf den
Quantor folgenden Formel etwas ausgesagt wird. Bei beschrinkten Quantifizierung steht hinter
der Variablen, aus welcher Menge die betrachteten Objekte stammen (was auch relativierter
Quantor genannt wird).

Jz € N (2 ist Primzahl und z > 1000)

heifit: ,, Es gibt eine natiirliche Zahl, die eine Primzahl gréfier als 1000 ist.”

Vye Ny#£y+1

heifit: ,,Jede natirliche Zahl ist verschieden von ihrem Nachfolger.”

Wenn man die Quantoren vor die Aussage schreibt, auf die sie sich beziehen, wird auch die
Reihenfolge der Quantifizierungen klar.

VreNdyeNz<y

ist eine wahre Aussage, weil man zu jeder natiirlichen Zahl eine groflere natiirliche Zahl findet
(z.B. zu n den Nachfolger n + 1).

dJyeNVzeNzx <y

gilt dagegen nicht, weil es keine grofite natiirliche Zahl gibt.
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Geschachtelte Quantifizierungen implizieren nicht, dass die quantifizierten Objekte verschieden
sind:

Vedy x #y
sagt aus, dass es zu jedem Ding ein dazu verschiedenes Ding gibt, also dass es mindestens zwei
Dinge gibt. Dagegen behauptet

JxVy x #y
die Existenz eines Dinges, das von allem verschieden ist, also auch von sich selbst (was offenbar
falsch ist).

Dies waren zudem Beispiele fiir unbeschriankte Quantifizierungen. Worauf sich die unbeschrink-
ten Quantoren beziehen, muss vorher festgelegt werden oder aus dem Kontext klar sein. Ob die
durch die Formel Vzdyx # y gemachte Aussage gilt oder nicht, hingt davon ab, auf welche
Situation sie sich bezieht.

Im mathematischen Alltag werden Quantoren manchmal auch hinter die Aussage geschrieben,
auf die sie sich beziehen (was bei geschachtelten Quantifizierungen ungeschickt ist). Manche
fligen Zusatzeichen ein, um die Struktur einer quantifizierten Aussage deutlicher hervortreten
zu lassen: etwa Klammern um relativierte Quantoren oder Doppelpunkte danach, also etwa
(VreN)z <z+1loderVeeN:x<x+1.

Es gibt noch eine andere verbreitete Symbolschreibweise fiir einen Quantor, ndmlich 3! fiir ,,es
gibt genau ein ...“, z.B. 3z € N 22 = 4.

Vor allem in der Analysis gibt es noch eine verkiirzte Schreibweise fiir relativierte Quantoren,
nédmlich z.B. Ve > 0. Dies steht fiir Ve € {r € R | » > 0}. Hier ist gewissermafien aus dem
Kontext ,,Analysis“ klar, dass die Variablen sich auf die reellen Zahlen beziehen, und durch die
Groflenangaben wird der Bereich nur noch weiter eingeschriankt. Die analogen Schreibweisen
existieren fiir die anderen Quantoren und Ordnungssymbole, also etwa 3y < —2 3% = 4.

Auch fiir natiirliche Zahlen werden solche abkiirzenden Schreibweisen benutzt, z.B. bei der
Definition der Konvergenz einer Folge (a;);en gegen den Grenzwert ¢ schreibt man gerne:

Ve>03IneNVm>n la,—c <e

Hier ergibt sich aus dem Kontext, dass mit m eine natiirliche Zahl gemeint sein muss und der
Quantor ,\Ym > n“ als ,Vm € {z € N | 2 > n}“ zu lesen ist, da m im auf die Quantoren
folgenden Ausdruck als Index eines Folgenglieds auftaucht, wofiir durch die Angabe (a;);cn hier
nur natiirliche Zahlen zugelassen sind.

Regeln fiir Quantoren

Fiir den Umgang mit Quantoren gelten nun ebenfalls Regeln. Da es schwierig ist, diese Regeln in
Umgangssprache zu formulieren, werde ich sie hier in formaler Schreibweise wiedergeben, ohne
allerdings den Formalismus in seinen Einzelheiten zu erklaren. Nur soviel dazu: Im Folgenden
sel ¢(x) ein Ausdruck, in dem eine freie Variable x vorkommt, z.B. ,x ist gerade. Durch
Abquantifizieren von x, also durch Voranstellen eines Quantors , es gibt ein x in M* oder ,, fiir
alle x in M* soll zudem ¢(x) zu einer Aussage 3z € M p(z) bzw. Vo € M ¢(x) werden.

Auflerdem kann man fiir die Variable £ Namen von Elementen einsetzen; man kann also z.B.
w(m) dafiir schreiben, dass die durch ¢ beschriebene Eigenschaft auf m zutrifft. Sowohl 3z p(z),
als auch Vz p(z) und p(m) sind Aussagen, d.h. im betrachteten Kontext sind sie wahr oder
falsch. Dagegen ist ,p(x)“ im allgemeinen keine Aussage; man kann nicht sagen, dass o(z)
stimmt oder nicht stimmt, da sich z auf kein bestimmtes Objekt bezieht. Solange man nicht
weif}, wofiir x stehen soll, hat die Behauptung ,x ist gerade® keinen Sinn. Damit solch ein
Ausdruck einen Sinn bekommt, muss x abquantifiziert sein oder der Name fiir ein festes Objekt
sein.

Zunéchst die Regeln, die sich aus der Definition der Quantoren ergeben:

e Die Aussage 3z € M p(z) gilt genau dann, wenn es ein Element m in der Menge M gibt,
so dass p(m) gilt.
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e Die Aussage Vo € M ¢(x) gilt genau dann, wenn p(m) fiir jedes einzelne Element m in der
Menge M gilt.

Konkret hat dies aber die folgenden Auswirkungen:

e Wenn man eine Existenzaussage Jx € M ¢(x) bewiesen hat, dann kann man einem der
(unbekannten) Elemente, deren Existenz behauptet wird, einen Namen m geben. Dieser
Name muss ,,neu” sein, d.h. er darf nicht schon vorher fiir ein spezielles Element von M
verwendet worden sein.

e Wenn man eine Aussage p(m) fiir ein beliebiges Element m von M bewiesen hat, ohne
dass irgendwo festgelegte besondere Eigenschaften von m eingegangen sind, dann hat man
Vo € M ¢(z) bewiesen.

Tabelle 4 gibt einige wichtige Regeln fiir Quantoren an.

Tabelle 4: PRADIKATENLOGISCHE GESETZE

o(z,y) bedeutet, dass ¢ ein mathematischer Ausdruck ist, in dem sowohl z als auch y freie
Variable sind, und der durch ,,Abquantifizieren* von  und y zu einer Aussage wird.

Abschwichung: Falls M # 0, so gilt Vo € M p(x) = Jz € M p(z)
Vertauschungssregeln Ve e MVy € N p(x,y) < Yy € NVz € M p(z,y)
Jre M3y e Nop(z,y) < Jye NIzeMopx,y)

Jr e MYy e Noy(z,y) = Vye€ NIz e Mo(x,y)
die umgekehrte Implikation gilt i.a. nicht!!

Regeln von de Morgan —dx € M¢(x) <= Vo € M —)(x)
Vo € My(x) < Jx € M ()
Distributivgesetze Vo e M (Y(z

)AO(z)) = (Ve My )AVZGMa(Z))
(Fz € Mop(z) vVIy € MO(y) < Tz M (P(z) V()
) A )

Jz e M (¢(z ()):>(E|y€M¢()/\EIz€M0(z)
(Vo € Mip(z) VVy € MO(y)) = Vze M (¥(z)VO(z))

die umgekehrten Implikationen gelten i.a. nicht!!

Man kann iibrigens Quantoren vor Ausdriicke schreiben, in denen die Quantifizierungsvariable gar nicht
vorkommt, also etwa ,,fiir alle x gilt, dass 4 eine gerade Zahl ist“. Solche ,sinnlosen“ Quantifizierungen
bewirken nichts:

Falls x in ¢ nicht vorkommt, so gilt Vx p <= dzp <= .

Die konkreten Namen x und y in den Regeln oben sind gewissermaflen ,Variablen fiir Varia-
blen“; sie haben keine eigene Bedeutung. Man kénnte ebenso gut ein Késtchen schreiben. Es
gilt also Vz p(z) <= Vye(y) und Jz p(z) <= Ty p(y); und alle Regeln gelten ebenso, wenn
man Variablen mit anderen Namen fiir  oder y einsetzt. Wichtig ist nur, dass man eindeutig
erkennt, welcher Quantor sich auf was bezieht. Bei mehreren und insbesondere bei geschachtel-
ten Quantifizierungen sollte man am besten fiir jeden Quantor eine eigene Variable benutzen,
und diese Variable sollte am besten im Kontext nicht in anderer Bedeutung vorkommen. Es
ist zwar genau definiert, was der Wirkungsbereich eines Quantors ist, und auflerhalb des Wir-
kungsbereichs ist ein Variablennamen fiir andere Benutzung frei; Doppelbenutzungen kénnen
aber leicht zu Verwirrung
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Nur darf man nicht (oder nur unter besonderen Umstéinden) einen Variablennamen durch einen bereits
vorkommenden ersetzen. Wenn man in Va3y(¢(z) A (y)) die Variable y durch = ersetzen wollte, wiirde
sich der Sinn &ndern. Man kann sie aber problemlos durch eine ,neue* Variable ersetzen, z.B. z.

& Gerne verwendet man bestimme Buchstaben fiir Variablen eines bestimmten Typs. Zum
Beispiel nennt man Variablen fiir natiirliche Zahlen gerne m und n, Variablen fiir Funktio-
nen gerne f, g, h. Dies ist nichts, was selbstversténdlich wire. Man kann nicht, weil man
den Buchstaben n verwendet, schon daraus schlielen, dass n fiir eine natiirliche Zahl steht.
Wenn es um Mengen X,Y, Z geht und man x als Variable fiir Elemente von X und y als
Variable fiir Elemente von Y nimmt, ist damit noch nicht gesagt, dass z automatisch als
Variable fiir Elemente aus Z steht. Bei jeder Benutzung einer Variablen muss irgendwo
dazugesagt sein, wofiir sie steht.

Konstanten und Variablen

In der mathematischen Formelsprache werden Namen fiir Objekte verwandt. Manche davon
sind Konstanten, d.h. sie stehen stets fiir das gleiche Objekt. Zum Beispiel 7 fiir die Kreiszahl,
N fiir die Menge der natiirlichen Zahlen, ,sin“ fiir die Sinusfunktion oder = fiir die Gleichheits-
relation. Es kann aber sein, dass man sich zum Beispiel in einer Situation befindet, in der die
Kreiszahl nicht auftritt. Dann wird m durchaus auch fiir anderes verwendet. Die wissenschaft-
lichen Typografieregeln sehen vor, dass Konstanten in geraden Buchstaben geschrieben werden
sollten.

Andere Namen stehen nicht immer fiir das gleiche Objekt und werden Variable genannt (und
iiblicherweise mit geneigten Buchstaben geschrieben). Obwohl kein prinzipieller Unterschied
vorliegt, kann man doch subjektiv zwei verschiedene Gebrauchsweisen der Variablen unterschei-
den. In der einen Weise haben die Variablen tendenziell einen kurzen Wirkungsbereich und sind
explizit abquantifiziert (z.B. in Sitzen wie ,es gibl eine Zahl n mit der Figenschaft ...* oder
als Indexvariablen in Formeln wie > ", ...). In der anderen Gebrauchsweise gibt man einem
beliebigen (also variablen) Objekt eine gewissen Art fiir einen lingeren Zeitraum einen festen
Namen, z.B. durch die Formulierung ,,Sei M eine Menge“, gerne mit dem Zusatz ,,beliebig, aber
fest“. Man behandelt M dann, als wére es eine Konstante, in Wirklichkeit befindet man sich
aber im Bereich eines umfassenden Allquantors ,,fir alle M*.

Wenn Ausdriicke mit nicht explizit abquantifizierten Variablen als Aussagen verwendet werden,
gilt die Konvention, dass die Variablen universell abquantifiziert sein sollen. Wenn ich also
z.B. fiir Aussagen A schreibe: A <= ——A, dann ist damit gemeint, dass diese Regel fiir alle
Aussagen A gilt. Das in der ein oder anderen Weise dabeistehende oder dazugedachte , sei A
eine beliebige Aussage® beinhaltet den Allquantor.

3.6 Verneinungen

Vor allem um die Beweistechnik des indirekten Beweises anwenden zu kénnen, muss man ma-
thematische Aussagen verneinen kénnen. Natiirlich kann man dies immer durch Voranstellen
der Phrase ,es ist nicht der Full, dass ...“ bzw. durch Voranstellen eines Negationszeichen
erreichen. Dies hilft aber in der Regel nicht fiir den Beweis, man muss das Negationszeichen
anschlieBend noch ,nach innen ziehen“. Dazu dienen die Doppelnegationsregel, die Regeln von
de Morgan (fiir Junktoren und fiir Quantoren) und die Definition der Implikation. Hier sind
nochmals alle relevanten Regeln zusammengefasst:

-—A wirdzu A

-(AA B) wird zu  (-AV -B)

-(AvV B) wird zu (WA A-B)

-(A — B) wird zu (A A -B)

—(A + B) wirdzu  ((AA-B)V (AA-B))

—Jdx € M p(x) wird zu Vo € M —p(z)
Ve € My(x) wirdzu Fx € M —p(x)
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Beispiel 1:

Nehmen wir an, dass n eine natiirliche Zahl ist, und betrachten wir die Aussage:

Wenn n eine Quadratzahl ist oder durch 5 teilbar ist, dann ldsst n bei Division durch 5 den
Rest 0 oder 1 oder 4.

Diese Aussage hat die logische Form ((AVB) — (CVDVE)) mit A fiir ,n ist eine Quadratzahl®,
B fiir ,n ist durch 5 teilbar®, C, D, E fir ,n ldsst sie bei Division durch 5 den Rest 0 bzw. ,den
Rest 1 bzw. ,,den Rest 4%.

Die Verneinung ldsst sich dann mit den angegebenen Regeln Schritt fiir Schritt formal umfor-
men:

~((AVB) = (CV DV E))
(AVB)A- (CVDV E))
(AV B) A—~C A =D A—E)

Sprachlich ergibt sich also als Verneinung der obigen Aussage: ,n ist eine Quadratzahl oder
durch 5 teilbar, und n ldsst bei Division durch 5 nicht den Rest 0 und nicht den Rest 1 und
nicht den Rest 4.“ Wenn man nun noch weif}, dass als Reste sowieso nur 0,1,2,3,4 in Frage
kommen, kann man die Aussage weiter vereinfachen zu: ,n ist eine Quadratzahl oder durch 5
teilbar, und n ldsst bei Division durch 5 den Rest 2 oder den Rest 3.“

Mit etwas Ubung kann man solche Verneinungen natiirlich direkt auf der sprachlichen Ebene
durchfiihren; allerdings kann es bei komplizierten Aussagen helfen, sich die logische Struktur
der Aussage klar zu machen.

Beispiel 2:

Das weiter oben angegebene Beispiel
Ve>03dneNVm>n |a, —c <e
kann man ebenfalls mit den regeln Schritt fiir Schritt verneinen zu:

“Ve>03IneNVm>n l|a, —c<e
Je>0-IneNVm>n |a,—c<e
F>0VneN-VYm>n |a,—c<e
F>0VneNIm>n —la,—d<e
Je>0vneNIm>n |aym—cl>¢

(Bei solchen Aussagen mit vielen Quantoren ist die Formelschreibweise sehr niitzlich. Wenn
man versuchen wollte, solch eine Aussage in natiirlicher Sprache wiederzugeben ohne ungenau
zu werden, kann man eigentlich nichts anderes tun als die Formel , vorzulesen®.)
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4 Mathematische Terminologie

4.1 Satz, Definition, Beweis ...

In einem vielfach gepflegten Stil werden Mathematikvorlesungen, Lehrbiicher und mathemati-
sche Abhandlungen in kleine, oft durchnummerierte Einheiten zerteilt. Die iiblichsten sind:

Satz oder Proposition fiir ein mathematisches Ergebnis mit eigensténdigem Interesse. Beson-

ders wichtige Ergebnisse werden auch mit Hauptsatz oder Theorem bezeichnet (wobei die

Abgrenzung oft unscharf ist und manche Autoren diesen Unterschied auch gar nicht machen).

Wichtige Sétze tragen oft Namen (,Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung®, ,Hil-

berts Nullstellensatz®, ,,Satz von Fubini“ ...). Bei ganz grofien Mathematikern (Euler, Gauf,
..) ist die Zuordnung allerdings nicht immer eindeutig.

Als Lemma oder Hilfssatz werden Zwischenergebnisse bezeichnet, die in mehreren Beweisen
gebraucht werden oder der Ubersichtlichkeit halber aus grofieren Beweisen ausgegliedert werden.
Daneben gibt es auch Lemmata mit Namen (Zornsches Lemma, Hensels Lemma, Lemma von
GauB} . ..). Dies sind zumeist Ergebnisse, die sich fiir die Entwicklung einer ganzen Theorie als
grundlegend erwiesen haben (der Name ,,Lemma“ ist dann als Ehrenbezeichnung zu verstehen).

Als Folgerung oder Korollar aus einem Satz wird ein Ergebnis bezeichnet, welches keinen
eigenstindigen Beweis mehr braucht, sondern dessen Giiltigkeit sofort oder fast sofort aus dem
vorher bewiesenen Satz eingesehen wird.

Die Verwendung von Vermutung (engl: conjecture), Beispiel und Bemerkung sollte klar
sein.

Eine exakte Definition fithrt einen neuen Begriff oder ein neues Symbol so ein, dass man iiberall
da, wo der Begriff oder das Symbol auftaucht, ihn oder es durch die definierende Beschreibung
ersetzen konnte, ohne dass sich die Aussage inhaltlich dndert. Bei mathematischen Objekten
werden die definierenden Eigenschaften auch gerne Axiome genannt.

Wenn ein einzelnes Objekt definiert wird (z.B. die Zahl 5 als Nachfolger der Zahl 4), dann bedeu-
tet dies, dass einem bereits benennbaren Objekt ein neuer Name gegeben wird. Nach solch einer
Definition gilt also eine Gleichheit zwischen dem durch den neuen Namen benannten Objekt
und dem durch den alten Namen bezeichneten Objekt. Manchmal wird eine solche Definition
in Formelschreibweise einfach durch diese Gleichung wiedergegeben; oft wird irgendwie auf den
definitorischen Charakter hingewiesen, z.B. durch einen Doppelpunkt auf der zu definierenden
Seite, also 5 := 4+ 1 oder 4+ 1 =: 5 (dies ist eine eine aus der Informatik iibernommenen, also
recht neue Schreibweise). Andere verbreitete Versionen sind 5 =44+ 1 und 5 =4 + 1.

Wenn eine Relation definiert wird, wird dadurch eine Aquivalenz aufgestellt, z.B. zwischen der
Aussage A ,die natiirliche Zahl m teilt die natiirliche Zahl n“ und der Aussage B ,m und N
sind natiirliche Zahlen und es gibt eine natiirliche Zahl k mit k- m = n“. Hierfiir gibt es die
analoge Schreibweise der ,definierenden Aquivalenz® A :<= B. Wenn klar ist, dass es sich um
eine Definition handelt, spart man sich umgangssprachlich gerne das ,, genau dann“ und sagt
z.B. ,eine natiirliche Zahl m teilt eine natiirliche Zahl n, wenn es eine natiirliche Zahl k mit
k- m = n gibt*“ und versteht dies so, dass solch eine Definition immer umfassend sein soll, dass
es also keine anderen Umsténde gibt, unter denen eine natiirliche Zahl eine andere teilt.

Daneben gibt es eine Art ,,beschreibende Definition* (in der nicht—axiomatischen Mathematik), welche
Eigenschaften von Objekten nahelegt, ohne sie genau festzulegen, und die keine exakte Definition ist.
So z.B. ,Ein Punkt ist, was keine Teile hat* bei Euklid oder ,,Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede
Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens (welche die ,Elemente‘ von M genannt werden) zu einem Ganzen® bei Cantor.

Ein mathematischer Satz wird erst dann als giiltig angesehen, wenn er bewiesen ist. In der
Theorie gibt es eine exakte Definition davon, was ein Beweis ist, ndmlich eine Abfolge von
mathematischen Aussagen, die

e entweder Axiome sind
e oder Aussagen sind, die bereits bewiesen sind oder als bewiesen geltend
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e oder Aussagen sind, die aus vorherigen Aussagen in der Beweiskette durch einen korrekten
logischen Schluss folgen. Hierfiir diirfen nur gewisse, fest vorgegebene korrekte Schlusswei-
sen verwendet werden.

In der Praxis kann man aber nur ganz einfache Beweise wirklich in dieser Form ausfiihren;
zu komplizierteren Sdtzen kéme man aus Zeitgriinden nicht und weil diese Art des Beweisens
todlangweilig wire. Stattdessen erlaubt man sich , groBere* Schritte, die aber nachvollziehbar
sein miissen.

Was nun als ,nachvollziehbar* angesehen wird, héngt sehr von der Situation ab. In der Praxis
gibt es somit keine klaren Kriterien dafiir, was ein giiltiger Beweis ist. Man konnte vielleicht
sagen, dass ein akzeptierter Beweis dann vorliegt, wenn die relevanten Personen davon iiberzeugt
sind, dass man ihn in die oben beschriebene theoretische Form eines Beweises bringen konnte.
Ob ein Beweis akzeptiert wird oder nicht, hingt also davon ab, wer ihn vorlegt und wer ihn
beurteilt. Insbesondere wird man von einem Anféinger mehr und ausfiihrlichere Zwischenschritte
verlangen als von einem etablierten Mathematiker; ebenso wird man in einer Vorlesung anders
beweisen als in einem Fachartikel.

Einen Beweis muss man auflerdem verteidigen kénnen: Wenn jemand einen Beweisschritt an-
zweifelt (und sei es nur aus didaktischen Griinden), dann muss man in der Lage sein, immer
feinere Zwischenschritte einfiigen zu konnen, letztendlich bis auf die Ebene des theoretischen
Beweisbegriffs hinab.

Natiirlich kann es vorkommen, dass ein Beweis eine Zeitlang als giiltig angesehen wird und dass dann
doch noch eine irreparable Liicke entdeckt wird. Ob ein Satz gilt oder nicht, hdngt nicht von unserem
Wissen ab, und auch ob ein Beweis richtig ist oder falsch, wird iiblicherweise als eine absolute Eigen-
schaft angesehen. Ob aber ein Resultat mit Beweis von der Gemeinschaft der Mathematiker/innen als
giiltig angesehen wird oder nicht, kann sich im Laufe der Zeit &ndern.

4.2 Weiterer mathematischer Sprachgebrauch

Noch ein paar Bemerkungen zu hiufig gebrauchten Wortern, Formulierungen und Schreibwei-
sen:

genau: Wird verwendet fiir ,nicht mehr und nicht weniger®. Zum Beispiel bedeutet ,,Die Menge
M enthélt genau die ganzen Zahlen®, dass alle ganzen Zahlen Elemente der Menge M sind und
dass es keine anderen Elemente gibt. Der Satz ,Die Menge M enthilt die ganzen Zahlen* ldsst
auch die Interpretation zu, dass es noch andere Zahlen in M gibt (es sei denn, er ist als Definition
der Menge M gemeint). Ebenso heifit ,genau ein“ soviel wie “‘mindestens ein und héchstens
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em-.

Klammern: Klammern haben in der Mathematik zwei Rollen: Zum einen bilden sie festge-
fiigte Symbole wie bei Tupeln oder Binomialkoeffizienten. Hierbei muss die Art der Klammern
beachtet werden (rund, eckig, spitz, geschweift): Andere Klammern haben eine andere (oder
keine) Bedeutung.

Zum andern werden Klammern fiir die Strukturierung von Formeln eingesetzt. Hier gibt es not-
wendige Klammern (z.B. bei nicht vertauschenden Rechenoperationen) und nicht-notwendige
Klammern, die nur der besseren Lesbarkeit willen eingesetzt werden. Vor allem letztere werden
oft einfach benutzt, ohne dass {iber die Verwendungsweise gesprochen wird. Fiir solche Struktu-
rierungsklammern werden die verschiedenen Klammerarten ohne Unterschied verwendet. Auch
die Klammergréfie spielt keine Rolle.

oder: immer einschliefend gebraucht, wenn es nicht ,entweder ... oder ...* heif}t.

paarweise verschieden wird oft der Genauigkeit halber benutzt. ,Die Elemente ag,...,a,
sind paarweise verschieden“ bedeutet, dass fiir je zwei verschiedene Indizes ¢ und j auch die
Elemente a; und a; verschieden sind, dass es sich also insgesamt um n verschiedene Objekte
handelt. ,Die Elemente aq,...,a, sind verschieden“ kann man auch dahingehend verstehen,
dass sie nicht alle gleich sind.

trivial: Dass ein Beweis trivial sei oder eine Aussage trivialerweise richtig, bedeutet je nach

37



Grundlagen Fassung von 22. Dezember 2010

Sprecher etwas im Bereich von ,es ist offensichtlich® iiber ,es ist einfach “ bis ,man braucht
im Beweis keine neuen Ideen“. Daneben wird ,,trivial“ in der Mathematik auch in Fachbegriffen
verwendet, z.B. ,die triviale Gruppe®.

Zur Herkunft von ,trivial“: In der Spéatantike und im frithen Mittelalter bestand die héhere Ausbildung
aus den sogenannten Sieben freien Kiinsten, den Artes Liberales: zunéchst gewissermaflen als Grund-
studium die drei sprachlich-logischen Disziplinen Grammatik, Rhetorik und Logik, die zusammen das
Trivium (,Dreiweg®) bildeten, dann als ,,Hauptstudium® das Quadrivium (,Vierweg®) der vier mathema-
tischen Disziplinen Arithmetik, Geometrie, Harmonielehre und Astronomie. , Trivial“ war also, was aus
dem Trivium, dem Grundstudium, bekannt war. Als im Hochmittelalter die Universitdten mit zunéchst
den Fakultdten Theologie, Jura und Medizin entstanden, wurden die Freien Kiinste einerseits zu einem
Propéddeutikum des Studiums, andererseits zum Vorldufer der Philosophischen Fakultéiten, weswegen
die geisteswissenschaftlichen Abschliisse im angelséchsischen Bereich und seit der Bologna—Reform auch
bei uns Bachelor of Arts und Master of Arts heiflen.

Zu guter Letzt: Die Mathematik ist in ihrer Schreib— und Sprechweise nicht immer so exakt,
wie man glauben konnte. Viele Sprech— und Schreibweisen werden benutzt, ohne dass sie immer
im Detail erkldrt werden. In der Regel sollte sich die Bedeutung aus dem Gebrauch ergeben,
aber bei Unklarheiten sollte man stets nachfragen!
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5 Anhang

5.1 Axiomatische Mengenlehre

Wenn man den Mengenbegriff zu weit fasst und ,volle Komprehension* zuldsst, also fiir alle
Figenschaften F annimmt, dass es die Menge aller Objekte mit der Eigenschaft F gibt, so fiihrt
dies schnell zu Widerspriichen, z.B. zu der (zuniichst von Zermelo entdeckten) Russellschen
Antinomie: Die dann existierende Menge R := {x | = ¢ z}, also die Menge aller Mengen, die
sich nicht selbst als Element enthalten, lisst sich mit der klassischen Aussagenlogik nicht in
Einklang bringen, da man der Aussage R € R keinen der beiden Wahrheitswerte zuordnen
kann.

(Ein etwas konkretes Beispiel fiir diese Problematik: In den meisten Biichern wird das Inhalts-
verzeichnis des Buches nicht im Inhaltsverzeichnis aufgefiihrt, es ist also ein Verzeichnis, das
sich nicht selbst auffiithrt. Wenn Sie versuchen wollten, ein Verzeichnis aller Verzeichnisse zu
erstellen, die sich nicht selbst auffithren, miissten Sie dann Ihr Verzeichnis in Ihr Verzeichnis
aufnehmen oder nicht?)

In Systemen axiomatischer Mengenlehre versucht man daher durch Axiome genau zu beschrei-
ben, welche Mengen man zuldsst und welche nicht. Das verbreitetste System ist das von Zermelo,
Skolem und Frankel, ZFC' (,,C* fiir Choice, d.i. das Auswahlaxiom). Darin gibt es nur noch die
eingeschrankte Komprehension oder Aussonderung: Wenn man schon eine Menge M hat und
eine (in einer gewissen, genau festgelegten Sprache beschreibbare) Eigenschaft E, dann kann
man die Menge der Elemente von M mit der Eigenschaft E bilden.

Nun spricht man als Mathematiker immer wieder von ,allen Mengen® (z.B. bestéindig in diesem
Skript, wenn es heifit, dass fiir jede Menge etwas gilt) und stellt sich damit auch die Gesamtheit
aller Mengen vor. Diese kann keine Menge sein, weil es mit der Aussonderungsregel zusammen
zur Russellschen Antinomie fithren wiirde, ist aber kein in sich widerspriichliches Konzept.
Dafiir benutzt man dann den Ausdruck Klasse, d.h. man spricht zum Beispiel von der ,,Klasse
aller Mengen“. Jede Menge ist eine Klasse, aber es gibt Klassen, die keine Mengen sind, weil
sie gewissermaflen zu grof dafiir sind. In der axiomatische Mengenlehre von Godel und Bernays
wird auch der Klassenbegriff formalisiert. Darin gibt es dann die Klasse aller Mengen, die
sich nicht selbst als Element enthalten. Da diese Klasse aber keine Menge ist, tritt fiir sie das
Problem mit der Russellschen Antinomie nicht auf. Das Problematische an der ,,Russell-Menge*
R ist die imprddikative Definition: Die Menge, die definiert wird, kommt in der Definition
selbst vor. In der Klassenversion ist dies aufgelést. (Aber nicht jede impriidikative Definition ist
problematisch!)

5.2 Ein Exkurs iiber das Auswahlaxiom

Schwierig ist, wie ofters in der Mathematik, der Umgang mit unendlichen Mengen, da man
diesen nicht aus der Anschauung gewinnen kann. Welche Verhaltensweisen endlicher Mengen
darf man auf unendliche iibertragen? Es braucht also Axiome, um Regeln fiir den Umgang
mit der Unendlichkeit festzulegen. Eine solche Regel ist das Auswahlaxiom, das einen etwas
mystischen Charakter erlangt hat. (Eine andere solche Regel ist das weiter vorne besprochene
Induktionsprinzip.) Hier wie anderswo gibt es Meinungsunterschiede zwischen den Mathemati-
kern, die moglichst freiziigige Regeln anwenden, solange kein Widerspruch auftritt (tendenziell
die Mehrheit), und jenen, die eher restriktive Regeln bevorzugen, um sicherzustellen, dass keine
Widerspriiche auftreten werden und die betriebene Mathematik sinnvoll ist (tendenziell eher
die Minderheit).

Fiir endliche Indexmengen I gilt das Auswahlaxiom (d.h. es folgt aus den anderen, unstrittigen
Axiomen der Mengenlehre). Fiir unendliche Indexmengen liefert es aber die Existenz von Ab-
bildungen, die man in Regel nicht konstruieren oder konkreter beschreiben kann. Es wird daher
von einer Minderheit restriktiver arbeitender Mathematiker abgelehnt. Wenn man Mathematik
als ein Spiel mit Symbolen nach gewissen Regeln betrachtet, dann ist das Auswahlaxiom nur
eine von mehreren Spielregeln. Wenn man aber der Meinung ist, dass Mathematik eine in ir-

39



Grundlagen Fassung von 22. Dezember 2010

gendeinem Sinne tatséchlich existierende Ideenwelt beschreibt, dann stellt sich tatséchlich auch
die Frage, ob das Auswahlaxiom gilt oder nicht.

5.3 Die Peano—Axiome

Warum stimmen die oben angegebenen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen? Warum ist z.B.
die Addition der natiirlichen Zahlen tatséichlich kommutativ?

Dies ist wieder einmal eine eher philosophische Frage, weil nicht klar ist, was es bedeuten soll,
dass die Axiome ,stimmen* oder dass etwas ,tatsdchlich® gilt. Dazu miissten die natiirlichen
Zahlen irgendwo in der Natur existieren und man miisste (zumindest theoretisch) nachschauen
konnen, ob die Axiome mit dem Verhalten der natiirlichen Zahlen in der Realitéit {ibereinstim-
men. In einer gewissen Weise ist dies auch so, weil die natiirlichen Zahlen auch dazu dienen,
Alltagsphidnomene zu modellieren. Fiir kleine natiirliche Zahlen (solche, die im Alltag auftre-
ten) ist die Kommutativitit der Addition eine Alltagerfahrung (der Gesamtpreis eines Einkaufs
héingt nicht von der Reihenfolge ab, in der die Waren auf das Band an der Supermarktkasse
gelegt werden).

Substantiellere Herangehensweisen an diese Fragen bestehen darin, die natiirlichen Zahlen in
anderen mathematischen Strukturen zu modellieren oder einfachere und damit vielleicht un-
mittelbar einsichtige Axiome zu formulieren. Ersteres ist zum Beispiel in der axiomatischen
Mengenlehre moglich. In ihr kann man ein die natiirlichen Zahlen auf eine Weise wiederfinden,
die das Alltagsverstindnis der natiirlichen Zahlen als Anzahlen endlicher Mengen modelliert,
und die oben angegebenen Eigenschaften (bzw. die unten folgenden Peano—Axiome) bewei-
sen, allerdings auf Grundlage von unbewiesenen Axiomen an das Verhalten der Mengen. Auch
geometrische Interpretationen sind moglich, in denen z.B. die Kommutativitit der Addition
aus der (anschaulich einsichtigen) Invarianz der Anzahl einer Menge von Punkten unter einer
Spiegelung folgt.

Um die zweite Herangehensweise hat Peano sich in seiner Axiomatik der natiirlichen Zahlen
bemiiht, den Peano—Axiomen, die von der Zahl 0 und der Nachfolgeroperation N (z) ausgeht.
Die Axiome besagen:

1. 0 ist eine natiirliche Zahl und jede natiirliche Zahl hat einen eindeutigen Nachfolger in
der Menge der natiirlichen Zahlen.

2. 0 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl, aber jede andere natiirliche Zahl ist Nach-
folger einer eindeutigen natiirlichen Zahl.

3. Es gilt das Induktionsprinzip.

Dann kann man induktiv die Addition, die Multiplikation und die Ordnung definieren durch:

n+0:=n n+ N(m) := N(n+m)
n-0:=0 n-N(m):=(n-m)+n
n>0 <= n#0 n> N(m) <= n>mundn# N(m)

und man kann beweisen, dass die oben aufgefithrten Eigenschaften gelten (und auBerdem, dass
die natiirlichen Zahlen dadurch bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind).

Die natiirlichen Zahlen nach von Neumann

Ganz kurz angedeutet sei noch, wie man die natiirlichen Zahlen in der Mengenlehre wiederfinden
kann auf eine von John von Neumann eingefiithrten Art und Weise:
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Man definiert 0 := ) und die Nachfolgeroperation N(n) := n U {n}. Damit ist dann induktiv:

1:= N(0) = 0 U {0} = {0} = {0}
2:=N(1) = {0} u{{0}} ={0,{0}} = {0, 1}

n+1:=N(n)=nU{n}={0,...,n—1}U{n} ={0,...,n}

FEine natiirliche Zahl ist hier also eine Menge, die genauso viele Elemente enthilt, wie die Zahl
selbst angibt. Und es ist eine besondere solche Menge; ihre Elemente sind ndmlich gerade die
natiirlichen Zahlen, die kleiner sind als sie. Man kann sich die natiirlichen Zahlen nach dieser
Definition vorstellen als Reprisentanten der Aquivalenzklassen der ,,Gleichmiichtigkeitsrelation®.

Mit Hilfe der Axiome der Mengenlehre kann man nun beweisen, dass die Peano—Axiome gelten,
wobei man ein besonderes Axiom braucht, um sicherzustellen, dass die Menge der natiirlichen
Zahlen (die mengentheoretisch meist w genannt wird) {iberhaupt existiert und das Induktions-
prinzip erfiillt.
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