Prof. Dr. V. Bangert 06.11.2014

Analysis 111
WS 2014/15 — Blatt 3

Abgabe: Donnerstag, 13. November, vor Beginn der Vorlesung.

Aufgabe 1: 7 Punkte
Sei I eine beliebige Menge und a : I — [0,00] eine Abbildung, die jedem i € I ein
a; € [0, 00] zuordnet. Man definiert ";c; a; € [0, oo] durch

Zai = sup { Z a; | F' C I, F ist endliche Menge }

i€l 1eF

Zeigen Sie: Ist (E;) e eine disjunkte Zerlegung von I, d. h. es gilt E; N E, = O fir
Jik € J, j#ksowie Uje; B = I, so folgt

Sa=Y (X a)

icl jeJ NicE;

Bemerkung: Sie konnen als bekannt voraussetzen, dass die Aussage fiir endliche
Mengen [ gilt. Fiir I = N stimmt diese Definiton mit der iiblichen Konvergenz von
Reihen (als Grenzwert von Partialsummen) iiberein. Diese Aufgabe liefert die formale
Begriindung fiir die Rechnungen im Beweis von Satz 3.7 sowie in Blatt 1, Aufgabe 4.

Aufgabe 2: 2 Punkte
Sei A C [0,1] eine Menge, auf der die Funktionenfolge f, : [0,1] — [0, 1], f.(z) := 2™,
gleichméflig konvergiert. Zeigen Sie: Es existiert ein € > 0 mit AN (1 —¢€,1) = (.

Aufgabe 3: 5 Punkte
Es sei Q die Menge der (endlichen) offenen Intervalle in R und A : Q@ — [0,00) die
Mengenfunktion, die einem Intervall I € Q seine Lange zuordnet, d. h.
M) = b—a fl:lrlz(a,b)mita<b€R,
0 fiur I = 0.
Mit A! sei das von (Q, \) nach Satz 3.7 induzierte duBere Maf auf R bezeichnet. Zeigen
Sie, dass fiir alle a < b € R gilt:
M([a,b]) =b—a.

Zeigen Sie dazu zunéchst per Widerspruch: Ist (I;);en eine Folge von offenen Intervallen
und gilt [a,b] C Ujen 1i, so existiert ein n € N mit [a,b] C U<, Ls-

Aufgabe 4: 2 Punkte
Sei (X, A, u) ein Mafraum und f : X — Y. Sei B:= {B C Y|fYB) € A} die o-
Algebra von Blatt 1, Aufgabe 3. Zeigen Sie: f(p) : B — [0,00], f(p)(B) := u(f~*(B))
definiert ein Ma$ auf (Y, B).

Bitte werfen Sie Ihre gehefteten und mit Namen sowie Gruppennummer versehenen
Losungen in den dafiir vorgesehenen Briefkasten im Kellergeschoss der Eckerstr. 1.



