Grundbegriffe der Topologie
V. Bangert
(zur Vorlesung Differentialgeometrie, WS 15/16 )

Def. 0.1 Ein topologischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einem
System O von Teilmengen von X, das folgende Eigenschaften hat

(a) 0 € O, X € O () = leere Menge)
(b) Ist V; € O fur allei € I, so gilt |JV; € O.

el

(c) Ist Vi € O, Vo € O, s0gilt ViNV, € O.

Bezeichnungen: O heifit eine Topologie auf X. Die Elemente von O heiflen
offene Mengen (bzgl. O). Eine Menge U C X heiit Umgebung von = € X,
falls eine offene Menge V' existiert, so dal x € V C U gilt. A C X heifit
abgeschlossen, falls X \ A = {x € X | x ¢ A} offen ist.

Bsp.: Fir z € R" sei ||z ||:= (3] x?)%, und fiir » > 0 sei B(z,r) = {y € R"|
|x—yl|< r}. Wir definieren eine Topologie O auf R™ (“die iibliche Topologie
auf R"”) durch: V € O & V CR" und fiir alle z € V existiert r > 0 mit
B(z,r) C V.

Def. 0.2 Es scien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Rdume, f:X — Y. f
heift stetig, falls aus V € Oy folgt f~1(V) € Ox. f heifit Homoomorphis-
mus, falls f bijektiv ist und falls f und f~! stetig sind.

Bem.: Die Komposition (Hintereinanderausfiihrung) stetiger Abbildungen
ist stetig.

Def. 0.3 Sei (X, Ox) topologischer Raum und A C X.
Die Topologie O4 := {W C A | Es existiert V€ O mit W =V N A} heifit
die von Oy auf A induzierte Topologie, (A, O4) heifit Teilraum von (X, Ox).

Bsp.: X = R mit der iiblichen Topologie, A = [0,00). Dann ist das “halb-
offene” Intervall [0,1) offen in A (d.h. [0,1) € O4), da [0,1) = (—o0,1)N A
und (—o0, 1) offen in X = R.



Bem.: Sei f: X — Y stetigy A C X, B CY und f(A) C B. Dann ist
f|A:A— B stetig bzgl. O4 und Op.

Def. 0.4 Seien (X, Ox), (Y, Oy) topologische Raume. Die Produkttopologie
X xY von Ox und Oy ist die Topologie auf X x Y, die definiert ist durch:

W € Oxxy & W C X xY und fiir alle (x,y) € W existieren U € Ox,V €
Oy mit (z,y) e U xV CW.

Bsp.: Die tibliche Topologie auf R*"™™ = R™ x R™ ist die Produkttopologie
der iiblichen Topologien auf R™ und R™.

Def. 0.5 Sei (X, O) topologischer Raum. B C O heifit Basis der Topologie
O, falls gilt: Fiir alle V€ O und alle x € V existiert B € Bmitz € BC V.

Bsp.:

(a) B={B(x,r) |z € R" r > 0} ist Basis der iiblichen Topologie des R".
(Man mu8 nur zeigen, daf die B(z, r) offen sind; Dreiecksungleichung!)

(b) Der R™ besitzt sogar eine abzahlbare Basis B’ = {B(z,r)|x € Q",r €
Q und r > 0}

(c) Also besitzt auch jeder Teilraum A eines R™ eine abzdhlbare Basis
seiner Topologie.

(d) Die Produkttopologie (vgl. 0.4) ist dadurch definiert, da§ die Menge
B={UxV |Ue€ Ox,V € Oy} eine Basis der Produkttopologie ist.

Def. 0.6 Ein topologischer Raum (X, O) heifit Hausdorffraum, falls fiir alle
x,y € X mit x # y gilt:
Es existieren U € O,V € Omitx €U,y €V und UNV = (.

Bsp.: Jeder Teilraum eines R".

Bem.: Sind f,¢g : X — Y stetig und ist Y Hausdorffsch, so ist A = {x €
X|f(z) = g(x)} abgeschlossen.

Def. 0.7 Ein topologischer Raum (X, Q) heifit zusammenhéngend, wenn
X nicht in zwei disjunkte, offene, nichtleere Mengen zerlegt werden kann,
dh. fallsaus 0 £ U € O, 0 AV e Ound UUV = X folgt UNV # 0.

Bsp.:



a) Jedes Intervall in R (mit der induzierten Topologie) ist zusammen-
hangend.

b) Der R™ und jeder Ball B(x,r) C R" sind zusammenhéngend.

c) Ist f : X — Y stetig und X zusammenhéngend, so ist f(X) C Y
zusammenhangend.

Bezeichnung: Sei (X, O) topologischer Raum und [0,1] € R mit der in-
duzierten Topologie.
Eine stetige Abbildung ¢ : [0, 1] — X heifit Weg in X (von ¢(0) nach ¢(1)).

Def.  Ein topologischer Raum (X, Q) heifit wegzusammenhéngend, falls
zu je zwei Punkten z,y € X ein Weg in X von z nach y existiert. (X,O)
heifit lokal wegzusammenhéngend, falls jeder Punkt € X eine (bzgl. der
induzierten Topologie) wegzusammenhédngende Umgebung besitzt.

Bem.: (X, Q) wegzusammenhéngend = (X, O) zusammenhangend.

Bsp.: Der Teilraum { (z,sin1) [z € R,z > 0} U{(0,y) | y € [~1,1]} von R?
ist zusammenhangend, aber nicht wegzusammenhangend.

Satz. Ist (X, O) zusammenhingend und lokal wegzusammenhéngend, so ist
(X, O) wegzusammenhéngend.

Bew.: Die Relation (x ~ y < es existiert ein Weg in X von z nach y) ist
offenbar reflexiv, x ~ x (konstanter Weg). Sie ist symmetrisch, denn ist ¢
ein Weg von ¢(0) = z nach ¢(1) =y, so ist t — ¢(1 —t) ein Weg von y nach
x. SchlieBlich ist ~ transitiv; ist namlich ¢; ein Weg von z nach y und ¢, ein
Weg von y nach z, so ist

o c(2t) fir 0
(t) '_{ (2t — 1) fiir 1

ein Weg von x nach z.

Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation ~ heifien Wegzusammenhangs-
komponenten von X. “X lokal wegzusammenhangend” bedeutet gerade, dafl
die Wegzusammenhangskomponenten von X offen sind. Ist nun z € X, so
st U={ye X |z~ytundV ={y € X | x ¢ y} eine Zerlegung von X
in offene, disjunkte Mengen U und V und U # (. Da X zusammenhéngend
ist, folgt V' =10, d.h. X = U. Das ist gerade die Behauptung.
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Bezeichnung: Ein System (U;);e; von offenen Mengen heifit offene Uber-
deckung von X, falls |J U; = X.

iel
Def. 0.9 Ein topologischer Raum (X, O) heifit kompakt, falls jede offene
Uberdeckung (U;);e; von X eine endliche Teiliiberdeckung von X besitzt,

d.h. dass eine endliche Teilmenge {i1, ...,%,} der Indexmenge I existiert, so
dafl X = U Uzj
j=1

Bez.: Eine Teilmenge von X heifit kompakt, wenn sie mit der von X in-
duzierten Topologie ein kompakter topologischer Raum ist.

Bsp.: (Bolzano-Weierstrass) Ein Teilraum A C R™ ist kompakt, genau dann
wenn A (bzgl. der {iblichen Topologie des R™) abgeschlossen und beschrankt
ist.

Bem.:

a) Ist f: X — Y stetig und X kompakt, so ist f(X) kompakt.
) g pakt, p

b) Ist A C X kompakt und X Hausdorffsch, so ist A abgeschlossen.

Bew. von b): Fir alle x € X \ A, y € A existieren offene Mengen U, ,,
Viy mit @ € Uypy, y € Vo und Upyy NV, = 0. Fiir festes 2 € X\ A
bildet (V;,,)yeca eine offene Uberdeckung von A. Sei V, ., ..., V,,, eine

endliche Teiliiberdeckung von A und U, := (| U,,,. Dann ist U, offen,
i=1
reU,und U, NACU, N (U sz> = 0.
i=1

c) Ist f: X — Y stetig und bijektiv und ist X kompakt und Y Hausdorff,
so ist f Homoomorphismus.

Def. 0.10 Ein topologischer Raum (X, Q) heifit lokalkompakt, wenn fiir
jedes x € X und fiir jede Umgebung U von X eine kompakte Umgebung V'
von z existiert mit V C U.

Satz: (X, O) sei lokalkompakt mit abzihlbarer Basis. Dann existiert eine
Folge von kompakten Mengen X,, € X mit ... C X, C X,, C X,, C



)D(nH C...und | X, = X. Dabei bezeichne

neN
X, = U{U |U € Ound U C X,,} den “offenen Kern” von X,.

Bew.: Sei (Uy,)nen eine Basis von (X, O). Wir iiberlegen zunéchst, dafl jede
offene Uberdeckung (Vi)ier eine abzéhlbare Teiliiberdeckung besitzt: Fiir alle
n € N, fiir die ein 7 € I mit U,, C V; existiert, wahle ein solches i = i,, € I.
Dann wird X von (V;,) iiberdeckt.

Da X lokalkompakt ist, existiert fiir alle z € X eine kompakte Umgebung V;
von X. Die (V,.).ex bilden also eine offene Uberdeckung von X. Sei (V,, )nen
eine abzahlbare Teiliiberdeckung. Wir definieren X,, induktiv durch

Xl =
Xn+1 =

wobei m die kleinste natiirliche Zahl > n ist, fiir die X,, € |J V,, gilt. Solch
i=1

ein m existiert, da X,, kompakt und (V,, N X,,)ken eine offene Uberdeckung

von X, ist. X4 ist kompakt, da eine endliche Vereinigung kompakter Men-

gen kompakt ist.
Die Quotiententopologie

Ist X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf X, so bezeichne [z] =
{y € X | # ~ y} die Aquivalenzklasse von v € X, X/~ die Menge der
Aquivalenzklassen und 7 : X — X/~, w(x) = [z], die kanonische Projektion.

Def. 0.11 Sei (X, O) topologischer Raum und ~ Aquivalenzrelation auf X.
Die Quotiententopologie auf X/~ ist definiert durch:

UC X/~ offen < 7 HU) € O.

Bem.:

a) m: X — X/~ ist stetig.
b) f: X/~—Y ist genau dann stetig, wenn fom: X — Y stetig ist.

¢) Ist X/ ~ Hausdorff, so sind alle Aquivalenzklassen [x] € X abge-
schlossen in X.



Bsp.: Sei X = C**'\ {0} mit der iiblichen Topologie (C**' ~ R*"*?) und
der Aquivalenzrelation: z ~ y < 3IX € C : x = Ay. X/~ mit der Quo-
tiententopologie wird n-dimensionaler komplexer projektiver Raum genannt.

X/~=: CP".
Eigenschaften:
1) 7 : C"1\ {0} — CP" ist offen, d.h. ist U C C"**\ {0} offen, so ist
m(U) C CP" offen. Speziell besitzt CP" eine abzdhlbare Basis.

2) CP" ist Hausdorff: Sei || || eine hermitesche Norm auf C"*!. Seien
(1] # [x3] verschiedene Punkte in CP", o.E. || 21 ||= 1 =[] 22 ||. Sei
§ = min{||x; — Azz ||| A € S' € C} > 0! Dann gilt fiir die offenen
“Kegel” C; = {Az | z € C"™ || z||=1, ||z — 2 ||< 56, A € C\ {0} }:

7'('(01) N W(CQ) = (Z) und [l’z] € W(CZ)
Die 7(C;) sind nach 1) offen in CP".

3) CP™ ist kompakt: Sei S?"*1 C C"™! die Einheitssphire bzgl. einer
Norm auf C*™!. Dann ist S?"*! kompakt und 7 (S"*) = CP", so daB
CP™ wegen Bem. a) nach Def. 0.9 kompakt ist.



