Ubungsblatt 15 (Bonusblatt)
zur Vorlesung “Differentialgeometrie I”, WS 15/16

Prof. V. Bangert 9. 2. 2016

Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf Ihre Losung. Abgabe am 16.2.16.

Aufgabe 1. (2 Zusatzpunkte)

Sei U ¢ R™! offen, f € CYU,R) und U := UN M} # @, f := fly. Mit gradf sei der
Gradient von f bzgl. der hyperbolischen Metrik g* auf M} bezeichnet.

Zeigen Sie: Fiir alle z € U gilt

gradf(z) = (z,v(x)) € T(M]"), mit

0(&) = (O f (@), s O f (@), =0 f (@) + (3 w0 f (@) )

Anleitung: Sie kénnen etwa wie folgt argumentieren: v(z) € R™"! ist durch folgende zwei
Bedingungen charakterisiert:

i) (v(@),2)" =0 (= (z,v(x)) € T(M]")z).
ii) Fiir alle w € R™™ mit (w,z)l' =0 (<= (z,w) € T(M}"),) gilt:

df (zr,w) = (v(x),w)" (= df(z,w) = ¢"((x,v(x)), (z,w))).

Aufgabe 2. (6 Zusatzpunkte)
Ziel der Aufgabe ist zu zeigen, dass die Distanzfunktion d* des Lorentzmodells (M1, g*) des
hyperbolischen Raums durch

d"(x,y) = arcosh(—(z, y)*)
gegeben ist.
a) Uberlegen Sie, dass es geniigt,
d"(z, epmi1) = arcosh(z,41)

Zu zeigen.

Hinweis: Fiir alle y € M existiert A € OT(m + 1,1) (vgl. Blatt 10, Aufgabe 3) mit
Ay = emya-

bitte wenden!



b) Uberlegen Sie, dass f : MJ* — [0,00), f(x) := arcosh(,,41), auf M7\ {emy1} C ist und
zeigen Sie, dass fiir alle z € M7"\{e;,11}
jgrad f(z)|" =1
gilt.
Sie konnen dazu Aufgabe 1 benutzen (mit U = {z € R™! | 2,4, > 1} und f : U —

(0,00), f(x) = arcosh(x,,41)).
¢) Verwenden Sie Aufgabe 4 von Blatt 11, um aus b) zu folgern, dass
d"(z, emi1) = arcosh(z,,41)
fir alle x € M gilt.

Bem.: Al.‘pernativ kann man das mittels Aufgabe 4 von Blatt 14 einsehen oder mit Aufgabe
4 dieses Ubungsblatts.

Aufgabe 3. (/ Zusatzpunkte)
Zeigen Sie:

a) Die Abbildung F: (0,7) x S™ ! — S™\{e,ni1, —€mi1} C R™TL
F(r,xz) = ((sinr)z,cosr)
ist ein Diffeomorphismus.
b) Bezeichnen ¢°™, ¢5" " die iiblichen Metriken auf S™ und S™, so gilt
F*g%" = dr® +sin®(r)g®"
Anleitung: Zeigen Sie, dass fiir jedes z € S™ 1 die Kurve r — F(r, z) nach Bogenlinge
parametrisiert ist und dass sie fiir jedes 7 € (0, 7) die “Kleinsphire” F({r}xS™1) c S™
orthogonal schneidet. Zeigen Sie weiter, dass fiir jedes r € (0,7) die Abbildung
E:S™ ' = E(S™ Y cS™, F(z)=F(r,z)

Sm Sgm— 1

eine Homothetie ist mit F*¢g°" = sin?(r)g

Aufgabe 4. (} Zusatzpunkte)
Dies ist ein Analagon zu Aufgabe 3) fiir das Lorentzmodell (M, g*) des hyperbolischen
Raums.

a) Zeigen Sie, dass F : (0,00) x S™ 1 — M™\{emn1}
F(r,z) := (sinh(r)x, cosh(r)),
ein Diffeomorphismus ist.

b) Zeigen Sie, dass

Frgl =dr* + (sinh)2(r)gsm '
gilt.



