Ubungsblatt 11 zur Vorlesung “Differentialgeometrie I”, WS 15 /16

Prof. V. Bangert 12. 1. 2016

Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf Ihre Losung. — Abgabe am 19.1.16 vor der Vorlesung.

Aufgabe 1.

Fiir i = 1,2 seien (M;, g;) zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeiten und M =
M, x My, g = mfg1 + 7592, deren Produkt. Zeigen Sie:

a) Sind 7; : [0,1] — M; stetig und stiickweise C' mit |y;| = const., so gilt fiir v := (71, 72) :
[0,1] — M:

L(y) = /L9 (11)? + L92(72)?.
Fiir alle (p1,p2), (q1,q2) € M gilt

d*((p1,p2), (q1,42)) = \/d9 (p1, @1)% + d92(p2, go)?.

Hinweis: Sie kinnen o.B. benutzen, dass man sich bei der Definition des Abstands auf
requlire C-Kurven beschrinken kann.

b) Sind ¢; € Fy, Karten und A; C U¥ messbar, so gilt

VOlg(Al X AQ) = vol¥! (A1> - vol9? (AQ)

Aufgabe 2.
Eine stetige, stiickweise C'-Kurve ¢ : [a,b] — M in einer zusammenhéngenden Riemannschen

Mannigfaltigkeit heifit Kiirzeste (von c(a) nach ¢(b)), falls L(c) = d(c(a), c(b)) gilt. Zeigen
Sie:

a) Ist ¢ : [a,b] — M Kiirzeste und [a, b] C [a, b], so ist clia 5 Kiirzeste.

b) Sind pg, p1 Punkte im euklidischen Raum R™, so ist ¢ : [0, 1] — R™, ¢(t) := (1 —t)po+1p1,
Kiirzeste. Jede Kiirzeste von pg nach p; ist Umparametrisierung von c.

Anleitung: Zerlegen Sie fiir eine beliebige Kurve v von py nach py die Ableitung 4(t) in
ihre Anteile parallel und orthogonal zu p1 — py.

Bitte wenden!



Aufgabe 3. (5 Punkte)
Es seien py und p; := pg + T'e,n 11 Punkte im Lorentzraum (R™* (- )X) und T > 0. Setze

CH(poopr) = I [0.1] = B™ | 5(0) = po.(1) = pu.y stetig und stirckoweise O
F(), (1)) < 0 und (Y(t), emer)™ < 0 falls t € [0,1] und () existiert. }

a) Berechnen Sie die Lorentzlinge L(c) der Kurve ¢ € C*(pg, p1), die durch ¢o(t) = po +
tTe,, 1 definiert ist.

b) Zeigen Sie: Fiir die Lorentzlinge L(7) jeder Kurve v € C*(po, p1) gilt L(vy) < L(c).
c) Zeigen Sie, dass inf{L(7y) | v € C*(po,p1)} = 0 gilt.

Physikalische Interpretation: Ct(po, p1) besteht aus allen physikalisch maglichen Bewegungen
eines Massenpunkts in der Raumzeit (R™L (- VE) won py nach p,. Fir v € C*(py,p1) ist
L(~) die bei der Bewegung lings y verstreichende Figenzeit des Massenpunkts. Um von pg
nach p1 zu kommen, verbraucht man also héochstens die Eigenzeit L(c), schafft das aber bei
anderen Bewegungen auch mit beliebig kleiner Eigenzeit.

Aufgabe 4. (3 Punkte)

Sei V der Standardzusammenhang auf R®. Berechnen Sie die Christoffelsymbole YT}, (wo
1 <i,5,k < 3) von V in Kugelkoordinaten (d.h. bzgl. der Karte ¢ = F~! aus Aufgabe 2,
Blatt 9).



