Ubungsblatt 8 zur Vorlesung “Differentialgeometrie I” im WS 15 /16

Prof. V. Bangert 8. 12. 2015

Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf Ihre Losung. Abgabe am 15.12.15 vor der Vorlesung.

Aufgabe 1.
Sei X € I'(TR™) Vektorfeld auf dem R™, X (p) = (p,V(p)). Es mogen Konstanten C' > 0,
R > 0 existieren, so dass fiir alle p € R™ mit |p| > R gilt:

V()| <Clp| .

Zeigen Sie: X ist vollstandig.

Anleitung: Betrachten Sie eine Integralkurve ¢ : [a,b] — R™\ B(0, R) von X und r(t) := |c(t)].
Zeigen Sie, dass
r(b) < r(a)ec(b_“)

gilt. Dann koénnen Sie Satz (5.3) (c¢) verwenden.

Aufgabe 2.
Betrachten Sie auf dem R* die Vektorfelder Y7, Y, Ys, die fiir # = (21, 2o, 3, 24) € R* durch
Yi(2) = (2, Vj()) mit

Vi(z) = (=22, 1, T4, —73)

Va(x) = (=23, —24, T1, 22)

%(ﬂ?) = (_x47 T3, —T2, xl)

gegeben sind.
a) Berechnen Sie [V}, Y] fiir 1 <j <k <3.

b) Seii: S* — R* die Inklusionsabbildung. Zeigen Sie, dass es fiir 1 < j < 3 Vektorfelder
X; € T(T'S?) gibt, so dass Y; i-verwandt zu X; ist (d.h. i, o X; = Yj o). Berechnen Sie
X, X,] fiir 1 < j < k < 3.

Hinweis: Sie konnen Satz (5.11) (e) verwenden.

Bemerkung (fir Leute mit Kenntnissen tiber Quaternionen): Es gilt Vi(x) = xi, Va(x) = z7,
Vi(z) = zk (, wobei x = (x1, e, 3, x4) mit x1 + xoi + x37 + x4k identifiziert wird).

Bitte wenden!



Aufgabe 3.

Auf R? seien die Vektorfelder X(p) = (p,V(p)) und Y (p) = (p,W(p)) gegeben durch
V(z,y) = (y,—sinz) und W(z,y) = (y,sinx). Kommutieren die zugehérigen Fliisse &
und ®Y7?

Aufgabe 4.
Seien Y;,Y5 € I'(T'M) und in jedem Punkt ¢ € M seien Yi(g) und Y3(¢) linear unabhéngig.
Am Punkt p € M gelte
Y1, Y2](p) ¢ span{Y1(p), Ya(p)}-
Zeigen Sie: Es existiert keine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit N von M mit p € N, so

dass fiir alle ¢ € N gilt:
TNy = span{Y1(q), Y2(q)}.

Anleitung: Nehmen Sie an, solch ein N existiere, und betrachten Sie die Inklusion i : N — M
und die Vektorfelder X; := Yj o4, Xy := Y5 04 auf N. Sie konnen dann Satz (5.11) (e)

verwenden.



