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Aufgabe 1.

Sei c : R → M2
K0

Geodätische mit |ċ| = 1 und sei Y ein Jacobifeld längs c mit Y (0) = 0 und
〈Y, ċ〉 = 0. Zeigen Sie: Für alle t ∈ (0, DK0) gilt

〈Y ′, Y 〉(t) =
S′(t)

S(t)
〈Y, Y 〉(t)

(, wobei S : R→ R eine Lösung von S′′ +K0S = 0 mit S(0) = 0, S′(0) = 1, ist.)

Hinweis: Sie können das Ergebnis von Blatt 3, Aufgabe 3 benützen.

Aufgabe 2.

Sei ∆ = (c0, c1, c) ein Dreiseit auf S21. Zeigen Sie:

a) Der Umfang l0 + l1 + l von ∆ ist höchstens 2π.

b) Ist eine der Seitenlängen gleich π, etwa l = π, so ist c−10 ∗c1 ein halber Großkreis (mit Endpunkten
c(0) und c(π) = −c(0)).

c) Gilt l0+l1+l = 2π und sind alle Seitenlängen kleiner als π, so ist die Vereinigung der (Bildmengen
der) c0, c1, c ein Großkreis von S21, und alle Winkel von ∆ sind π.

Aufgabe 3.

Seien ∆ = (c0, c1, c), ∆̃ = (c̃0, c̃1, c̃) Dreiseite auf S21 mit l0 = l̃0, l1 = l̃1, l = l̃ und l0 + l1 + l < 2π.

Zeigen Sie: ∆ und ∆̃ sind kongruent, d.h. es existiert A ∈ O(3) mit A ◦ c0 = c̃0, A ◦ c1 = c̃1 und
A ◦ c = c̃.

Aufgabe 4.

Ist (M, g) vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrümmung K ≥ 1 und ∆ =
(c0, c1, c) Dreiseit in (M, g) mit Umfang l0 + l1 + l = 2π und allen Seitenlängen kleiner als π, so
sind die Winkel α0, α1, α von ∆ alle gleich π (, so dass sich c0, c und c−11 zu einer geschlossenen
Geodätischen zusammenschließen).

Anleitung: Um α = π zu zeigen, betrachte

t0 := inf{t ∈ [0, l0] | d(p, c0(t)) + d(c0(t), p1) = l0 + l}.

Wegen l1 < π gilt t0 > 0. Für τ ∈ (0, t0) existiert ein Dreiseit ∆τ = (c0|[0,τ ], c1, cτ ). cτ ist also eine
Kürzeste von c0(τ) nach p1 = c1(l1) und wegen τ < t0 gilt mit lτ = L(cτ ) = d(c0(τ), p1) :

d(p, c0(τ) + d(c0(τ), p1) = τ + lτ < l0 + l.

Also hat ∆τ Umfang τ + lτ + l1 < l0 + l1 + l = 2π. Aus dem Winkelvergleichssatz von Toponogov
und Aufgabe 2 folgt nun, dass alle Winkel von ∆τ für τ → t0 gegen π konvergieren, speziell gilt
ατ = α = π.


