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Aufgabe 1.
Seic: R — M%(O Geodétische mit |¢| = 1 und sei Y ein Jacobifeld ldngs ¢ mit Y (0) = 0 und
(Y, ¢) = 0. Zeigen Sie: Fiir alle ¢t € (0, Dg,) gilt
S'(t)
Y, Y)(t) = (Y. Y)(t
Y0 = g )
(, wobei S : R — R eine Losung von S” 4+ K¢S = 0 mit S(0) =0, S’(0) =1, ist.)

Hinweis: Sie konnen das Ergebnis von Blatt 3, Aufgabe 3 beniitzen.

Aufgabe 2.
Sei A = (co, c1,¢) ein Dreiseit auf S2. Zeigen Sie:
a) Der Umfang lo + {1 + [ von A ist hochstens 2.

b) Ist eine der Seitenldngen gleich 7, etwa [ = , so ist ¢ Lx¢; ein halber GroBkreis (mit Endpunkten
¢(0) und ¢(m) = —c(0)).

¢) Gilt lp+1;+1 = 27 und sind alle Seitenlédngen kleiner als 7, so ist die Vereinigung der (Bildmengen
der) ¢, c1, ¢ ein Grofikreis von S?, und alle Winkel von A sind 7.

Aufgabe 3.
Seien A = (cg, ¢1,¢), A = (¢, &1, &) Dreiseite auf S? mit Iy = lo,li=0L,l=1und lg+ 1 +1< 2.

Zeigen Sie: A und A sind kongruent, d.h. es existiert A € O(3) mit Ao ¢y = &, Aoc¢; = & und
Aoc=c.

Aufgabe 4.

Ist (M,g) vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung K > 1 und A =
(co,c1,c) Dreiseit in (M, g) mit Umfang ly + I; + [ = 27 und allen Seitenlédngen kleiner als 7, so
sind die Winkel «p, a1, von A alle gleich 7 (, so dass sich ¢, ¢ und 01_1 zu einer geschlossenen
Geodétischen zusammenschlieflen).

Anleitung: Um « = 7 zu zeigen, betrachte
to := inf{t € [0,1o] | d(p, co(t)) + d(co(t),p1) = lo +1}.
Wegen [ < gilt tp > 0. Fiir 7 € (0,%0) existiert ein Dreiseit A™ = (co|jg 7, c1,¢7). 7 ist also eine
Kiirzeste von c¢o(7) nach p; = ¢1(l1) und wegen 7 < tg gilt mit I” = L(c") = d(co(7),p1) :
d(p,co(t) +d(co(r),p1) =74+1" <lp+1.

Also hat A™ Umfang 7+ 1 + 11 <o+ 11 + 1 = 27. Aus dem Winkelvergleichssatz von Toponogov
und Aufgabe 2 folgt nun, dass alle Winkel von A7 fiir 7 — t3 gegen 7 konvergieren, speziell gilt
a" =a=m.



