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Aufgabe 1.

Sei (M, g) m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Riccikrimmung Ric und Skalarkriimmung S.
Sei p € M und SM, := {v € TM, | |v| = 1}. Zeigen Sie:
a)
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b) Zuwv € SM, sei S 2(v) = {u € SM,, | (u,v) =0} die Einheitssphére im orthogonalen Komplement von
v in T'M,,. Dann gilt
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Hinweis: Sie konnen das Ergebnis von Blatt 4, Aufgabe 2, benutzen.

Aufgabe 2. (8 Punkte)
Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit lokal symmetrisch, wenn der Riemannsche Kriimmungsten-
sor R € T'(T) M) parallel ist, d.h. wenn fiir alle X € T'(T'M) gilt: VxR = 0. Zeigen Sie:

a) (M, g) ist genau dann lokal symmetrisch, wenn fiir alle p € M, v, w1, ..., ws € TM,,, gilt:

R(FPy4(w1), ..., Py (wa)) ist unabhéingig von ¢.
b) Sei (M, g) lokal symmetrisch und p € M. Dann existiert eine Umgebung U von p und eine Isometrie
F:(Ugly) = (U,gly) mit F(p) = p und F,p = —idra,. F heiBt Spiegelung an p.
Hinweis: Benutzen Sie Satz (3.7).
c) Sei (M,g) lokal symmetrisch, ¢ : [0,1] — M Geoditische und p := ¢(0),p := ¢(1). Dann existieren

Umgebungen U von p und V von p und eine Isometrie F : (U, gly) — (V,g|lv) mit F(p) = p und
Fop=Fg;.

Anleitung: F ist Produkt von zwei Spiegelungen.

Aufgabe 3.
Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-Zusammenhang V. Zeigen Sie:

a) g ist parallel bzgl. V, d.h. fiir alle X € T'(T'M) gilt Vxg = 0.
b) Ist T € T'(T9 M) symmetrisches (0,2)-Tensorfeld, so definiert man div T € T(TY M) = I'(TM*) durch
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falls v € TM, und ey, ..., e, ONB von (T'M,, g,). Dann gilt fiir alle f € C>°(M,R): div (fg) = df.



