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1 Mengen mit Verkniipfung

In der Algebra geht es im Wesentlichen um Mengen mit Verkniipfung. Eine Verkniipfung
ist dabei eine Abbildung, die je zwei Elementen a und b der Menge ein drittes, geschrieben
a * b, zuordnet. Die Definition ist sehr weit gefasst; Verkniipfungen sind euch schon oft
begegnet. Schon aus der ersten Klasse bekannt ist natiirlich die Addition, die aus zwei
natiirlichen Zahlen die Summe a + b bildet. Spéter wurde die Addition auch auf anderen
Mengen, bis hin zu der Menge der reellen Zahlen, definiert. Das ist auch gleich eines der
wichtigsten Beispiele. Eine andere Verkniipfung ist aber zum Beispiel auch die Verkettung
oder Komposition von Abbildungen, die zwei Abbildungen f und g von einer Menge in
sich selbst zu der neuen Abbildung z +— f(g(x)) verkniipft.

Man sieht, dass sich die beiden Verkniipfungen in einer wesentlichen Eigenschaft unter-
scheiden: Bei der Addition natiirlicher oder reeller Zahlen spielt die Reihenfolge der beiden
Elemente a und b keine Rolle, bei der Verkettung dagegen ist die Reihenfolge der Funktio-
nen sehr wohl entscheidend, wie man am Beispiel der Funktionen f: R — R,z — x + 2
und g: R — R, 2+ 22 leicht sieht: f o g bildet 0 auf 2 ab, g o f dagegen auf 4.

Definition 1.1. (a) Eine Verknipfung x auf einer Menge X ist eine Abbildung

XxX — X
(z,y) — zxy

Man nennt das Paar (X, x) aus der Menge und der Verkniipfung Menge mit Verknip-
fung oder auch Magma.

(b) Die Verkniipfung * heift assoziativ, wenn

Ve,y,z € X:(xxy)xz =z % (y*2).

(c) Die Verkniipfung * heilt kommutativ, wenn
Ve,ye X:xxy=yx*ux.
Beispiel 1.2. Die Verkniipfung

RxR — R
(z,y) — z+y

ist assoziativ und kommutativ. Dasselbe gilt fiir die Verkniipfung

RxR — R
(z,y) — xy.
Bemerkung 1.3. Wichtig ist, dass wir fiir alle Paare von Elementen aus der Menge

ein Ergebnis der Verkniipfung definiert haben. (R,:) ist keine Menge mit Verkniipfung,
(R\ {0},:) dagegen schon.

Da Verkniipfungen so verschieden sein kénnen, werden wir im folgenden meist spezielle
Mengen mit Verkniipfungen betrachten.

Definition 1.4. Eine Menge mit Verkniipfung heifft Halbgruppe, wenn die Verkniipfung
assoziativ ist.



Lemma 1.5. Sei (X, %) eine Halbgruppe.
Definieren wir fir x1,...,xp € X

Ty kT k... kT = (.. (T kT2) *...) * Ty,
so gilt fir alle m,n € N\ {0}:
VI, .. Ty Yl .- Yn € X
(X1 % kX)) % (Y1 %o Yn) = Tk ..ok Ty kYL * ...k Yy

Induktiv kénnen wir also in einem beliebig geklammerten Ausdruck alle Klammern entfer-
nemn.

Beweis. Wir zeigen das iiber vollstdndige Induktion nach n:
Induktionsanfang n = 1:

Definition

Vep,y1 .. yn € X (T1%...%xXp) x 11 T % ... K Ty %Y.

Induktionsannahme: Fiir ein n € N\ {0} gilt:

VZ1, .. Ty Y1 ---Yn € X

(g %ok @) % (Y1 %ok Yp) = X1k k Ty kYD % ..k Ypy.

Induktionsschritt ,n — n + 1

VZi, .o T, Y1 .- Ynt1 € X

(1% . % X)) * (Y1 % -+ Ynt1)

Definiti
T S R

Assogiativitit
Ssoz VIR (1 %o @) * (Y1 % ook Yp)) * Ynt1

Induktionsannahme
= (1 % oo % Ty kYL oo % Yp) * Ynp 1

Definition
= Tl ¥ ... %xTmy, *Yp k.00 %Yy *Ypt]

O

Definition 1.6. Ist (X, ) eine Menge mit Verkniipfung, so heikt e € X neutrales Element
von (X, ) oder beziiglich %, wenn

Ve X: exx=x+e=uzx.

Satz 1.7. Sei (X, *) eine Menge mit Verknipfung. Dann gibt es héchstens ein neutrales
Element beziiglich *.

Beweis. Seien e und é zwei neutrale Elemente. Dann gilt:

¢ neutral - e neutral .
e = ex*e = €

O]

Definition 1.8. Wenn (X, ) eine Halbgruppe ist und e neutrales Element beziiglich *, so
nennt man das Tripel (X, x, e) Monoid.



Definition 1.9. Sei (X, %) eine Menge mit Verkniipfung und e neutrales Element beziiglich
*. Sel weiter x € X gegeben. Man nennt ein Element y € Y

(a) Linksinverses von x, wenn y * x = e
(b) Rechtsinverses von x, wenn = «y = e

(c) Inverses von z, wenn es sowohl Links- als auch Rechtsinverses ist. In diesem Fall
schreibt man y =: 2! (oder bei Unklarheit iiber die gemeinte Verkniipfung z*~!) und
nennt x invertierbar.

Lemma 1.10. Ist * assoziativ, also (X, *,e) ein Monoid, so gilt fiir zwei Elemente x und
y ous X:

(a) Istl, Linksinverses von x und l, Linksinverses zu y, so ist l,xl, Linksinverses zu xxy.

(b) Ist ry Rechtsinverses von x und ry Rechtsinverses zu y, so ist ryxr, Rechisinverses zu
T * Y.
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(c) Ist x~1 Inverses von x und y~' Inverses zu y, so ist y~' x x~' Inverses zu x * y.

Beweis. (a) Es gilt wegen der Assoziativitét
(lyxlp)x(zxy)=lyx(lpxx)xy=Ilyxexy=1,*xy=e.

(b) analog

(c) folgt sofort aus (a) und (b)
O

Bemerkung 1.11. Die Reihenfolge dreht sich also beim Invertieren um. Man nennt das
auch die Socke-Schuh-Regel: Beim Ausziehen von Schuhen und Socken muss man die Rei-
henfolge des Anziehens umkehren. (Quelle: Wikipedia https://de.wikipedia.org/wiki/
Inverses_Element)

Satz 1.12. Ist *x assoziativ, also (X, *,e) ein Monoid, so sind fir jedes a € X daquivalent:

(a) a hat mindestens ein Linksinverses und mindestens ein Rechtsinverses.
(b) a hat mindestens ein Inverses.

(¢) a hat genau ein Inverses.

(d) a hat ein Inverses a=' und a=' hat als ein Inverses wieder a.

(e) a hat ein Linksinverses b und b hat selbst ein Linksinverses.
Beweis. (a) = (b) Seil ein Linksinverses von a und r ein Rechtsinverses. Dann gilt bereits
l=lxe=lx(axr)=(l*xa)xr=exr=r.
Damit ist [ sowohl Linksinverses als auch Rechtsinverses, also Inverses von a.

(b) = (c) Seien bund b Inverse von a. Dann ist b Linksinverses von a und b Rechtsinverses
von a und wie eben sieht man, dass die beiden Elemente gleich sind.
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(c) = (d) Daaxa! = e, ist a Linksinverses zu a~!. Da a~! * a = e, ist es auch Recht-

sinverses zu a 1.

(d) = (e) trivial
(e) = (a) Sei ¢ das Linksinverse zu b. Dann gilt:
axb=exaxb=(cxb)xaxb=cx*(bxa)xb=cxexb=cxb=e.

Also ist b auch ein Rechtsinverses zu a.

O]

Definition 1.13. Eine Gruppe ist ein Monoid (G, *,e), in dem jedes Element ein Links-
inverses hat.

Bemerkung 1.14. Ausgeschrieben muss eine Gruppe eine Menge G mit Verkniipfung
sein, die folgende drei Gruppenaxiome erfiillt:

(G1) x ist assoziativ.
(G2) Es gibt ein neutrales Element e beziiglich .
(G3) Fiir jedes Element a € G gibt es ein Linksinverses in G.

Bemerkung 1.15. Da in einer Gruppe fiir jedes Element die Eigenschaft (e) aus Satz 1.12
erfiillt ist, gelten fiir jedes Element s&mtliche der dquivalenten Eigenschaften des Satzes.
Insbesondere wissen wir:

(a) Jedes Element a einer Gruppe hat genau ein Inverses a~'.

(b) Fiir jedes Element a in der Gruppe gilt (a=1)~! = a.

Lemma 1.16. Sei (X, *,e) ein Monoid. Dann bildet die Menge X* = X* = {a €
X | a hat ein Inverses} der invertierbaren Elemente, zusammen mit der eingeschrankten
Verkniipfung X* x X* — X*,(a,b) — a x b und dem neutralen Element e eine Gruppe.

Beweis. Zunéchst miissen wir priifen, ob die Verkniipfung auf X * iiberhaupt wohldefiniert
ist in dem Sinne, dass fiir beliebige zwei Elemente a,b € X* auch a x b wieder in X liegt.
Das folgt aber sofort aus Lemma 1.10 (c), denn wenn a ein Inverses a~! und b ein Inverses
b~! hat, dann ist b= ! * ¢~ ! das Inverse von a * b.

Jetzt miissen wir die drei Gruppenaxiome nachpriifen:

(G1) klar

(G2) Esgilt: e € X*, weil aus exe = e folgt, dass e das Inverse von e ist. Dass e neutrales
Element auch von X* (nicht nur von X) ist, ist dann klar.

(G3) Wir wissen bereits, dass a ein Linksinverses, sogar ein Inverses in X hat. Die Frage
ist aber, ob es auch eines in X* hat. Aus Satz 1.12 folgt aber, dass auch a~! ein
Inverses hat, namlich a, also a=! € X*.



Notation 1.17. Ist x eine assoziative, kommutative Verkniipfung auf einer Menge X, so
schreiben wir auch oft stattdessen 4. Gibt es ein neutrales Element, bezeichnen wir das
dann als 0. Gibt es zu einem Element a ein Inverses, so notieren wir das mit —a. Statt
b+ (—a) schreiben wir dann auch kiirzer b — a.

Ist I eine endliche Menge und I — X, i — a; eine Abbildung, so schreiben wir weiter
> i @i fiir die Verkniipfung aller a; mit ¢ € I. I = () ist dabei nur dann erlaubt, wenn es
ein neutrales Element gibt. In diesem Fall definieren wir » ;4 a; = 0.

Lemma 1.18. Sei (G, *,¢e) eine Gruppe. Dann gilt:
VYa,be G: dxeG:zxa=b N 3yeG:axy=0>".

Beweis. Existenz: Setze z :=bxa~! und y := a~! % b, dann gilt xa =b*a"! *a = b und
axy=axa lxb=0.
Eindeutigkeit: Sei zxa = bund Zxa = b. Dann gilt z = rxa*xa™! = bxa~! = T*xa*a”

1 ~
=Z.
Die zweite Aussage zeigt man analog. O

Bemerkung 1.19. Man kann diese Eigenschaft als ,,Sudoku-Prinzip* von Gruppen be-
zeichnen: Wenn man eine Verkniipfungstafel fiir eine Gruppe ausfiillt, darf in jeder Zeile
und in jeder Spalte jeder Wert b nur genau einmal vorkommen.

Korollar 1.20 (Kiirzungsregel in Gruppen). Sei (G, *,¢) eine Gruppe.
Aus x xa =T x a folgt bereits x = I; ebenso folgt aus a xy = a xy bereits y = 4.
Insbesondere folgt aus a * x = a bereits x = e und aus y x a = a bereits y = e.

Beweis. Das folgt sofort aus der Eindeutigkeitsaussage von Lemma 1.18. O

Zum Schluss noch ein wichtiger Untertyp von Gruppen:
Definition 1.21. Eine Gruppe, deren Verkniipfung kommutativ ist, heifst abelsche Gruppe.

Notation 1.22. Manchmal verwenden wir die Menge G stellvertretend fiir eine Gruppe
(G, , e) und behalten im Hinterkopf, dass die Verkniipfung und das neutrale Element auch
dazugehoren.

2 Homomorphismen und Unterobjekte

Bis jetzt haben wir mathematische Objekte mit verschiedenem Komplexititsgrad definiert,
die alle Mengen mit gewissen Zusatzstrukturen waren. Natiirlich kdnnen wir zwischen je
zwei Mengen Abbildungen definieren. Uns interessieren aber vor allem solche Abbildungen,
die auch mit den Zusatzstrukturen ,vertraglich“ sind.

Solch eine strukturerhaltende Abbildung nennen wir allgemein Homomorphismus. Die ge-
nauen Kigenschaften, die der Homomorphismus erfiillen muss, richten sich nach dem ma-
thematischen Objekt, um die es geht.

Die zusitzliche Struktur einer Menge mit Verkniipfung gegeniiber einer blofen Menge ist
eben die Verkniipfung. So erklért sich die folgende Definition:

Definition 2.1. Seien (X, *) und (X,*) zwei Mengen mit Verkniipfung.
Ein Homomorphismus von Mengen mit Verknipfung oder Magmahomomorphismus von
(X, *) nach (X,*) ist eine Abbildung f: X — X, die die folgende Eigenschaft erfiillt:

Vo,ye Xt f(z*y) = f(o)* f(y).



Eine Halbgruppe hat gegeniiber einer Menge mit Verkniipfung keine zusétzliche Struktur,
nur eine besondere Figenschaft. Deshalb gibt es keine besonderen Halbgruppenhomomor-
phismen. In der Literatur ist es aber iiblich, Magmahomomorphismen zwischen zwei Halb-
gruppen als Halbgruppenhomomorphismen zu bezeichnen.

Die zusétzliche Struktur eines Monoids gegeniiber einer Halbgruppe ist das neutrale Ele-
ment. Deshalb die folgende Definition:

Definition 2.2. Seien (M, x,e) und (M, *, &) zwei Monoide.
Ein Monoidhomomorphismus von (M, *,e) nach (M,x,é) ist ein Halbgruppenhomomor-
phismus von (M, %) nach (M, %), der zusétzlich die folgende Eigenschaft erfiillt:

fle)=¢.

Ob die Existenz von Inversen zu jedem Element eigentlich eine Zusatzstruktur der Gruppe
gegeniiber einem Monoid sind, dariiber lisst sich streiten. Man kann auf jeden Fall die
folgende Definition geben:

Definition 2.3. Seien (G, ,e) und (G, *, &) Gruppen.
Ein Gruppenhomomorphismus von (G, *, e) nach (G, *, €) ist ein Monoidhomomorphismus
von (G, *,e) nach (G, *, €), fiir den gilt:

VaeG: f(a*h) = (fla) 1
Es spielt aber keine Rolle, ob man die Inversen als Zusatzstruktur auffasst, denn fiir jeden
Monoidhomomorphismus gilt bereits automatisch:

Lemma 2.4. Seien (M, *,e) und (M,*,¢&) zwei Monoide und f: M — M ein Monoidho-
momorphismus. Sei a € M beliebig. Dann gilt:

(a) Istl ein Linksinverses zu a beziiglich x, so ist f(l) ein Linksinverses zu f(a) beziiglich
*.

(b) Istr ein Rechtsinverses zu a beziiglich x, so ist f(r) ein Rechtsinverses zu f(a) beziiglich
*.

(c) Ist a=' das Inverse zu a beziiglich x, so ist f(a™') = (f(a))~! das Inverse zu f(a)
beziiglich x. Insbesondere ist jeder Monoidhomomorphismus zwischen zwei Gruppen
ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. (a) Es gilt:
f)* fla) = f(lxa) = fe) =e.

(b) analog

(c) folgt aus (a) und (b).

Fiir Gruppen gilt sogar noch etwas Besseres:

Lemma 2.5. Jeder Magmahomomorphismus zwischen zwei Gruppen ist bereits ein Grup-
penhomomorphismus.



Beweis. Seien (G, x,e) und (G,*,¢é) die Gruppen und f: G — G der Homomorphismus.
Da wir bereits wissen, dass jeder Monoidhomomorphismus zwischen zwei Gruppen ein
Gruppenhomomorphismus ist, miissen wir nur noch zeigen, dass f(e) = €.

Das folgt aber so: Sei a € G beliebig. Dann ist f(a)x f(e) = f(a*e) = f(a). Mit Korollar
1.20 muss dann f(e) bereits € sein. O

Bemerkung 2.6. Achtung! Es ist zwar jeder Magmahomomorphismus zwischen Gruppen
ein Gruppenhomomorphismus, aber nicht jeder Magmahomomorphismus zwischen Monoi-
den ein Monoidhomomorphismus. Im Beweis haben wir das Sudoku-Prinzip benutzt, das
eine Besonderheit von Gruppen ist und in Monoiden im Allgemeinen nicht gilt.

Bemerkung 2.7. Geht aus dem Kontext hervor, ob jetzt ein Magma-, Monoid-, Gruppen-
oder noch ein anderer Homomorphismus gemeint ist, spricht man nur von Homomorphis-
men.

Gruppenhomomorphismen haben eine sehr niitzliche Eigenschaft, die sie normalen Abbil-
dungen voraus haben:

Lemma 2.8. Seien (G, x,e) und (H,*,€) zwei Gruppen.
Ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — H ist genau dann injektiv, wenn

o' ({e}) ={g € G| o(g) = ¢} = {e}.

Beweis. ,, =
Diese Richtung ist trivial: Wir wissen bereits, dass e unter ¢ auf € abgebildet wird. Wenn
¢ injektiv ist, dann muss es das einzige Element von G sein.
77¢“:
Seien ¢,¢' € G mit ¢(g) = ¢(g’). Wir miissen zeigen, dass g = ¢'. Es gilt
. . - ?(9)=¢(9") -

Sg" " xg) = dlg ) xlg) = 0l9) Te(g) =" e
Da nach Voraussetzung e das einzige Element ist, das auf & abgebildet wird, folgt g* ~!x¢' =
e,alsog=grxe=g*xg* 1 xg =g O

Definition 2.9. Sei ¢ ein Gruppenhomomorphismus von (G, *,e) nach (H,*,€). Dann
definiert man den Kern von ¢ als die Menge

ker(¢) := ¢~ ({e}) ={g € G | ¢(g) = &}.

Thr wisst bereits, dass es Abbildungen f: M — N gibt, die man beidseitig umkehren kann,
dass es also Abbildungen g: N — M und h: N — M gibt, sodass f og = idy und
ho f =idps. Analog zur ersten Aussage von Satz 1.12 gilt dann g = h und wir schreiben
dafiir f~! und nennen das die Umkehrabbildung (Achtung: Das ist kein Inverses im Sinne
unserer Definition, da bereits die Menge der Abbildungen zwischen M und N und zwischen
N und M keine Menge mit Verkniipfung bilden - man kann ja nicht zwei Abbildungen von
M nach N verkniipfen, wenn N keine Teilmenge von M ist). Solche Abbildungen nennt
man dann bekanntlich bijektiv.

Das Analogon fiir Mengen mit Zusatzstruktur ist der Isomorphismus:

Definition 2.10. Ein Isomorphismus zwischen zwei Mengen X und Y mit Zusatzstruktur
ist ein Homomorphismus f: X — Y, der bijektiv ist und dessen Umkehrabbildung f~!
selbst wieder ein Homomorphismus ist.



Bemerkung 2.11. Hier muss natiirlich der Homomorphismus der zur Zusatzstruktur
passende und die Umkehrabbildung dieselbe Art von Homomorphismus sein. Ein Grup-
penisomorphismus ist also zum Beispiel ein bijektiver Gruppenhomomorphismus, dessen
Umkehrabbildung wieder ein Gruppenhomomorphismus ist.

Satz 2.12. Jeder bijektive Magmahomomorphismus ist bereits ein Magmaisomorphismus.
Entsprechendes gilt fiir Monoidhomomorphismen und Gruppenhomomorphismen.

Beweis. Sei f: X — Y der Magmahomomorphismus.
Wir miissen zeigen, dass f~(axb) = f~(a) * f~1(b) fiir alle a,b € Y.
Es gilt aber

Definition f~ 1

ST @) > fFH0))
FHFU M a) = 71 0)
FHa) = 1 ().

Den Fall der Gruppenhomomorphismen haben wir damit schon abgehandelt. Fiir Mo-
noidhomomorphismen brauchen wir noch f~1(€) = e, aber das ist ja nach Definition der
Umkehrabbildung klar. O

fHaxb)

f Homomorphismus

Definition f~ !

Bemerkung 2.13. Man kdnnte sich jetzt fragen, warum man nicht gleich definiert, dass
ein Isomorphismus ein bijektiver Homomorphismus ist, wenn die zusétzliche Eigenschaft,
dass auch die Umkehrabbildung ein Homomorphismus ist, ohnehin von selbst folgt. Das
tun manche auch.

Es gibt aber auch Zusatzstrukturen, deren Erhalt von einer Abbildung nicht automatisch
auf die Umkehrabbildung iibertragen wird. Spitestens dort muss man dann einen Unter-
schied machen zwischen bijektiven Homomorphismen und Isomorphismen. Deshalb finde
ich es sinnvoll, den Unterschied gleich einzufiihren, auch wenn er hier noch keine Anwen-
dung findet.

Bemerkung 2.14. Fin Homomorphismus von einem Objekt in sich selbst wird Endomor-
phismus genannt. Ein Endomorphismus, der gleichzeitig Isomorphismus ist, heibt Awuto-
morphismus.

Bemerkung 2.15. Mathematische Objekte gleicher Art und die dazu passenden Homo-
morphismen bilden eine sogenannte Kategorie.

Beispiele fiir Kategorien sind also die Kategorie der Magmata mit den Magmahomomor-
phismen, die Kategorie der Monoide mit den Monoidhomomorphismen oder die Kategorie
der Gruppen mit den Gruppenhomomorphismen.

Oft kommt es vor, dass ein Objekt aus einer Kategorie, z. B. eine Gruppe, in einem zweiten
Objekt der gleichen Kategorie enthalten ist, und zwar nicht einfach nur als Menge, sondern
s0, dass die Strukturen, z. B. die Verkniipfung, auch ,die gleichen“ sind. Wir kennen das
von der Gruppe der ganzen Zahlen mit der Addition, die in der Gruppe der reellen Zahlen
mit der Addition liegt. Das kénnen wir in die folgende allgemeine Definition fassen:

Definition 2.16. Sei (X, S) eine Objekt aus einer Kategorie von Mengen mit Zusatzstruk-
turen, wobei X die Menge und S die Strukturen bezeichne.

Ein Objekt (Y,T) derselben Kategorie nennen wir Unterobjekt (dieser Kategorie) von X,
wenn die zugrundeliegende Menge Y eine Teilmenge von X ist und die natiirliche Einbet-
tung i: Y — X,y — y ein Homomorphismus der Kategorie ist.



Bemerkung 2.17. Ist also (M, x) ein Magma, so heikt also ein Magma (U, x) Untermag-
ma von (M, ), wenn U C M und fiir alle Elemente u,v € U gilt: uxv = i(uxv) = u*v.
Da ein Gruppenhomomorphismus nach Lemma 2.5 dasselbe ist wie ein Magmahomomor-
phismus zwischen zwei Gruppen, heift also eine Gruppe (H, x, €) Untergruppe einer Gruppe
(G,*,e), wenn H C G und fiir alle h, ' € H gilt: h=h' = h = h'. Da ein Gruppenhomo-
morphismus das neutrale Element auf das neutrale Element abbildet, ist dann automatisch
€ = i(€) = e. Entsprechend gilt fiir die Inversen: h*~! = i(h*~!) = h*~ 1,

Bemerkung 2.18. Achtung! Es geniigt nicht, dass nur die Mengen ineinander enthalten
sind. Z.B. ist (R*,-, 1) keine Untergruppe von (R, +,0), denn fiir zwei Zahlen a,b € R* gilt
im Allgemeinen nicht a - b = a + b (Natiirlich sieht man es auch daran, dass die beiden
neutralen Elemente nicht {ibereinstimmen).

Wenn jetzt die Verkniipfung auf der Untergruppe ohnehin einfach die Einschrinkung der
Verkniipfung der urspriinglichen Gruppe auf die Elemente der Untergruppe ist und das
neutrale Element und die Inversen die gleichen wie in der urspriinglichen Gruppe sind,
dann geniigt es ja offensichtlich, bei einer Untergruppe die Menge festzulegen, der Rest, ist
dann bereits klar.

Es stellt sich also die Frage, welche Teilmengen von Gruppen Untergruppen sind. Die
Antwort gibt das folgende einfache Lemma:

Lemma 2.19. Sei (G, *,e) eine Gruppe. Sei weiter H C G und xg: Hx H — G, (a,b) —
a x b die Finschrinkung der Verkniipfung x auf Elemente von H.
Genau dann ist (H,xp,e) eine Untergruppe von (G,*,e), wenn gilt:

(a) H#D
(b) YVa,be H: axbe H

(c)Vae H: a* 'cH

Beweis. ,=* Wenn H eine Untergruppe und damit insbesondere eine Gruppe ist, muss es
natiirlich mindestens das neutrale Element enthalten und a x b = a *xz b muss wieder in
H liegen nach Definition einer Verkniipfung. Auferdem hat jedes Element a ein Inverses
a*#~1 ¢ H. Wie wir oben festgestellt haben, ist a*#~! = a*~!. Dieses liegt also in H.
»,<" Als erstes stellen wir fest, dass *gr tatséchlich eine Verkniipfung auf H ist, da fiir alle
a,b € H das Ergebnis a xg b = a * b nach (b) wirklich in H liegt.

Wir miissen die drei Gruppenaxiome priifen und sicherstellen, dass fiir alle a,b € H gilt:
axgb=axb.

Letzteres gilt nach Definition, also nur noch die Gruppenaxiome:

(G1) Klar: Va,b,ce H: (axgb)xgc=(axb)xc=ax(bxc)=axyg (bxgc)

(G2) e € H, denn es gilt: H # (), also gibt es ein Element a € H. Mit (c) ist a*' € H,
also mit (b) auch a*~ ! xa = e.
e ist neutrales Element von H, denn fiir alle a € H gilt: a xgy e = a xe = a und
exga=exa=a.

1 1

(G3) Jedes Element a hat ein Linksinverses a*# ~1: Setze a*# ~! := ¢*~!. Dann gilt a*# ~'xy

a=a""txa=e.
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3 Ringe und Korper

Wenn wir uns die reellen Zahlen vor Augen fiithren, dann erkennen wir, dass es auf ih-
nen sogar zwei assoziative Verkniipfungen, 4+ und -, gibt, die iiber das Distributivgesetz
miteinander verbunden sind. Das ist die Motivation fiir die folgende Definition:

Definition 3.1. Ein Ring (mit Fins) ist ein Tupel (R, +g,Og, ‘g, 1r) bestehend aus einer
Menge R mit zwei Verkniipfungen +pr und -g, sodass gilt:

(R1) (R,+R,0p) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) (R, R, 1R) ist ein Monoid.
(R3) Es gelten die Distributivgesetze:

Va,b,ce R: (a+prb)-rc=(a-rc)+r(b-rc), a-r(b+rc)=(a-gbd)+r(a-rc).

Wir bezeichnen die Verkniipfung +g als die (Ring-)Addition, die Verkniipfung -r als die
(Ring-) Multiplikation.

Bemerkung 3.2. Wenn dadurch keine Missverstdndnisse entstehen, schreiben wir auch
kiirzer +, 0, - und 1 fiir +5, Og, -g und 1g.

Notation 3.3. Wir benutzen in Ringen die aus der Schule bekannte Regel ,,Punkt vor
Strich®, sodass wir also statt (a - b) + ¢ auch kiirzer a - b+ ¢ schreiben kénnen.

Weiter lassen wir oft den Punkt der zweiten Verkniipfung ganz weg, sodass wir also statt
a - b auch einfach ab schreiben konnen.

Lemma 3.4. Sei (R,+,0,-,1) ein Ring. Dann gilt:
(a) Vae R: 0-a=0=a-0.

(b)Vae R: (-1)-a=-a=a-(-1)

(¢) ,Plus mal Minus gibt Minus“:  Va,b€ R: a-(=b)=—(a-b)
»Minus mal Plus gibt Minus“:  Va,be R: (—a)-b=—(a-b)
» Minus mal Minus gibt Plus“:  Va,be R: (—a)-(=b)=a-b

Beweis. (a) 0-a=0-a+0-a—0-a=(0+0)-a—0-a=0-a—0-a=0.
—_————

=0
Oder kiirzer mit der Kiirzungsregel in der Gruppe (R, +,0):

0-a=(040)-a=0-a+0-a.
Die andere Aussage beweist man analog.
(b) Esgilt: (-1)-a+a=(-1)-a+1-a=(-141)-a =0, also ist (—1) - a das eindeutige
Inverse —a von a.

Auch hier beweist man die zweite Aussage analog.

(c) Wir beweisen die dritte Aussage, die anderen beiden zeigt man analog, nur einfacher.
(~a) (=) = (- (~1) - ((-1) D) =a- ((=1)- (~1)) b=a-(~(~1)) b=a-1-b=a-b
O]
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Bemerkung 3.5. Nach Lemma 1.16 ist die Menge R* (oder R*) aller beziiglich der Mul-
tiplikation invertierbaren Elemente, zusammen mit der Einschrankung der Multiplikation
auf diese Menge und der 1 eine Gruppe. Man nennt sie die Finheitengruppe des Rings und
ihre Elemente die Einheiten des Rings.

Ist in dem Ring 1 # 0, so ist 0 ¢ R*, denn a - 0 ist immer 0 und nie 1, also hat 0 kein
multiplikatives Inverses.

Ist in dem Ring 1 = 0, so besteht der Ring nur aus diesem einen Element, denn fiir jedes
Element a € Rgilt:a=1-a=0-a=0.

Besteht ein Ring also aus mehr als einem Element, so kann niemals (R, -, 1) eine Gruppe
sein. Das Beste, was mdglich ist, ist dass 0 das einzige Element ohne multiplikatives Inverses
ist, sodass also (R\{0}, -, 1) eine Gruppe ist. Das ist die Motivation der folgenden Definition:

Definition 3.6. (a) Ein Ring (R,+,0,-,1), in dem 0 # 1 und R* = R\ {0}, heifit Schief-

korper.

(b) Ein Kérper ist ein Schiefkorper, bei dem auch die Multiplikation kommutativ ist.

Natiirlich gibt es auch Ringhomomorphismen und Kérperhomomorphismen. Wie man sich
leicht denken kann, sind diese durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert:

Definition 3.7. Seien (R, +r,0R, 'R, 1R) und (S, +s,0s, g, 15).
Ein Ringhomomorphismus von (R,+g,0g, g, 1g) nach (S,+g,0s,s,1s) ist eine Abbil-
dung ¢: R — S, fiir die gilt:

(a) ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus von (R, +g,0r) nach (S, +g,0g).
(b) ¢ ist ein Monoidhomomorphismus von (R, g, 1g) nach (S5,-g, 1g).

Bemerkung 3.8. Wegen Lemma 2.5 sind das die Eigenschaften, die man fiir einen Ring-
homomorphismus priifen muss:

(a) Va,be R:  ¢(a+rb) = ¢(a) +sp(b) A é(a-rb) = ¢(a) s 4(b)
(b) ¢r(1R) =15

Bemerkung 3.9. Da ein Korper gegeniiber einem Ring keine Zusatzstruktur besitzt, ist
jeder Ringhomomorphismus zwischen zwei Korpern ein Kérperhomomorphismus.

Notation 3.10. Auch bei Ringen und Korpern schreiben wir meist nur die Menge hin und
denken uns die Verkniipfungen und die beiden neutralen Elemente dazu.

Beispiel 3.11. Die wichtigsten Kérper sind Q, der Korper der rationalen Zahlen, R, der
Koérper der reellen Zahlen, und C, der Kérper der komplexen Zahlen.

4 Vektorraume

Betrachten wir das homogene reelle lineare Gleichungssystem

201+ 3x0 —x3 =

1 —2x9+x3 = 0,

so kénnen wir, bevor wir die Losungen berechnet haben, bereits zwei Dinge feststellen:
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1. Wenn (x1,z92,23) eine Losung des linearen Gleichungssystems ist und (2}, 2%, %)
eine zweite, dann ist auch die ,Summe” der Losungen, zu verstehen als das Tupel
(1 + 2, x2 + ah, x3 + f), eine Losung, denn 2(z1 + o)) + 3(z2 + 2b) — (z3 + o) =
221 + 3x9 — x3 + 22} + 325, — 25 = 0+ 0 = 0 und entsprechend (z1 + z}) — 2(z2 +
zh) + (z3+ x%) = 0.

2. Mit (z1,x2,x3) ist auch das skalierte Tupel (Ax1, Axg, Ax3) fiir jedes beliebige A € R
eine Losung, denn 2(Ax1) 4+ 3(Ax2) — (Ax3) = A(2x1 + 322 —x3) = A -0 = 0 und
entsprechend (Ax1) — 2(Az2) + (Az3) = 0.

An keiner Stelle haben wir dabei die genauen Koeffizienten des linearen Gleichungssystems,
die Anzahl der Variablen oder der Gleichungen benutzt. Das Einzige, was wichtig war, war
die Homogenitét, also dass auf der rechten Seite Nullen standen.

Ganz dhnlich sieht es aus, wenn wir uns die folgende reelle Differentialgleichung ansehen:

f@) +2f(x) — 2f"(x) = 0.

Auch hier konnen wir, ohne die Lésungen zu kennen, bereits feststellen:

1. Wenn f und g zwei Losungen der Differentialgleichung sind, dann auch ihre Summe,

denn (f + g)(z) + 2(f + 9)'(2) — 2(f + 9)"(x) " Fa) + g(a) + 2 () +
(@) =2(f"(@)+9"(x)) = f(x)+2f(x) —2f"(x) +g(x)+2¢ () 2" (x) = 0+0 = 0.

2. Mit f ist auch die mit einem konstanten Faktor multiplizierte Funktion Af fiir je-

des A € R eine Losung, denn (Af)(z) + 2(\f)'(z) — 2(Af)"(x) Faktorregel M(x) +
20 f"(x)) — 2\ f"(2)) = A(f (@) + 2f"(z) = 2f"(x)) = X- 0 =0.

Wichtig zu verstehen ist aber, dass in beiden Féllen zwar das Produkt einer Lésung mit
einem konstanten Faktor wieder eine Losung ergibt, aber das das Produkt zweier Losungen
im allgemeinen nicht. Im Fall des linearen Gleichungssystems stoft man auf das Problem,
dass man eine Summe von Produkten im allgemeinen nicht in Faktoren zerlegen kann, im
zweiten davon abgesehen bereits auf das Hindernis, dass die Ableitung eines Produkts mit
der Produktregel recht komplizierte Terme liefert.

Diese Ahnlichkeit in der Struktur der Losungsmengen ist die Motivation fiir die folgende
Definition, die das Zentrum der linearen Algebra bildet:

Definition 4.1. Sei (K, +x,0x, k, 1) ein Korper.
Ein K-Vektorraum ist ein Tupel (V,+v, 0y, k1) bestehend aus einer abelschen Gruppe
(V,+v,0y) und einer Abbildung gy : K xV — V, sodass fiir alle A\, p € K,v,w € V gilt:

V1 )\‘K,V (U +V w) :)\~K7vv+v)\'[{7vw

V2) A +rxp) kvv=AKvV+v LKy U

V3) Mgy (-ryvv) =N xp Kvv

(
(
(
(V4

)
)
)
) Ik Ky v="0

Die Gruppenverkniipfung +y heift dabei Vektoraddition, die Abbildung -k v skalare Mul-
tiplikation oder Skalarmultiplikation. Die Elemente von V heiflen Vektoren, die von K
Skalare. Das neutrale Element Oy wird als Nullvektor bezeichnet.

Ist K =R der Koérper der reellen Zahlen, so heiffen R-Vektorrdume auch reelle Vektorriu-
me. Ist K = C der Korper der komplexen Zahlen, so heifen C-Vektorrdume auch kompleze
Vektorrdume.

13



Notation 4.2. Auch hier werden wir im Allgemeinen kiirzer + und 0 fiir +y und Oy
schreiben und gy ganz weglassen. Aufserdem bezeichnen wir das Inverse eines Vektors v
in der Gruppe (V,+v,0y) wie gewohnt mit —v. Es ist deshalb wichtig, bei jeder Aussage
zu iiberlegen, an welcher Stelle die Addition und Multiplikation des Kérpers und wo die
Vektoraddition und die Skalarmultiplikation gemeint sind.

Bemerkung 4.3. Achtung! Wir kénnen zwei Vektoren addieren und einen Vektor mit
einem Skalar multiplizieren. Zwei Vektoren multiplizieren kann man im Allgemeinen nicht.

Beispiel 4.4. (a) Sei (K,+x,0k, x,1x) ein Korper. Dann ist (K,+x,0x, x) ein K-

Vektorraum. Die Vektorraumaxiome (V1) und (V2) sind einfach die Distributivgesetze,
(V3) ist das Assoziativgesetz der Multiplikation und (V'4) die Eigenschaft der 1g,
neutrales Element der Multiplikation zu sein.

Sei K" = K x---xK = {(z1,...,2y) | 1,...,2, € K}. Wir definieren fiir zwei
—_—
n
Elemente (z1,...,2,) und (y1,...,yn) aus K™ ihre Summe

(@15 2n) + (Y15 Yn) = (L1 +K Y1, - Tn K Yn)
und fiir A € K
)\(xl,... ,I‘n) = ()\ ‘K L1,y .,A ‘K .ZI}n)
Mit diesen beiden Abbildungen und dem Nullvektor (0, ...,0) ist K™ ein K-Vektorraum:
(V1): Seien (x1,...,2n), (Y1,...,yn) € K™ und A € K beliebig. Dann gilt:

M1, ozn) + (Y1, 9m) = M@+ Y1, Tn +K Yn)
Ak @1+ Y1), Ak (Tn +K Yn))
= MVKTIFKAKYL - A K Tn KA K Yn)
= ANrx1, AN kTp)+F AN K YL, A K Yn)
= Mz, Zn) Ay, Yn)
Die Vektorraumaxiome (V2), (V3) und (V4) zeigt man auf dhnliche Weise.
Eine einelementige Menge {0y } mit der trivialen Vektoraddition Oy +y Oy = Oy, dem

Nullvektor Oy und der trivialen Skalarmultiplikation A gy Oy = Oy fiir alle A € K ist
ein K-Vektorraum. Er wird als Nullvektorraum bezeichnet.

Ist (V,4+v,0v, k,v) ein K-Vektorraum und L ein Unterkérper von K, dann ist
(V,+v,0y,-1,v) mit der auf L x V eingeschrénkten Skalarmultiplikation auch ein L-
Vektorraum.

Ist (V,4+v,0v, k,v) ein K-Vektorraum und X ein beliebige Menge, dann ist die Menge
{f: X — V} aller Abbildungen von X nach V mit der Vektoraddition f + g: z
f(z) +v g(x) und der Skalarmultiplikation Af: z — X gy f(2) und dem Nullvektor
0: z — Oy ein K-Vektorraum:

(V1): Seien f und g Abbildungen von X nach V und A € K. Wir miissen zeigen, dass
die Abbildungen A(f 4 g) und A\f + Ag gleich sind, also auf jedem Element von X
dasselbe bewirken. Sei also z € X beliebig. Dann haben wir

Af+9)x) = Ay (f+9) ()
= Ay (f(z)+v g(2))
= Xy f(@)+v A kv g(x)
(M) (@) +v (Ag)(z)
= (Af+2g)(x)
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Auch hier zeigt man die Vektorraumaxiome (V2), (V3) und (V4) auf dhnliche Weise.

Lemma 4.5. Sei (K, +x,0k, i, 1x) ein Korper und (V,4+v,0v, -k.v) ein K-Vektorraum.
Dann gilt:

(a) YoeV: Og-gyvv=0y
(b)) VA€ K: A-gy Oy =0y
(c) Ve KveV: XNgyv=0y = \A=0g V v=0y)
(d) Yo e V:(—1k) kv v=—v

Beweis. (a) Es gilt Ox KV U= (0 +x Ok) kv v =0k gvv+y O kv v Mit der
Kiirzungsregel in der Gruppe (V, 4y, 0y) folgt damit die Aussage.

(b) Analog
(c) Sei Ay v=0und \# 0. Dann hat X ein multiplikatives Inverses A~! und es folgt

V4 V3
v N I kvo=A" g A Kgvv (¥3) Ay Ny ) =A"" gy 0y = Oy

. V4 \Y%
(d) Es gilt: v+ (=1k) ‘xKv v (:) Ik kv v+ (=1lkg) kv v (:) (g —1k) gy v =

(a)
Ox KVU = Oy.
Damit ist (—1x) -k, v das eindeutige Inverse —v von v in der Gruppe (V, 4,0y ).

O
Jetzt, da wir Vektorrdume definiert haben, ist es kein Kunststiick, darauf zu kommen, was

ein Vektorraumhomomorphismus ist.

Definition 4.6. Sei (K, +x,0k, r,1x) ein Korper und seien (V,+v,0v, k) und
(W, +w, 0w, -x.w) K-Vektorraume.

Ein K-Vektorraumhomomorphismus oder auch eine K-lineare Abbildung von
(V,+v,0v, x,v) nach (W, +w, 0w, -x,w) ist eine Abbildung ¢: V — W, fiir die gilt:

1. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus von (V,+y, 0y ) nach (W, +y, Ow ).
2.V e KveV: ¢(A-K7vv):A-K,W¢(v).

Bemerkung 4.7. Da jeder Magmahomomorphismus zwischen zwei Gruppen bereits ein
Gruppenhomomorphismus ist, reichen die folgenden beiden Eigenschaften aus, um K-
lineare Abbildungen zu charakterisieren:

(L1) Yo,w e V: ¢4y w)= o) +w ¢(w) (,Additivitat)
(L2) VAe K,veV: oA -gyvv)=Xgw ¢(v) (,Homogenitat")

Bemerkung 4.8. Achtung! Der Korper der Skalare muss bei beiden Vektorrdumen der-
selbe sein.

Wie wir uns denken kénnen, ist ein K- Vektorraumisomorphismus ein bijektiver K-Vektor-
raumhomomorphismus, dessen Umkehrabbildung wieder ein K-Vektorraumhomomorphis-
mus ist. Unsere erste Frage sollte wieder sein: Ist jeder bijektive K-Vektorraumhomomor-
phismus bereits ein K-Vektorraumisomorphismus? Die Antwort ist ,ja“:
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Lemma 4.9. Sei K ein Korper und seien (V,+v,0v, -k v) und (W, 4+w,0w, -xw) 2wei
Vektorraume.

Wenn ¢ ein bijektiver K - Vektorraumhomomorphismus von (V, +v,0v, - k.v) nach (W, +w, 0w, -kw)
ist, s0 ist seine Umkehrabbildung ¢~—' auch ein K -Vektorraumhomomorphismus.

Beweis. Die Eigenschaft (L1) miissen wir nicht mehr zeigen, da ¢ auch ein bijektiver Grup-
penhomomorphismus ist.
Die Eigenschaft (L2) sehen wir so:

(25710\ — Deﬁniti:()n 1 (b,l()\ Wik ¢(¢71(w)))
¢~ (6 vk 97 (w)))

A VK qb_l(w).

Homogenitét von ¢

Definition ¢!

Lemma 4.10. Sei K ein Korper und seien U, V und W K-Vektorrdume.
Wenn f: U =V und g: V — W K-Vektorraumhomomorphismen sind, dann ist auch die
Komposition go f: U — W ein K-Vektorraumhomomorphismus.

Beweis. (L1) Seien z,y € U beliebig. Dann gilt:

(go f)(z+y) = g(flz+y))
PR g(5(@)+ 1)
gIRRT (@) + 9(f ()
= (gof)(x)+(gof)y)
(L2) Seien z € U und X € K beliebig. Dann gilt:

(GoNOa) = g(fOw))
/ 12‘*“ g\ ()
g oA\ (f ()

—  Ago )

O]

Wenn wir wissen, was Vektorraumhomomorphismen sind, dann wissen wir auch, was ein
Untervektorraum ist.

Definition 4.11. Sei K ein Korper und (V,+v, 0y, k) ein K-Vektorraum.
Ein Untervektorraum von V ist ein K-Vektorraum (W, +w, Ow,-kx,w ), sodass W C V und
die Inklusionsabbildung ¢: W — V ein Vektorraumhomomorphismus ist.

Bemerkung 4.12. Wie bei Untergruppen bedeutet diese etwas abstrakte Definition, dass
+w und g gerade die Einschrénkungen der Abbildungen +y und -g v auf W x W bzw.
K x W sind. Aufserdem folgt sofort, dass Oy = Oy .
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Bemerkung 4.13. Ebenfalls wie bei Untergruppen gibt es eine einfach zu priifende Cha-
rakterisierung von Untervektorrdumen:

Eine Teilmenge W C V wird zusammen mit der Einschrinkung der Vektoraddition und
der Skalarmultiplikation und dem Nullvektor genau dann ein Untervektorraum, wenn die
folgenden drei Eigenschaften erfiillt sind:

(U1) W #£0
(U2) Ve,ye W: z+yeW
(U3) Ve WAe K: X eW

Beispiel 4.14. (a) Im Vektorraum R3 ist die Menge der Lésungen (1, 22, x3) des linearen
Gleichungssystems

2x1 + 312 — 73
1 —2z9+23 = 0

ein Untervektorraum.
Die beiden Eigenschaften (U2) und (U3) haben wir bereits nachgepriift. (U1) ist erfiillt,
da (0,0,0) offensichtlich eine Losung ist.

(b) Im Vektorraum aller Funktionen f: R — R ist die Menge der Losungen der Differen-
tialgleichung

f(@) +2f'(2) - 2f"(2) = 0

ein Untervektorraum aus denselben Grinden.

(c¢) In jedem Vektorraum V sind die Menge {0y} und der ganze Vektorraum V Untervek-
torrdume. Man nennt sie die trivialen Unterrdume.

(d) Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Dann ist die Menge
Hompg (V,W) :={f:V - W | f K-linear}

der Vektorraumhomomorphismen von V nach W ein Untervektorraum des Vektor-
raums aller Abbildungen von V nach W:

(Ul) Die Abbildung V' — W, v — Oy ist offensichtlich linear.
(U2) Seien f,g € Homg (V,W). Dann gilt fiir f + g¢:

(f+9)(z+y) = flz+y) +g(z+y)

PG g o r0) 4 f() + () + gv)
= f(@) +g(x) + fy) +9(y)
= (f +9)(@) + (f +9)),
(f +9)(Az) = f(Ax) + g(Az) = Af(2) + Ag(z) = A(f(z) + g(x)) = A(f + 9)(=).
Also ist auch f+ g € Homg (V, W).
(U3) Sei f € Homg (V, W), A € K. Dann gilt fiir \f:

Az+y) = AMle+y)

JHRear ) (@) + £)
= AM(x)+ A f(y)
= 0N+ D),
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J linear

(M) (pw) = Af ()
Also ist auch \f € Homg (V, W).

Af(x) = pAf(x) = p(Af)(x).

Definition 4.15. Sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum.

Eine Linearkombination von endlich vielen Vektoren vy, ..., v, ist ein Ausdruck der Form
Avp ..o+ N far A, N € KL

Ist E C V eine Teilmenge, so nennen wir

spang (E) :={v eV |3er,...,e, EEN,.... s EK:v=X\e1+ ...+ A}
das Erzeugnis von E {iber K.

Notation 4.16. Eine andere Schreibweise fiir das Erzeugnis ist (E).

Lemma 4.17. Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und E CV beliebig.
Dann gilt:

(a) Das Erzeugnis spang (E) von E ist ein Untervektorraum, der E enthilt.

(b) Ist W ein beliebiger Untervektorraum von V, der E enthdlt, dann gilt spany (E) C W.

Zusammengefasst heifit das: spang (E) ist der kleinste Untervektorraum, der E enthdlt.

Beweis. (a) Dass E € spang (F), ist klar, denn jedes Element e € E ldsst sich als Linear-
kombination le aus Elementen (in diesem Fall einem einzigen) aus F schreiben.
Wir priifen die drei charakterisierenden Eigenschaften fiir Untervektorrdume aus Be-
merkung 4.13:

(Ul): Wenn E # 0, dann ist es klar. Aber auch wenn E = () ist, enthélt spang (F)
noch den Nullvektor, wenn wir uns an die Konvention ), 4 e; = 0 in beliebigen
abelschen Gruppen erinnern.

(U2): Seien z,y € spang(E) beliebig. Nach Definition des Erzeugnisses gibt es dann
Vektoren eq,...,e, und €,41,...,es aus F (die auch nicht alle verschieden sein
miissen) und Skalare Ai,..., A\, sowie Arj1,..., s, sodass © = Y ., \e; und
Y= i1 Aiei. Dann ist aber x +y = Y77, A\je; und damit in span (E).

(U3): Wieder gibt es Vektoren eq,...,e, € E und Skalare A\q,...,\. € K, sodass x =
Yoisg Niei. Dannist Ax = A3 Aies) = Doy A(hies) = i1 (ANi)e; und damit
in spang (F).

(b) Sei W ein Untervektorraum, der E enthélt. Dann enthélt W nach Eigenschaft (U3)
auch alle Elemente \;e; mit A\; € K und e; € F und nach Eigenschaft (U2) induktiv
auch alle Summen Aje; + ...+ A\ye,. Damit liegen aber alle Elemente aus spany (E)
in W.

O
Definition 4.18. Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und W ein Untervektorraum
von V.

Ein Erzeugendensystem von W ist eine Teilmenge E C W mit spang (E) = W. Hat W ein
Erzeugendensystem, das nur endlich viele Elemente hat, so nennen wir W endlich erzeugt.
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5 Basen und Dimension

Es ist leicht, fiir einen beliebigen Vektorraum ein Erzeugendensystem anzugeben, ndmlich
einfach den gesamten Vektorraum. Es ist aber klar, dass das ,ineffizient” ist in dem Sinne,
als wir Vektoren héatten weglassen kénnen, sodass die restlichen immer noch ein Erzeugen-
densystem bilden.

Wir hitten gerne eine Moglichkeit herauszufinden, ob ein gegebenes Erzeugendensystem
minimal ist. Das wird uns auf den Begrift der Basis eines Vektorraums fiihren.

Definition 5.1. Seien I und A beliebige Mengen. Wir nennen eine Abbildung I — A,i —
a; auch (durch I indizierte) Familie (in A) und notieren sie als (a;);er. I bezeichnen wir
als Indexmenge.

Ist I =0, so heifit jede Familie (a;);cq leere Familie.

Definition 5.2. Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum.
Eine Familie (v;);e;r von Vektoren aus V' heift linear unabhdngig, wenn fiir jede endliche

Teilmenge {i1,...,4i,} C I paarweise verschiedener Indizes und beliebige A1,..., A\, € K
gilt:
Wenn A\jvi;, + ...+ A, = 0, dann gilt bereits Ay = ... =\, = 0.

Eine Familie (v;);er von Vektoren aus V', die nicht linear unabhingig ist, heift linear
abhdngig.

Bemerkung 5.3. Achtung! Nur weil die Indizes i1, ...,4, alle verschieden sein miissen,
miissen das die Vektoren v;,...,v;, noch lange nicht. Wenn aber zwei Vektoren v; und
v; einer Familie gleich sind, dann ist die Familie automatisch linear abhéngig, denn dann
kann man den Nullvektor darstellen als 1-v; + (—1) - v;.

Lemma 5.4. Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und (v;)icr eine Familie von Vek-
toren. Dann gilt:

(a) Ist I =10, so ist die Familie (v;)icr linear unabhingig.

(b) Ist I = {i} eine einelementige Indezmenge, so ist die Familie (v;)ic; genau dann
unabhdngig, wenn v; # 0.

(¢) Falls (v;)ier linear unabhingig und J C I, dann ist auch (v;)icg linear unabhdingig.

Beweis. (a) Wenn I = (), miissen wir fiir null Skalare etwas zeigen, also nichts.

(b) ,=* Wenn v; # 0, dann folgt aus A\;v; = 0 bereits \; = 0 nach Lemma 4.5. Damit ist
(vi)ier linear unabhéngig.
»,<=* Wenn v; = 0, dann ist 1-v; = 0 und 1 # 0, also muss die Familie (0) linear
abhéngig sein.

(c) Jede Linearkombination Ajv;, + ...+ Ayv;, mit i € J ist auch eine Linearkombination
mit i € I. Da die Familie (v;);es linear unabhéngig ist, miissen alle Skalare A; Null
sein.

O]

Lemma 5.5 (Alternative Charakterisierung von linear abhingigen Familien). Sei K ein
Korper, V ein K-Vektorraum.

FEine Familie (v;)icr von Vektoren aus V ist genaw dann linear abhdngig, sich mindestens
einer der Vektoren als Linearkombination der anderen darstellen lisst, wenn es also einen
Index ig € I gibt und endlich viele andere Indizes i1,...,1. € I sowie Skalare u1, ..., i,
sodass vi, = W1vi; + ...+ v,
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Beweis. , < Wenn die Familie linear abhingig ist, dann gibt es also eine Darstellung
0 = Aovi, + ...+ Arv;,., bei dem mindestens ein A\; # 0, oBda Ag # 0. Dann gilt

)\O'Uio = —/\1'UZ'1 — ... /\r'UiT
und wegen Ay # 0 folgt

vig = (=X TA)v1 o (=AM

Setze also uy := —)\61)%.
»,=" Falls andersherum v;, = p;;v1 + ... + i, vr, dann setze \g := 1 und A\, := —py fiir
ke{1,...,r}, und wir haben \ovi, + A\1vi, + ...+ A\v;, = 0, aber A\g # 0. O

Definition 5.6. Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und W ein Untervektorraum.
Wir nennen eine Familie (v;)ier Erzeugendensystem von W, wenn die Menge {v; | i € I}
ein Erzeugendensystem von W ist.

Einen Zusammenhang zwischen Erzeugendensystemen und linear unabhingigen Familien
erkennt man in der folgenden Aussage:

Satz 5.7. Sei K ein Korper, V ein K-Vekltorraum.
Fiir eine Familie (v;)ier von Vektoren v; € V' sind dquivalent:

(1) (vi)ier ist ein unverkirzbares Erzeugendensystem von V, d.h. fir jedes ig € I ist
)ien\{io} kein Erzeugendensystem von V.
)
)

(

(vi

(vi)ier ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V.
(

(

(2)

(3) (vi)ier ist eine unverlingerbare linear unabhdngige Familie, d.h. fir jedes w € V ist
w, (v;)ier) linear abhdngig.

Beweis. (1) = (2)“: Beweis durch Widerspruch:

Angenommen, (v;);e sei linear abhidngig. Dann gibt es nach Lemma 5.5 einen Index i € T
und andere Indizes i1,...,4, € I sowie Skalare p1,...,p, € K sodass vi, = Y p_; ki,
also v, € spang ({vi | i€ I\ {io}}).

Dann ist also F :={v; | i € I} C W :=spang({v; | i € I\ {ip}) und damit nach Lemma
4.17 auch spang (E) C W. Da aber trivialerweise andersherum spang ({v; | i € I'\ {ip}) C
{v; | i € I}, gilt Gleichheit der beiden Erzeugnisse. Damit war aber (v;);er kein minimales
Erzeugendensystem im Widerspruch zur Voraussetzung.

»(2) = (1)“: Beweis durch Widerspruch:

Angenommen, wir kénnten einen Vektor v;, der Familie weglassen und die Familie (v;);cp fio}
ware immer noch ein Erzeugendensystem.

Dann konnten wir insbesondere den Vektor v;, als Linearkombination von Vektoren aus
(vi)ien fio) darstellen. Nach Lemma 5.5 wire dann aber die Familie (v;);es linear abhéngig
im Widerspruch zur Voraussetzung.

»(2) = (3)“: Dass (vi)ier linear unabhéngig ist, gilt nach Voraussetzung. Wir miissen also
nur noch die Maximalitét priifen.

Sei dazu w € V beliebig. Da (v;);er ein Erzeugendensystem ist, gibt es eine Darstellung von
w als Linearkombination endlich vieler v;. Nach Lemma 5.5 ist dann die Familie (w, (v;)ier)
linear abhéngig.

»(3) = (2)*: Wir miissen zeigen, dass sich jeder Vektor w als Linearkombination von Vek-
toren v; darstellen lésst.

Wir wissen, dass (w, (v;);cr) linear abhéngig ist, es gibt also eine Darstellung 0 = Aw +
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AV, + ... + A, des Nullvektors als Linearkombination, sodass nicht alle Koeffizien-
ten 0 sind. Tatséchlich muss A # 0 sein, denn sonst hitten wir ja eine Darstellung
0 = Mvi; + ... + Ay, sodass nicht alle Koeffizienten 0 sind, im Widerspruch zur li-
nearen Unabhéingigkeit der Familie (v;);er.
Wenn aber A\ # 0, gehen wir vor wie im Beweis fiir Lemma 5.5:

w=A"1=Nvr — .. = Avp) = (AT D (AT
Somit haben wir w als Linearkombination dargestellt. O

Definition 5.8. Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum.
Eine Familie (v;);es, die die dquivalenten Eigenschaften des Satzes erfiillt, heifst Basis des
Vektorraums V.
Wofiir sind Basen gut? Eine erste Antwort liefert uns der folgende wichtige Satz:
Satz 5.9. Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum.
Sei V := (v1,...,vy) eine Familie von Vektoren in V.
(a) Die Abbildung

d: K* —» V

(Al,...,)\n) = AU ..+ Ao
ist stets ein K-Vektorraumhomomorphismaus.

(b) Genau dann ist (v1,...,v,) eine Basis von V, wenn ®y ein Vektorraumisomorphismus
15t.

Insbesondere heifit das, dass man jeden Vektor von V auf genau eine Weise als Line-
arkombination der Basisvektoren darstellen kann.

Beweis. (a) @ ist ein Vektorraumhomomorphismus:
Seien (A1,...,An) und (u1,- .., pn) zwei Vektoren aus K™. Dann gilt
(Ao A (1) = (g Ao )
= M+p)vr+. A+ tn)vn
= (Movr4...+ o) + (pav1 + ..o+ ppvy)
= @((A,- 5 An) + P((ps - pim))
Ebenso zeigt man, dass ®(A(A1, ..., ) = AP((A1, ..., A\n)).
(b) Wir zeigen zunéichst, dass ® genau dann surjektiv ist, wenn (vq,...,v,) ein Erzeugen-

densystem ist. Dann zeigen wir, dass ® genau dann injektiv ist, wenn (vq,...,v,) eine
linear unabhéngige Familie ist.

e (v1,...,v,) Erzeugendensystem < & surjektiv:
Das ist genau die Definition eines Erzeugendensystems.

e (v1,...,v,) linear unabhingig = @ injektiv:

Sei D((A1,...5 ) = D((A1,...,An)), also
MU+ oo AU = AU+ -+ A Ui
Dann folgt
0=\v1 4 ...+ A\op) — (:\101 + ...+ /N\nvn) = (A — 5\1)01 +... .+ (M- S\n)vn

ist eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination der v;, also ist A; —;\i =

0 fiir alle i € {1,...,n}, also ®((A1,..., ) = B((A1,..., )
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e & injektiv = (vy,...,v,) linear unabhéngig:
Sei 0 = Av1 + ...+ Apvp. Dann ist also ®((A1,...,A,)) = 0. Wir kennen aber
bereits ein Urbild der 0, ndmlich (0,...,0). Da jeder Vektor in V' héchstens ein
Urbild haben kann, folgt A\ = ... =X, =0.

O
Korollar 5.10. Sei K ein Korper.
Die Familie £ := (e, ..., ey) der Vektorene; := (0,...,0, 1 ,0,...,0) ist eine Basis

j-te Stelle
des Vektorraums K™.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung ®¢. Es gilt offensichtlich ®¢ (A1, ..., ;) = A1(1,0, ...

coe+ An(0,...,0,1) = (Aq,..., A\pn), also ist &g = idgn» und somit offensichtlich bijektiv,
also ein Vektorraumisomorphismus. O

Definition 5.11. Sei K ein Korper.
Die Familie £ := (e1,...,e,) der Vektoren e; := (0,...,0, 1 ,0,...,0) heifst Stan-
j-te Stelle

dardbasis des Vektorraums K™.

Ebenso wichtig und niitzlich ist die folgende Folgerung:

Korollar 5.12. Sei K ein Korper und seien V und W zwei K-Vektorraume.

Wenn (v1,...,v,) eine Basis ist und wy,...,w, € W beliebig, dann gibt es genau eine
lineare Abbildung ¢: V — W mit ¢(v1) = wi, ..., d(vn) = Wy.

Jede lineare Abbildung ¢: V — W ist also eindeutig festgelegt durch die Bilder der Vektoren
einer beliebigen Basis von V.

Beweis. Die Eindeutigkeit sieht man so: Sei v € V beliebig. Dann lésst sich v auf genau
eine Weise als Linearkombination Ajv; + ...+ A\,v, der Basisvektoren darstellen.
Dann folgt aber:

$(0) = SO01 + -+ Anvn) T BTN b(01) + -+ 4 And(0n) = A1 + - . + Antt.
die Abbildung ist also bereits fiir jeden Vektor v durch die Werte wy, ..., w, festgelegt.
Fiir die Existenz miissen wir nur zeigen, dass die Abbildung, die jedem Vektor v = A\jv; +
oo+ Apu, den Wert Ajwy + ... + Apw, zuordnet, tatsdchlich linear ist.
Das ist aber genau die Hintereinanderausfithrung der Abbildung <I>§1 fir V:= (v1,...,vp)
und der Abbildung ®yy fiir W := (w1, ..., wy). O

Korollar 5.13. Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.
Dann ist jede lineare Abbildung ® : K™ — V won der Form ® = Oy fir die Familie
V= (®(e1),...,P(e,)) der Bilder der Standardbasisvektoren.

Beweis. Setze w; := ®(e;) fur alle j € {1,...,n}.
Es gibt nach Korollar 5.12 genau eine Abbildung ¢: K™ — V mit ¢(e1) = w1, ..., ¢(e,) =
Wy, ndmlich .
Fiir die Abbildung ®y gilt aber ebenfalls:

dy(e) = Pyp(1,0,...,0) = 1wy + Owg + ... + Ow, = w;
und allgemein

Vj € {1,...,71}: @V(ej):wj.

Damit folgt ® = ®y,. O
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Die zweite Frage ist, wie man Basen finden kann. Hat iiberhaupt jeder Vektorraum eine
Basis? Der folgende Satz beantwortet das zumindest schon einmal fiir alle endlich erzeugten
Vektorraume.

Satz 5.14 (Basisauswahlsatz). Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum.
Sei die endliche Familie (vi,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Dann gibt es Indizes
i1,...,in €{1,...,7}, sodass die Familie (vi,,...,v;,) eine Basis ist.

Beweis. Wir verkleinern das Erzeugendensystem Schritt fiir Schritt.

Wenn das Erzeugendensystem bereits linear unabhéngig ist, so sind wir bereits fertig.
Wenn das Erzeugendensystem nicht linear unabhéngig ist, gibt es nach Satz 5.7 einen In-
dex ig € {1,...,r}, sodass bereits {v1,...,v.} \ {vi,} ein Erzeugendensystem ist.

Priife nach jedem Schritt, ob das Erzeugendensystem linear unabhiingig ist, sonst verklei-
nere weiter. Spitestens wenn wir keinen Vektor mehr iibrig haben, ist die leere Familie, die
iibrig bleibt, linear unabhéngig. Da wir mit nur endlich vielen Vektoren angefangen haben,
endet das Verfahren also irgendwann. O

Lemma 5.15 (Austauschlemma). Sei K ein Kéorper, V ein K-Vektorraum.
Sei (v1,...,vy) eine Basis von V und w = \jv1 +...+ v, mit \; € K firi e {1,...,n}.

Falls j € {1,...,n} existiert mit \; # 0, dann ist auch (vi,...,Vj—1, W, Vj41,...,0n} €ine
Basis.

Beweis. Nach Umnummerieren kénnen wir oBdA j = 1 annehmen. Zu zeigen ist also:
(w,va,...,v,) ist linear unabhingiges Erzeugendensystem.

(w,v1,...,vy,) ist linear unabhéngig:

Sei

W+ pove + ...+ fpv, =0

eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination der Vektoren w,vs, ..., v,.
Dann ist also

0 = p1(Arvr+. . A+ Avn) Fpgvat. A ppVp = pr 1o+ A (1 Ao+ p2)va+. . (1 A+ in)Un

eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination der linear unabhéngigen Vektoren
V1, ..,Upn, also

AL = 1A + pi2 = .. An + i = 0.
Da A1 # 0, muss g1 = 0 sein. Dann folgt sofort, dass s = ... = p, = 0.
(w,v1,...,v,) ist Erzeugendensystem:

Da w = A\v1 + ...+ Av, mit Ay #£ 0, ist
v1 = A w — AT Aavg — = AT A\,
Sei nun v € V beliebig. Da (vy,...,v,) ein Erzeugendensystem ist, gibt es eine Darstellung
V=M1 + ...+ UpUp
der Vektoren vy, ...,v,. Dann ist aber

v o= ul()\flw — Afl)\gvg e )\fl)mvn) + pove 4 ...+ pfnvy
= A tw A+ (2 — A7 PA)ve + o (i — AT ) v

eine Darstellung als Linearkombination der Vektoren w,vo, ..., vy,. ]
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Insbesondere folgt sofort die folgende Aussage:

Korollar 5.16. Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Ist (vi,...,v,) eine Basis
von V und A # 0, dann ist auch (vi,...,vj—1,A\Vj, Vjy1,...,Un) fir beliebig gewdhltes
j€A{1,...,n} eine Basis von V.

Satz 5.17 (Basisaustauschsatz von Steinitz). Sei K ein Kéorper, V ein K-Vektorraum.
Ist (vi,...,v,) eine Basis von V und (wi,...,wy) eine linear unabhdngige Familie von
Vektoren in V', dann gilt:

(a) m<n

(b) (vi,...,v,) kann so umnummeriert werden, dass (w1, ..., Wpy, Um+1, - - -, Vn) eine Basis
von V ist.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion {iber m: Induktionsanfang m = 0:
Es ist nichts zu zeigen.

Induktionsannahme: Fiir jede linear unabhingige Familie (wy,...,w,,) von Vektoren
aus V ist m < n und nach geeigneter Umnummerierung ist (w1, ..., Wm, Umt1,---»Vn)
eine Basis.

Induktionsschritt ,m — m + 1“ (wy,...,w,,) sei eine linear unabhéngige Familie von
Vektoren in V. Dann ist (wq,...,wy) nach Lemma 5.4 linear unabhéngig und wir kénnen
die Induktionsannahme darauf anwenden.

Wir zeigen jetzt beide Teilaussagen: m + 1 < n:

Beweis durch Widerspruch:

Angenommen, m + 1 > n. Da wir m < n bereits wissen, folgt dann m = n. Dann ist also
(ohne dass Ummummerieren noch notig ist) (wi, ..., wy,) eine Basis und damit nach Satz
5.7 eine unverldngerbare linear unabhingige Familie im Widerspruch zur Voraussetzung,
dass (w1, ..., wn+1) linear unabhéngig ist.

Nach Umnummerieren der v; ist (w1, ..., Wyt1,Vm42,---,0y) €ine Basis:

Wir wissen, dass nach geeigneter Umnummerierung der v; (wy, ..., Wy, Umi1, ..., Uy) eine
Basis, also insbesondere ein Erzeugendensystem ist. Dann l&sst sich wy,11 also als Linear-
kombination AMjwi + ..., +AnWm + Ap+1Vm+1 + - - - + Apvp, darstellen.

Wiére A1 = ... = Ay = 0, s0 wire wy,4+1 als Linearkombination der Vektoren wy, ..., wy,
darstellbar im Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit. Also muss fiir mindestens ein
jge{m+1,...,n} \j # 0 gelten, oBdA A, 41 # 0. Nach Lemma 5.15 kénnen wir also
Um+1 durch wy, 41 ersetzen. O

Korollar 5.18. Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum.
Wenn V' eine Basts mit n Elementen hat, dann hat jede Basis von V genau n Elemente.

Beweis. Seien (vi,...,v,) und (wi,...,wy) zwei Basen von V. Da beide Basen linear
unabhéngige Familien sind, gilt sowohl m < n als auch n < m, also m = n. O

Definition 5.19. Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum.

Wenn V' eine Basis mit n Elementen hat und damit jede Basis von V aus n Elementen
besteht, nennen wir n die Dimension von V und schreiben dimg (V) := n. In diesem Fall
sagen wir, V sei endlichdimensional.

Wenn V' keine Basis mit endlich vielen Elementen hat, dann nennen wir V' unendlichdi-
mensional und schreiben dimg (V') := oo.

Bemerkung 5.20. Interessant ist, dass auch jeder unendlichdimensionale Vektorraum
eine Basis besitzt. Das ist aber fiir uns etwas zu schwer zu zeigen.
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6 Matrizen

Definition 6.1. Eine (m x n)-Matriz ist ein rechteckiges Schema

aii ai2 Tt Aln

a21 a2 e a2n
A=

am1 Am2 - Omp

wobei die Fintrige a;; aus einer beliebigen Menge X stammen.
Wir schreiben abgekiirzt A = (a;j)1<i<m oder auch noch kiirzer A = (a;;).

1<5<n
alj
oL - . az;j . .
( a1l Qi Qin ) heift i-te Zeile von A, : heiflt j-te Spalte von A.
amj

Die Menge aller (m x n)-Matrizen mit Eintrigen in einer Menge X bezeichnen wir mit
Matx (m x n).

Bemerkung 6.2. Im Folgenden seien die Eintrige der Matrizen stets aus einem Korper
K.

aiyp -+ Ay bir -+ b
Definition 6.3. Gegeben zwei Matrizen A = : und B =
aml1 *°°  Omn bml te bmn
a1 +bi1 - an +biy

aus Matg (m x n) definieren wir ihre Summe A+ B :=

Am1 +bm1 - Qmn + b

Aair 0 Ay
Fir A € K definieren wir weiter A\A :=
A1 - Aamn

Bemerkung 6.4. Man sieht leicht, dass Matg(m x n) mit den so definierten Addition
und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum ist. Der Nullvektor dieses Vektorraums ist die
(m x n)-Matrix, deren Eintrége alle 0 sind.

Wenn die Vektorraumstruktur alles wére, was wir von Matrizen erwarten, konnten wir die
insgesamt mn Eintrige der Matrix auch in ein Tupel schreiben. Zwei Matrizen kénnen wir
aber unter den geeigneten Voraussetzungen nicht nur addieren, sondern auch miteinander
multiplizieren:

Definition 6.5. Sei A = (a;j) eine (I x m)-Matrix und B = (b;;) eine (m x n)-Matrix.
Dann definieren wir das Matrizprodukt AB := C = (c;j) € Matg (Il x n) als die Matrix,
deren Eintrége sich berechnen als

m
Cij = E aikbkj.
k=1

Bemerkung 6.6. Achtung! Zwei Matrizen kann man nur multiplizieren, wenn die erste
genau so viele Spalten hat wie die zweite Zeilen.
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Jetzt stellen sich natiirlich ein paar Fragen: Welche Figenschaften hat das Matrixprodukt?
Wie vertragt es sich mit den anderen beiden Operationen? Und vor allem: Wie kommt
jemand auf so eine seltsame Definition?

Die Antworten auf diese Fragen werden sich im Laufe des Kapitels priasentieren. Am Anfang
steht dabei eine ziemlich trivial klingende Beobachtung:

Bemerkung 6.7. Man kann jeden Vektor (z1,...,x,) aus K™ auf zwei natiirliche Weisen
als Matrix auffassen:
Einmal als (1 x n)-Matrix: ( @1 -+ xy ) (,Zeilenvektor®)
x
Oder als (n x 1)-Matrix: : (., Spaltenvektor®)
Tn

Besonders die letztere Identifikation miissen wir uns unbedingt merken.
Lemma 6.8. Sei A = (ai;) € Matg(m x n). Dann ist die Abbildung
Fy: K" — K™
T ail -+ Qlp T 22:1 A1kTEk
T = : — Az = : : = :

n
Tn m1 " Amn T, Zk:l AmkTk

ein Vektorraumhomomorphismus von K™ nach K™.

Beweis. Wir stellen zunédchst einmal fest, dass die Abbildung tatséichlich in K™ landet, da
die Bildmatrix eine (m x 1)-Matrix ist, die wir wieder als Vektor von K™ auffassen kénnen.
Dann priifen wir die beiden Axiome fiir lineare Abbildungen nach:

(L1) Seien z,y € K™ beliebig. Es gilt:

I Y1
Falw+y) = Fa(| * [+ ]
In Yn
1+
= Fyu( : )

T+ Yn
vy ark(zr + k)

> ohe Gk (T + Yi)
Y b1 G1kTE + Dy Q1KY

22;1 AmkT + ZZ:1 AmkYk

> k=1 G1kTk > k=1 @1kYk
= : + :

D k=1 Amk Tk > et GmkYk
= Fa(z)+ Fa(y)

(L2) analog
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Es kommt aber noch besser: Tatsdchlich ist jede lineare Abbildung von K™ nach K™ von
dieser Form:

Satz 6.9. Die Abbildung

U Matg(m xn) — Hompg (K™, K")
A — Fy

1st emn K -Vektorraum-Isomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zundchst, dass die Abbildung linear, also ein Vektorraumhomomor-
phismus, ist. Dann zeigen wir Surjektivitdt und Injektivitit.

e U ist linear:
Seien A, B € Matg(m x n) beliebig. Wir wollen priifen, dass Faip = Fa + Fp ist.
Dazu setzen wir in beide Seiten alle moglichen Elemente ein und priifen, dass jedes
Mal dasselbe herauskommt.

Sei also © = (21, ...,x,) € K™ beliebig. Dann ist
Faip(x) = (A+ B)x
air +bir -+ aip +biy x1
am1 + bml crr Qmp Tt bmn Tn

> peq (@i + big)xy

Y peq (ks + b))z,

n n
D b1 C1ETE > he1 D1k
= : + :
n n
Zk:l AmkTk Zk:l bmrTk
= Az + Bz

= Fy(x)+ Fp(x).
Die Homogenitét, also Figa = AF4, zeigt man ebenso.

o U ist surjektiv:
Wir wissen aus Korollar 5.12, dass jede lineare Abbildung eindeutig durch die Bilder
aller Basisvektoren gegeben ist.
Sei (e, ..., en) also die Standardbasis des K™ und seien ihre Bilder unter der Abbil-

aij
dung F' bezeichnet mit F'(e;) =:
my
aip  cc Qlp
Betrachte dann die Matrix A := : . Es gilt
Ami ** Gmn
1
aip - Ay 0 ai
Fy(e1) = Aey = : : = : = F(e1)
O O A1
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und entsprechend Fy4(e;) = F(e;) fiir alle j € {1,...,n}. Also sind die Abbildungen
F4 und F gleich.

e W ist injektiv:
Wir zeigen: Wenn wir zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) nehmen, die verschie-
den sind, dann sind auch die linearen Abbildung F4 und Fp verschieden.
Wenn die Matrizen verschieden sind, muss es also mindestens einen Eintrag a;; # b;;
geben, an dem sie sich unterscheiden. Betrachte dann das Bild des j-ten Standard-
vektors e; unter den beiden Abbildungen:

a1j blj
Falej)=| =+ |, Fsle)=
amj bmj

Die beiden Bilder sind verschieden, ndmlich mindestens im i-ten Eintrag. Also sind
die Abbildungen F4 und Fp verschieden.

O]

Bemerkung 6.10. Was wir aus dem Beweis mitnehmen sollten, ist die Umkehrabbildung,
die wir zum Beweis der Surjektivitdt konstruiert haben:

Ist FF: K™ — K™ eine lineare Abbildung, so ergibt sich die dazugehoérige Matrix, in-
dem man die Bilder der Standardbasisvektoren ey, ..., e, hintereinander als Spalten in die
Matrix eintréagt.

Wir haben bereits gesehen, dass die Hintereinanderausfithrung zweier linearer Abbildun-
gen wieder linear ist. Wir konnen uns also fragen, welche Matrix dazugehort, wenn die
einzelnen Abbildungen die Matrizen A und B haben. Das wird durch das folgende Lemma
beantwortet:

Lemma 6.11. Seien A € Matg (I x m), B € Matg(m x n). Dann ist

FpoFp =Fyp.

Beweis. Wir nutzen die Bemerkung 6.10, um die Matrix zu finden:
Sei e; ein Standardbasisvektor des K™. Dann gilt

aip -+ Qlp bi; ZZ:1 a1kbr;
(Fao Fp)(ej) = Fa(Fp(ej)) = E : : )

n
am1 - Gmn bmj Zk:l amkbkj

was also unsere j-te Spalte der gesuchten Matrix ergibt. Das ist aber genau die j-te Spalte
der Produktmatrix AB. O

Die beiden Resultate liefern uns eine Fiille von weiteren:

Bemerkung 6.12. Da wir wissen, dass die Komposition von Abbildungen assoziativ ist in
dem Sinne, dass (fog)oh = fo(goh) fiir alle solchen Abbildungen, die sich komponieren
lassen, folgt sofort, dass auch (AB)C = A(BC) fiir alle passenden Matrizen.

Weiter folgt aus der einfachen Tatsache (f +¢g)oh = foh + go h fiir Abbildungen die
Aussage (A+ B)C = AC + BC.

Entsprechend gilt fiir lineare Abbildungen auch fo(g+h) = fog+ foh, also A(B+C) =
AB + AC.
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Wenn wir m = n wéihlen, sehen wir, dass die (n x n)-Matrizen den Endomorphismen des
K™ entsprechen.

Dort gibt es nun sogar noch zusétzliche Strukturen: Zum einen ein neutrales Element
idgn. Da wir fiir diese Abbildung einfach die n Standardbasisvektoren nebeneinander in

10 --- 0
o1 --- 0

die Matrix schreiben miissen, entspricht ihr natiirlich die Matrix . , die
0 0 1

also das neutrale Element der Matrizenmultiplikation ist.

Definition 6.13. Die Matrix

1 0 - 0
01 --- 0

E, = ) € Matg(n x n)
0 0 1

heiftt Einheitsmatriz.

Mit einem neutralen Element und der Assoziativitat der Matrixmultiplikation aus Bemer-
kung 6.12 bilden die (n x n)-Matrizen ein Monoid. Sind sie vielleicht sogar eine Gruppe?
Die Antwort ist nein, denn offensichtlich ist das Produkt der Nullmatrix mit jeder weiteren
Matrix wieder die Nullmatrix. Damit kann sie kein Inverses haben. Die Frage ist nun: Gibt
es auker der Nullmatrix noch weitere Matrizen, die kein Inverses haben, und wenn ja, wie
findet man das fiir eine gegebene Matrix heraus? Das wird das Thema des letzten Kapitels.
Jetzt wollen wir aber noch eine weitere Uberlegung zu Ende fiihren:

Bisher haben wir nur die Abbildungen zwischen den speziellen Vektorrdumen K™ und K™
angesehen. Wie sieht es mit denen zwischen allgemeinen endlichdimensionalen Vektorrau-
men aus?

Bemerkung 6.14. Wir erinnern uns an Satz 5.9: Gegeben ein beliebiger endlichdimensio-
naler Vektorraum V' mit Basis A := (v1,...,v,) gibt es einen Vektorraumisomorphismus

[ K* - V
()\17---’)\71) = AU+ . AU

Damit konnen wir jede lineare Abbildung F' von einem K-Vektorraum V mit Basis A :=
(v1,...,vy,) in einen anderen Vektorraum W mit Basis B := (wy, ..., wy) zu einer Abbil-
dung von K" nach K™ umwandeln, indem wir erst von K™ iiber &4 nach V abbilden,
dann mit F' nach W und schlieflich von W mit der Umkehrabbildung <I>l§1 nach K™ gehen.
Das die Hintereinanderausfiihrung dreien linearer Abbildungen wieder linear ist, ergibt das
eine lineare Abbildung von K™ nach K™, zu der es eine Matrix gibt.

Diese Matrix nennen wir die darstellende Matriz zu der Abbildung F' beziiglich der gege-
benen Basen A und B und notieren sie

M(B,F, A).
Die Basis des Zielraums steht dabei an erster Stelle.
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7 Multilinearformen

Bevor wir mit der Invertierbarkeit von Matrizen beschéftigen, erarbeiten wir uns Konzepte
aus einem anderen Bereich:

Bisher haben wir lineare Abbildungen zwischen K-Vektorrdumen V und W angesehen.
Eine Moglichkeit, das Konzept zu erweitern, besteht darin, Abbildungen von einem Produkt
von Vektorrdumen Vi X --- x V,, nach W anzusehen, die ganze Tupel von n Vektoren v; €
Vi,...,v, € V, nehmen und nach W abbilden, sodass die Abbildung in jeder Komponente
linear ist, wenn man alle anderen Komponenten festhélt.

Definition 7.1. Sei K ein Korper und seien V7, ..., V, sowie W K-Vektorraume.
Eine Abbildung ®: Vi x --- x V,, = W heilst multilinear, wenn die Abbildung

Vi - W

T (I)<’U1, ey Vi1, 2, V541, - .,Un)

fiir jede Wahl von i € {1,...,n} und v; € Vi,...,v;—1 € Vi1,vi41 € Vig1,...,0n €V,
linear ist.
Im Fall von n = 2 spricht man von einer bilinearen Abbildung.

Bemerkung 7.2. Die Menge aller multilinearen Abbildungen von Vi x ... x V,, nach W
bildet offensichtlich einen Untervektorraum aller Abbildungen von V; x ... x V,, nach W.
Da wir nur die Linearitét in jeder Komponente priifen miissen, kénnen wir im Prinzip den
Beweis des Falls n = 1, also des Falles linearer Abbildungen, iibernehmen.

Ein spezieller Fall ist, wenn erstens V; = ... = V,, alle derselbe Vektorraum V sind und
zweitens W der Grundkoérper K (der immer auch ein K-Vektorraum ist).

Definition 7.3. Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

Eine multilineare Abbildung ®: V™ — K heilst Multilinearform.

Im Fall n = 2 spricht man von einer Bilinearform.

Den Vektorraum der Multilinearformen auf V' wird mit J32 (V') bezeichnet.

Definition 7.4. Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum.
Eine Multilinearform ®: V* — K heifst

(a) symmetrisch, wenn fiir alle Vektoren vy,...,v, € V und alle i,5 € {1,...,n} mit i # j
gilt:
O(v1,..., 0.V, 0n) =PV, V5, VL, ),
(b) antisymmetrisch, wenn fiir alle Vektoren v1,...,v, € V und alle ¢,j € {1,...,n} mit
i 4 gilt:
PV, .. Ve Uy ey Un) = —P(V1, .., 05, Vi U,
(c) alternierend, wenn fiir alle Vektoren vy,...,v, € V und alle i € {1,...,n} gilt:
D(v1, ..oy Viyee oy Uiy ey Uy) = 0.

Bemerkung 7.5. Eine Bilinearform ist also symmetrisch, wenn Yo, w € V : B(v,w) =
B(w,v), antisymmetrisch, wenn Yo, w € V: B(v,w) = —B(w,v), und alternierend, wenn
Yv e V: B(v,v) =0.
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Lemma 7.6. Sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum. Jede alternierende Multiline-
arform ®: V" — K ist auch antisymmetrisch.

Beweis. Seien vq,...,v, € V beliebig und 7, j € {1,...,n} verschieden. Dann gilt:

® alternierend

0 = @(vl,...,vi—i—vj,...,vi—i—vj,...,vn)
,[t;ineaAritiit imt
i-ten Argumen
= D(v1,... ViV V) R,V U U, Uy)

Linearitét im
J-ten Argument

P(v1, .. Ve, Uiy Un) + P01, VU U)
+O(v1,. 5V Vi) F PV, Y, U, )
® alternierend
= PV, Ve Uy V) + P(01, VgV, U)

Ihr habt das Wort ,bilinear schon einmal gehdrt: Im Kontext mehrdimensionaler Analysis.
Auf dem R"™ habt ihr das Standardskalarprodukt

() R" xR" — R
(1, s2n), (Y1, -5Yn)) = T1Y1 + ... + Tpn.

kennengelernt.
Jetzt, aus dem Blickwinkel der linearen Algebra ist sollte diese Summe irgendwie vertraut
vorkommen — das ist doch das Matrixprodukt der Zeilenmatrix ( Ty - Ip ) mit der
Y1
Spaltenmatrix !
Yn

Damit ist die Bilinearitét der Abbildung bewiesen, denn fiir Matrizen gilt sowohl (A +
B)C = AB+ AC und (MA)B = (MA)B, also Linearitét in der ersten Komponente, als auch
A(B+C)=AB+ AC und A(AB) = AAB, also Linearitit in der zweiten Komponente.
Mehr noch, damit haben wir eine Idee fiir eine ganze Klasse von Bilinearformen auf einem
allgemeinen K™:

Beispiel 7.7. Sei K ein Kérper.
Fiir jede quadratische Matrix A = (a;;) € Matg(n x n) definiert die Abbildung

(y)a: R*"xR" — R
all ain Y1
(@1, n), Y1y sym)) = (@1 - @)

an1 - Qnn Yn

eine Bilinearform. Wir schreiben auch = ' Ay := (x,y)4 und meinen damit, dass wir den
Vektor y als Spaltenvektor, x als Zeilenvektor auffassen.

Tatséchlich sind alle Bilinearformen auf dem Vektorraum K" von dieser Gestalt. Mehr
noch, wir kénnen sie mit den (n x n)-Matrizen identifizieren:
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Satz 7.8. Sei K ein Korper.
Die Abbildung

U Matg (n x n)

1st ein Vektorraum-Isomorphismus.

Beweis. Es gilt fiir alle z,y: ' (A+ B)y = ' Ay + 2" By und 2" (AA)y = Az " Ay nach
den Regeln der Matrizenmultiplikation, also ist die Abbildung ein Vektorraumhomomor-
phismus.

Fir die Surjektivitit sei B eine beliebige Bilinearform auf K". Betrachte dann die Matrix

B(el,el) B(el,en)

A= ; : , wobei (eq,...,e,) die Standardbasis des K™ ist.
B(en,e1) ... Blen,en)

Es gilt fiir jedes Paar von Vektoren =z = (z1,...,2,) = x1e1 + ... + zpe, und y =

(Y1, Yn) =y1€1 + ... + Ynen:

Blei,e1) ... B(ei,en) Y1
B(ep,e1) ... Blen,en) Yn
Y1
= ( Yo @meBler,er) -+ Yp_jarBle,en) )|
Yn
Y1
= ( Bz wwerer) - Bl aken,en) ) |
Yn
n
= (B(a:,el) B(azjen)) :
Yn

= Z B(l‘, el)yl
=1

n
= B(x,» e
=1

= B(.%',y)

Damit ist B = (-,-)4 = V(A) fiir die angegebene Matrix A.
Fir die Injektivitat betrachte den Wert der Bilinearform (e;, e;) 4 fiir zwei Standardbasis-
vektoren e; und e;.
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Es ist offensichtlich

0
aip -+ Qin
(o 010 0) ; 1
Gnl Ann 0
:
alj
= (0 010 0)| :
Qnj

= Qj.

Stimmen fiir zwei Matrizen die Bilinearformen iiberein, dann insbesondere fiir alle Paare
von Standardbasisvektoren. Dann sind aber alle Eintrége gleich und die Matrizen identisch.

Bemerkung 7.9. Was wir aus diesem Beweis mitnehmen sollten, ist die Vorschrift, wie
man aus einer Bilinearform eine Matrix bildet: Man trigt in den Eintrag der i-ten Zeile
und j-ten Spalte den Wert der Bilinearform an der Stelle (e;, e;) ein.

O

Bemerkung 7.10. Erinnern wir uns noch einmal an Satz 5.9: Fiir jeden endlichdimensio-

nalen Vektorraum V' mit Basis A := (v1,...,v,) gibt es einen Vektorraumisomorphismus
P A K" -V

(/\17-“,)\71) = AU+ A,

Diesen kénnen wir nutzen, um auch Bilinearformen auf beliebigen endlichdimensionalen
Vektorrdumen eine Matrix zuzuordnen.
Ist ndmlich B: V x V — K eine Bilinearform, dann ist auch

Ba: K'x K" — K
(z,y) = B(®aly),®a(y))

eine Bilinearform: Fiir alle z, 2’ € K™ und alle y € K™ gilt namlich wegen der Linearitit
von ®:

Ba(w+a'yy) = B(@@+a),ey) = B(®()+ ) e(y))
= B(®(x),®(y)) + B(®(2'), 2(y)) = Balz,y)+Bala'y).
Die Homogenitét im ersten Argument und die Additivitit und Homogenitét im zweiten
zeigt man analog.

Da B4 eine Bilinearform auf K" ist, gibt es dazu eine Matrix; diese nennen wir die dar-
stellende Matriz zu der Bilinearform B beziiglich der gegebenen Basis A und schreiben

Mu(B).

Wie man sieht, wenn man die Definition der darstellenden Matrix ausschreibt, ist der
Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Wert B(v;,vj). Aukerdem folgt aus der
Definition fiir zwei beliebige Vektoren v = Ajv1 + ... + Apvp und w = pyv1 + ... + ppn:

M1

B(v,w) = Ba(@ ' (v), @7 (w)) = (M - An ) Ma(B)
Un



Bemerkung 7.11. Ist V endlichdimensional, so konnen wir die Bilinearform beziiglich

einer beliebig vorgegebenen Basis A = (vy,...,v,) durch eine Matrix darstellen. Eine Bili-
nearform B ist genau dann symmetrisch, wenn die zugehérige Matrix M4 (B) = (aij)1<i<n
1<j<n
symmetrisch ist, also a;; = aj; fir alle 7,5 € {1,...,n}:
C S tri
Das das notwendig ist, ist klar, denn a;; = B(v;, v;) ymEZeHe B(vj,v;) = ajj.

Hinreichend hinwiederum ist es, weil dann fiir je zwei Vektoren v = A\jvy + ...+ A\pv, und
W= vy + ...+ ppvy gilt:

M1

B,w)= (A -+ A )MaB) | 0 [ =0 Meawm = D> M
i k=1 1=1 k=1 1=1
n n 241
=3 mawe=| 1 | Ma(B)( M -+ A ) =Blw,v).
I=1 k=1 i

Wihrend wir Symmetrie fiir beliebige Multilinearformen und einen beliebigen Grundkor-
per definieren konnten, bendtigen wir filir die néchste Definition die Ordnungsrelation der
reellen Zahlen und sie gilt auch nur fiir bilineare Abbildungen:

Definition 7.12. Sei V ein R-Vektorraum.

(a) Eine Bilinearform ®: V2 — R heikt positiv semidefinit, wenn fiir jeden Vektor v € V
gilt:
®(v,v) > 0.

(b) Eine Bilinearform ®: V2 — R heifit positiv definit, wenn fiir jeden Vektor v € V' \ {0}
gilt:
®(v,v) > 0.

Entsprechend sind die Begriffe negativ semidefinit und negativ definit definiert.
Eine Bilinearform, die weder positiv noch negativ semidefinit ist, heifst indefinit.

Bemerkung 7.13. Es gibt auch Moéglichkeiten, die Definitheit einer Bilinearform von
ihrer darstellenden Matrix abzulesen, das erfordert aber mehr Kenntnisse.

Definition 7.14. Sei V' ein R-Vektorraum.
Ein Skalarprodukt auf V ist eine positiv definite, symmetrische Bilinearform ®&: V xV — R.

Bemerkung 7.15. Achtung, nicht verwechseln mit der Skalarmultiplikation:
Die Skalarmultiplikation macht aus einem Skalar und einem Vektor einen Vektor, ein Ska-
larprodukt aus zwei Vektoren einen Skalar.

Bemerkung 7.16. Das wichtigste Beispiel fiir ein Skalarprodukt habt ihr bereits kennen-
gelernt: Das euklidische oder auch Standardskalarprodukt des R™:

Y1
<(x17‘--7xn)7(y17---7yn)>:(xl wn) =21Y1+ ...+ TnYn

Yn
Da die zugehorige Matrix offensichtlich die Einheitsmatrix ist, die symmetrisch ist, ist
das Standardskalarprodukt symmetrisch. Fiir die positive Definitheit beachten wir, dass
((x1,-- -, 2n), (T1,...,2n)) = 22 + ... + 22 und eine Summe von Quadraten reeller Zahlen
immer gréfser als Null ist, solange eine der Zahlen nicht Null ist.
Damit handelt es sich tatsichlich um ein Skalarprodukt nach unserer Definition.
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8 Invertierbarkeit und Determinante

Wie wir bereits herausgefunden haben, bilden die (n x n)-Matrizen iber einem beliebigen
Korper mit der Einheitsmatrix ein Monoid. Wie in jedem Monoid nennen wir eine Matrix
A invertierbar, wenn es eine zweite Matrix, die wir dann A~! nennen, gibt, sodass AA™! =
E, = A~'A. Nach Lemma 1.16 bilden dann die invertierbaren Matrizen eine Gruppe.

Definition 8.1. Sei K ein Korper.
Die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen notieren wir

GL,(K) := Matg(n x n)*
und nennen sie die allgemeine lineare Gruppe der (n x n)-Matrizen.

Bemerkung 8.2. Im Prinzip kann auch das Produkt AB zweier nicht quadratischer Ma-
trizen A € Matg(n x m) und B € Matg(m x n) die Einheitsmatrix F,, ergeben. Dann
kann aber niemals auch BA = E,, gelten, wie man durch Dimensionsargumente, die wir
nicht behandelt haben, sehen kann. In jedem Fall werden wir uns damit im folgenden nicht
beschéftigen.

Die Fragen, die uns nun beschéftigen, sind: Wie priift man, ob eine gegebene (n x n)-Matrix
invertierbar ist? Und wie berechnet man dann ihr Inverses?
Eine erste Antwort liefert uns Satz 6.9:

Lemma 8.3. Eine Matriz A € Matx(n x n) ist genau dann invertierbar, wenn die ent-
sprechende lineare Abbildung Fa: K™ — K™ invertierbar ist, also eine Umkehrabbildung
hat.

Jetzt erinnern wir uns an Satz 5.9: Genau dann ist die lineare Abbildung

Dy, K" —» V
()\1,...,/\n) = AU+ .. AU,
fiir die Familie V = (v1,...,v,) ein Vektorraumisomorphismus, also invertierbar, wenn die
Familie eine Basis von V bildet.
In unserem Fall haben wir V = K" und wollen die Abbildung F4 auf Invertierbar-

keit iiberpriifen. Wir wissen aus Korollar 5.13, dass Fy = &y filir die Familie V =
(Fa(er),...,Fa(e,)) der Bilder der Standardbasisvektoren. Wir haben also die folgende
Aussage:

Lemma 8.4. Eine Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn die Bilder der Standard-
basisvektoren unter der Abbildung F4 eine Basis von K™ bilden.

Nach Bemerkung 6.10 sind die Bilder der Standardbasisvektoren aber genau die Spalten
der Matrix. Deshalb kénnen wir die Aussage auch etwas umformulieren:

Korollar 8.5. Fine Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn thre Spaltenvektoren eine
Basis von K™ bilden.

Diese Erkenntnis ist der Schliissel zu zwei Verfahren, um die Invertierbarkeit einer Matrix
zu priifen. Die erste Idee ist es, eine Kenngrofe zu entwickeln, die man von einer Matrix
ablesen — das heiflt aus ihren Eintrégen ausrechnen — kann und Werte aus einer bestimmten
Menge, dem ,,Annahmebereich“, immer dann annimmt, wenn die Matrix invertierbar ist,
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und Werte aus einer anderen Menge, dem ,, Ablehnungsbereich”, immer dann, wenn sie es
nicht ist. Da diese Kenngréfse bestimmt, also determiniert, wann die Matrix invertierbar
ist, nennt man sie die Determinante.

Um zu sehen, wie wir diese Determinante sinnvoll definieren, kénnen uns gleich einmal ein
paar Dinge klarmachen:

e Da die Entscheidung, ob die Matrix invertierbar ist, aus den Spalten gelesen werden
kann, sollte die Determinante eine Abbildung aus dem Raum K™ x ... x K" sein.
———

n-mal

e Der einfachste Fall, dass die Spaltenvektoren keine Basis bilden, ist, wenn einer von
ihnen der Nullvektor ist. Wir mdchten also, dass die Determinante dann im Ableh-
nungsbereich landet.

Genauer wissen wir aus Korollar 5.16: Wenn (v1,...,v,) eine Basis ist, dann ist
(v1,...,vj—1,A\Vj,Vj—1,...,VU,) genau dann eine Basis, wenn A # 0.

Das bringt uns auf die folgende Idee: Wir kénnten als Ablehnungsbereich die Menge
{0k} und als Annahmebereich K \ {Ox } wihlen und eine Abbildung det: K™ x ... x
K" — K mit der folgenden Eigenschaft suchen:

Vie{l,...,n},\e K: det(vi,..., \vj,...,v,) = Adet(vi,...,vj,...0p).

Wenn dann némlich (vi,...,vj,...v,) eine Basis ist, also det(v1,...,vj,...v,) # 0,
dann bleibt det(v1,...,Avj,...,v,) # 0 genau dann, wenn A # 0, also genau dann,
wenn (vq,...,Avj,...,v,) eine Basis ist.

e Wenn wir eine Basis (vi,...,v,) von K™ haben und einen der Vektoren v; durch
einen anderen Vektor w = A\jv; + ... + A\, ersetzen, dann geschieht das Folgende:
Wenn \; # 0, so ist nach dem Austauschlemma 5.15 auch (v1, ..., vj—1,w, Vj41, ..., V)
eine Basis.

Wenn dagegen A\; # 0, sodass wir w als Linearkombination der anderen Vekto-
ren vi,...,Vj—1,Vj41,...,V, schreiben kénnen, so ist nach Lemma 5.5 die Familie
(V1,...,Vj—1,W,Vj41,...,Vy) linear abhéngig, also keine Basis.

Daraus folgt: Wenn die Familie (vi,...,vj-1,vj+1,...,v,) linear unabhéngig ist —
sich also zu einer Basis (v1, ..., v,) ergénzen lasst — und w ein beliebiger Vektor asus
K™ ist, so entscheidet sich die Frage, ob (vi,...,w,...,v,) einen Basis ist, an dem
Koeffizienten A; in der Basisdarstellung von w. Dieser Koeffizient ist aber linear:
Wenn \; der Koeffizient in der Basisdarstellung von w ist und )\; der in der Basis-
darstellung von w’, dann ist A; + A} der in der Basisdarstellung von w + w’.

Damit wiinschen wir fiir unsere Determinantenabbildung also weiter:

Vje{l,...,n},Vw,w' € K":

/
det(vi,...,vj_1,w+w, vjf1,...,vp)
/
=det(vi,...,vj—1,W,Vj41,...,Us) +det(vr,...,0—1, W, Vjt1,...,Un).
Fiir den Fall, dass (v1i,...,vj-1,9j41,...,0y) linear abhéngig ist, gibt es keine Mog-

lichkeit mehr, die Familie zu einer Basis zu ergénzen, sodass alle Terme einfach 0
sind und die Gleichheit also auch dann eine sinnvolle Forderung ist.

Zusammen mit dem zweiten Punkt erhalten wir also, dass wir als Determinante gerne
eine multilineare Abbildung hitten.
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e Der zweiteinfachste Fall, dass eine Familie (vy,...,v,) von Vektoren keine Basis ist,
ist, wenn zwei von ihnen gleich sind. Wir suchen also eine Abbildung, fiir die weiter
gilt:

Vie{l,...,n}: det(vi,...,vi,...,04...,0,) =0.

Die Determinante sollte also alternierend sein.

e Die Standardbasis {ey,...,e,} ist eine Basis. Wir mochten also

det(e1,...,en) #0.

Insgesamt suchen wir also als Determinante eine Abbildung det: K™ x ... x K" — K, die
multilinear und alternierend ist und der Standardbasis nicht den Wert 0 zuweist.

Jetzt stellen sich zwei Fragen:

Erstens: Gibt es eine solche Abbildung iiberhaupt?

Zweitens: Erfiillt jede solche Abbildung tatséichlich unsere Forderung, dass sie genau dann
0 wird, wenn die Vektoren keine Basis bilden? Die Frage erscheint vielleicht seltsam, weil
wir uns ja so viel Miihe gegeben haben, genau diese Eigenschaften herauszulesen, aber es
kénnte ja zum Beispiel sein, dass wir noch eine wichtige Eigenschaft iibersehen haben, die
die Abbildung auch bréuchte.

Die erste Frage beantworten wir, indem wir eine solche Abbildung konkret angeben. Dafiir
brauchen wir ein wenig Riickgriff auf die Gruppentheorie:

Lemma 8.6. Sein € N\ {0}. Dann bilden die Permutationen von n Elementen, also die
bijektiven Abbildungen o: {1,...,n} — {1,...,n} mit der Hintereinanderausfihrung eine
Gruppe.

Beweis. (G1) Die Verkniipfung o ist assoziativ, denn fiir drei Abbildungen p, o und 7 und
ein beliebiges j € {1,...,n} gilt:

((poa)or)(j) = (poo)(r(4)) = plo(7(5))) = p((a 0 7)(4)) = (po (a07))(5).

(G2) Die Identitét idyy ., ist offensichtlich neutrales Element.

(G3) Da alle Permutationen o nach Voraussetzung bijektiv sind, hat jede eine inverse
Abbildung o~ ! mit o=l oo = idfq,.. ) und diese ist natiirlich selbst bijektiv.

O
Bemerkung 8.7. Diese Gruppe wird die symmetrische Gruppe S, genannt.
Definition 8.8. Sei o € 5, eine Permutation.
(a) Ein Fehlstand von o ist ein Paar (i,5) € {1,...n}? mit i < j, aber o (i) > o(j).
(b) Das Signum von o ist
sgn(o) i= (—1){ENELn}?li<jo@d)>a ()}
also 1, wenn die Zahl der Fehlstdnde von o gerade ist, und —1, wenn sie ungerade ist.

Definition 8.9. Eine Permutation 7, die zwei Zahlen vertauscht und alle anderen festhalt,
nennen wir Transposition.
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Bemerkung 8.10. Die Fehlstdnde der Transposition, die ¢ und j mit ¢ < j vertauscht,
sind genau das Paar (7, j) und alle der Form (7, k) oder (k,j) mit ¢ < k < j. Damit ist ihr
Signum (—1)1*20—-1 = _1.

Lemma 8.11. sgn ist ein Gruppenhomomorphismus von Sy, nach (R, -, 1), also
Vo, 7 € S,:  sgn(roo)=sgn(r)-sgn(o).

Beweis. Wir definieren zunéchst ein geordnetes Paar von {1,...,n} als ein Paar (i,j) €
{1,...,n}? mit i < j. Die Menge aller geordneten Paare bezeichnen von {1,...,n} be-
zeichnen wir mit P,.

Wir stellen zunéchst eine Voriiberlegung zu den geordneten Paaren von {1,...,n} an: Fiir
jedes (i,7) € P, und jede Permutation o gilt, dass entweder (o(7),0(j)) oder (o(j), o (7))
wieder ein geordnetes Paar ist, das wir (4, j) nennen. So erhalten wir eine Abbildung &
von der Menge P, auf sich selbst.

Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv, denn fiir jedes geordnete Paar (k,1) € {1,...,n}?
gibt es ein 0~ (k) und ein o= 1(1). Ist =1 (k) < o~ 1(1), soist (61 (k),oc~1(1)) ein geordnetes
Paar mit (o1 (k), o~ 1(1)) = (k,1). Ist dagegen o~ (k) > o~ 1(1), dann ist (c=1(1), 0~ (k))
ein geordnetes Paar mit &(c~1(1),c~'(k)) = (k,1). Da P, endlich ist, ist die Abbildung &
sogar bijektiv. Wenn wir die Paare & (i, ) fiir ¢ < j der Reihe nach ansehen, erhalten wir
also alle geordneten Paare genau einmal.

Weiter definieren wir fiir jede Permutation ¢ die Funktion

for P, — {0,1}

. 1 fiir (4,4) Fehlstand
(6,5) = {0 sonst,

die jiir jedes geordnete Paar priift, ob es ein Fehlstand ist oder nicht. Klarerweise gilt

seno) = [ (~1)69.

(4,5)EPn

Jetzt priifen wir fiir jedes geordnete Paar (i, ) € {1,...,n}2, ob es ein Fehlstand von 7o
ist oder nicht. Es gibt die folgenden Fille:

Ist (7, j) kein Fehlstand von o, so gilt o(i) < o(j). In diesem Fall ist (7, 5) = (0(i),0(j)).
Genau dann, wenn 6 (4, j) ein Fehlstand von 7 ist, ist (70 0)(i) < (T o0)(j) und (7,7) ein
Fehlstand von 7 0 o. Also gilt in diesem Fall

fTOO’(i7j) - fT<5'(Z,j)) = fT(a—(Z?])) + fU(ia.j) .
—

=0

Ist dagegen (i, ) ein Fehlstand von o, so ist (i, 5) = (0(j),0(4)). Ist nun dieses geordnete
Paar kein Fehlstand von 7, so ist 7(0(j)) < 7(o(7) und (i, 7) ein Fehlstand von 7o00. Auch
in diesem Fall gilt also

f’roa(iaj) = f'r(&(la])) +f0(i7j) :
=0 =1

Ist schlieflich (7, j) ein Fehlstand von o und &(4, j) ein Fehlstand von 7, so ist 7(o(j)) >
7(o(i)) und (7, j) kein Fehlstand von 7o o. In diesem Fall gilt also

fTOU(ivj) = f‘r(&(la]))‘i‘fa(%]) —2.

=1 =1
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In allen drei Féllen gilt aber

(_1)f700(i7j) — (_1)f7'(5—(27.7))+f0(7/7]) — (_1).}“7(&(27])) . (_1).}“0(17])

Insgesamt erhalten wir

sgn(roo) = H (—1)Froe (i)

(i,9)€Pn
— I1 ((_1)ff<a<z‘,j>>.(_1)fn<z',j>)
(4,5)EPn
= H (—1)F (@G H (=1)Fo (1)
(4,7)€Pn (4,J)€Pn
Voriibglegung H (_1)f7(¢,j). H (_1)f0(m-)
(i,5)€Pn (i,5)€P,

= sgn(7) - sgn(o).

Korollar 8.12. Fir jede Transposition T ist die Abbildung

{o€Snlsgn(o) =1} — {pe€ Sn|sgnlp)=-1}

o +— O0OT

eine Bijektion.

Beweis. Wegen sgn(o o 7) = sgn(o)-sgn(7) ist die Abbildung wohldefiniert. Aus dem
1 1

gleichen Grund ist sgn(7~1) = sgn(7)~! = (—1)"! = —1 (tatsiichlich ist 7=! = 7), sodass

auch die Abbildung

{p € Sy|sen(p)=—-1} — {o€S,]|segn(o) =1}

p = pOT_l

wohldefiniert ist. Diese Abbildung ist aber offensichtlich die Umkehrabbildung, denn o o
TorT =00 idfq, .y = o fiir alle o und andersherum p o rlor=po idgq,. = p fir
alle p. O

Jetzt haben wir alle Begriffe und Hilfsmittel zur Hand, um die Determinantenfunktion zu
definieren:

Satz 8.13. Sei K ein Korper und n € N\ {0}. Dann ist die Abbildung

det: K'"x..xK" — K

aii a1n
o =1, .-, ) o= Z sgn(0)ag(1)1 * * * Go(n)n
anl Ann 7E€Sn
multilinear, alternierend und erfillt det(ey, ..., e,) = 1.
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Beweis. e det ist multilinear:

In jedem Summanden wird aus jedem Vektor genau ein Eintrag verwendet, ndmlich
aus dem j-ten Vektor an der j-ten Stelle.

Damit gilt
ai ayj b ain
det(| + [,.-.o |+ .- P ])
anl (nj bn; Qnn
a1 ayj + bz] A1n
= det( e } e )
anl Qnj + bn] Ann
= Z sg(0)ag(1)1 -+ (ao()j + bo(j)7) ** Go(nyn
oESh
= Y s8n(0)ag(y - Ao(g)j  Aomm + Y 581(0)ag(1)1 - bo(s)j * Ao(nyn
0ESn o€Sn
an ai; ain ay by; ain
= det( e e ) + det( e e, )
anl Unj Ann anl bn; Ann

Die Homogenitét sieht man ebenso ein.

det ist alternierend:

Wir nutzen aus, dass wir S,, disjunkt in die beiden Mengen {0 € S, | sgn(c) = 1}
und {p € S,, | sgn(p) = —1} = {o o7 | sgn(o) = 1} fiir eine beliebige Transposition
T zerlegen koénnen.

Damit gilt namlich:

det(a1,...,an) = Z sen(o)ag(1)1** Ao(nyn + Z sgn(0 0 T)a(gor)(1)1 " * A(gor)(n)n

UESn O'ESn
sgn(o)=1 sgn(o)=1

= Z (aa(l)l *Qo(n)yn — (gor)(1)1 7 a(o’of)(n)n)

O’GSn
sgn(o)=1
a4 a1j
Gilt nun : = © |, so erhalten wir fiir die Transposition 7, die ¢ und j
Qni Qngj

vertauscht, und jedes o € S, mit sgn(o) = 1: @(gor)(i)i = o (j)i = Uo(j)j» Uoor)(j))
U (i)j = Oo(i)i UNA G(gor)(k)k = Ao(kyk Tir alle k ¢ {7, j}, zusammen also

A(gor)(1)1 """ A(gor)(n)n = Ao(1)1 """ Qo (n)n:
Damit sind alle Summanden 0.

det(er,...,e,) = 1:

Ein Eintrag a;; ist in diesem Fall nur dann 1 und nicht 0, wenn ¢ = j. Das Produkt
Ag(1)1 *** Go(n)n 15t also nur dann 1 und nicht 0, wenn o(1) = 1,...,0(n) = n, also
o =id¢l,...,n}. In diesem Fall ist sgn(c) = 1, woraus die Behauptung folgt.

O]
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Bemerkung 8.14. Da man jede Matrix offensichtlich in ihre Spalten zerlegen kann, kann
man mit derselben Formel auch eine Abbildung

Matg(n xn) — K
ailr ... Qin

= Z Sgn(a)aa(l)l ©Qo(n)n
Gnl ... Gnn oESn

definieren, die wir auch mit det bezeichnen. Diese Abbildung ist aber nicht mehr mul-
tilinear, da sie nur noch ein einziges Argument aufnehmen kann, und damit auch nicht
alternierend.

Linear ist sie fiir n > 1 auch nicht, denn

a1 ... Qin A1 ... Aain
det(A | P =det(| C D) =Y sen(0)Aapan) - (Ao(ayn)
Gnl ... Qnn Apl ... Aann oESn
a1l ... Qin
= \" Z Sgn(a)ao(l)l *Qg(n)n = A" det( )
TESn p1  --- GQpn

Trotzdem wird man in der Literatur meist diese Definition der Determinantenfunktion
finden (auch wir werden ihren Wert spiter kennen lernen). Um die Eigenschaften der
Determinantenfunktion auf K™ x ... x K™ auszudriicken, sagt man dann ,die Determinan-
tenfunktion ist multilinear und alternierend in den Spalten®.

Nachdem wir nun eine Abbildung gefunden haben, die multilinear und alternierend ist
und der Standardbasis nicht den Wert 0 zuordnet, wollen wir uns iiberlegen, ob diese
Abbildung tatséchlich zuverlissig zwischen Basen und Nichtbasen, also invertierbaren und
nicht invertierbaren Matrizen, unterscheiden kann.

Lemma 8.15. Sei K ein Korper, n € N\ {0} und V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum.
Bilden die Vektoren vy, ...,v, € V keine Basis von V, so gilt det(vy,...,v,) = 0.

Beweis. Da V n-dimensional ist, kann die Familie (vy,...,v,) nur dann keine Basis sein,
wenn sie linear abhingig ist. Dann gibt es aber einen Vektor v;, der sich als Linearkombi-
nation ., Ajv; der anderen schreiben lisst. Dann gilt aber

det(vy, ..., 0. .., 05) = det(vl,...,Z)\jvj,...,vn) = Z)\jdet(vl,...,vj,...,vn).
J#1 J#i
WEeil det alternierend ist und in jeder der Determinanten am Ende der Zeile ein Eintrag
doppelt vorkommt, ist jede davon 0. ]

An sich haben wir auch das Handwerkszeug, um andersherum zu beweisen, dass die De-
terminante jeder Basis ungleich 0 ist. Das wire aber zum jetzigen Zeitpunkt umsténdlich.
Ebenso moglich, aber noch einmal umstandlicher, wére es, mit der Determinante allein die
Inverse einer Matrix zu berechnen, wenn es sie gibt.

Stattdessen begeben wir uns auf einen Weg, auf dem wir beides — zuziiglich einem einfachen
Berechnungsalgorithmus fiir die Determinante einer Matrix — bequem erreichen.

Wir beginnen damit, dass wir uns drei (zum Teil schon bekannte) Dinge klarmachen:
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Bemerkung 8.16. Sei (v1,...,v,) eine Basis von V.

(a) Fiirallei,j € {1,...,n} mit i # jist auch das Tupel (v, ..., vi—1, 0}, Vit1, ..., Vj—1, V;,
Uj+1,--.,Vpn), bel dem der i-te und j-te Vektor getauscht sind, eine Basis von V. Wir
nennen diese Operation, aus einem Tupel von Vektoren ein neues zu machen, elemen-
tare Spaltenumformung des Typs L.

(b) Ist A # 0, dann ist fiir alle 7 € {1,...,n} auch das Tupel (v1, ..., vi—1, A\, Vit1, ..., Un),
bei dem der i-te Vektor um den Faktor A\ gestreckt ist, eine Basis von V. Diese Ope-
ration nennen wir elementare Spaltenumformung des Typs I1.

(c) Firallei,j € {1,...,n} mit ¢ # j und alle A € K ist auch das Tupel (vy,...,vj_1,v;+
Ui, Vjg1, - - -, Up), bei dem auf den j-ten Vektor das A-Fache des i-ten Vektors addiert

ist, eine Basis von V. Diese Operation nennen wir elementare Spaltenumformung des
Typs I11.

Wir werden jetzt ein Verfahren konstruieren, mit dem man jede Basis allein durch elemen-
tare Spaltenumformungen dieser drei Typen erst in eine Basis der Form

b11 b12 bin
0 baa ban
0 0 bnn
mit b1 £ 0, ..., by, # 0 und dann in die Standardbasis umformen kann.

Wir gehen dabei so vor: Angenommen, wir haben es bereits geschafft, die Basis durch
elementare Spaltenumformungen in eine Basis der Gestalt

ai aim bi(m+1) bin

am1 Amm bm(m—H)
0 Yt 0 ) b(m+1)(m+l) yere
0 0 0
0 0 0 bnn

—— —_— —-——/ — ———
a1 am bm+1 bn
mit b y1)mt1) 7 0, -+, bun 7 0 fiir ein m € {1,...,n} zu bringen. Dann kénnen wir diese

mit weiteren elementaren Spaltenumformungen in eine Basis der entsprechenden Gestalt

fiir ein um 1 kleineres m umformen:

Zunichst einmal muss es unter den ersten m Basisvektoren mindestens einen geben, dessen

m-ter Eintrag ungleich 0 ist. Andernfalls hidtten wir ndmlich m Vektoren in dem m — 1-
1

dimensionalen Untervektorraum {| ! | | zm = ... = x, = 0} = spang(e1,...,em—_1),
T

die nicht linear unabhéngig sein kénnten — im Widerspruch zur Annahme, dass es sich um

eine Basis handelt.

Wenn dieser Vektor bereits der m-te ist, nenne diesen b,,, definiere also by; := ay; fiir alle

j €{1,...,n};ist es der i-te mit i # m, so tausche den i-ten und den m-ten Vektor mittels

der entsprechenden elementaren Spaltenumformung des Typs I und nenne den ehemaligen
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Vektor a; um in b,;, und den ehemaligen Vektor a,, um in a;. In beiden Féllen haben wir
bmm 7 0 nach Konstruktion.

Jetzt addiere der Reihe nach auf alle Vektoren a; fiir j € {1,...,m — 1} das —;Z“;—Fache
des Vektors b, mittels der entsprechenden elementaren Spaltenumformungen des Typs I11.
Wenn wir die entstehenden Vektoren wieder a; nennen, gilt nach Konstruktion offenbar
am; = 0 und wir haben eine Basis des gewiinschten Typs.

Wenn wir dieses Verfahren immer weiter durchfiihren, erhalten wir irgendwann eine Basis

der Gestalt

b1 b12 bin

0 bao bon
mit b1; # 0, ..., byn # 0. Nun wandeln wir diese Basis in die Standardbasis um, indem
wir so vorgehen:
Angenommen, wir haben bereits die Basis ey, ..., €, byt1,...,b, fireinm € {1,...,n— 1}
erreicht. Dann addiere auf by, 1 der Reihe nach das —bj(,,1)-Fache des Vektors e; fiir alle
j € {1,...,m} mittels der entsprechenden elementaren Spaltenumformung des Typs III,

um einen Vektor zu erhalten, dessen einziger von 0 verschiedener Eintrag by, ist. Diesen
Vektor streckt man schlieflich mittels der entsprechenden elemantaren Spaltenumformung
des Typs II um den Faktor ﬁ, um den m-ten Standardbasisvektor e,, zu erhalten.
Insgesamt haben wir also ein Verfahren, den Gaujf$-Algorithmus fiir Spalten, entwickelt, mit
dem man eine beliebige Basis durch elementare Spaltenumformungen in die Standardbasis
umformen kann.

Damit kénnen wir erst einmal das versprochene Resultat zur Determinante beweisen. Wir
verfolgen dazu, was mit der Determinante geschieht, wenn wir elementare Spaltenumfor-
mungen durchfithren:

Bemerkung 8.17. (a) Jede elementare Spaltenumformung des Typs I vertauscht zwei
Spalten. Wegen der Antisymmetrie von det gilt

det(vi,...,v5,..., 0, ...,0p) = —det(vi,...,vn).

(b) Jede elementare Spaltenumformung des Typs IT ersetzt einen Vektor durch das A\-Fache.
Wegen der Multilinearitdt von det gilt

det(vy, ..., Avi,...,v,) = Adet(vy, ..., vn).

(c) Fiir jede elementare Spaltenumformung des Typs I1I gilt, da det multilinear und alter-
nierend ist,

det(vi,...,vj4+Avi, ..., v,) = det(vy, ..., vp)F+ det(vi, ..., v, ..., v,) = det(v, ..., vp).

Lemma 8.18. Sei K ein Kérper und n € N\ {0}.
Fiir jede Basis (v1,...,vy,) von K™ gilt det(vy,...,v,) # 0.

Beweis. Beweis durch Widerspruch: Angenommen, es gébe eine Basis (v1,...,v,) von K"
mit det(vy,...,v,) = 0. Mittels des Gaufalgorithmus’ kann diese Basis nun in die Stan-
dardbasis iiberfiihrt werden.

Durch elementare Spaltenumformungen wird die Determinante aber lediglich mit Fakto-
ren —1 oder A multipliziert. In jedem Fall heiftt das: Wenn fiir die urspriingliche Basis
(vi,...,vy,) die Determinante 0 wére, dann bliebe sie dies den ganzen Rest des Verfahrens.
Am Schluss kommt aber die Standardbasis mit Determinante 1 heraus — Widerspruch. [
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Damit ist aber der Wert des Gauf-Algorithmus’ noch lange nicht ausgeschopft: Betrachten
aii A1n ail ... Qin
wir ein Tupel (| : |,...,|  |) némlich wieder als Matrix A := | : © ], s0

an1 Ann anl ... Qnn
entspricht

e der elementaren Spaltenumformung des Typs I, die den i-ten und j-ten Vektor ver-
tauscht, die Multiplikation der Matrix A mit der Matrix

1

1

die Einsen nur in den kk-ten Eintrdgen fir £ € {1,...,n} \ {4,j}, dem ij-ten und
dem ji-ten Eintrag hat und sonst iiberall Nullen,

e der elementare Spaltenumformung des Typs 11, die den i-ten Vektor mit dem Faktor
A multipliziert, der Multiplikation der Matrix A mit der Matrix

1

1

die aufer einem A in ¢¢-ten Eintrag auf der Hauptdiagonalen Einsen und sonst iiberall
Nullen hat,

e und der elementaren Spaltenumformung des Typs III, die auf den j-ten Vektor das
A-Fache des i-ten Vektors addiert, der Multiplikation der Matrix A mit der Matrix

1

Qij(N) = )

1

die in der i-ten Zeile und j-ten Spalte ein A, auf der Hauptdiagonalen Einsen und
sonst nur Nullen hat.
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Das bedeutet aber, dass wir mit dem Gaufalgorithmus im Grunde den folgenden Satz
bewiesen haben:

Satz 8.19. Sei K ein Korper und n € N\ {0}.
Genau dann ist A eine invertierbare Malriz, wenn es Malrizen

Si,...,Sy € {PU ‘ 1,] € {17,771}7275]}
UM i € {1,...,n}, A e K\ {0}}
gibt mit
ASl"'SN =F,.
In diesem Fall ist A= = Sy --- Sk.
Beweis. ,,=*
Das ist einfach die Umformulierung des Gaufalgorithmus’ in die Sprache der Matrizen.

=
»”
Wenn AS; --- Sy = E,, dann ist per Definition A invertierbar mit Inverser Sy ---Sy. 0O

Aus dem Satz erhalten wir auch gleich eine Konstruktionsvorschrift fiir die Inverse einer
Matrix A: Es gilt ja S1--- Sy = EpS1--- Sy, deshalb erhidlt man die Inverse, indem man
alle elementaren Spaltenoperationen, die man braucht, um aus A die Einheitsmatrix zu
machen, in derselben Reihenfolge auf die Einheitsmatrix anwendet.

Und noch eine Erkenntnis konnen wir mit dem Gaufialgorithmus gewinnen: Schreiben wir
die Rechenregeln von Bemerkung 8.17 in Matrixschreibweise noch einmal aus, so erhalten
wir die Aussagen

det(AP;) = —det(A)  det(AM;(\)) = Adet(A) det(AQi;(\)) = det(A)

fiir alle Matrizen A € Matg (n x n).
Wenn wir nun fiir A speziell die Einheitsmatrix F,, einsetzen, dann erhalten wir

det(Pj;) = —1 det(M;(N)) =X det(Qi;(N) = 1.
Dadurch kénnen wir die Aussagen aber noch einmal umformulieren:
det(AP;;) = det(A) det(F;)
det(AM;(\)) = det(A) det(M;(N))

det(AQij(A)) = det(A) det(Qi;(A)).

Dieses Resultat konnen wir jetzt verallgemeinern:

Satz 8.20 (Multiplikationsregel fiir Determinanten). Sei K ein Kérper, n € N\ {0}.
Fiir alle A, B € Matg(n x n) gilt:

det(BA) = det(B) det(A).

Die Determinante ist also ein Halbgruppenhomomorphismus von (Matg(n X n),-) nach
(Ku )

45



Beweis. Wir unterscheiden zwei Falle:

A nicht invertierbar:

Dann ist auch BA nicht invertierbar, denn sonst wiirde fiir das Inverse (BA)™! gelten:
(BA)"'B)A = (BA)"'(BA) = E,, also wire A doch invertierbar mit Inversem (BA)~!B.
Damit lautet die Formel aber 0 = det(B) - 0 und ist offensichtlich korrekt.

A invertierbar:

Dann existieren nach Satz 8.19 Matrizen

517"'751\7 € {sz‘l,je{l,,n},l#j}
U{M;(\) |ie{1,...,n}, e K\ {0}}
U{Qji(\) 4,5 e{l,...,n},i#j, € K}

mit E, = ASy ---Sy. Es folgt also
1 =det(E,) = det(AS;---Sy) = det(A) det(Sy) - - - det(Sn).

Mit denselben Matrizen gilt aber auch B = BE,, = BAS;--- Sy, sodass wir det(B) =
det(BA)det(S1)---det(Sy) erhalten. Multiplizieren wir beide Seiten mit det(A) und be-
nutzen rechts die Kommutativitdt der Multiplikation in K, erhalten wir

det(B)det(A) = det(BA)det(S1) - - - det(Sn) det(A) = det(BA).

=1

O

Bemerkung 8.21. In der Literatur findet man den Gaufalgorithmus meist mit Zeilenum-
formungen statt Spaltenumformungen formuliert. In dieser Form entsteht er in natiirlicher
Weise als Verfahren, um lineare Gleichungssysteme zu losen.

Fiir die Berechnung der Inversen nach Satz 8.19 eignen sich beide Verfahren gleich gut.
Fiir den Zusammenhang mit der Determinante ist allerdings die hier definierte Variante
ungleich niitzlicher, deshalb habe ich mich fiir diese entschieden.
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