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Von den acht Aufgaben auf diesem Blatt sind vier als Bonusaufgaben gedacht:
Beim Überprüfen der Quote von 40% zählen zwar die erreichten Punkte aus
allen Aufgaben im Zähler, im Nenner jedoch nur vier.

Aufgabe 37: Es seien ϕ, ψ, χ beliebige Aussagen. Zeigen Sie, dass die Sequenz

(a) ψ → χ

(b) (ϕ→ (ψ → χ))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ χ))

(c) (ψ → χ)→ (ϕ→ (ψ → χ))

(d) ϕ→ (ψ → χ)

(e) (ϕ→ ψ)→ (ϕ→ χ)

einen gültigen Beweis im Hilbert-Kalkül darstellt, also

ψ → χ ` (ϕ→ ψ)→ (ϕ→ χ)

gilt. Geben Sie dazu in jedem Schritt an, welches Axiom oder
welche Schlussregel benutzt wurde.
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Aufgabe 38: Sei f ein einstelliges Funktionssymbol. In welchen der folgenden
Zeilen wurde der (um Allquantorenaxiome und -einführung er-
weiterte) Hilbert-Kalkül korrekt angewendet? Geben Sie jeweils
eine Begründung an.

(a) ` ∀y∃x(y =̇ x)→ ∃x(fx =̇ y)

(b) ` (ffx =̇ y)→ ∃x(fx =̇ y)

(c) (fx =̇ y)→ (fy =̇ y) ` ∃x(fx =̇ y)→ (fy =̇ y)

(d) (fx =̇ y)→ (fy =̇ x) ` ∃x(fx =̇ y)→ (fy =̇ x)

Aufgabe 39: Eine Menge Γ von L-Aussagen heisst vollständig, falls für jede
L-Aussage ϕ gilt, dass

Γ |= ϕ oder Γ |= ¬ϕ.

Für eine L-Struktur A definieren wir T(A) := {ϕ : A |= ϕ}.
Zeigen Sie, dass T(A) vollständig ist.

Aufgabe 40: Zeigen Sie, dass

φ0, φ1 . . . φn ` ψ genau dann, wenn ` φ0 ∧φ1 ∧ · · · ∧φn → ψ.

Aufgabe 41: Sei A eine L-Struktur. Eine Teilmenge X der Grundmenge A
von A heißt definierbar genau dann, wenn es eine L-Formel ϕ(x)
gibt, so dass X = {a ∈ A : A |= ϕ(a)}.

• Zeigen Sie, dass die Menge der positiven reellen Zahlen in
der Struktur (R, ·) definierbar ist.

• Finden Sie eine Aussage ϕ, so dass (R, ·) |= ϕ und (R,+) |=
¬ϕ.

• Finden Sie ein r ∈ R, so dass {r} in den Strukturen (R, ·)
und (R,+) definierbar ist.

Aufgabe 42: Sei P := {p ∈ N : p ist eine Primzahl}. Zeigen Sie, dass P defi-
nierbar in (N,+, ·) ist.

Aufgabe 43: Seien φ, ψ, χ Aussagen. Zeigen Sie:

(a) φ→ (ψ → χ) ` ψ → (φ→ χ)

(b) φ→ (ψ → χ) ` (φ→ ψ)→ (φ→ χ)

(c) (φ→ ψ)→ φ ` φ.

Aufgabe 44: Zeigen Sie, dass

∃x(ϕ ∧ ψ) ` ∃xϕ ∧ ∃xψ
∃y∀xϕ(x, y) ` ∀x∃yϕ(x, y).
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