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Notation: Für eine L-Formel ψ(x) und n ∈ N sei ∃≥nxψ(x) die Formel

∃x0 . . . ∃xn−1

 ∧
i<j<n

¬(xi
.
= xj) ∧

∧
i<n

ψ(xi)

 .

Aufgabe 45: Sei φ(x) eine L-Formel. Für jedes n ∈ N gebe es eine L-Struktur
A mit A |= ∃≥nxφ(x) und A |= ∃≥nx¬φ(x). Folgern Sie, dass
es eine L-Struktur A gibt mit der Eigenschaft, dass sowohl {a ∈
A | A |= φ[a]} als auch {a ∈ A | A |= ¬φ[a]} unendlich sind.

Aufgabe 46: Eine Menge von Formeln Γ heißt maximal wiederspruchfrei, wenn
für alle Γ′ ⊇ Γ wiederspruchfrei, Γ′ = Γ gilt.

Sei Γ maximal wiederspruchfrei. Zeigen Sie:

(a) ¬φ ∈ Γ⇔ φ /∈ Γ

(b) φ ∧ ψ ∈ Γ⇔ φ ∈ Γ und ψ ∈ Γ

(c) ∃xφ(x) ∈ Γ, wenn es t gibt so dass φ(t) ∈ Γ.
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Aufgabe 47: Sei L eine Sprache. Zeigen Sie:

(a) Wenn eine Theorie T Modelle mit beliebig vielen Elementen
hat, dann ist die Theorie

T ∪
{
∃≥nx(x

.
= x)

∣∣ n ∈ N
}

widerspruchsfrei.

(b) Es gibt keine Theorie T , deren Modelle genau die endlichen
L-Strukturen sind.

Aufgabe 48: Sei T eine L-Theorie, für die es ein unendliches Modell A gibt.
Es sei C = { ca | a ∈ A

}
eine Menge von Konstanten, C ∩L = ∅,

und es sei T(A) das L ∪ C-Diagramm von A, siehe Aufgabe 39.
Es sei c0 /∈ L∪C eine weitere Konstante und L′ = L∪C ∪ {c0}.
Zeigen Sie:

(a) Die L′-Theorie

T ′ = T(A) ∪
{
¬c0

.
= ca

∣∣ a ∈ A}
ist widerspruchsfrei.

(b) Es gibt ein Modell A′ von T mit A′ 6∼= A.
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