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Aufgabe 9: Sei B = (X, 0, 1,t,u, c) eine boolesche Algebra. Sei die binäre
Relation ≤ auf X definiert durch: Für a, b ∈ X

a ≤ b ⇐⇒ a t b = b,

(oder äquivalent, a ≤ b ⇐⇒ a u b = a).

Wir schreiben a < b gdw a ≤ b und a 6= b. Ein b ∈ B \ {0} heißt
Atom gdw es kein a ∈ B mit 0 < a < b gibt. Eine boolesche
Algebra B heißt atomar gdw es für jedes b ∈ B \ {0} ein Atom
a ≤ b gibt.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Jede endliche boolesche Algebra ist atomar.

(b) Wenn eine endliche boolesche Algebra n Atome hat dann hat
sie genau 2n Elemente.

Aufgabe 10: Seien A eine boolesche Algebra und X ⊆ A einer Menge. Bezeichne
B(X) die boolesche Algebra, die durch boolesche Kombinationen
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der Elemente von X gebildet wird. Die Elemente dieser Menge X
heißen die Generatoren von B(X).

Beweisen Sie, dass jedes Element b ∈ B(X) die Form

z0 t z1 t · · · t zn

hat mit
zj = xj

0 u xj
1 u · · · u xj

k

und xj
i ∈ X oder (xj

i )
c ∈ X (für alle j ≤ n, i ≤ k).

(Hinweis: folgen Sie dem Beweis des Satzes über die Normalform.)

Aufgabe 11: Seien

X0 := {(a, b) : a, b ∈ R} ∪ {(−∞, b) : b ∈ R} ∪ {(a,+∞) : a ∈ R}
X1 := {[a, b) : a, b ∈ R} ∪ {(−∞, b) : b ∈ R} ∪ {[a,+∞) : a ∈ R}.

Weiterhin betrachten wir die folgenden Operationen: t ist ∪, u
ist ∩, und c ist die Komplement. Bezeichne B(Xi) die boolesche
Algebra, die durch boolesche Kombinationen der Elemente von Xi

gebildet wird (für i = 0, 1).

(a) Versuchen Sie, eine allgemeine Form für Elemente von B(Xi)
anzugeben, i = 0, 1.

(b) Hat B(X0) Atome?

(c) Hat B(X1) Atome?

Aufgabe 12: (a) Geben Sie Generatoren der Lindenbaumalgebra LAn an. (De-
finition auf Seite 7 im Skript von Prof. Dr. Ziegler).

(b) Welches sind die Atome der Lindenbaumalgebra LAn?
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