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Kapitel 1

Aussagenlogik

1.1 Grundbegriffe

Definition (Syntax...). Aussagenlogische Formeln sind Zeichenreihen, die sich
aus den Variablen Ag, Ay, ..., den Junktoren A, V und — und den beiden Klam-
mern ( und ) nach den folgenden Regeln aufbauen.

e Variable sind Formeln.

e Wenn F; und F; Formeln sind, dann ist auch (F; A Fy) eine Formel (Kon-
Junktion).

e Wenn F; und F» Formeln sind, dann ist auch (F; V Fy) eine Formel (Dis-
Junktion).

e Wenn F eine Formel ist, dann ist auch —F eine Formel (Negation).

Man liest A als ,,und“, V als ,,oder und — als ,nicht”. Wir verwenden die folgenden
Abkiirzungen:

(F—=G) =(-FVG) (Implikation)
(F+ G) =({(F—->G)AN(G—F)) (Aquivalenz)
/\ Fy =(FyA...N(Fp_a ANFy_1)...)
VE =FEV..V(Fa2VF,)...)
o T = (AO vV _‘Ao) (Wahr)
1 = (Ao A —4y) (Falsch)

Man liest — als ,impliziert® und < als ,dquivalent”. Gelegentlich fassen wir T
und L als nicht-zusammengesetzte Formeln auf. Die leere Konjunktion A, _ F;
wird mit T, die leere Disjunktion mit L identifiziert.

2
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Wir kénnten auf V als Grundsymbol verzichten und (F'V G) als Abkiirzung
fir =(=F A -G) auffassen. In der Pridikatenlogik (Kapitel [2)) werden wir so
verfahren.

Hilfssatz. FEine Formel kann kein echtes Anfangsstiick einer anderen Formel
setn.

Lemma 1.1.1 (Eindeutige Lesbarkeit von Formeln). Jede Formel ist entweder
eine

o cine Variable,
o cine Konjunktion (Fy A F3),
e cine Disjunktion (Fy V Fy)
e oder eine Negation —F
Die Formeln Fy, Fy bzw. F sind jeweils eindeutig bestimmd.

Wenn keine Mifverstdndnisse auftreten kénnen, lassen wir gelegentlich Klam-
mern weg.

Definition. Die Wahrheitswerte 0 und 1 stehen fiir ,falsch und ,wahr”. Sei D
eine Menge von Variablen. Eine Belegung ist eine Funktion A : D — {0,1}.

Wir lassen die Junktoren auf den Wahrheitswerten wie folgt operieren:
1 wennw;=1und wy =1
w1 N Wy =
0 sonst

v 1 wenn w; =1 oder wg =1
wy V wy =
! 2 0 sonst

{1 wenn w = 0
W =

0 wennw=1

Mit Wahrheitstafeln driickt sich das so aus:

AlO]1 vi]iol1l
0(0]0 001 ﬁ(l)(l)
1]0/[1 111

Definition (...und Semantik). Sei A eine Belegung der Variablen von F, dann
ist der Wahrheitswert A(F) von F

e A(B), wenn F = B eine Variable ist,
(] .A(Fl) A .A(Fg), wenn F' = (F1 A Fg),
(] .A(Fl) vV .A(Fg), wenn F' = (F1 \Y Fg),
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e “A(F"), wenn F = —F’.

Wenn A(F) = 1, sagen wir dafiir auch ,,A erfiillt F*, A ist Modell von F*
oder wir schreiben A = F.

Definition. Eine Formel F heift allgemeingiiltig oder (aussagenlogische) Tau-
tologie, wenn alle Belegungen F erfiillen. F' heifst erfiillbar, wenn es eine Bele-
gung gibt, die F erfiillt.

Lemma 1.1.2.

o F genau dann eine Tautologie, wenn —F nicht erfillbar ist.

o F ist genau dann erfillbar, wenn —~F keine Tautologie ist.
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1.2 Aquivalente Formeln und Normalformen

Definition. Zwei Formeln F und G heifien dquivalent, wenn sie dieselben Mo-
delle haben. Wir schreiben dafiir

F=G

e I = (G genau dann, wenn F' < G allgemeingiiltig ist.
e F ist genau dann allgemeingiiltig, wenn F' = T.
e F ist genau dann erfiillbar, wenn F' % L.

e = ist eine Aquivalenzrelation.

Definition. Sei F' eine Formel, aufgebaut aus A, V, =, T und L. Die duale
Formel F* entsteht aus F' durch Vertauschen von A und V und von T und L.

Lemma 1.2.1. F =G genau dann, wenn F* = G*.

Satz 1.2.2. Es gelten die folgenden grundlegenden Aquivalenzen und ihre
Duale. (A, B, C sind Variable.)

(ANA) = (Idempotenz)
(AANB) = ( A) (Kommutativitdt)
((AANB)ANC) = (AN (B ANC)) (Assoziativitit)
(AN(AVB)=A (Absorption)
(AN(BVC)=((AAB)V(ANQ)) (Distributivitit)
(LAA) =1
(AN-A)= 1L

AV A =T, das duale der letzten Aquivalenz heifit Tertium non datur.

Definition. Seien F' und H Formeln und A eine Variable. Dann bezeichnen wir
mit F'(H/A) die Formel, die aus F' dadurch entsteht, dafl wir jedes Vorkommen
von A in F durch H ersetzen.

Lemma 1.2.3 (Ersetzungslemma). F' = G impliziert F(H/A) = G(H/A) und
H(F/A) = H(G/A).

Es gelten die de Morganschen Regeln

~(AAB) = (=AV -B)
~(AV B) = (=AAB)
—A=A



KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK 6

Definition. Eine Literal ist ein Variable oder eine negierte Variable. Ein Formel

der Form
VoA Li
<m j<n;
fiir Literale L;; hat disjunktive Normalform. Eine Formel der Form
AV Ly
<m j<n;

hat konjunktive Normalform.

Satz 1.2.4. Jede Formel ist zu einer Formel in disjunktiver Normalform und
zu einer Formel in konjunktiver Normalform dquivalent.

Folgerung 1.2.5. Jede Aquivalenz F = G lifit sich mit Hilfe des Ersetzungs-
lemmas[1.2.3 aus den Grundiquivalenzen von Satz[1.2.9 formal ableiten.
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1.3 Boolesche Algebren

Definition. Eine Boolesche Algebra (B,0,1,M,L,¢) eine Menge B mit zwei
ausgezeichneten Elementen 0 und 1 und Operationen M, : B2 — B und ¢ :
B — B, fiir die folgende Gleichungen gelten:

alla=a ala=a (1.1)
alNb=>bMNa alUb=bUa (1.2)
(amb)Ne=aN(bNc) (aUb)Uc=al (bUc) (1.3)
afl(ald)=a al(and)=a (1.4)
afl(bUe)=(aMb)U(aMc) al(®ne)=(alb)N(alc) (1.5)
0Ma=0 1Ua=1 (1.6)
ala®=0 ala®=1 (1.7)

Die Axiome entsprechen den grundlegenden Aquivalenzen von Satz m
Das zweite Distributivitdtsaxiom ist iiberfliissig. In Booleschen Algebren gelten
die de Morganschen Regeln.

Eine Struktur (V,M,u), in der (1.1, (1.2), (1.3) und (1.4 gelten, ist ein

Verband. Wenn (P, <) eine partielle Ordnung ist, in der je zwei Element ein
Supremum und ein Infimum haben, ist (P, inf, sup) ein Verband. Jeder Verband
hat diese Gestalt, wenn man a < b durch a Mb = a oder, dquivalent, durch
aUb = b definiert. Die Gleichungen bedeuten, daf 0 und 1 kleinstes und
grofites Element sind; driickt aus, dafl a® ein Komplement von a ist. In
einem distributiven Verband, d.h. in einem Verband, in dem gilt, gibt es
immer nur héchstens ein Komplement. Eine Boolesche Algebra ist also nichts
anderes als ein ,komplementérer distributiver Verband“.

Beispiel 1: Sei X eine Menge. Dann ist die Potenzmenge (X)) zusammen mit
den ausgezeichneten Elementen () und X und den Operationen Durchschnitt,
Vereinigung und Komplement A° = X \ A eine Boolesche Algebra, die Potenz-
mengenalgebra von X.

Satz 1.3.1. Endliche Boolesche Algebren sind isomorph zu Potenzmengenal-
gebren. Jede unendliche Boolesche Algebra ist isomorph zu einer Unteralgebra
einer Potenzmengenalgebra.

Beispiel 2: Die Elemente der Lindenbaumalgebra LA,, sind Aquivalenzklassen
F/= von Formeln F, die hochstens die Variablen Ay, ..., A4,,_1 enthalten. Wenn
man definiert

0=_1/=
1=T/=
F/=Nn(G/=) = (FAG)/=
(F/=)U(G/=) = (FVG)/=
(Fj=)" = ~F/=



KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK 8

wird LA,, zu einer Booleschen Algebra. LA, ist isomorph zur Potenzmengenal-
gebra einer Menge mit 2" Elementen. LA,, wir von den A;/= ,frei“ erzeugt.
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1.4 Die Resolutionmethode

Definition. Eine Klausel C' ist eine endliche Menge von Literalen.

Eine Belegung A der Variablen erfiillt die Klausel C', wenn A(L) = 1 fiir ein
L € C. Anders ausgedriickt, wenn A |= \/; . L. Sei C eine Menge von Klauseln.
A erfiillt C, wenn A alle C' € C erfiillt. Das kann man auch schreiben als

A=A\ VL

CceC LeC

Definition. Sei A eine Variable, C' = {A}UP und D = {=A}UQ zwei Klauseln.
Dann ist P U Q@ eine Resultante von C und D.

Satz 1.4.1 (Die Resolutionsmethode). FEine endliche Menge C von Klauseln ist
genau dann erfiullbar, wenn sich aus C durch sukzessives Bilden von Resultanten
niemals die leere Klausel ergibt.

Der Beweis beruht auf folgender Beobachtung: Sei mit C|A = 1 die Menge der
Klauseln bezeichnet, die man aus C erhélt, wenn man A = 1 setzt. Das heifst,
daf man alle Klauseln, in denen A vorkommt, weglafst und in den verbleibenden
Klauseln alle Vorkommen von —A streicht. Entsprechend sei C|A = 0 definiert.
Dann gilt das folgende Lemma.

Lemma 1.4.2.

o Sei A eine Belegung der Variablen von C und A(A) = w. Dann ist A ein
Modell von C von A genau dann, wenn A ein Modell von C|A = w ist.

o Aus C ergibt sich durch sukzessives Bilden von Resultanten genau dann
die leere Klausel, wenn das gleiche fiir C|A =1 und fir C|A =0 gilt.
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1.5 Der Satz von Cook

Definition. Sei A ein endliches Alphabet und W C A* eine Menge von Wor-
tern. W heiftt polynomial, wenn es eine Maschine M mit polynomialer Laufzeitﬂ
gibt, die fiir jedes w entscheidet, ob w € W. Wir schreiben dann

W eP.

Definition. W heifst nicht—deterministisch polynomial , wenn es eine nicht—
deterministiseheﬂ Maschine mit polynomialer Laufzeit gibt, sodaf w € W genau
dann, wenn M mit Input w einen Lauf hat, der w akzeptiert. Wir schreiben

W € NP

Es ist klar, daft P eine Teilmenge von NP ist.

Um aussagenlogische Formeln in einem endlichen Alphabet zu schreiben,
verwenden wir statt der Variablen Ay, A1, ... nicht-leere Worter iiber einem
verniinftigen Alphabet, zum Beispiel {A,B,...,Z}. Es ist klar, daf die Menge
aller Formeln zu P gehort. Die Menge

SAT

aller erfiillbaren Formeln gehort zu NP.

Satz 1.5.1 (Cook). SAT ist NP-vollstindig. Das heifit: Sei W € NP. Dann lafst
sich jedes Wort w in polynomialer Zeit in eine Formel F umwandeln, sodafl

weW & F eSAT.

Folgerung 1.5.2. NP = P ist dquivalent zu SAT € P.

Das Erfiillbarkeitsproblem einer Formel in konjunktiver Normalform ist eben-
falls NP-vollstandig:

Proposition 1.5.3. Zu jeder Formel lGfst sich in polynomialer Zeit eine Menge
von Klauseln angeben, die genau dann erfillbar ist, wenn F' erfillbar ist.

1Es gibt ein Polynom p(zx), sodaf die Maschine bei Input w nach héchstens p(|w|) vielen
Schritten stoppt.

2Das Programm einer solchen Maschine enthilt Befehle, die nicht zwingend ausgefiihrt
werden miissen.
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1.6 Der Kompaktheitsatz der Aussagenlogik

Satz 1.6.1 (Kompaktheitssatz). Eine (unendliche) Menge von Formeln ist ge-
nau dann erfillbar, wenn jede endliche Teilmenge erfillbar ist.

Der Satz gilt auch, wenn man iiberabzéhlbar viele Variablen zuldfst. Man
braucht dazu

Hilfssatz (Zorns Lemma). Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge. Wenn jede
linear geordnete Teilmenge von P eine obere Schranke hat, hat P ein mazimales
Element.

Definition. Sei T eine Menge von Formeln. Eine Formel F folgt aus T', wenn
jedes Modell von T auch ein Modell von F' ist.

Wir schreiben dafir
T+F.

Folgerung 1.6.2. Wenn F aus T folgt, dann folgt F' schon aus einer endlichen
Teilmenge von T.

Die néchste Proposition ist ein Anwendungsbeispiel. Ein Graph ist f—farbbar,
wenn man jeder seiner Ecken eine der Farben 1,2, ..., f so zuordnen kann, dafs
verbundene Ecken verschiedene Farben haben.

Proposition 1.6.3. Sei f eine natirliche Zahl. Ein Graph G ist genau dann
f—farbbar, wenn jeder endliche Teilgraph von G f—fdrbbar ist.
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Pradikatenlogik

2.1 Strukturen und Formeln

Definition. Eine Sprache L ist eine Menge von Konstanten, Funktionszeichen
und Relationszeichen. Funktionszeichen und Relationszeichen haben eine (posi-
tive) Stelligkeit.

Definition. Sei L eine Sprache. Eine L—Struktur ist ein Paar

A= (A,(Z2%)ze1),

wobei
A eine nicht—leere Menge (die Grundmenge von 2L ) ist,
Z% € A, wenn Z eine Konstante ist,
Z% A" — A, wenn Z ein n-stelliges Funktionszeichen ist und
Z% C A", wenn Z ein n-stelliges Relationszeichen ist.

Definition. Zwei L—Strukturen 2{ und B heifen isomorph, 2 & B, wenn es
einen Isomorphismus F : A — B gibt, eine Bijektion F : A — B, die mit
den Interpretationen der Zeichen aus L kommutiert:

F(Z%) = 7% (Z eine Konstante aus L)

F(Z*a1,...,a,)) = Z®(F(a1),...,F(a,)) (Z ein n-stelliges Funk-
tionszeichen aus L,
a1, ...,an € A)

R¥ay,...,ay,) & R®(F(ay),...,F(a,)) (Z ein n-stelliges Re-
lationszeichen aus L,
ai,...,a, € A)

Ein Isomorphismus von 2l mit sich selbst heifst Automorphismus.

Das Inverse eines Isomorphismus und die Verkniipfung von Isomorphismen
sind wieder Isomorphismen. Daraus folgt, dafs

Aut(2),

12
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die Menge aller Automorphismen von 2{, eine Gruppe ist.

Wir fixieren ein Folge von Variablen vy, vy, ....

Definition. Ein L-Term ist eine Zeichenfolge, die nach den folgenden Regeln
gebildet ist:

T1 Jede Variable ist ein L—Term.
T2 Jede Konstante aus L ist ein L—Term.

T3 Wenn f ein n-stelliges Funktionszeichen aus L ist und wenn ¢y,...,¢, L—
Terme sind, dann ist auch ft;---t, ein L-Term.

Um Terme besser lesbar zu machen, schreiben wir haufig f(¢,...,t,) statt
fti---t,. Wenn f einstellig ist, auch t1f, wenn f zweistellig ist, auch t; fts.
Zum Beispiel steht (z +y) - (z +w) fiir - + 2y + 2w und (zoy) ™! fiir ~! o 2y.

Lemma 2.1.1 (Eindeutige Lesbarkeit von Termen). Fir jeden L-Term t tritt
genau einer der folgenden drei Fille ein:

1. t ist eine Variable,
2. t ist eine Konstante,

8.t = fty---t,, wobei f ein n—stelliges Funktionszeichen und ty,...,t, L—
Terme sind.

Im letzten Fall sind f und tq,...,t, eindeutig bestimmdt.
Das Lemma folgt aus den néchsten Hilfsatz
Hilfssatz. Kein L—Term ist echtes Anfangsstiick eines anderen L—Terms.

L-Formeln sind Zeichenreihen, die aus den Zeichen aus L, den Klammern (
und ) als Hilfszeichen und den folgenden logischen Zeichen gebildet ist:

Variable Vg, V1, - - -
Gleichheitszeichen =

Junktoren - (Negation), A (Konjunktion)
Existenzquantor |

Man liest = als ,,gleich®, — als ,nicht“, A als ,,und“ und 3 als ,es gibt ein®.
Definition. Eine L-Formel ist
F1 t; =t , wenn t1,ty L-Terme sind,

F2 Rt;... t, , wenn R ein n-stelliges Relationszeichen aus L und
ti,...,t, L-Terme sind,

F3 - , wenn 1 eine L-Formel ist,
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F4 (yY1 A1) ,wenn 11 und 19 L-Formeln sind,
F5 dx o ,wenn v eine L-Formel und z eine Variable ist.

Formeln der Form FI] und F2] heifen Primformeln.

Wir verwenden folgende Abkiirzungen:

(Y1 Vap2) = —(=91 A i)
(V1 = 2) = (1 A o)
(1 < P2) = (1 = P2) A (Y2 = 1))
Ve = -—-dx—p
(o N Atpn) = (- (o A1) A eiy)
el

(o V- Vp) = (- (YoV1)V-1y)
—~—~

n -mal

Die Disjunktion V liest man als ,joder”, die Implikation — als ,impliziert”, die
Aquivalenz ¢ als ,genau dann, wenn® und den Allquantor V als ,fiir alle“.

Statt Rtito schreiben wir auch t; Rty und statt Jxq ---3Jx, schreiben wir
321 ...z, (ebenso fiir V). Zur besseren Lesbarkeit der Formeln gebrauchen wir
iiberfliissige Klammern. Wir lassen auch Klammern weg und lesen die Formeln
geméfs der Bindungsstirke der logischen Zeichen:

Hochste Bindungsstérke: -3V
A\
V

Niedrigste Bindungsstéarke: —

Zum Beispiel steht —¢ A — x fiir

(o AY) = x) =~((=d AY) A =x).

Lemma 2.1.2 (Eindeutige Lesbarkeit von Formeln). Fiir jede L—Formel ¢ tritt
genau einer der folgenden Fille ein.

1. o=t =ts fir L-Terme ty,ts

2. ¢=Rty---t, fiir ein n—stelliges Relationszeichen R aus L
und L-Terme t1,...,t,

3. o= fiir eine L—Formel 1)

4. ¢ = (Y1 Na) fiir L—Formeln 11 und s

5. ¢=dx v fiir eine L—Formel 1) und eine Variable x

In jedem der Fdlle sind die Terme t;, das Relationszeichen R, die Formeln
¥, 1,02 und die Variable x© jeweils eindeutig bestimmit.
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Zum Beweis braucht man den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz. Keine L—Formel ist echtes Anfangsstick einer anderen L—Formel.
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2.2 Semantik

Definition. Sei 2 eine L-Struktur. Eine Belegung ist eine Funktion
ﬂ:{vo,’l}l...} — A
von der Menge der Variablen in die Grundmenge von .

Definition. Fiir L-Terme ¢, L-Strukturen 2{ und Belegungen 3 definieren wir
t*[B] durch

v [B] = Blvi)
ch [5] CQ[

fto- 28 = fAENBL, - .. 2 [B]).

Lemma 2.2.1. Wenn die Belequngen 3 und v auf den Variablen, die in t vor-
kommen dibereinstimmen, ist t*[3] = t¥[y]. O

Wenn wir einen Term in der Form ¢(z1,...,z,) schreiben, meinen wir:
1. dak die x; paarweise verschiedene Variable sind,
2. dak in ¢ nur Variable aus {x1,...,z,} vorkommen.

Wenn dann ag,...,a, Elemente der Struktur 2 sind, ist wegen
tm[al, ey an}

durch t*[f] fiir eine Belegung 3 mit B3(x;) = a; wohldefiniert.

Die folgende rekursive Definition der Semantik von Formeln ist sinnvoll,
wegen [2.1.2]

Definition. Sei 2 eine L-Struktur. Wir definieren fiir Belegungen § und L—
Formeln ¢ die Relation
A= ¢[s]

— ¢ trifft in A auf B zu— durch Rekursion iiber den Aufbau von ¢:

Aty =t 8] & 178 = t3 4]

A= Rty - t, [B] & R*(1(6], .., ta[B])

A8l e AEY P

A = (1 Atha) [B] & A = 1 [8] und A = 1)y [6]
¥ [B]

A EJxy [l < esgibt eina € A mit A =[5 ]

B(y) , wenny # x
a , wenn y = .

Dabei ist 32 (y) = {
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Definition. Die Variable x kommt frei in der Formel ¢ vor, wenn sie an einer
Stelle vorkommt, die nicht im Wirkungsbereich eines Quantors 3z liegt. Prazis
definiert durch Rekursion nach dem Aufbau von ¢:

x frei in t1 =ty & = kommt in ¢; oder in ¢ vor
z frei in Rt ---t, < = kommt in einem der ¢; vor.
x frei in ¢ < x frei in ¢
x frei in (1 A 1he) < x frei in 1)1 oder x frei in 1)
z frei in Jy ¢ < x # y und z frei in ¢

Satz 2.2.2. Wenn 8 und v an allen Variablen, die frei in ¢ vorkommen, tber-
einstimmen, ist

A= ¢[B] & A = oll.
Wenn wir eine Formel in der Form ¢(z,...,z,) schreiben, meinen wir:

1. dak die x; paarweise verschiedene Variable sind,

2. daf in ¢ nur Variable aus {z1,...,2,} frei vorkommen.
Wenn dann ay, ..., a, Elemente der Struktur 2 sind, ist wegen [2.2.2
2 ': ¢[a17 s 7(1"]

durch 21 = ¢[f] fiir eine Belegung 8 mit 5(z;) = a; wohldefiniert.

Definition. Eine Aussage ¢ ist eine Formel ohne freie Variable. Wir schreiben

A = ¢, wenn A = @[] fiir ein (alle) S.
Sprechweisen:
e ¢ gilt in 2.
e ¢ ist wahr in 2.
e 2l ist Modell von ¢.
o 2 erfiillt ¢.

Zwei L-Strukturen 2 und B heifsen elementar dquivalent, wenn in ihnen die
gleichen Aussagen gelten.

Lemma 2.2.3. Isomorphe Strukturen sind elementar dquivalent.

Sei x eine Variable und s ein Term. Dann entsteht der Term
s

t—
X

aus ¢ durch Ersetzen aller Vorkommen von x durch s.
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Lemma 2.2.4 (Substitutionslemma fiir Terme). Sei x eine Variable, s ein Term
und B eine Belequng mit Werten in der Struktur . Dann ist fir jeden Term T

2
St w5 1]
t— =t —.
(+2) 18] = 215
Sei t = t(z1,...,2,), und s = s(x1,...,2,). Dann kann man das Substitu-
tionslemma schreiben als
t(s,22,...,x0)% a1, ..., an) = t[s% a1, ..., an), a2, ..., an).

Die Formel s
b=
x

entsteht aus ¢ durch Ersetzen aller freien Vorkommen von z durch s.

Die rekursive Definition von ¢ = ist

S S . S
(tl = tn); =t —= t2;
(Rt tn)i :Rtlg- ~tn2
S S
(ﬂﬁ); = ﬁ(i/);)
(Y1 A 1#2)2 = (1/)12 A 1522)
(3?/1#)2 - Hy("/)f)v wenn T # y

Definition. x heilt frei fiir s in ¢, wenn kein freies Vorkommen von z in ¢ im
Wirkungsbereich eines Quantors ist, der eine Variable von s bindet.

Rekursive Definition: x ist frei fiir s in ¢, wenn z nicht frei in ¢ ist oder
wenn z frei in ¢ ist und einer der folgenden Falle zutrifft

o=l =ty
=Rty ty
¢ = = und zx frei fiir s in ¥
¢ = (1 A h2) und x frei fiir s in ¢y und 1o,
¢ = 3y, x frei fiir s in ¥ und y kommt nicht in s vor.
Lemma 2.2.5 (Substitutionslemma fiir Formeln). Sei x eine Variable, s ein

Term und (B eine Belegung mit Werten in der Struktur 0. Wenn x frei fiir s in
der Formel ¢, ist
s* 6]
x

A 7 [8] = A B,
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Sei ¢ = ¢(z1,...,2,) und s = s(z1,...,2,). Dann kann man das Substitu-
tionslemma schreiben als

A= o(s, 2, ..., x0)[a1, ..., a,] <= A= d[s¥[ar,...,a,], az,...,a5).
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2.3 Allgemeingiiltige Formeln

Definition. Eine Formel ¢ heifst allgemeingiiltig, wenn sie fiir alle Belegungen
B in allen Strukturerﬂ 2 gilt. Wir schreiben dafiir

=0

¢(x1,...,,2,) 1ist genau dann allgemeingiiltig, wenn die Aussage
Vay...zpo(x1,. .., x,) allgemeingiiltig ist.

Definition. Eine (pradikatenlogische) Tautologie entsteht aus einer aussagen-
logischen Tautologie durch Ersetzen der Aussagenvariablen durch L—Formeln.

Lemma 2.3.1. Tautologien sind allgemeingiiltig.

Lemma 2.3.2 (Axiome der Gleichheit). Die folgenden L—Aussagen sind allge-
meingiltig.
Reflexivitit Vo z ==z
Symmetrie Vr,y r=y—>y==x
Transitivitdit Vr,y,z x=yAy=z—>x =2
VZ1, ooy Ty Y1y Yn 1 =Y1 AN~ ATy = Yp
— fri...xn = fy1...Yn
VT1, oo s T, Yty Yn T1=Y1 A ATy = Ypn
— (Rzy...xn & Ry1 ... Yn)

Dabei sind die f n—stellige Funktionszeichen und die R n—stellige Relationszei-
chen aus L.

Die ersten drei Aussagen driicken aus, dak = eine Aquivalenzrelation ist. Die
beiden letzten bedeuten, dalt = eine Kongruenzrelation ist.

Lemma 2.3.3 (3-Quantorenaxiome). ¢ sei eine L-Formel, t ein L—Term und
x frei firt in ¢. Dann ist

t
¢o— — Jxo
T
allgemeingiiltig.

Lemma 2.3.4 (Modus Ponens). Wenn ¢ und (¢ — 1) allgemeingiiltig sind,
dann auch 1.

Lemma 2.3.5 (3-Einfithrung). Wenn = nicht frei in ¢ vorkommt, dann ist mit
¢ — b auch Iz — ¥ allgemeingiiltigP|

IWenn ¢ eine L-Formel ist, sind L-Strukturen gemeint. Der Begriff hangt von der Wahl
von L nicht ab.
2Man spricht von Ezistenzeinfiihrung.
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2.4 Der Godelsche Vollstandigkeitssatz

Definition (Der Hilbertkalkiil). L sei eine Sprache. Eine L-Formel ist beweis-
bar, wenn sie

B1 eine Tautologie ist,
B2 ein Gleichheitsaxiom ist,
B3 ein 3-Quantorenaxiom ist,

B4 sich mit Hilfe der Modus Ponens Regel aus zwei beweisbaren L—Formeln
ergibt,

B5 oder wenn sie sich mit der Regel der 3-Einfiihrung aus einer beweisbaren
L-Formel ergibt.

B1-B3 sind die Axiome , B4-B5 die Schlufiregeln des Hilbertkalkiils.

Eine Formel ¢ ist also genau dann beweisbar, wenn sie eine Beweis hat, das
heifst, eine Folge
d)()a LR ¢n = ¢

von L—Formeln ¢;, die entweder Axiome sind oder mit einer der beiden Schluf-
regel aus Formeln ¢; (j < 1) folgen. Wir schreiben:

Fr o

Satz 2.4.1 (Godelscher Vollstandigkeitssatz). Ein Formel ist genau dann all-
gemeingiltig, wenn sie beweisbar istEI

F¢ <—=Fro

Die die Richtung < folgt aus[2.3.1} 2.3.2] 2.3.3] -3.4 und 3.5} Zum Beweis
der Umkehrung macht man Gebrauch von den folgenden abgeleiteten Axiome

und Regeln.

Lemma 2.4.2. 1. (Aussagenlogik) Wenn ¢1,...,0, beweisbar sind und
(P1 A+ N dyn) = ¥ eine Tautologie ist, ist auch ¥ beweisbar.

2. (V—Quantorenaxiome) Wenn x frei fir t in ¢, ist
t
b Voo — ¢p—.
x

3. (V-Einfiihrung) Wenn x nicht frei in ¢ ist, dann folgt aus der Beweis-
barkeit von ¢ — Y die Beweisbarkeit von ¢ — Vxi). Insbesondere folgt aus
der Beweisbarkeit von i die Beweisbarkeit von Yx.

3Es folgt, dak -1, ¢ von der Sprachumgebung unabhingig ist. Wir verwenden darum spéter
die Notation F ¢.
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Beweisschema des Godelschen Vollstandigkeitssatzes Nehmen wir an
@(Z) sei nicht beweisbar. Wir miissen eine Struktur 20 und Elemente a € A
finden mit A = —¢lal.

Schritt 1) Wir wihlen eine Folge ¢ von neuen Konstanten. Dann ist ¢(¢) eben-
falls nicht beweisbar. (Das folgt aus|2.4.3)).

Schritt 2) Wir erweitern {—-¢(¢)} zu einer widerspruchsfreien Henkintheorie
mit Konstantenmenge C. (Die Definitionen folgen unten.)

Schritt 3) Wir erweitern T zu einer vollstindigen Henkintheorie T*.
Schritt 4) Wir konstruieren ein Modelﬁ (A, ac)cec von T,

In A gilt —~¢plag].

Lemma 2.4.3. Sei ¢(x1,...,2,) eine L-Formel, C eine Menge von neuen
Konstanten und cq,...,c, eine Folge von paarweise verschiedenen Elementen
von C. Dann ist

|_LUC ¢(Cla"'acn) <~ '_L ¢($1,...,$n)-

Definition. Eine L—Theorie ist eine Menge von L—-Aussagen. Eine Aussage ¢
ist in T beweisbar,

T+ ¢,
wenn es Axiome 1, . .., 1, aus T gibt fiir die b 1 A--- A, — ¢f]

Definition. Eine L-Theorie T heiflt widerspruchsfrei oder konsistent, wenn
L nicht in T beweisbar istﬁ T ist vollstandig, wenn T widerspruchsfrei ist und
TF ¢ oder T+ —¢ fiir alle L-Aussagen ¢.

Definition. Sei C eine Menge von Konstanten. Eine L U C—Theorie TT heift
Henkintheorie mit Konstantenmenge C, wenn es zu jeder L U C—Formel ¢(x)
eine Konstante ¢ € C' mit

Tt F Jzp(z) — ¢(c)
gibt.

Definition. Ein Modell von T ist eine L-Struktur, in der alle Aussagen aus T'
gelten.

Der skizzierte Beweis zeigt die folgende Verschiirfung von

4Die Konstruktion liefert A = {ac|c € C}. Solche Modelle aus Konstanten sind durch T*
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

5Man beachte, daff es wegen auf die Klammerung und Reihenfolge der ¢; nicht
ankommt.

SWir nehmen fiir 1 irgendeine L—Aussage, deren Negation allgemeingiiltig ist. Zum Beispiel
Jdx -z ==x.
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Satz 2.4.4. Eine Theorie hat genau dann ein Modell, wenn sie widerspruchsfrei
15t.
Definition. Die Aussage ¢ folgt logisch aus T,

T =9,

wenn ¢ in allen Modellen von T' gilt.

Folgerung 2.4.5.
TFH¢ & TE¢

Folgerung 2.4.6 (Kompaktheitssatz). Fine Theorie hat genauw dann ein Mo-
dell, wenn jede endliche Teilmenge ein Modell hat.

Den Kompaktheitssatz konnte man den ersten Hauptsatz der Modelltheorie
nennen. Der zweite Hauptsatz wére der Satz von Lowenheim-Skolem, aus dem

Beweis von folgt.

Folgerung 2.4.7 (Léwenheim-Skolem). Wenn eine Theorie mit hochstens ab-
zahlbarer Sprache eine Modell hat, hat sie ein abzdhlbares Modell

Folgerung 2.4.8 (aus(2.4.1). Sei L eine endlichen Sprache, dann ist die Menge
der allgemeingiiltigen L—Aussagen effektiv aufzdhlbar.

Die Folgerung gilt auch fiir effektiv aufgezdhlte Sprachen.
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2.5 Der Herbrandsche Satz und automatisches
Beweisen

Definition. Eine Formel ist in pridnexer Normalform, wenn alle Quantoren am
Anfang der Formel stehen, wenn also die Formel die Gestalt

Q111Q272 . .. Qnant)
hat, mit quantorenfreiem ¢ und Q; € {3,V}.

Lemma 2.5.1 (Prénexe Normalform). Jede Formel lGfit sich in eine dquiva-
lentd| prinexe Formel umwandeln.

Definition. Eine universelle Formel hat die Form
Vay ... Va1,

wobei 1 eine quantorenfreie Formel ist. Existentielle Formeln beginnen mit Exi-
stenzquantoren.

Satz 2.5.2 (Skolem—Normalform). Zu jeder L—-Aussage ¢ kann man eine Spra-
cherweiterung L* und einen universellen L*-Satz ¢* angeben, derart, dafi ¢
in einer L=Struktur A genau dann gilt, wenn sich A zu einem Modell von ¢*
expandieren lGfit. ¢ ist also genau dann erfillbar, wenn ¢* erfillbar ist.

Man nennt die im Beweis von [2.5.2| neu eingefiihrten Konstanten und Funk-
tionszeichen in L* Skolemfunktionen.

Folgerung 2.5.3 (Herbrand—Normalform). Zu jeder L-Aussage ¢ kann man
eine Spracherweiterung L* und einen existentiellen L*-Satz ¢, angeben, der
genau dann allgemeingiiltig ist, wenn ¢ allgemeingiiltig ist.

Satz 2.5.4 (Satz von Herbrand). Sei¢(x1,...,x,) eine quantorenfreieﬁ Formel
in einer Sprache L, die mindestens eine Konstante enthdlt. Dann ist

o=y ... Jx,h(xe, ..., x0)

genau dann allgemeingiiltig, wenn es konstante Term@ﬂ
thtey ot N Y

gibt, fir die die quantorenfreie Aussage

N
\/ w(tl) = w(t%at%w t’}L) Vo vw(tivvtévv' : tiLV)
i=1

allgemeingiiltig ist.

"¢ und 9 sind dquivalent, wenn ¢ <> 1 allgemeingiiltig ist.
8Der Satz gilt auch fiir existentielle 1.
9Ein konstanter Term ist ein Term ohne Variable.
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Definition.
SYzy, ... n) = (5%(@, e Ty ey Sh (T, ,xn))
und
S%(x1,...,xn) = (s%(a:l, Ty Sa(T, 7ann))
seien zwei gleichlange Folgen von Termen. Eine Termfolge T = (¢1,...,t,) uni-

fiziert S* und S?, wenn
Sty ..o ytn) = S2(t1, ... ty).

Satz 2.5.5 (Unifikation). Wenn S* und S? unifizierbar sind, gibt es eine uni-
verselle unifizierende Termfolge U(y1,...,Ym). Das heifit, daf$ eine Termfolge
T genau dann S' und S? unifiziert, wenn es Terme ry, ..., gibt, sodaf

T=U(r,...,"m).

Man kann U durch ein einfaches Verfahren finden, das gleichzeitig entscheidet,
ob St und S? unifizierbar sind.

Lemma 2.5.6. Sei F(Ay,...,A,) eine aussagenlogische Formel, in den paar-
weise verschiedenen Variablen A;. Fir jedes i sei ay; ein Primformel der Fornﬂ
Rty ...ty Die a; seien paarweise verschieden. Dann ist F(aq,...,ap) genau
dann allgemeingiitlig, wenn F(Aq, ..., A,) allgemeingiiltig ist.

Folgerung 2.5.7. Seiy(x1,...,x,) eine quantorenfreie L-Formel ohne Gleich-
heitszeichen und N eine natiirliche ZahEI. Man kann effektiv entscheiden, ob
es konstante Terme

eyt N YN

gibt, fir die

N

i=1
allgemeingiiltig ist. O
Proposition 2.5.8. Wir finden in[2.5.3 immer ein ¢, ohne Gleichheitszeichen.

10Das Lemma gilt fiir beliebige Primformeln «;.
HDer Fall N = 1 impliziert sofort die Folgerung fiir beliebiges N. Wir haben diese Formu-
lierung gewahlt wegen des Zusammenhangs mit Satz [2.5.4]



Kapitel 3

Unentscheidbarkeit der
Pradikatenkalkils

Wir zeigen in diesem Kapitel, dafs es kein Verfahren gibt, das bei vorgelegter
Aussage ¢ entscheidet, ob ¢ beweisbar ist.

3.1 Registermaschinen

Eine Registermaschine M arbeitet mit endlichen vielen Registern Rg, ..., Rr—1,
in denen Worter aus einem endlichen Alphabet A = {ai,...,ar} stehen. Die
Maschine kann den letzten Buchstaben dieser Worter lesen, den letzten Buch-
staben streichen oder einen Buchstaben anhéngerﬂ Das Programm von M ist
eine Folge von Befehlen der folgenden Art.

PUSH(r,1) Wenn [ = 0, wird der letzte Buchstabe des Worts in
R, gestrichen. Sonst wird das Wort in R, um den
Buchstaben a; verlangert. Danach wird der néchste
Befehl ausgefiihrt.

GOTO(r,co,...,c,)  Liest das Wort in R,.. Wenn das Wort leer ist, fiihre
als néachstes den Befehl mit der Nummer ¢y aus.
Wenn der letzte Buchstabe a; ist, fithre als ndchstes
den Befehl Nummer ¢; aus.

STOP Die Maschine stoppt.

Der letzte Befehl des Programms soll immer STOP sein.

IDie Register sind also ,, stacks “.

26
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M berechnet auf folgende Weise ein partielle Funktion
F]u : A* — .A*

Der Input z steht im Register R, die anderen Register sind leer. Die Maschine
fiihrt, mit dem ersten Befehl beginnend, das Programm solange aus, bis der
Befehl STOP ausgefiihrt wird. Wenn M niemals stoppt, ist Fs(x) undefiniert.

Satz 3.1.1 (Churchs These). Alle berechenbaren Funktionerﬂ A* — A* haben
die Form Fy; fiir eine geeignete Registermaschine M.

Folgerung 3.1.2 (Unlosbarkeit des Halteproblems). Sei A ein endliches Al-
phabet. Es gibt kein effektives Verfahren, das fiir alle Maschinen M und Wérter
x entscheidet, ob M mit Input x stoppt.

Beweis. Nehmen wir an, daft es eine solches Verfahren géibe. Dann gébe es eine
Maschine H, die genau dann bei Input M;, M> stoppt, wenn M7 mit Input
M> nicht stoppt. Sei N die Maschine, die bei Input M so rechnet wie H mit
Input M, M. Dann stoppt N mit Input N genau dann, wenn es nicht stoppt.
Widerspruch. O

Folgerung 3.1.3. Sei A ein endliches Alphabet. Es gibt kein effektives Verfah-
ren, das fir alle Maschinen M entscheidet, ob M (mit leerem Input) stoppt.

Der Beweis von Folgerung [3.1.2] ist das gleiche Diagonalargument wie im
Beweis des néchsten Satzes.

Satz 3.1.4 (Cantor). Die Menge alle unendlichen 0-1-Folgen ist iberabzihlbar.

Satz 3.1.5 (Fixpunktsatz von Kleene). Sei H eine berechenbare Funktion, die
jedem Programm M ein Programm H (M) zuordnet. Dann gibt es ein Programm.
My, das dieselbe n—stellige Funktion berechnet wie H(My).

2Das gilt auch fiir ,partielle berechenbare“ Funktionen.
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3.2 Codierung von Registermaschinen

Satz 3.2.1. Zu jeder Registermaschine M lifit sich ein Aussage ¢™ angeben,
die genau dann erfillbar ist, wenn M (mit leerem Input) nicht stoppt.

Man beachte, daft sowohl die Menge aller M, die stoppen, als auch die Menge
aller ¢, die nicht erfiillbar sind, effektiv aufzdhlbar sind.

Beweisskizze. Wir nehmen der Einfachheit halber an, daf L = 1, das heifst,
dak A = {a1} nur ein Zeichen enthéihﬂ Die Elemente von A* identifizieren wir
mit natiirlichen Zahlen. Sei bg,...,by das Programm von M, R die Zahl der
Register. Wir konnen annehmen,daft b der einzige Stopbefehl ist.
Sei
LM =10, f, 20,..., 28},

wobei 0 eine Konstante, f ein einstelliges Funktionszeichen und die z. R—stellige
Relationszeichen. Betrachte die folgende LM -Struktur

M = (N0, (z =z +1),20,...,2%),

wobei Z9(nog, ...,ng_1) genau dann, wenn M einen Zustand erreicht, in dem b,
der aktuelle Befehl ist und in Register R, die Zahl n, steht.
Man findet eine L -Aussage u™ mit folgenden Eigenschaften:

e MY ist ein Modell von p™.
e Wenn 2 = (A,0,F, Zy,...,Zy) ein Modell von p? ist, gilt
Z2(ng,...,nr-1) = Z(F™(0),...,F"*=1(0)).

Man setzt nun ¢M = ™ AVxo,...,2p_1-2n(z0,...,2R_1). O

Folgerung 3.2.2. Es gibt kein Verfahren, das bei vorgelegter Aussage ¢ ent-
scheidet, ob ¢ allgemeingiiltig ist.

Folgerung 3.2.3 (aus dem Beweis). Es gibt eine endliche Sprache L, fiir die
sich nicht entscheiden lafit, ob eine gegebene L—Aussage allgemeingiiltig ist.

Beweisskizze. Betrachte ein M, fiir das sich nicht entscheiden 1aft, ob M bei
gegebenem Input x stoppt. L = LM sei wie oben gewihlt. Konstruiere fiir jedes
x eine Aussage ¢*, die genau dann erfiillbar ist, wenn M bei Input x nicht
stoppt. O

Satz 3.2.4. Es gibt eine endliche Sprache L, fir die sich nicht entscheiden ldfst,
ob eine gegebene L—Aussage ein endliches Modell hat.

Beweisskizze. Sei M eine Maschine wie im Beweis von B.2.3l Wir kénnen an-
nehmen, dafs der Inhalt des Registers R wihrend des Laufs immer gréfser wird.
Wenn man p*, dhnlich wie im Beweis von richtig wahlt, hat p* genau
dann ein endliches Modell, wenn M bei Input = stoppt. U

3Sonst muR man L Funktionszeichen verwenden.
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3.3 Turingmaschinen

Wir geben einen alternativen Beweis von [3.2.2] mit Hilfe von Turingmaschinen.
Eine Turingmaschine M verwendet als Speicher ein Band von Zellen, auf de-
nen sich ein Lese/Schreibkopf bewegt. Die Zellen sind leer oder enthalten einen
Buchstaben aus einem Alphabet A = {a1,...,ar}. Das Programm von M ist
eine Folge von Befehlen der folgenden Art.

WRITE(!) Wenn [ = 0, wird die aktuelle Zelle geldscht. Sonst
wird der Buchstabe a; in die Zelle geschrieben. Da-
nach wird der néchste Befehl ausgefiihrt.

LEFT Der Kopf bewegt sich einen Schritt nach links. Da-
nach wird der néchste Befehl ausgefiihrt.

RIGHT Der Kopf bewegt sich einen Schritt nach rechts.
Danach wird der néchste Befehl ausgefiihrt.

GOTO(co, ... cL) Wenn die aktuelle Zelle leer ist, fiihre als nichstes
den Befehl mit der Nummer ¢y aus. Wenn die Zelle
den Buchstaben a; enthélt, fithre als néchstes den
Befehl Nummer ¢; aus.

STOP Die Maschine stoppt.

Der letzte Befehl des Programms soll immer STOP sein

Satz 3.3.1. Registermaschinen lassen sich durch Turingmaschinen simulieren
und umgekehrt.

Folgerung 3.3.2 (Unlosbarkeit des Halteproblems fiir Turingmaschinen). Sei
A ein endliches Alphabet. Es gibt kein effektives Verfahren, das fir alle Tu-
ringaschinen M entscheidet, ob M mit leerem Anfangsband stoppt.

Satz 3.3.3. Zu jeder Turingmaschine M lifit sich ein Aussage Y™ angeben,
die genau dann erfillbar ist, wenn M nicht stoppt.

Beweisskizze. Wir konnen annehmen, daft L = 1. Sei b, ...,by das Programm
von M, by der einzige Stopbefehl. Sei

LM ={0,<,2,h,dy,...,dn},

wobei 0 eine Konstante, < und die z zweistellige Relationen sind, A ein ein-
stelliges Funktionszeichen und die d. einstellige Relationszeichen. Betrachte die
folgende LM -Struktur

m® ={z,0,<,2° H°, DY,..., D%},

wobei
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e 7%(s,n) genau dann, wenn nach s Schritten von M in der Zelle n € Z der
Buchstabe a; steht.

e HO(s) ist die Position des Kopfes nach s Schritten, wenn s > 0, sonst =0.
e DY(s), wenn nach s Schritten b, der aktuelle Befehl ist.

Wir stellen uns dabei vor, dafs die Maschine nach einem Stop-befehl weiterlauft
und ,auf der Stelle tritt“.
Man findet eine L -Aussage u mit folgenden Eigenschaften:

e MY ist ein Modell von p™.

e Wenn 2 = {A,0,<,Z,H,Dy,...,Dy} ein Modell von puM ist, ist (M, <)
eine lineare Ordnung, in der jedes Element einen unmittelbaren Vorgin-
ger und Nachfolger hat. Sei fiir jedes n € Z das Element n der n—fache
Nachfolgerﬂ von 0. Die Unterstruktur {7 |n € Z} ist isomorph zu 9°.

Man setzt nun ™ = ™ AVr—zy(z) O

Wie im letzten Abschnitt folgt daraus[3.2.2] die Unentscheidbarkeit des Pré-
dikatenkalkiils.

4der —n—fache Vorgénger, wenn n < 0



Anderungen

20.11.2012
e Im Abschnitt 1.3, Beispiel 2, waren T und L vertauscht.

e Zwei Druckfehler in Beweis von korrigiert.
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leere, 2]
konjunktive Normalform, [6]
konsistente Theorie,
Konstante,
konstanter Term, [24]

leere Disjunktion,
leere Konjunktion, 2]
LEFT, [29]

L-Formel, [T3]
Lindenbaumalgebra, [7]
Literal, [6]

logische Folgerung,
logische Zeichen,
L-Struktur, 2]
L-Term, [I3]
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Modus Ponens, [20]

Negation, [2]
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Maschine, [10]
Menge von Wértern,
Normalform

disjunktive, [f]



INDEX

Herbrand-Normalform,
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Menge von Wértern,
Potenzmengenalgebra, [7]
prianexe Normalform, [24]
Primformel, [14]

PUSH(r,1),

Registermaschine, [26]
Relationszeichen, [I2]
Resolutionsmethode, [9]
Resultante, [9]

RIGHT, [29]

SAT,

Satz
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von Godel, [21]
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Semantik

von aussagenlogischen Formeln, [3]
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aussagenlogische, [4]
pridikatenlogische, 20]
Term,
konstanter,
Semantik, [16]
Tertium non datur, [5]
Theorie, 22|
konsistente,
vollsténdige,
widerspruchsfreie, [22]
Turingmaschine, [29]

Unifikationssatz,

unifizierende Termfolge, [25]
universelle, [25]

universelle Formel, [24]

Variable,
aussagenlogische, 2]
Verband, [7]
distributiver, [7]
vollstandige Theorie,
Vollstindigkeitssatz,

Wahr,
Wahrheit,
Wahrheitstafel, [3]
Wahrheitswert, [3]

einer Formel, 3]
widerspruchsfreie Theorie,
WRITE(]),

Zorns Lemma, [T1]
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