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Eine Boole’sche Algebra (B,∨,∧,c , 0, 1) heißt vollständig, wenn jede Teilmenge A ⊆ B ein Infimum
und ein Supremum hat. i =

∨
A [

∧
A] heißt Infimum [Supremum] von A, wenn für alle a ∈ A i ≤ a

[i ≥ a] und i das größte [kleinste] Element mit dieser Eigenschaft ist. Wir schreiben i ≤ a für i∩ac = 0.

1. Sei P eine Halbordnung. Zeigen Sie: Es gibt eine vollständige Boole’sche Algebra B und eine
Abbildung i : P→ B \ {0} mit folgenden Eigenschaften:

• i”P ist dicht in B \ {0}
• ∀p, q ∈ P(q ≤ p⇒ i(q) ≤ i(p))
• ∀p, q ∈ P(p ⊥ q ⇔ i(p) ∧ i(q) = 0).

(Hinweise: Für jedes p ∈ P definieren wir Np := {q ∈ P : q ≤ p}. Betrachten Sie die Topologie
über P, die durch die Basis {Np : p ∈ P} gebildet wird. Eine Teilmenge A eines topologischen
Raumes heißt offen und regulär (oder regulär offen), wenn A = int cl(A), d.h. A der offene
Kern des Abschlusses von A ist. Nehmen Sie B := ro(P), das ist die Menge der regulär offenen
Teilmengen von P mit der angegebenen Topologie, und nehmen Sie als Einbettung i(p) :=
int cl(Np). Wie sind ∨, ∧, c, 0, 1 definiert, so dass (ro(P),∨,∧,c , 0, 1) eine volständige Boole’sche
Algebra ist?) Bemerkung (nicht als Aufgabe gedacht): Wenn P separativ ist (siehe nächstes
Aufgabenblatt), dann ist i injektiv.

2. Sei M ein abzählbares transitives Modell von ZFC∗ und B ∈M , so dass

(B ist eine vollständige Boole’sche Algebra)M .

Für τ1, . . . τn P-Namen in M und eine L (∈)-Formel φ definieren wir

‖φ(τ1, . . . τn)‖ :=
∨
{p ∈ B : p 
 φ(τ1, . . . , τn)}.

Zeigen Sie, dass:

(a) ∀p ∈ B(p 
 φ(τ1, . . . , τn)⇔ p ≤ ‖φ(τ1, . . . τn)‖).
(b) ‖φ(τ1, . . . τn) ∧ ψ(τ1, . . . τn)‖ = ‖φ(τ1, . . . τn)‖ ∧ ‖ψ(τ1, . . . τn)‖.
(c) ‖¬φ(τ1, . . . τn)‖ = ‖φ(τ1, . . . , τn)‖c.
(d) ‖∃xφ(x, τ1, . . . τn)‖ =

∨
{‖φ(σ, τ1, . . . , τn)‖ : σ ∈MB}.

3. Sei P ein Forcing. Zeigen Sie: Für jedes Element x von M [G] \M gibt es von M aus gesehen
eine echte Klasse von Namen σ ∈MP, so dass σ[G] = x.

4. Sei G ein Filter. Welche der folgenden Bedingungen sind äquivalent?

(a) G ∩D 6= ∅ für jedes D ∈M , das eine dichte Teilmenge von P ist;

(b) G ∩A 6= ∅ für jedes A ∈M , das eine maximale Antikette von P ist;

(c) G ∩ E 6= ∅ für jedes E ∈ M , das die folgende Eigenschaft hat: ∀p ∈ P∃q ∈ E(p 6⊥ q). Man
nennt solche E prädicht.
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