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1. Eine Forcing P heißt separativ, wenn ∀p, q ∈ P(p � q ⇒ ∃r ≤ p(r ⊥ q)). Sei P separativ. Welche
die folgenden Aussagen gilt:

(a) ∀p, q ∈ P(p ≤ q ⇒ p 
 q̌ ∈ Ġ)?

(b) ∀p, q ∈ P(p ≤ q ⇐ p 
 q̌ ∈ Ġ)?

(c) Nun verzichten wir auf die Separativität. Gilt a) immer noch? Gilt b) immer noch? Be-
gründen Sie die Antwort.

In den Aufgaben 2, 3, 4 sei P := Coll(ω, ω1) = Fn(ω, ω1, ω) := {p : p : A → ω1, A ⊆ ω1 endlich},
mit q ≤ p :⇔ q ⊇ p. Diese Forcinghalbordnung wird auch

”
Lévy-Kollaps von ω1“ genannt. Sei G

P-generisch über M , und sei fG :=
⋃
{p : p ∈ G} =

⋃
G. Sei N ein ctm. Wir schreiben ωN

n für das
Element x ∈ V , so dass N |= x = ωn. Überlegen Sie sich, dass x eine Ordinalzahl ist.

2. Zeigen Sie:

(a) M [G] |= fG ist eine Funktion.

(b) M [G] |= dom(fG) = ω. Schließen Sie: ∅ 
 dom(ḟG) = ω̌.

(c) M [G] |= rng(fG) = ωM
1 . Wie lautet nun die entsprechende Formulierung in der Forcing-

sprache?

3.

(a) Ist ωM
1 = ω

M [G]
1 , oder gilt ωM

1 < ω
M [G]
1 oder ωM

1 > ω
M [G]
1 ? Begründen Sie die Antwort.

(b) Eine der drei Möglichkeiten kann bei keinem Forcing vorkommen. Welche? Warum?

(c) Finden Sie einen Satz ϕ aus der Forcingsprache und zwei P-generische Filter G1 und G2

über M , so dass M [G1] |= ϕ und M [G2] |= ¬ϕ.

4. Sei M |= CH. Ist ωM
2 = ω

M [G]
1 ?
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