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1. Ist (Vω,∈) ein Modell von ZFC? Welches Axiom fehlt?

2. Sei A eine nicht leere Menge, I ⊆P(A) heißt Ideal auf A (oder über A), falls:

i. ∅ ∈ I und A 6∈ I, und

ii. ∀a, b ∈ I(a ∪ b ∈ I), und

iii. ∀b ∈ I∀a ∈ A(a ⊆ b⇒ a ∈ I).

Ein Ideal I heißt Primideal, falls ∀J ) I, (J Ideal⇒ A ∈ J).

Zeigen Sie:

(a) Jedes Ideal lässt sich zu einem Primideal erweitern.

(b) I ist genau dann Primideal, wenn ∀a ∈ A(a ∈ I ∨A \ a ∈ I)

Vorpsann zu Aufgabe 3 und zu Aufgabe 4: Das Sammlungsschema (Collection scheme): Für alle
ϕ ∈ L (∈) mit fr(ϕ) ⊆ {x, y,A,w1, . . . , wn} gilt folgendes:

∀A∀w1 . . . wn(∀x ∈ A∃yϕ→ ∃Y ∀x ∈ A∃y ∈ Y ϕ).

3. Zeigen Sie: ZF− Ersetzungsschema + Sammlungsschema→ Ersetzungsschema

4. Zeigen Sie: ZF→ Sammlungsschema

Diese Aufgabe ist anspruchsvoll.

Hinweise: Wir nehmen eine Formel ψ(x, β), die sagt:

∃yϕ(x, y) ∧ y ∈ Vβ ∧ β ist die kleinste Ordinalzahl mit dieser Eigenschaft.

Warum kann man ψ erststufig ausdrücken? Ist β 7→ Vβ erststufig? Nach welchem Satz?

Aus welchem Axiom folgt: ∃yϕ(x, y)→ ∃βψ(x, β)?

Wenden Sie das Ersetzungsaxiom auf ψ an. Sind die Voraussetzungen dazu erfüllt? Wie hängt
eine Obermenge der Bildmenge von ψ mit einer Menge der gesuchten Art zusammen? Womöglich
betrachten Sie zwei Fälle, je nachdem, ob es eine größte Ordinalzahl in der durch das Ersetzungs-
axiom gegebenen Menge gibt oder nicht.

1


