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Wir definieren rekursiv iiber a < wy die Borel-Hierarchie wie folgt:

20 :={X CR: X offen}

IT) := {X C R: X abgeschlossen}

2 ={X=JYa:Yae | SHuImy}
new B<a

M :={XCR: Y (X =R\Y)}

(o7

Zum Schluss definieren wir Bor := (J, ., % = U<y, 0. Sie diirfen unbewiesen benutzen: Die
Menge Bor ist die Menge der Borelmengen (d.h. die kleinste o-Algebra, die die offenen Mengen enthélt
und unter abzéhlbaren Vereinigungen und Komplementen abgeschlossen ist.) Uberlegen Sie sich fiir
sich, wie sie sich die Borel’sche o-Algebra am giinstigsten vorstellen. Verschiedene Vorstellungen, die
jeweils unterschiedliche Aspekte beleuchten, sind in der Mathematik oft niitzlich.

1. (a) Was ist die Kardinalitidt von {f : R — R : f ist stetig}? Beweisen Sie IThre Antwort.
(b) Was ist die Kardinalitét von Bor? Beweisen Sie Thre Antwort.
2. Wie immer sind alle Antworten zu beweisen.

(a) ZF. Sei f : wq — B surjektiv. Gibt es eine Ungleichung zwischen B und w,?
(b) ZF. Sei f : A — B surjektiv. Kénnen Sie aus f eine Surjektion von Z(A) auf Z(B)

definieren?

Eine Menge A heifit Dedekind-unendlich, gdw eine Bijektion von A auf eine echte Teilmenge gibt.
Eine Menge A heifit endlich, gdw es eine natiirliche Zahl n gibt, so dass n ~ A. Eine Menge heifit
unendlich, gdw sie nicht endlich ist. Sie kénnte auch keine Méchtigkeit haben.

3. In ZFC.

(a) Ist jede Dedekind-unendliche Menge unendlich?
(b) Ist jede unendliche Menge Dedekind-unendlich?

Wo benutzen Sie das Auswahlaxiom?

4. ZF. Falls A eine unendliche Menge ist, dann ist Z(#(A)) Dedekind-unendlich. &2(A) bezeichnet
die Potenzmenge von A.



