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Übung 1. (2+2 Punkte) Sei H die hyperbolische Halbebene. Man definiert dH(p, q) := | ln(p, q, p′, q′)|, wenn
p 6= q, und dH(p, p) = 0 (s. Vorlesung).

(a) Sei eine H-Gerade g sowie drei Punkte p, q, r auf g gegeben, so dass q zwischen p und r
liegt. Zeigen Sie, dass dH(p, q) + dH(q, r) = dH(p, r).

(b) (Geraden sind unendlich lang) Seien gb := {c(t) := b+ it : t ∈ (0,∞)} und hx0,r := {c(t) :=
x0 + r cos t+ ir sin t : t ∈ (0, π)}. Zeigen Sie:

• Für c(s) ∈ gb fest, limt→∞ dH(c(t), c(s)) = limt→0 dH(c(t), c(s)) =∞
• Für c(s) ∈ hx0,r fest, limt→0 dH(c(t), c(s)) = limt→π dH(c(t), c(s)) =∞.

Übung 2. (4 Punkte) Sei C+ := C ∪ {∞}. Betrachten Sie T : C+ → C+ so dass T (z) := az+b
cz+d , wobei

a, b, c, d komplexe Zahlen mit ad− bc 6= 0 (T heißt Möbiustransformation).

Zeigen Sie: Wenn T 6= id, dann hat T höchstens zwei Fixpunkte.

(Bemerkung : Möbiustransformationen sind dadurch wichtig, dass sie eine (große) Klasse der
Bewegungen im H darstellen; siehe auch Übung 4.)

Übung 3. (4 Punkte)

(Hyp. Satz von Pythagoras) Sei ∆pqr ein P-Dreieck, mit ^pqr ∼= R und p = 0. Zeigen Sie, dass
cosh pr = cosh pq · cosh qr.

(Hinweis: Als erste Schritt zeigen Sie das Folgende: Für p = 0, q ∈ D, q 6= p, x := dD(p, q)

und t := d(p, q), wobei d die euklidesche Standardmetrik ist, sinhx = 2t
1−t2 , coshx = 1+t2

1−t2 und

tanhx = 2t
1+t2

gelten.)

Übung 4. (4 Punkte) Sei T eine Möbiustransformation so dass T [D] = D.

Zeigen Sie, dass es zwei P-Spielegungen σg, σh gibt, so dass T = σg ◦ σh.

(Hinweis: Betrachten Sie zunächst den Fall T (0) = 0 und dann die Sonderfälle. Außerdem können
Sie die folgenden zwei Eigenshaften von Möbiustransformationen verwenden: 1) Kompositionen
von Möbiustransformationen sind auch Möbiustransformationen; 2) Jede Möbiustransformation
lässt sich als eine Komposition von 2n Inversionen darstellen, wobei n ∈ N.)


