MATHEMATIK IM ALLTAG

BEI PROF. DR. S. GOETTE, PROF. DR. W. SOERGEL, PHD S. KITCHEN UND DR.
M. LISTING

In diesem Proseminar geht es darum, in unserem Alltag ,versteckte* Ma-
thematik ,, wiederzuentdecken“. Jeder einzelne Vortrag beschreibt einen Gegen-
stand, eine Technik, ein Problem oder ein Phinomen des téglichen Lebens.
Dabei soll zunéchst erklirt werden, worum es geht, und wieso Mathematik
ins Spiel kommt. Anschliefend sollen die auftretenden Probleme mathematisch
beschrieben und — wenn moglich — gelést werden. Dazu sind oft neue ma-
thematische Begriffe zu definieren oder Sétze zu beweisen. Ziel ist es, am Ende
eines Vortrages das Thema aus mathematischer Sicht zu verstehen.

Die angegebene Literatur ist immer nur als Ausgangspunkt gedacht; die Vor-
tragenden diirfen gern und sollten nach Mdoglichkeit zusétzliche Quellen suchen,
um den Vortragsgegenstand oder die dafiir benttigte Mathematik besser zu ver-
stehen oder verwandte Teilaspekte mit aufzugreifen.

Es folgt eine Beschreibung der einzelnen Vortriage, geordnet nach Themenbe-
reichen. Sollten Sie Interesse an einem Thema haben, das unten nicht aufgefiihrt
ist, und zu dessen mathematischem Inhalt Sie Literatur kennen, dann schreiben
Sie bitte rechtzeitig (mehrere Tage vor der Vorbesprechung) eine e-mail an den
Dozenten. Falls das Thema in den Rahmen des Proseminars passt, diirfen Sie
auch dariiber vortragen.

1. RECHENVERFAHREN

Anwendungen der Mathematik im Alltag erfordern oftmals numerische Be-
rechnungen. Die Verfahren, die hier vorgestellt werden sollen, kommen teilweise
in anderen Vortrigen zum Einsatz. Grundkenntnisse in Numerik (oder Infor-
matik) sind hilfreich, aber nicht notwendig.

1. Additions- und Schiebe-Algorithmen. Taschenrechner, vor allem &ltere
Modelle, verfiigen iiber eine sehr einfache Hardware. In diesem Vortrag sollen
daher Algorithmen vorgestellt werden, die die Exponentialfunktion, Winkel-
und Hyperbelfunktionen und ihre Inversen mit moéglichst einfachen Mitteln ver-
gleichsweise schnell und vor allem zuverldssig ausrechnen.

Literatur: [15], [16], Stichworte jeweils CORDIC und BKM.

2. Die Zahl 7. Es gibt viele Reihen, Iterationsverfahren, etc..., die gegen
die Kreiszahl m konvergieren. Dieser Vortrag soll einige davon vorstellen und
erklaren, warum und wie schnell die Verfahren konvergieren.

Literatur: [16], Stichwort: Numerical approximations of 7.

3. Die diskrete Fouriertransformation. Dieser Vortrag soll erkléren, was ei-
ne diskrete Fouriertransformation ist und wie sie schnell berechnet werden kann.

AuBlerdem sollten einige Anwendungen gegeben werden, jedoch nicht solche, die
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in anderen Vortriagen (z.B. Abtasttheorem, Audio-Kompression, Kernspin) be-
handelt werden.
Literatur: [15], Stichworte: Schnelle Fourier-Transformation

2. DATENVERARBEITUNG/ KRYPTOGRAPHIE

Kryptographie ist die Wissenschaft von der Verschliisselung. Die folgenden
zwel Vortriage behandeln Public-Key-Verschliisselungsverfahren. Diese ermdogli-
chen eine abhorsichere Kommunikation, ohne dass vorher geheime Verein-
barungen getroffen wurden. Public-Key-Verfahren beruhen auf sogenannten
Falltiirfunktionen, Funktionen, die leicht zu berechnen sind, fiir deren Umkeh-
rung es aber keinen effizienten Algorithmus gibt.

4. Der RSA-Code. Die Multiplikation zweier Primzahlen ist einfach, jedoch
eine grofie Zahl in Primfaktoren zu zerlegen, sprengt schnell die Kapazitdten
eines jeden Rechners. Auf dieser Asymmetrie beruht der RSA-Code.
Literatur: [16], Stichwort ,RSA*, [14]

Vorkenninisse: Algebra

5. Diskrete Logarithmen. In machen endlichen zyklischen Gruppen mit ge-
gebenem Erzeuger g ldsst sich die Potenz h = ¢" fiir gegebenes n schnell be-
rechnen, wiahrend kein effizientes Verfahren bekannt ist, dass den , Logarith-
mus“ n bei gegebenem h bestimmt. Hierauf basieren das Diffie-Hellmann-, das
ElGamal- und das DSA-Verfahren.

Literatur: [14]; [15], Stichworte ,, Diffie-Hellman-Schliisselaustausch®, , Elgamal-
Kryptosystem*

Vorkenninisse: Algebra

6. Quantencomputer und der Shor-Algorithmus. Zwar ist der Quanten-
computer noch fern der Realisierung, man weifl aber, welche Rechenoperatio-
nen einem Quantencomputer moglich wiren. So gibt es einen effizienten Algo-
rithmus zur Primfaktorzerlegung mittels eines Quantencomputers, den Shor-
Algorithmus.

Literatur: [16], Stichwort ,,Shor algorithm*

Vorkenntnisse: Algebra. Auch Quantenmechanik I ist hilfreich.

3. DATENVERARBEITUNG /MUSIK

7. Schwingungen und das Abtasttheorem. Das Abtasttheorem ist in der
Signalverarbeitung von zentraler Bedeutung. Es kommt {iberall dort zum Tra-
gen, wo man analoge Signale digital iibertragen mochte, z.B. beim Anhoren
einer CD oder beim digitalen Telefonieren. Das Abtasttheorem besagt, dass bei
einem Signal mit Bandbreite B, Abtasten mit einer Frequenz f > 2B ausreicht,
um daraus das Signal fehlerfrei rekonstruieren zu kénnen. In dem Vortrag soll
dieses Theorem bewiesen werden. Dafiir ist die Fourieranalyse das wichtigste
mathematische Hilfsmittel. Aulerdem soll erklirt werden, wie dies auf den CD-
Spieler anzuwenden ist.

Literatur: [15], Stichwort: Nyquist-Shannon-Abtasttheorem [16], Stichwort:
Nyquist-Shannon-sampling theorem [1], Kapitel: Schwingungen, p.193-202
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8. Audio-Kompression. Audio-Formate wie MP3, AAC oder Vorbis kompri-
mieren die digital erfassten Klangdaten, indem kaum oder gar nicht hérbare
Teile des Audiosignals weggelassen werden. Ein wichtiger Bestandteil ist da-
bei immer eine modifizierte diskrete Kosinustransformation (MDCT). Dieser
Vortrag soll diese Transformation und ihre Inverse einfithren. Dariiberhinaus
koénnen die benutzten Kompressionsverfahren und die im Zusammenhang da-
mit auftretenden Probleme beschrieben werden.

Literatur: [15], [16], Stichworte: MP3, MDCT, Vorbis

9. Fehlerkorrigierende Codes. Um die ,,Mathematik einer CD“ zu verste-
hen, sollen in diesem Vortrag die Grundlagen der Codierungstheorie erlautert
werden. Der erste effiziente fehlerkorrigierende Code wurde von B. W. Hamming
eingefiihrt, der sogenannte Hammingcode. Das Codierungssystem, das auf einer
CD verwendet wird, ist ein Reed-Solomon-Code.

Literatur: [1], [14]

4. WIRTSCHAFT UND GESELLSCHAFT

10. Spieltheorie I — das Nash-Gleichgewicht. Mit Spieltheorie kann man
nicht nur Spiele im iiblichen Sinne, sondern unterschiedlichste strategische Kon-
fliktsituationen beschreiben. Zunéchst sollte erklirt werden, was mit ,,Spiel®
und ,,reinen und ,, gemischten Strategien“ gemeint ist. Ein Nash-Gleichgewicht
besteht aus Strategien fiir alle beteiligten Spieler, so dass es sich fiir keinen Spie-
ler lohnt, die Strategie zu wechseln, wenn die Mitspieler ihre Strategie beibehal-
ten. Der Vortrag soll zeigen, dass Nash-Gleichgewichte in gemischten Strategien
immer existieren.

Literatur: [11], [5], [10]

Vorkenntnisse: Topologie ist hilfreich (Brouwerscher Fixpunktsatz)

11. Spieltheorie IT — das Minimax-Theorem. Fiir Nullsummenspiele
mit zwei Spielern hat von Neumann schon vor Nash die Existenz eines Nash-
Gleichgewicht in gemischten Strategien bewiesen. In diesem Vortrag soll ein
Algorthmus vorgestellt werden, der ein Nash-Gleichgewicht findet.

Literatur: [5], [10]

12. Der Satz vom Diktator. Nach Wahlen oder Abstimmungen entsteht
bei den Beteiligten manchmal das Gefiihl, dass das Abstimmungsverfahren zu
einem ,ungerechten“ Ergebnis gefiihrt hat. Verschiedene mathematische Kri-
terien fiir ,,Gerechtigkeit“ an ein solches Verfahren kénnen unvereinbar sein.
Der Satz von Arrow, umgangssprachlich auch Satz vom Diktator, ist ein Bei-
spiel dafiir. Der Vortrag soll diesen Satz erkldren und beweisen und eventuell
verwandte Sitze vorstellen.

Literatur: [16], Stichwort ,,Arrow’s impossibility theorem*

13. Sitzzuteilungsverfahren. Nach einer Bundestagswahl wird anhand der
abgegeben Stimmen und mit Hilfe eines Auszéhlverfahrens eine Sitzverteilung
fiir das Parlament festgelegt. Mittlerweile ist seit Griindung der Bundesrepu-
blik das dritte solche Verfahren in Kraft. In diesem Vortrag soll auf den Unter-
schied zwischen Divisor- und Quotenverfahren eingegangen werden, sowie auf
den Unmdglichkeitssatz von Balinski und Young.
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Literatur: [15], Stichworte ,,Sitzzuteilungsverfahren®, , Unmoglichkeitssatz von
Balinksi und Young®.

5. NAVIGATION UND KARTOGRAPHIE

14. Das Global Positioning System. Das vom amerikanischen Militér ent-
wickelte GPS ist heute das am meisten verbreitete Satellitennavigationssystem.
Dieser Vortrag soll die Funktionsweise des GPS erkldren und auch beschreiben,
wie in der Praxis die Positionen der Satelliten festgestellt werden, und wie der
Empfanger aus den gemessenen Daten seine Position bestimmt.

Literatur: [16], [15] Stichwort: ,,Global Positioning System*

15. Kartographie. Da die Erde nicht flach ist, gibt es keine wirklich maf-
stabstreuen Karten. In diesem Vortrag soll zunéchst die Mercatorprojektion
(unter der Annahme, dass die Erde eine Kugel ist) und ihre Bedeutung fiir
die Schifffahrt erklart werden. Anschliefend sollte auf modernere, verwandte
Kartensysteme (Gauf-Kriiger und UTM) eingegangen werden.

Literatur: [15], Stichwort: Gaul-Kriiger-Koordinaten, [16], Stichworte: Merca-
tor projection, UTM

16. Algorithmen zur Routenplanung. Bei der Routenplanung geht es da-
rum, einen optimalen Weg zwischen einem Start und einem Zielort zu finden.
Dabei héngt der Begriff ,optimal“ im Allgemeinen von verschiedenen Para-
metern ab, z.B. versucht man einen Weg unter Zeitminimierung, Kostenmini-
mierung sowie iiber bestimmte Zwischenorte zu realisieren. Mathematisch wird
dieses Problem mit Hilfe der Graphentheorie betrachtet. Eine optimale Losung
kann man dann mit Hilfe des Dijkstra-Algorithmus bestimmen.

Literatur: [1]

6. GEOMETRIE IM ALLTAG

17. Knoten. Knoten finden in der Praxis vielseitig Anwendung. Deshalb ist das
Kniipfen bestimmter Knoten auch eine der Priifungsleistungen bei der Segel-,
Kletterausbildung, bei der Feuerwehr und beim THW. In der Mathematik ist die
Knotentheorie ein Teilgebiet der Topologie. Mit Hilfe der Physik kann man aber
auch mathematisch erklédren, ob ein bestimmter Knoten einfach 16sbar ist, oder
wie gut ein Knoten hélt. Im Vortrag soll eine Einfithrung in die Knotentheorie
gegeben werden.

Literatur: [1], [8], [9]

18. Kugelpackungen. Das Ziel einer dichtesten Kugelpackung besteht darin,
moglichst viele gleichartige Kugeln in ein gegebenes Volumen zu packen. Dabei
gibt es aber zwei verschiedene Problemstellungen: die Anzahl der Kugeln ist
,Kklein“ oder die Anzahl der Kugeln ist sehr grof§ (bzw. unendlich). In Dimension
n = 3 ist bei einer Anzahl von weniger als 56 Kugeln die Wurstpackung optimal
(obwohl im Alltag meistens unpraktisch). Im Vortrag geht es darum, optimale
Packungen mit sehr grofler beziehungsweise unendlicher Stiickzahl in Dimension
n =2 und n = 3 zu betrachten.

Literatur: [1]



MATHEMATIK IM ALLTAG 5

19. Gelenke. Auch in mechanischen Gelenkmechanismen steckt Mathematik.
James Watt konstruierte fiir seine Dampfmaschine einen Mechanismus, der eine
pendelnde Kreisbewegung nidherungsweise in eine geradlinige Auf- und Abbe-
wegung iiberfithrt. Erst knapp hundert Jahre spéter wurde das Problem exakt
von Peaucellier gelost.

Literatur: [6], [13],[3]

20. Planetenbewegung. Der Ursprung der Infinitesimalrechnung ist
eng verkniipft mit Newton’s Erkenntnis, dafl sich die Kepler’schen
Gesetze der Planetenbewegung herleiten lassen aus Newton’s Gesetz
“Kraft=Masse xBeschleunigung” zusammen mit dem Gesetz, dafl die Gravi-
tationskraft umgekehrt proportional ist zum Quadrat des Abstands. Das soll
fiir Studierende ohne zweites Fach Physik erklért werden, also wohl am besten
von einem Studierenden, dessen zweites Fach nicht Physik ist.

Literatur: [12], 1.1-1.3

Vorkenninisse: Analysis I1.

7. ANDERE THEMEN

21. Kernspin-Tomographie. In einem Kernspin-Tomographen werden be-
stimmte Atomkerne (meist Wasserstoffatomkerne) im menschlichen Korper
durch Magnetfelder angeregt. Die Messung der elektro-magnetischen Felder,
welche die angeregten Atome erzeugen, 1afit sich mathematisch als die Radon-
Transformierte der Dichtefunktion der Atome interpretieren. Um ein inneres
Bild des Korpers zu erstellen, muss man also die Radon-Transformation inver-
tieren.

Literatur: [4], Kapitel 1.7, 2.2, 5.3 [15], Stichwort: Magnetresonanztomographie
[16], Stichworte: nuclear magnetic resonance, magnetic resonance imaging
Vorkenntnisse: Analysis I11.

22. Rontgenkristallographie. In der Rontgenkristallographie schief3t man
Rontgenstrahlen auf ein Kristallgitter. Die Wellenldnge der Rontgenstrahlen ist
kurz genug, um ein Beugungsmuster zu erzeugen, wenn sie in der Probe gestreut
werden. Man benutzt das Muster und die Intensitét der Streuung, um mithilfe
der Fourier-Transformation die Elektronendichte fiir den Kristall zu bstimmen.
Literatur: [16], Stichwort: X-ray crystallography, [7], [2]

Vorkenntnisse: Analysis I11.

23. Benford’s Gesetz. Bei den Zahlen einer Steuererklirung treten typischer-
weise die ersten Ziffern nicht alle mit derselben Hiufigkeit auf. Ahnliches gilt
auch in anderen Zusammenhingen. Diese Erfahrung soll diskutiert und be-
griindet werden. Sie wird eingesetzt, um Betriigereien auf die Spur zu kommen.
Literatur: : http://www.educ.ethz.ch/unt /um/mathe/ana/benford
Vorkenntnisse: Analysis I, etwas Analysis III.
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