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Einleitung

Die Lineare Algebra ist die Lehre von Vektorrdumen und linearen Abbildun-
gen. Was das ist und warum man sich das anschauen sollte, wird im Laufe der
Vorlesung hoffentlich klarer. Jedenfalls werden IThnen in vielen weiterfithrenden
Vorlesungen immer wieder Vektorrdume und lineare Abbildungen begegnen, so
dass es sicher sinnvoll ist, sie bereits am Anfang des Studiums kennenzulernen.

Wir beginnen im ersten Kapitel mit einer allgemeinen Einfithrung, bei der
wir Grundlagen und erste Beispiele kennenlernen. Dazu wiederholen wir die
Zahlbereiche N, Z, Q und R, die Sie aus der Schule kennen. Dann fithren wir
die komplexen Zahlen C und die Quaternionen H ein. Als ersten Vorgeschmack
auf den Inhalt der Vorlesung beschiftigen wir uns mit der Euklidischen Geo-
metrie der Ebene R? und des Raumes R? und stellen eine Beziehung zu C
beziehungsweise H her.

Im zweiten Kapitel fiihren wir systematisch die Grundbegriffe ein. An die
Stelle konkreter Zahlbereiche treten Ringe (wie Z), Korper (wie Q, R oder C)
und Schiefkérper (wie H). Die Ebene R? und der Raum R? sind die einfachsten
Beispiele von Vektorrdumen. Abbildungen, die mit der Vektorraum-Struktur
vertriglich sind, heiflen linear. Wir werden allgemeiner mit dem Begriff eines
Moduls iiber einem Ring beginnen, und wir werden viele der folgenden Uberle-
gungen fiir bestimmte Klassen von Moduln durchfiihren. Beispielsweise lernen
wir, wie man Elemente in freien Moduln durch Koordinaten und lineare Abbil-
dungen zwischen solchen Moduln durch Matrizen beschreibt. Wir werden aber
immer nur dann allgemeinere Objekte als Vektorrdume tiber Kérpern betrach-
ten, wenn das ohne zusétzlichen technischen Aufwand moglich ist.

Im dritten Kapitel konzentrieren wir uns auf Vektorrdume iiber Kérpern
und Schiefkérpern. Wir zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt, und
dass die Dimension eine Invariante des Vektorraums ist, die ihn bis auf Iso-
morphie bestimmt. Auflerdem betrachten wir die Struktur einer allgemeinen
linearen Abbildung und lernen ein universelles Verfahren zum Losen linearer
Gleichungssysteme.

Im vierten Kapitel beschéftigen wir uns mit Endomorphismen freier Moduln
tiber kommutativen Ringen und lernen die Determinante als wichtige Invariante
kennen. Anschliefend betrachten wir Eigenwerte und das charakteristische Po-
lynom, und lernen erste Strukturaussagen iiber lineare Abbildungen von einem
festen Vektorraum in sich selbst kennen.






KAPITEL 1

Zahlen

In diesem ersten Kapitel legen wir dazu die Grundlagen. Zuerst fithren wir
Sprechweisen fiir Mengen, Abbildungen und natiirliche Zahlen ein. Danach kon-
struieren wir ganze und rationale Zahlen, wohingegen wir die reellen Zahlen als
gegeben annehmen werden — ihre Konstruktion fillt in den Bereich der Ana-
lysis. Aus den reellen Zahlen konstruieren wir die komplexen Zahlen und die
Quaternionen. Zum einen sind beides wichtige Beispiele fiir Kérper beziehungs-
weise Schiefkorper. Auf der anderen Seite besteht ein enger Zusammenhang zur
Euklidischen Geometrie in den Dimensionen 2 und 3, und euklidische Geome-
trie ist sicher einer der wichtigsten Vorlaufer fiir den Vektorraum-Kalkiil, um
den es in dieser Vorlesung schwerpunktméflig gehen wird.

1.1. Mengen und Abbildungen

Wenn man méchte, kann man fast die gesamte Mathematik auf das Studi-
um von Mengen und ihren Elementen zuriickfithren. Das ist aber leider recht
miihsam, und man muss sehr sorgfiltig sein, um nicht in Widerspriiche zu gera-
ten. Wenn Sie wissen mochten, wie das geht, sollten Sie spéter im Verlauf Thres
Studiums eine Vorlesung iiber Mengenlehre besuchen. Wir wollen die Mengen-
lehre als eine Sprache benutzen, in der man sehr elegant iiber mathematische
Sachverhalte sprechen kann. Dazu lernen wir jetzt die ersten Vokabeln und
grammatikalischen Regeln.

Georg Cantor hat den Mengenbegriff als erster eingefiihrt.

»HEine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiede-
nen Objekten unseres Denkens oder unserer Anschauung zu einem Ganzen.

1.1. Beispiel. Zahlen sind Objekte unserer Anschauung, also ist {1,2,3} ei-
ne Menge. Die Menge N = {0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen lernen wir im
Abschnitt [[.2] kennen.

Die ,,Objekte* in einer Menge heiflen Elemente. Wenn ein Objekt a in einer
Menge M enthalten ist, schreiben wir

a€ M,
ansonsten a ¢ M.

1.2. Definition. Zwei Mengen heiflen gleich, wenn sie die gleichen Elemente
enthalten.
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1.3. Bemerkung. Wenn man Mengen als Aufzihlung M = {ay,...,a,} an-
gibt, kann es passieren, dass a; = a; fiir zwei Indizes 7 und j. Trotzdem ist a;
dadurch nicht ,,zweimal“ in M enthalten. Also zum Beispiel

{1,1,2} ={2,1} = {1, 2},

denn alle drei Mengen enthalten die gleichen Elemente, ndmlich 1 und 2. Aber

natiirlich gilt
{12} # {1,2,3}.

1.4. Beispiel. Besonders wichtig ist die leere Menge, die gar kein Element
enthilt. Wir schreiben
0={}

Inzwischen sind auch Mengen ,,Objekte unseres Denkens oder unserer Anschau-
ung* geworden. Also kann man auch Mengen betrachten, deren Elemente selbst
wieder Mengen sind. In der Tat kann man ausgehend von der leeren Menge be-
reits sehr viele andere Mengen konstruieren, etwa

D={}, {0}, {{0},0}  usw...,

genug, um alle Objekte dieser Vorlesung zu beschreiben.

Wir stoflen jetzt auf das erste Problem mit Cantors Mengenbegriff.

1.5. Satz (Russellsche Antinomie). Es gibt keine Menge M, deren Elemente
genau diejenigen Mengen sind, die sich nicht selbst enthalten.

Wir formulieren die Russellsche Antinomie hier wie selbstverstindlich als
einen Satz, also als eine bewiesene mathematische Aussage. Zu ihrer Zeit war
die Russellsche Antinomie ein Widerspruch im mathematischen Denkgeb#ude
— so etwas darf es nicht geben, denn aus einem Widerspruch ldsst sich alles fol-
gern, man konnte als Mathematiker nicht mehr zwischen , richtig” und ,,falsch*
unterscheiden, und dadurch wiirde Mathematik als Ganzes bedeutungslos. Man
hat einige Zeit gebraucht, um eine handhabbare Version der Mengenlehre zu
formulieren, in der aus dem fatalen Widerspruch ein harmloser Satz wird.

BeEwEIs. Wiirde es eine solche Menge M geben, dann miisste entweder M €
M oder M ¢ M gelten. Aber nach Definition von M gilt M € M genau dann,
wenn M ¢ M, und das ist ein Widerspruch. Also gibt es keine Menge M. O

1.6. Bemerkung. Wir haben gerade unseren ersten indirekten Beweis kennen-
gelernt. Bei einem indirekten Beweis nimmt man an, dass die Aussage, die man
beweisen mochte, falsch ist, und leitet daraus einen Widerspruch her. Manch-
mal ist das die einfachste Weise, einen Satz zu beweisen. Der Nachteil ist aber,
dass man — wie im obigen Beweis — nicht auf Anhieb versteht, warum der
Satz gilt. Wenn moglich, wollen wir daher indirekte Beweise vermeiden.

Zuriick zu Cantors Mengenbegriff und zur Russellschen Antinomie. Wir se-
hen, dass nicht jede ,,Zusammenfassung von Objekten unseres Denkens und
unserer Anschauung®“ eine Menge sein kann. Wir werden daher die Existenz
einiger niitzlicher Mengen annehmen, und wir werden einige Konstruktionen
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angeben, die neue Mengen aus alten erzeugen. Die gesamte Mathematik ba-
siert auf der Annahme, dass man das ohne Widerspriiche machen kann — aber
aus prinzipiellen Griinden ldsst sich die Widerspruchsfreiheit der Axiome der
Mengenlehre nicht beweisen.

1.7. Definition. Seien M und N Mengen, dann heifit M eine Teilmenge von
N, wenn alle Elemente a von M auch in N enthalten sind. Dafiir schreiben wir

MCN.

1.8. Bemerkung. (1) Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge M.
(2) Es gilt {z} € M genau dann, wenn x € M.
(3) Es gilt immer M C M.
(4) Wenn M C N und M # N gilt, heiit M auch echte Teilmenge von N.

In den meisten Mathebiichern wird das Symbol ,,C“ so verwendet wie hier.
Es gibt zwar eine internationale Norm, nach der nur echte Teilmengen mit ,,C*
bezeichnet werden sollen, aber in der Mathematik bendtigt man das Symbol
fiir beliebige Teilmengen weitaus haufiger, und schreibt daher ,,C“. Fiir echte
Teilmengen verwenden wir das Symbol ,,;“. Falls Sie ein Mathebuch zur Hand
nehmen, in dem das Symbol ,,C“ vorkommt, sollten Sie zur Sicherheit trotz-
dem herausfinden, ob der Autor damit beliebige oder nur echte Teilmengen
bezeichnet. Genauso vorsichtig sollten Sie eigentlich mit allen Definitionen und

Bezeichnungen verfahren.

Kommen wir jetzt zur Konstruktion neuer Mengen aus alten.

1.9. Definition. Seien M und N Mengen.

(1) Der Durchschnitt M NN enthélt genau die Elemente, die sowohl in M
als auch in N enthalten sind.

(2) Die Vereinigung M U N enthilt genau die Elemente, die in M oder in
N enthalten sind.

(3) Wenn M NN = 0 gilt, heissen M und N disjunkt, und M U N ist eine
disjunkte Vereinigung. Um zu zeigen, dass eine Vereinigung disjunkt
ist, schreiben wir M U N.

(4) Die (Mengen-) Differenz N \ M enthilt genau die Elemente, die in N,
aber nicht in M enthalten sind. Ist M Teilmenge von N, so nennt man
N\ M auch das Komplement von M in N.

(5) Das kartesische Produkt M x N besteht aus allen Paaren (x,y) von
Elementen z € M und y € N. Fiir das Produkt einer Menge M mit
sich selbst schreibt man auch M? = M x M.

Insbesondere sind MNN, MUN, N\M und M x N auch wieder Mengen.Fiir
den Anfang reichen uns diese Konstruktionen. Spéter werden wir Vereinigungen
und Durchschnitte beliebig vieler Mengen bendétigen.

1.10. Bemerkung. Die Notation (x,y) bezeichnet ein (geordnetes) Paar, all-
gemeiner bezeichnet (z1,...,z,) ein n- Tupel. Hierbei kommt es auf die Reihen-
folge der Eintrége (nicht ,,Elemente“!) an, und ein und derselbe Eintrag kann
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mehrfach auftreten. Zum Beispiel:

(1,1) e {1,2} x {1,2,3}
und

(1,2) # (2,1) # (2,1,1).

1.11. Definition. Die Menge aller Teilmengen von M heifit Potenzmenge
P(M). Auch die Potenzmenge einer Menge ist wieder eine Menge.

1.12. Beispiel. Sei M = {1, 2}, dann gilt

P(M) - {(Z)’ {1}7 {2}7 {17 2}}

Es sei M eine Menge. Man betrachtet oft die Teilmenge aller Elemente z
von M, die eine bestimmte Eigenschaft £ haben, und schreibt dafiir

{# € M | z hat die Eigenschaft E'}.

Wenn E eine mathematisch wohldefinierte Eigenschaft ist, dann erhalten wir
wieder eine Menge.

1.13. Folgerung (aus der Russellschen Antinomie . Die Gesamtheit aller
Mengen ist keine Menge.

BEwEIs. Wire die Gesamtheit aller Mengen selbst eine Menge N, dann
wére auch

M={XeN|X¢Xx}
wieder eine Menge, was nach Satz [1.5] aber nicht sein kann. O

1.14. Definition. Es seien M und N Mengen. Eine Abbildung F: M — N
(lies ,,F' von M nach N“) ordnet jedem Element x € M ein Element F(z) € N
ZU.

Formal fassen wir F als Tripel (M, N,T'(F)) auf. Hierbei ist I'(F) C M x N
der Graph von F. Wir fordern, dass zu jedem x € M genau ein y € N mit
(z,y) € I'(F) existiert, und setzen F(x) = y.

1.15. Definition. Es sei F': M — N eine Abbildung. Dann heifit M der De-
finitionsbereich von M und N der Wertebereich. Die Menge aller Abbildungen
von M nach N wird mit Abb(M, N) bezeichnet .

Zwei Abbildungen sind gleich, wenn sie den gleichen Definitions- und den
gleichen Wertebereich haben, und jedem Element des Definitionsbereichs jeweils
dasselbe Element des Bildbereichs zuordnen.

1.16. Definition. Essei F': M — N eine Abbildung. Dann heifit die Teilmenge
mF={yeN| Esgibtc € M mit F(z)=y}={F(x) |z € M}
das Bild von F'.
Sei V' C N eine Teilmenge, dann heifit
FYV)={se M |F(z) eV}
das Urbild von V unter F.
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Fiir das Urbild der einelementigen Menge {y} schreibt man manchmal kurz
F~Y(y) statt F~1({y}). Da das zu Missverstindnissen fiihren kann, bleiben wir
erst einmal bei F~1({y}).

1.17. Definition. Eine Abbildung £': M — N heifit

(1) ingektiv, wenn fiir alle z1,z2 € M aus F(z1) = F(x2) schon x; = x2
folgt,

(2) surjektiv, wenn fiir alle y € N ein € M existiert mit F(zx) = y, und

(3) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

1.18. Beispiel. (1) Fiir alle Mengen M ist die Abbildung idy;: M — M
mit idps(z) = o definiert. Sie heifit die Identitit und ist stets bijektiv.
(2) Die Abbildung F: R — R mit F(z) = 2 ist weder injektiv noch
surjektiv, denn
F(-2)=F(2)=4 und —1¢im(F).
(3) Die Abbildung F: N — N mit F(x) = 2?2 ist injektiv. Die Abbildung
G:N — {22 | 2 € N} mit G(x) = 22 ist bijektiv. Diese Abbildungen
sind verschieden, da sie andere Wertebereiche haben.

Trotzdem werden wir spater manchmal beide Abbildungen mit dem gleichen
Symbol bezeichnen.

1.19. Definition. Seien L, M, N Mengen und F: M — N, G: L — M Abbil-

dungen. Die Verkettung F'o G: L — N (lies ,,F' nach G*) ist die durch
(FoG)(x) = F(G(x))

definierte Abbildung.

1.20. Bemerkung. Die Buchstaben in ,F o G“ scheinen ,falsch herum® zu
stehen, denn die Abbildungen verlaufen von links nach rechts geschrieben so:

L % v 5 0N

Aber in ,(F o G)(z) = F(G(z))“ stimmt die Reihenfolge wieder. Beispielsweise
seien F,G: R — R definiert durch
F(x) = 2* und Gx)=z+1,
dann ist
(FoG)(z)=(r+1)* und (GoF)=z*+1.
Insbesondere gilt Go F # F o G.

1.21. Bemerkung. Sei F': M — N eine Abbildung, und sei U C M eine
Teilmenge. Die Abbildung G: U — M mit G(z) = =z fir alle x € U heifit
Inklusion. Sie ist stets injektiv. Die Verkettung

Fly=FoG:U—N
(lies ,, F" eingeschrankt auf U“) heiBt Einschrinkung von F auf U.
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1.22. Satz. Seien L, M, N Mengen und F,F': M — N, G,G': L — M Abbil-
dungen. Dann gilt

(1) Sind F,G ingektiv, so ist auch F o G injektiv.

(2) Sind F,G surjektiv, so ist auch F o G surjektiv.

(3) Sind F,G bijektiv, so ist auch F o G bijektiv.

(4) Ist F o G injektiv, so auch G.

(5) Ist F' o G surjektiv, so auch F.

(6) Ist F injektiv, so folgt aus F o G = F o G’ bereits G = G'.
(7) Ist G surjektiv, so folgt aus F o G = F' o G bereits F = F’.

Hierbei bezeichnen F’ und G’ beliebige Abbildungen und nicht die ,,Ablei-
tungen* von F und G.

BEWEIS. Zu (1) seien z,y € L. Aus (F o G)(z) = (F o G)(y) folgt
F(G(z)) = F(G(y)), also G(z) = G(y) wegen Injektivitit von F, also xz = y
wegen Injektivitdt von G, also ist F' o G ebenfalls injektiv. Der Beweis von (2)
verlduft &hnlich wie (1), und (3) folgt sofort aus (1) und (2).

Die Punkte (4), (5) sind Ubungsaufgaben zur Vorlesung “Analysis I” und
werden hier daher nicht bewiesen.

Aussage (6) folgt dhnlich wie (7). Zu (7) sei y € M. Wegen Surjektivitéit
von G existiert x € L mit G(z) =y. Aus F oG = F' o G folgt
Fy) = (FoG)(z) = (F' o G)(x) = F'(y).
Da das fiir alle y € M gilt, folgt F = F”. O

1.23. Satz. Sei F: M — N bijektiv. Dann existiert genau eine Abbildung
G: N—>M mit GoF =idy; und F oG =idy.

1.24. Definition. Die Abbildung G aus Satz heiit die Umkehrabbildung
von F'.

Die Umkehrabbildung von F' wird manchmal mit F~! bezeichnet. Auch das
kann zu Missversténdnissen fithren, so dass wir auf diese Bezeichnung verzichten
wollen.

BEWEIS VON SATZ [[.23] Wir miissen zeigen, dass G ezistiert, und dass G
etndeutig ist.

Zur Eindeutigkeit nehmen wir an, dass G: N — M eine Umkehrfunktion ist.
Dann sei y € N beliebig, und sei z € M das eindeutige Element mit F'(z) = y.
Aus G o F = idy folgt

Gy) =G(F(z)) == .
Wenn eine Umkehrfunktion existiert, sind ihre Werte durch diese Gleichung
eindeutig bestimmt. Also ist die Umkehrfunktion eindeutig.

Zur Existenz sei I'(F) der Graph von F. Gemifl der obigen Uberlegung
betrachten wir

XI{(Z/,.%’)ENXM’(ZC,y)GF(F)}v
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das ist eine Menge, da M, N und I'(F) auch Mengen sind. Zu jedem y € N
existiert genau ein x € M mit F(z) = y, also mit (z,y) € I'(F), also auch mit
(y,x) € X. Also ist X der Graph einer Funktion G: N — M.

Fiir alle z € M ist (F(z),2) € X = I'(G), also G(F(z)) = x, und so-
mit G o F' = idys. Umgekehrt sei y € N, und sei x € M das eindeutige Ele-
ment mit F(z) = y, also G(y) = = und F(G(y)) = F(z) = y. Somit gilt
auch F o G =idy. Also existiert eine Umkehrfunktion, ndmlich G. O

1.25. Definition. Zwei Mengen M und N heissen gleichmdchtig, wenn es eine
bijektive Abbildung F': M — N gibt.

1.26. Bemerkung. Gleichméchtige Mengen haben ,gleich viele* Elemente.
Fiir alle Mengen L, M und N gilt (Ubung):

(1) M ist gleichméchtig zu M;

(2) N ist genau dann gleichméchtig zu M, wenn M zu N gleichméchtig
ist;

(3) sind L zu M und M zu N gleichméchtig, so ist auch L zu N
gleichméchtig.

Das heifit, Gleichmiichtigkeit verhilt sich wie eine Aquivalenzrelation. Aller-
dings sollte eine Relation immer auf einer Menge definiert sein, und die Menge
aller Mengen gibt es nach Folgerung [1.13]| nicht.

1.27. Beispiel. (1) Die Mengen M = {1,2,3} und N = {4,7,15} sind
gleichméchtig. Definiere z.B. F': M — N durch

F(1)=7, F(2)=4, F(3)=15.

(2) Sei M = {n? | n € N} C N die Menge der Quadratzahlen. Da F': N —
M mit F(n) = n? bijektiv ist, sind M und N gleichméchtig, obwohl
M eine echte Teilmenge von N ist.

1.2. Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind uns bereits seit unserer Kindheit vertraut — wir
benutzen sie zum Zahlen. Fiir den Fall, dass es nichts zu zéhlen gibt, haben wir
die Zahl 0. Es ist erstaunlich, dass die Zahl 0 selbst erst spét als eigenstindige
Zahl eingefiihrt wurde. Wenn wir schon ein Stiick weit gezéhlt haben, etwa bis
zu einer Zahl n, und weiterzéhlen wollen, brauchen wir die nichste Zahl. Wir
nennen Sie den Nachfolger von n und schreiben n + 1. Schliefllich wollen wir,
dass die natiirlichen Zahlen eine Menge bilden, die sonst keine weiteren Objekte
enthélt.

1.28. Annahme (Peano-Axiome). Wir nehmen an, dass es eine Menge N mit
einem ausgezeichneten Element 0 € N und einer Abbildung + 1: N — N gibt,
die die folgenden Peano-Axiome erfiillt:

(1) Die Nachfolger-Abbildung ist bijektiv als Abbildung +1: N — N\ {0}.
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(2) Sei M C N eine Teilmenge mit 0 € M, so dass fir alle m € M auch
m+ 1€ M gilt, dann ist bereits M = N.

Axiom besagt, dass jede Zahl genau einen Nachfolger hat, und jede
Zahl aufer 0 selbst Nachfolger genau einer anderen Zahl ist. Axiom besagt,
dass die Menge N die “kleinste” Menge ist, die erfiillt. Trotzdem bestim-
men die Peano-Axiome die natiirlichen Zahlen nicht eindeutig — warum das
so ist, lernen Sie aber erst in einer Vorlesung iiber Logik. Wir wollen immer-
hin annehmen, dass N nur die Zahlen 0, 1, 2, ... enthéilt, aber keine weiteren
Elemente. Ubrigens gibt es Autoren, fiir die 0 ¢ N. Zur Sicherheit kénnen Sie
beide Versionen mit Ny und N< bezeichnen.

1.29. Bemerkung. Wir kénnen natiirliche Zahlen als Mengen 0, 1, 2, ... kon-
struieren. Dazu setzen wir 0 = () und konstruieren Nachfolger als

n+l=n+1={0,...,n} =nU{n}.

Diese Definition ist rekursiv, das heiffit, man muss alle Zahlen bis n kennen, um
den Nachfolger n + 1 zu konstruieren. Wir schreiben N = {0,1,2,...}.

Die ersten ,,Zahlen“ sehen so aus:
0=10
1={0} = {0}
2={0,1} = {0, {0}}
3=10,1,2} ={0,{0},{0.{0}}}

Auf diese Weise erhalten wir alle Zahlen mit elementaren Konstruktionen aus
der leeren Menge. Da das recht miihselig ist, werden wir natiirliche Zahlen
meistens als Zahlen und nicht als Mengen betrachten. Nur in diesem Abschnitt
werden wir die obigen Mengen manchmal benutzen.

1.30. Definition. Eine Menge M heifit endlich, wenn sie zu einer Menge n
gleichméchtig ist. In diesem Fall heifit die Zahl n die Mdchtigkeit von M, ge-
schrieben n = #M. Ansonsten heifit M unendlich.

1.31. Bemerkung. (1) Man kann sich iiberlegen, dass zwei Mengen n
und m genau dann gleichméchtig sind, wenn n = m. Wegen Be-
merkung kann jede Menge M zu hochstens einer Menge n
gleichméchtig sein. Die Schreibweise #M fiir endliche Mengen ist also
sinnvoll.

(2) Endliche Mengen kann man immer als Aufzihlung angeben. Sei etwa
F': n — M bijektiv, dann schreibe

M = {F(0),...,F(n—1)}

Ist M umgekehrt als {z1,...,2,} gegeben, dann hat M héochstens n
Elemente, ist also endlich.

(3) Fiir unendliche Mengen M fithren wir die Schreibweise ,,#M = oo
nicht ein, da nicht alle unendlichen Mengen gleichméchtig sind.
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1.32. Definition. Es seien m,n € N, dann gilt m kleiner oder gleich n, kurz
m < n, genau dann, wenn m C n. Es ist m kleiner als n, kurz m < n, wenn
m < n und m # n gilt.

1.33. Bemerkung. Aus Bemerkung folgt auch, dass m < n genau dann
gilt, wenn m € n. Man beachte den Unterschied in der Notation. Bei ,,C* ist
Gleichheit erlaubt, bei ,,<“ jedoch ausgeschlossen.

Der Vergleich von Zahlen fiihrt uns auf den Begriff der Ordnung. Eine Ord-
nung einer Menge M ist eine Relation, das heifit, eine Teilmenge R C M x M, die
einige zusétzliche Eigenschaften besitzt. Wir sagen ,es gilt x Ry“ fiir x,y € M,
wenn (z,y) € R.

1.34. Definition. Eine Relation R auf eine Menge M heif3t Halbordnung, wenn
fir alle z,y, z € M gilt:

(01) zRz (Reflezivitit),
(02) Ry und yRxr — x=y (Antisymmetrie),
(03) Ry und yRz — xRz (Transitivitdt).

Eine Halbordnung heifit Ordnung, wenn ausserdem fiir alle z,y € M gilt:
(04) xRy oder yRx (Totalitit).

Die Eigenschaften (1)-(4) heilen auch Ordnungsaziome.

1.35. Beispiel. (1) Sei M eine Menge, dann definiert ,,C*“ eine Halbord-
nung auf der Potenzmenge P(M).

(2) Die Relation ,€¢ ist nicht transitiv und daher keine Halbordnung,
denn es gilt zum Beispiel a € {a,b} und {a,b} € {{a},{a,b}}, aber
nicht a € {{a}, {a,b}}.

(3) Die Relation ,,<* auf N ist eine Ordnung, denn fiir alle /,m,n € N gilt

n <n,
m<nundn<m=—m=mn,
f<mund m<n=—/{<n,

m <n oder n < m.
Auch hier lassen wir den Beweis aus.

(4) Sei M eine Menge. Die Relation ,hat hochstens so viele Elemente wie®
ist keine Ordnung auf der Potenzmenge P(M), denn sei M = {1, 2, 3},
dann hat {1, 2} hochstens so viele Elemente wie {2, 3} und umgekehrt,

aber beide Mengen sind nicht gleich. Also ist die Antisymmetrie ver-
letzt.

Das zweite Peano-Axiom fithrt uns zur Beweismethode durch
vollstandige Induktion.

1.36. Satz (Prinzip der wvollstindigen Induktion). Fir jedes n € N sei A(n)
eine Aussage. Wenn gilt
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(1) A(0) ist wahr, und
(2) aus A(n) folgt A(n+ 1) fir alle n € N,

dann ist A(n) fir alle n € N wahr.

BEWEIS. Betrachte
M = {n € N | die Aussage A(n) ist wahr }.
Nach unseren Annahmen in Abschnitt [I.1]ist das wieder eine Menge, also M C

N. Aus den Voraussetzungen folgt

(1) 0 € M, und
(2) firallene M gilt n+1 € M.

Aus dem Axiom folgt dann M = N. Nach Definition von M gilt A(n)
also fiir alle n € N. O

Eine andere Art der vollstéindigen Induktion funktioniert so: Wenn gilt

(1) A(0) ist wahr, und
(2) aus A(0) A--- A A(n) folgt A(n+ 1) fiir alle n € N,
dann gilt A(n) fiir alle n € N. Das zeigt man, indem man die Aussage
B(n) = A0)A---ANA(n)
induktiv mit Satz [[.36] beweist.

Beispiele fiir diese Beweistechnik finden Sie im Analysis-Skript.

Wir haben in Bemerkung Zahlen als Mengen rekursiv eingefiihrt. Re-
kursive Definitionen funktionieren dhnlich wie vollsténdige Induktion: um eine
Abbildung F' von N in eine Menge M anzugeben, reicht es F'(0) € M festzulegen
und eine Vorschrift anzugeben, die F'(n + 1) aus F'(0), ..., F(n) bestimmt.

Wir fithren jetzt die Grundrechenarten auf N rekursiv ein. Hierbei handelt
es sich um Verknipfungen, das heifit, um Abbildungen N x N — N, etwa

+:NxN—>N mit 4+ (m,n)=m+n.

1.37. Definition. Die Addition, Multiplikation und Potenzierung sind fiir m,
n € N definiert durch

(1) m+0=m und m+(n+1)=m+n)+1,
(2) m-0=0 und m-(n+1)=m-n+m,
(3) m® =1 und m ) = m"om

Beispiel. Zwei einfache Rechnungen:
342=B+1)+1=(B40)+1)+1=B8+1)+1=4+1=5,
3-2=(3-1)+3=((3-0)+3)+3=---=6.
1.38. Proposition. Seien M, N endliche Mengen.
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(1) Falls M NN =0 ist, gilt #(M UN) = #M + #N.
(2) Es gilt #(M x N) = #M - #N.
(3) Es gilt #+#Abb(N, M) = #M#N .

Bewers. Wir beweisen (1) zur Illustration durch vollstdndige Induktion
iiber die Méchtigkeit n = #N. Es sei m = #M.

Induktionsanfang: Es sei n = 0. Nach den Definitionen und exi-
stiert eine bijektive Abbildung von () = 0 nach N, also gilt N = (). Somit

H#MUN)=#MUD)=#M =m=m+0=#M + #N .
Induktionsschritt: Es sel #N = n 4+ 1. Dann existiert eine bijektive Abbil-
dung F: n+1=nU{n} — N. Setze
N'=im(F|,) = {F(0),...,F(n—1)} und x=F(n),

so dass #N’ = n. Nach Induktionsvoraussetzung gilt #(M U N’) = m + n,
also existiert eine bijektive Abbildung G’: m+n — M U N’. Wir definie-
ren G: (m+n)+1— MUN durch

Glk) = G'(k) falls k € m+n, also k <m+n, und
)= falls k =m +mn, also k = m + n.
Man iiberzeugt sich leicht, dass G bijektiv ist. Mit Definition folgt
#MUN)=(m+n)+1=m+(n+1)=#M + #N . O

1.39. Bemerkung. Die Grundrechenarten hétten wir auch iiber die Eigen-
schaften f definieren konnen. Auflerdem folgt aus , dass m < £ genau
dann gilt, wenn ein n € N mit m 4+ n = £ existiert.

Bevor wir das Assoziativgesetz kennenlernen, iiberlegen wir uns, was ,, Klam-
mern* eigentlich bewirken. Fassen wir +: N x N — N als Abbildung auf, dann
bedeutet (¢4 m)+n gerade +(+(¢,m),n), £+ (m+n) bedeutet +(¢,4+(m,n)).

1.40. Satz. Fir {,m,n € N gelten die Rechenregeln

(1) Assoziativgesetze
(l+m)+n=L+(m+n)
(£-m)-n=4L-(m-n)
(2) Neutrale Elemente
n+0=n
n-l=n
(3) Kommutativgesetze

n+m=m-4n

n-m=m-mn
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(4) Distributivgesetz
C-(m+n)=0-m+/{-n
(5) Kiirzungsregeln
l+n=m+n == {=m

- n=m-n — f=m odern=20.

BEWEIS. Die Aussagen (2) folgen leicht aus Definition Alle ande-
ren lassen sich durch vollstdndige Induktion beweisen. Der Beweis von (5) ist
Ubung. ]

1.3. Ganze und Rationale Zahlen

In diesem Abschnitt ,,16sen* wir zwei Probleme: man kann in N nicht subtra-
hieren, und man kann in N auch nicht durch Zahlen n # 0 dividieren. Um diese
,,Grundrechenarten* einfithren zu kénnen, werden wir N erst zu den ganzen Zah-
len Z, und dann zu den rationalen Zahlen QQ erweitern. Dazu ist zunéchst etwas
Vorarbeit nétig. Wir erinnern uns an die Definition [1.34] einer Halbordung.

1.41. Definition. Eine Relation R auf einer Menge M heifit Aquivalenzrelati-
on, wenn fiir alle z, y, z gilt:

(A1) xRz (Reflexivitit),
(A2) tRy = yRx (Symmetrie),
(A3) xRy und yRz — xRz ( Transitivitdt).

Im Unterschied zu Halbordnungen sind Aq_uivalenzrelationen symmetrisch
und nicht antisymmetrisch. Das erlaubt uns, Aquivalenzklassen und Quotien-

tenmengen zu definieren. Wir erinnern uns an die Potenzmenge P(M) von M
aus Definition [L.11]

1.42. Definition. Es sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir alle z € M
definieren wir die Aquivalenzklasse [x] von x als

[:C]z{yEM‘ny}.
Die Gesamtheit aller Aquivalenzklassen bildet die Quotientenmenge (kurz: den
Quotienten) M /R, also
M/R={[z] |z e M} ={NecP(M)|es gibt ein € M mit N = [2] }

und alle Elemente y € [z] heiflen Reprisentanten von [z] € M/R. Die Abbil-
dung p: M — M/R mit p(x) = [z] heifit Quotientenabbildung.

Das einfachste Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation ist die Gleichheit ,,=*
auf einer beliebigen Menge M. Die Axiome f gelten offensichtlich. In
diesem Fall ist die Aquivalenzklasse von 2 € M gerade [z] = {z}, und die
Quotientenabbildung p: M — M /= ist bijektiv mit x — {z}. Allerdings gilt
strenggenommen nicht M = M /=, zum Beispiel ist

{1,2,3}/= = {1}, {2}, {3}} .
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1.43. Proposition. Es sei R eine Aquivalenzrelation auf M.

(1) Fir alle x € M und alle y € [x] gilt [z] = [y], insbesondere liegt
jedes x € M in genau einer Aquivalenzklasse von R.

(2) Die Abbildung p: M — M/R st surjektiv, und es gilt p(z) = p(y)
genau dann, wenn xRy gilt.

(3) Es sei F: M — N eine Abbildung. Dann ezistiert genau dann eine
Abbildung F: M/R — N mit F = F op, wenn fir alle x, y € M
aus xRy folgt, dass F(x) = F(y). In diesem Fall ist F' eindeutig.

Die Aussage heifit auch die universelle Eigenschaft des Quotienten. Wir
nennen F' die von F induzierte Abbildung. Wir stellen als Diagramm dar:

MmN

J/ 7
s

p L

, F

M/R.

BEWEIS. Zu seien y € [z] und z € [y] beliebig, dann gilt xRy und yRz.
Aus Transitivitét folgt Rz, also gilt z € [z] fiir alle z € [y], es folgt [y] C [z].

Aus xRy folgt yRx wegen der Symmetrie von R, also folgt = € [y] aus [y] €
x. Nach obigem Argument gilt also auch [z] C [y], und somit [z] = [y].

Die Surjektivitdt von p ist klar nach Definition von M /R, und aus (1)) folgt,
dass p(z) = [z] = [y] = p(y) genau dann, wenn xRy gilt. Also stimmt (2))

In ([3)) beginnen wir mit ,==*. Sei also F': M/R — N gegeben mit F = Fop,
und seien z, y € M gegeben mit xRy. Aus folgt p(x) = p(y), also erst recht

F(z) = F(p(z)) = F(p(y)) = F(y) .

Zu <= gelte F(x) = F(y) fiir alle z, y € M mit xRy, also fiir alle z € M
und alle y € [z]. Seien also [z] € M/R und y € [z]| beliebig, dann diirfen
wir F([z]) = F(y) setzen. Diese Konstruktion hingt nach Voraussetzung nicht
von der Wahl von y € [z] ab. Dazu sagen wir, F' ist wohldefiniert.

Die Eindeutigkeit von F folgt mit Satz aus der Surjektivitit von p.
]

In der Schule definiert man Z, indem man zu N noch negative Zahlen hin-
zunimmt:

Z=NU{-n|neN\{0}}.
Anschlielend definiert man Addition, Subtraktion und Multiplikation. Dabei

muss man immer einige Fille unterscheiden. Wir beschreiben ganze Zahlen
stattdessen als Differenzen natiirlicher Zahlen, also als m — n fiir m,n € N.
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1.44. Bemerkung. Um die folgenden Konstruktionen zu verstehen, hier ein
paar Voriiberlegungen. Fiir alle m, n, p, ¢ € N gilt in Z:

(1) (m—n)=@pP—-q €Z < m+q=n+peN,

(2) (m—n)+@-—q9 =m+p)—(n+q),

(3) —(m—-n)=n-m,

(4) (m—=n)-p—q¢)=(m-p+n-q)—(m-qg+n-p),
(5) (m-n)<(p-q <= m+qg<n+p.

Anstelle von m — n € Z betrachten wir das Paar (m,n) € N x N. Gem#8
Bemerkung definieren wir eine Relation ~ auf der Menge N x N durch

(m,n) ~(p,q) <= m-+qg=n+pel.

AuBlerdem definieren wir Addition, Negatives, Multiplikation und eine Relati-
on < gemifl Bemerkung [1.44] m @f@ ) durch

(m,n) + (p,q) = (m +p,n + q),
—(m,n) = (n,m),
(m,n)-(p,Q)Z(m-p+n-q,m-q+n-p),
(m,n) <(p,qg) <= m+q<n+p.

1.45. Proposition. Es seien m, n, p, q, r, s, t, u € N. Dann gilt

(1) ,~ ist eine Aquivalenzrelation.
(2) Aus (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u) folgt
(m,n) + (r,8) ~ (p,q) + (¢, w),
(m,n) - (r,8) ~ (p,q) - (£, u)
und — (m,n) ~ —(p,q).
(3) Aus (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u) folgt
(m,n) <(rs) = (p,q) < (tu)

BEWEIS. Zu (1): ,,~“ ist reflexiv und symmetrisch nach Konstruktion und
dem Kommutativgesetz . Zur Transitivitdt benutzen wir zusétzlich die

Kiirzungsregel [L.40] (5):

(m,n) ~ (p,q) und (p,q) ~ (r,s)
m+qg=n+pundp+s=q+r
m+qt+tpts=n+pt+qg+r

m+s=n+r

Lrel

(m,n) ~ (r,s).

Zu (2): Seien (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u), also m + ¢ = n + p und
r+u=s+t. Wegenm+qg+r+u=n+p+s-+t folgt

(mvn)+(r73):(m+rvn+8)N(p+t7Q+u):(p>Q)+(tvu)'
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Auflerdem gilt
mr+ns+ps+qr=(m+q)-r+(n+p)-s
=(n+p)-r+(m+q)-s=pr+qs+ms+nr,
also
(m,n)(r,s) = (mr +ns,ms +nr) ~ (pr+ qs,ps + qr) = (p,q)(r, s).
Genauso zeigt man (p,q)(r,s) ~ (p,q)(t,u), und wegen Transitivitit gilt

(m,n)(r,s) ~ (p,q)(t,u). Die Behauptung —(m,n) = (n,m) ~ (¢,p) = —(p,q)
ist leicht einzusehen.

Zu (3): Mit (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u) wie oben: Aus (m,n) < (r,s)
folgt m + s < n +r, also existiert nach Bemerkung [1.39] ein & € N mit
m+s+k=n+r

= m+p+tstut+tk=n+p+r+u=m+qg+s+t
= ptutk=q+t = ptuqg+t
= (pg) < (). O

Wir definieren also Z als Quotienten
Z=NxN/~={[(m,n)]]|(mn)e NxN}.
Proposition m garantiert wegen der universellen Eigenschaft aus ,
dass wir mit Aquivalenzklassen rechnen diirfen:
[(m,n)] + [(p, )] = [(m + p,n +q)],
[(m, n)] - [(p,9)] = [(mp + ng,mq + np)],
—[(m,n)] = [(n,m)],
(m

unabhéngig von den Reprisentanten (m,n) € [(m,n)], (p,q) € [(p,q)]- Auch

[(m,n)] < [(p,q)] ist wohldefiniert.

Konkreter sei p: N x N — Z die Quotientenabbildung. Wir halten zunéchst
das Paar (r,s) € N x N fest und betrachten die Abbildung F' =po (- + (r,s))
wie im folgenden Diagramm:

+(r,s)

N x N N x N
p p
7———————-—>7.

F

Also kénnen wir zu einer ganzen Zahl ein festes Paar (r,s) addieren. Jetzt
halten wir die ganze Zahl [(m,n)] fest und betrachten die Abbildung G =
[(m,n)]+ - : N x N — Z wie im folgenden Diagramm:

N x N

p

Z------ =7
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Also diirfen wir zwei ganze Zahlen addieren. Mit den analogen zwei Diagrammen
erhalten wir auch die Multiplikation.

1.46. Definition. Die Menge Z = N x N/~ heifit Menge der ganzen Zahlen.
Wir identifizieren n € N mit [(n,0)] € Z und schreiben —n fiir [(0,n)] € Z.
Insbsondere schreiben wir 0 = [(0,0)] und 1 = [(1,0)].

1.47. Satz. In Z gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz sowohl fir die Ad-
dition als auch fir die Multiplikation. Neutrale Elemente sind 0 fiir die Addi-
tion und 1 fir die Multiplikation. Es gilt das Distributivgesetz. Jedes Element
[(m,n)] besitzt ein additives Inverses —[(m,n)] = [(n,m)], das heifit, es gilt

[(m,n)] + (=[(m,n)]) = [(m,n)] + [(n,m)] = [(0,0)].
Es gilt die Kiirzungsregel fir die Multiplikation.

Die Relation ,<“ auf Z ist eine Ordnung, und fir alle a, b, c € Z gilt:

a<b - a+c<b+c,
0<aund0<b — 0<ab.

BEWEIS. Das meiste folgt direkt aus Satz und den obigen Definitionen.
Die neue Gleichung

[(m, m)] + (=[(m,n)]) = [(m,n)] + [(n,m)] = [(0,0)]
ergibt sich aus
(m,n) + (n,m) = (m+n,n+m) ~ (0,0).

Ahnlich zeigt man die Eigenschaften von ,, <. O

Wir haben die natiirlichen Zahlen N zu den ganzen Zahlen Z erweitert, um
additive Inverse zu finden, also Zahlen —n mit n 4+ (—n) = 0. Dazu haben
wir natiirliche Zahlen durch Paare (m,n) € N x N ersetzt, die fiir die Zahl
m —n € Z stehen. Die Zahlen —n = [(0,n)] sind gerade die negativen Zahlen
aus der Schule. Der Einfachheit halber schreiben wir ab sofort a,b,c,--- € Z,
nicht mehr [(m,n)].

Um nun auch multiplikative Inverse & mit n- 1 =1 fiir alle n € Z \ {0} zu
erhalten, ersetzen wir ganze Zahlen durch Paare (p,q) € Z x (N\ {0}), die fiir
Briiche g stehen. Das ist die Bruchrechnung, wie wir sie aus der Schule kennen.
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Dazu definieren wir fiir (p,q), (r,s) € Z x (N\ {0}):

(p.q) ~(r,s) <= p-s=qr <<:> p—T),

q
T s + qr
(p,q) + (r,8) = (ps + qr, ¢s) +g:p q >,

qs

( p
q
(1rq) - () = (pr,qs) (daj’s"=§;>,
D —p
—(p,q) = (—p,q da—=>,
(1) = (—p.q) ( b=
(p,q) <(r,s) <= p-s<q-r <<:> 5§Z,daq,s>0)

Beachte, dass ¢s € N\ {0}, denn aus gs = 0 = 0-s wiirde mit der Kiirzungsregel
entweder ¢ = 0 oder s = 0 folgen. Fiir p # 0 definieren wir:

1| (¢,p) falls p > 0,
(pg)™ = { (—q,—p) falls p<O.

Beachte: die rechte Seite (+¢, £p) liegt immer in Z x (N'\ {0}).
1.48. Proposition. (1) Die Relation ,~“ ist eine Aquivalenzrelation.

(2) Es seiem (m,n),(p,q),(r,s), (t,u) € Z x (N\ {0}) mit (m,n) ~ (p,q)
und (r,s) ~ (t,u) gegeben, dann gilt

(m,n) + (r;5) ~ (p, @) + (¢, u),
(m7n) ' (7’, 3) ~ <p7 Q) ' (t7u)7
und es gilt m # 0 = p # 0, und in diesem Fall
(m,n)~" ~ (p,q)™".
(3) Unter den gleichen Voraussetzungen wie in (2) gilt
(m,n) < (r;s) = (p,q) < (t,u).

BEWwWEIS. Die Beweismethode ist die gleiche wie bei Proposition [1.45] wir
lassen den Beweis daher aus, ein Teil ist Ubung. U

1.49. Definition. Der Quotient Z x (N\ {0})/~ heifit Menge der rationalen
Zahlen und wird mit Q bezeichnet. Fiir die Aquivalenzklasse [(p, ¢)] schreiben
wir 2.

q

Wie zuvor schliefen wir aus Proposition [1.48] (2), dass wir mit Briichen so
rechnen diirfen, wie wir es aus der Schule kennen. Proposition (3) besagt,
dass wir zwei Briiche vergleichen kénnen.

Wir identifizieren eine ganze Zahl n € Z mit dem Bruch § € Q und fassen
Z als Teilmenge von QQ auf. Insbesondere liegen 0 = % und 1 = % in Q.

1.50. Satz. In Q gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) Assoziativgesetz fiir Addition und Multiplikation
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(2) neutrale Elemente: % +0= %, 1= % fiir alle g € Q;

b
q
(3) inverse Elemente:  + =F =0 fir alle 2 € Q, £ - (g)_l =1 fiir alle
Len\{o};
4) Kommutativgesetz fiir Addition und Multiplikation;
5) Distributivgesetz;
6) Die Relation ,<“ ist eine Ordnung;
¢ t.
7) Aus B <L folgt B+ 0 < T+ 4
)

AusOﬁ%undOS%folthS%f.

(
(
(
(
(

8

S

BEWEIS. Diese Aussagen folgen aus den Sitzen und und aus der
Konstruktion von Q. Seien etwa p,r,t € Z, q,s,u € N\ {0}, dann ergibt sich
das Assoziativgesetz fiir die Addition aus

p+r N t _ps+qr+ t  (ps+qr)-u+qst  psu+qru-+gst
TR u qsu N qsu

su + q(ru + st U + st r t
_ psu+q( ) _P :p+(+).
qsu q su q

S u

Betrachten wir das multiplikative Inverse (%)_1 von 2 € Q\ {0}. Wir un-
terscheiden zwei Félle:

. —1 -1
Falls 0 < p, gilt (g) :%undg.(g) :ﬁzl
g4 (PY L = —¢ p.(py~ ! _ p(=q) _ —pg _
Falls p < 0, gllt (6) ==, und i (6) =g =2= 1
Alle anderen Aussagen lassen sich dhnlich beweisen. O

1.4. Etwas Euklidische Geometrie

Der néchste Schritt wire jetzt die Einfithrung der reellen Zahlen R. In der
Schule definiert man reelle Zahlen als Dezimalbriiche. Diese Konstruktion hat
einige Probleme, eines davon ist 0,99... = 1. In der Analysis lernen Sie eine
andere Konstruktion kennen. Die reellen Zahlen haben folgende Eigenschaften.

(1) Die reellen Zahlen bilden einen angeordneten Kdorper, das heifit, es
gelten alle Rechenregeln aus Satz [T.50]

(2) Die reellen Zahlen sind archimedisch angeordnet, das heifit, die natiirli-
chen Zahlen N sind in R enthalten, und zu jeder reellen Zahl r € R
gibt es eine natiirliche Zahl n € N mit r < n.

(3) Die reellen Zahlen sind wvollstindig, das heifit, er ist der grofite Korper,
fiir den (1)) und (2)) gelten. Genauer: wenn es einen anderen Korper k
gibt, der und (2)) erfiillt und R enthélt, dann gilt bereits R = k.

(4) Die rationalen Zahlen Q liegen dicht in R, das heifit, zu r, s € R
mit r < s existiert % €Qmitr < % < s.

(5) Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division sind stetig.
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Die Eigenschaften f definieren R eindeutig (modulo der Probleme, die
wir mit der Eindeutigkeit von N hatten). Es ist nicht offensichtlich, dass Eigen-
schaft zu der Definition von Vollstdndigkeit aus der Analysis dquivalent ist.
Aber es ist die einfachste Art, Vollstdndigkeit zu definieren, ohne analytische
Begriffe zu verwenden.

In der Schule haben Sie Vektorrechnung wie folgt kennengelernt. Es sei

R":RX---XR:{$:(x1,...,:1cn)‘xl,...,xne]R},
—_———
n Faktoren

dann definiert man eine Vektoraddition R™ x R™ — R", eine skalare Multipli-
kation R x R" — R™ fiir x = (z1,...,2n),y = (Y1,.--,Yn) € R” und a € R und
einen Nullvektor 0 durch

x+y:($1+y1a"'7xn+yn)a
ar = (axry,...,axy) ,
0=(0,...,0).

Um Euklidische Geometrie zu betreiben, definiert man ein Skalarprodukt.
Daraus kann man Langen von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren ab-
leiten. Fiir die folgende Definition erinnern wir uns daran, dass die Cosinus-
Funktion invertierbar ist als Funktion cos: [0, 7] — [—1,1] mit Umkehrfunkti-
on arccos: [—1,1] — [0, 7|. Hierbei messen wir Winkel grundsétzlich in Bogen-

maf}. Insbesondere gilt
7T

T80

1.51. Definition. Wir definieren das Standard-Skalarprodukt auf R™ als Ab-
bildung (-, -): R” x R” — R fiir Vektoren x und y € R™ durch

o

(1) (T, y) =x1y1+ - + Tnyn -
Die Euklidische Norm || -| : R™ — R auf dem R" ist definiert durch

(2) loll = Viw,a) = a2+ + a2 .

Fiir zwei Vektoren z, y € R™ \ {0} definieren wir den Winkel durch

(z,y)
(3) £(x,y) = arccos ——— € [0, 7] .
[l Iyl

Wir sammeln einige wichtige Eigenschaften und Rechenregeln.

1.52. Bemerkung. Seien z, y, z € R" sowie a, b € R, dann gilt

(1) (az + by, z) = a(z,z) + bly, ) ;

(2) (z,y) = (y, 7) ;

(3) (x,z) >0 und (x,2) =0<=2x=0.

All das rechnet man leicht nach; fiir nutzen wir aus, dass 27, ..., r2 > 0. Man

sagt, das Skalarprodukt ist linear in der ersten Variablen , symmetrisch
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und positiv deﬁmt. Aus und folgt, dass das Skalarprodukt auch in
der zweiten Variable linear ist, denn

(1) (w,ay+b2) = (ay + bz, 2) = afy,2) +b(z,2) = ale,y) + bz, 2) .

Fiir den folgenden Satz benotigen wir den reellen Absolutbetrag |-|: R — R,
definiert durch

i = {7“ falls » > 0, und
—r falls r < 0.
Insbesondere gilt immer |r| > 0, und |r| = v/72.
1.53. Satz (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fir alle Vektoren z, y € R™ gilt
[z, )] < [l - llyll -

Gleichheit gilt genau dann, wenn Zahlen a, b € R existieren, die nicht beide
Null sind, so dass
ar +by=0.
BeweEeis. Wir machen eine Fallunterscheidung.
Fall 1: Es sei x = 0. Dann folgt sofort
(@, y) =0=0-ly| = [l=[/ - ly -
Also gilt sogar Gleichheit, und mit ¢ = 1 und b = 0 gilt ebenfalls
ar+by=1-0+0-y=0.

Fall 2: Es sei @ # 0, dann ist auch ||z]|? # 0, und wir berechnen

2
. Hy_ (w9 " _ <y_ (w.9) y (z,y) x>
B [Els [
<.’B,y> <f13,y>2 2 2 <$7y>2
= [lylI* — 25 (2,y) + ~ = [l = [|yl|® - 5 -
|z B4l [E4|

Da ||z||* > 0, folgt mit elementaren Umformungen
2 2
(@,)* < [ll* - Iyl -
Waurzelziehen liefert die Behauptung.

Wegen z # 0 ist Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung dquivalent

zu

]

Daraus folgt az + by = 0 mit b = ||z||* # 0 und @ = —(z,y).

Umgekehrt sei ax 4+ by = 0. Ware b = 0, so wiirde aus ax = 0 und =z #
0 bereits a = 0 folgen, aber a und b diirfen nicht beide verschwinden. Also
folgt b # 0 und
_ o (@wgr) (1)
y=-—yr=- 5T = 5
] [z

und es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. 0

)
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Der Vektor y — |<|:;|‘1|/2> x im obigen Beweis entspricht dem Lot vom Punkt y

auf die Gerade durch 0 mit Richtung z. Insbesondere gilt Gleichheit, wenn der
Punkt y auf dieser Geraden liegt.

1.54. Bemerkung. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

(z,y)
[yl

also ist der Arcuscosinus in Definition erkldrt und der Winkel wohlde-
finiert. Umgekehrt gilt also

(1) (z,y) = [lz[ [yl cos £(x, y) .

Zur geometrischen Interpretation betrachten wir das Dreieck mit den Endpunk-
ten 0, x und y. Die dritte Seite ist x — y, und wir erhalten den Cosinussatz der
Fuklidischen Geometrie:

2) e —ylI* = lel® =262, 9) + lyl* = lel® + lly)* =2 eyl cos £(,y) -

e[-L,1]cR,

1.5. Komplexe Zahlen und die Geometrie der Ebene

In den reellen Zahlen konnen wir Wurzeln aus positiven Zahlen ziehen,
beispielsweise aus 2, was in Q nicht mdglich ist. Man kann aber keine Wurzeln
aus negativen Zahlen ziehen. Diesen Missstand wollen wir jetzt beheben, indem
wir die reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen erweitern.

Die Idee ist, eine neue Zahl ¢ einzufiihren, deren Quadrat —1 ist. Wir
mochten mit Zahlen a + bi mit a, b € R rechnen, und alle von R vertrau-
ten Rechenregeln sollen gelten. Zum Beispiel sollten die folgenden Rechnungen
richtig sein:

(a+bi)+(c+di)=a+c+bi+di=(a+c)+ (b+d)i,
und  (a+bi) - (c+ di) = ac + adi + bei + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i .
Um das rigoros zu machen, betrachten wir eine komplexe Zahl als Paar aus zwei
reellen Zahlen, und definieren Addition und Multiplikation wie oben. Fiir eine

Menge M und n € N bezeichne M™ das n-fache kartesische Produkt von M mit
sich selbst, etwa M? = M x M.

1.55. Definition. Die komplezen Zahlen sind definiert als C = R2, mit
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
und (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be)
fir alle a, b, ¢, d € R.

1.56. Satz. In C gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz sowohl fiir die Addi-
tion als auch fir die Multiplikation. Neutrale Elemente sind Oc = (0,0) fiir die
Addition und 1c = (1,0) fir die Multiplikation. Es gilt das Distributivgesetz.
Jedes Element (a,b) besitzt ein additives Inverses

—(a,b) = (—a, —b)
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und, falls (a,b) # Oc, ein multiplikatives Inverses

1 a b

BEWEIS. Alle Behauptungen lassen sich direkt mit den Formeln aus Defi-
nition [1.55| nachrechnen. Beispielsweise gilt

a b a? + b —ab+ba
b) - — = -1 — 1 =
(a7 ) <a2—|—b2’ a2+bz> <a2_|_b2’ a2 + b2 > ( 70) C

Wir sehen, dass die Abbildung R — C mit a — (a,0) vertréglich mit +
und - ist, und 0 und 1 € R auf Og und 1r abbildet. Wir diirfen also R mit den
komplexen Zahlen der Form ( -, 0) identifizieren. Wenn wir auflerdem noch i =
(0,1) definieren, kénnen wir uns iiberzeugen, dass

(a,b) =a-(1,0)+b-(0,1) =a+bi
fiir alle a, b € R gilt. Damit haben wir unsere Idee vom Anfang des Abschnitts

verwirklicht. Auflerdem diirfen wir jetzt auch 0 und 1 fiir Oc und 1¢ schreiben.

1.57. Bemerkung. Auf C gibt es keine Ordnung ,,<“, die zu Satz
und analoge Eigenschaften hat. Denn géibe es solch eine Ordnung, dann
gélte entweder 0 < z oder 0 > z fiir alle z # 0 wegen Totalitéit, aber wegen
gilte 0 > = genau dann, wenn —z > 0. Also gilte 2 = (—2)? > 0 fiir al-
le z # 0 wegen , aber dann erhielten wir wegen @ und Transitivitdt einen
Widerspruch:
0=12+:>12>0.

1.58. Definition. Sei z = a + bi € C mit a, b € R, dann heiit a der Real-
teil Re(z) von z und b der Imagindrteil Im(z) von z.

Der Imaginérteil ist also immer eine reelle Zahl, und es gilt
z =Re(z) +Im(z) - 7.

1.59. Definition. Die Abbildung C — C mit z — z = Re(z) — Im(z) - ¢ heift
komplexe Konjugation, z heiit das (komplex) Konjugierte von z.

1.60. Bemerkung. Die komplexe Konjugation ist vertridglich mit allen Re-
chenoperationen, das heifit, es gilt

z+w=z+w, Z-w=%z -w,
—Z =z, l=z71,
=0, T=1,
auch das rechnet man leicht nach.
Es gilt z = z fiir alle z, also ist die komplexe Konjugation ihre eigene

Umkehrabbildung. Fiir eine komplexe Zahl z gilt z = Z genau dann, wenn z €
R cC.

Man kann die komplexen Zahlen dadurch charakterisieren, dass sie die klein-
ste Erweiterung der reellen Zahlen R ist, so dass alle Rechenregeln aus Satz [1.50]
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gelten und eine Zahl i mit 2 = —1 existiert. Aber i ist dadurch nicht eindeutig
bestimmt, denn offensicht sind ¢ und 7 = —¢ gleichberechtigt.

Die Zahl z = i 16st die Gleichung 22 4+ 1 = 0. In den Ubungen werden Sie
sehen, dass man z?> = w fiir alle komplexen Zahlen w 16sen kann. All das sind
Spezialfiille des folgenden Satzes.

1.61. Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Es seienn > 1 unday, ..., a, € C,
dann existiert z € C, so dass

1

4 aZV T+t ap—1z+a, =0.

Mit rein algebraischen Methoden lésst sich dieser Satz nicht beweisen. Das
liegt daran, dass die reellen Zahlen, die den komplexen ja zugrundeliegen, mit
analytischen Mitteln konstruiert wurden. Einen Beweis fiir diesen Satz lernen
Sie daher erst spéter, zum Beispiel in einer Vorlesung iiber Funktionentheorie
oder Topologie.

Fiir 2 = a + bi mit a, b € R ist
z-Z=(a+bi)(a—bi)=a>— (bi)2=a’>+b>>0
reell. Das ermoglicht folgende Definition.

1.62. Definition. Wir definieren den Absolutbetrag (die Norm oder die Linge)
einer komplexen Zahl z € C als die reelle Zahl

|z| =Vz-2>0.

1.63. Bemerkung. Wir sammeln ein paar Eigenschaften des Absolutbetrages.

(1) Da |a+ bi]* = a® + b2, entspricht |z| = ||z|| der euklidischen Norm
auf C = R? aus Definition :
nsere Konstruktion von 27 = —%; wird jetzt etwas klarer, denn
2) U Konstrukti ! ~p wird jetat etwas ki d
~ 2
z _ [
E{ e

(3) Der Absolutbetrag ist multiplikativ, das heif3t, fiir alle z und w gilt
|zw| = Vzwzw = /(22)(wd) = V2Z - Vww = |z| |w| .

(4) Der Absolutbetrag ist subadditiv wegen und der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung das heifit, fiir alle z, w € C gilt

|2+ w| < 2] + [w]

denn
|z +wl” = ||z + wl® = |2 + [[wl|* + 2(z, w)
2 2
< l2l” + llwll® + 2zl lwll = (2l + [lwl)?* = (2] + Jw])® .
(5) Komplexe Konjugation ist mit dem Absolutbetrag vertriglich, denn

2l = VEz = Vaz = 4| .
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Wir wollen uns Addition und Multiplikation in C jetzt mit Hilfer der zwei-
dimensionalen Euklidischen Geometrie veranschaulichen. Dazu machen wir ei-
nige Anleihen aus der Schulmathematik und identifizieren C mit dem Vektor-
raum R2.

Die Addition in C entspricht der Vektoraddition in R?. Die komplexe Kon-
jugation ist eine Spiegelung an der reellen Achse (also an der x-Achse).

Wir schreiben einen Vektor z € C\ {0} als

z
z:|z]'m.

Dann misst |z| = ||z|| die Lénge von z. Multiplikation mit |z| € R C C entspricht
offenbar der Streckung im R? mit dem Faktor |z|, denn

|z - (a + bi) = (|z] + 0¢)(a + bi) =

zla+ || bi .

Der Vektor é hat Lénge 1 und beschreibt die Richtung von z. Wir nehmen
jetzt an, dass bereits |z| = 1 gilt. Es sei ¢ der Winkel zwischen der positiven re-
ellen Achse R> C C (“z-Achse”) und z (entgegen dem Uhrzeigersinn gemessen),

so dass
z=-cosp+ising.
Fiir einen beliebigen Vektor w = ¢ + di folgt

z-w = (ccosyp —dsiny) + (csingp + dcosp) i .

Sei auf der anderen Seite R, die Drehung um den Winkel ¢ gegen den
Uhrzeigersinn mit Zentrum 0. Aus der Schulzeit wissen wir, dass diese Drehung
R-linear ist. Fiir ¢, d € R gilt also

Ry(c+di) = cRy(1) + d Ry(4)
=c(cosgp+ising)+d(—sinp+icosp)=z-w,

Also beschreibt die komplexe Multiplikation mit einer komplexen Zahl z =
cos ¢ + 1 sin ¢ vom Betrag 1 genau eine Drehung um .

Sei jetzt z € C, z # 0, und sei 0 < ¢ < 27 der Winkel zwischen z und der
positiven reellen Achse, so dass

z=|z| - (cosp +1isinyp) .

Der Winkel ¢ heifit auch das Argument von z, geschrieben ¢ = arg(z), und
die obige Schreibweise heifit auch die Polardarstellung von z. Dann entspricht
Multiplikation mit z einer Drehung um den Winkel ¢ mit Zentrum 0 und einer
anschlieBenden Streckung um den Faktor |z|.

1.64. Bemerkung (Geometrische Interpretation der komplexen Multiplika-
tion). Es seien z, w € C\ {0} Zahlen mit Betrdgen r = |z|, s = |w| und
Argumenten ¢ = argz und ¢ = argw. Nach unser Voriiberlegung wird der
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Vektor w durch Multiplikation mit z um r gestreckt und um ¢ gedreht, so dass
schlief8lich
2w =7rs = [z||w] ,  arg(zw) = ¢ + 1 = arg(z) + arg(w)
und zw = rs(cos(p + 1) +isin(p + ) .

Fiir r = s = 1 folgen aus der Rechnung

cos(¢ + ) +isin(p + ) = (cosp + isinp) - (cosh + isin )
= (cos p cos ) — sin psin ) + i(cos @ sin 1) + sin p cos )

die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus:

cos(p + 1) = cos @ cosp — sin psin g
und sin(p + 1) = cos psiny + sinp cos .

Man beachte aber, dass wir uns in dieser ganzen Bemerkung voll und ganz auf
unsere Anschauung und unsere Schulkenntnisse in ebener Geometrie verlassen
haben. Das reicht nicht als Grundlage fiir einen strikten Beweis, daher werden
wir nach diesem Abschnitt nicht mehr auf diese Uberlegungen zuriickgreifen.
Nichtsdestotrotz wollen wir aber aus den obigen Formeln in den Ubungen noch
einige interessante Folgerungen ziehen.

1.65. Bemerkung. Die Isometrien der Ebene werden erzeugt von

(1) Verschiebungen w +— a + w mit a € C,
(2) Drehungen um den Ursprung, w +— zw, wobei z € C mit |z| = 1, und
(3) der Spiegelung an der z-Achse, w — w.

Insgesamt konnen wir also jede Isometrie F': R? — R? mit Hilfe komplexer
Zahlen schreiben als

F(w)=a+ zw oder Flw)=a+ zw,

wobei a und z € C mit |z] = 1 durch F' eindeutig festgelegt sind.

Es fallt auf, dass der oben benutzte Winkelbegriff nicht ganz mit dem aus
dem letzten Abschnitt iibereinstimmt. Hier betrachten wir Drehungen gegen den
Uhrzeigersinn um beliebige Winkel, wobei der Winkel ¢ und der Winkel p+27n
fiir alle n € Z die gleiche Drehung beschreiben. Alle Winkel im Intervall

(-mml={zeR|-nr<z<7}
stehen fiir verschiedene Drehungen, insbesondere entsprechen Winkel ¢ €

(=m,0) Drehungen im Uhrzeigersinn um |¢|.

In Definition hingegen haben wir nur ,ungerichtete Winkel im
Intervall [0, 7] betrachtet. Besser ging es nicht, da die Winkel ¢ und —¢ den
gleichen Cosinus haben, und die Funktion Arcus Cosinus sich nach unser Defi-
nition fiir Winkel in [0, 7] entscheidet.



28 1. ZAHLEN

1.6. Geometrie des Raumes und Quaternionen

Wir geben einen kurzen Abriss der Euklidischen Geometrie des Raumes,
inbesondere fithren wir das Kreuzprodukt ein. In Analogie zu den komplexen
Zahlen definieren wir die Quaternionen, bei denen sowohl Kreuz- als auch Ska-
larprodukt auf dem R? eine wichtige Rolle spielen. Die wichtigsten Eigenschaf-
ten der Quaternionen lernen wir spéter kennen.

1.66. Definition. Das Kreuzprodukt ( Vektorprodukt) auf dem R3 ist eine Ab-
bildung x: R? x R? — R? mit

(Ula ug, US) X (11171)27713) = (U2U3 — U3V2, U3Vl — UIV3, U1V2 — u2v1) .

Beachten Sie, dass das Symbol “x” sowohl das kartesiche Produkt von
Mengen (R® x R3) als auch das Kreuzprodukt von Vektoren bezeichnet.
Missverstandnisse wird es deswegen voraussichtlich nicht geben.

1.67. Bemerkung. Fiir alle u, v, w € R und alle a, b € R gilt
(1) (au+bv) x w=a(u X w) + b(v X w) ,
(2) UXV=—VXU.

All dies folgt unmittelbar aus Definition Man sagt, das Kreuzprodukt ist
linear im ersten Argument und antisymmetrisch .

Wegen und ist das Kreuzprodukt auch im zweiten Argument linear,
denn

(1) ux (av+bw) = —(av + bw) x u

= —a(vxu) —blw x u) =alu xv)+bluxw) .
1.68. Satz. Fiir alle u, v, w, t € R3 gilt

1) (uxv,w) = (vxw,u) =(w X u,vy,
2)
3)
4)

( {
( (uxv)xw—(u w) v — (v,w) - u=wx (vxXu),

( =(uxv)xw+ (vxXw)xXu+(wxu) xXv,
( (u

yw)(v,t) = (u, t)(v, w)

<u><vw><t>

Die Gleichung heilt auch Graffmann-Identitit, und heiflt Jacobi-
Identitit. Den Ausdruck (u X v,w) in (1)) nennt man auch das Spatprodukt der
Vektoren u, v, w.

BEWEIS. Zu berechnen wir
(u X v, W) = UV3W] — UIVW] + UV W2 — UIV3W2 + U VW3 — UV W3 ,

und dieser Ausdruck ist invariant unter zyklischer Vertauschung von u, v und w.
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Die GraBmann-Identitéat iiberpriifen wir nur in der ersten Komponente
der ersten Gleichung:

((uxv) xw), = (uxv)y ws—(uxv)3- w
= U3V W3 — UL U3 WZ UL V2 W2+ UL U W2
= (u1 - wi + ug - wy + ugz - w3) - vy
— (v1 - w1 + vy - wa 4 v3 - ws) Uy
= (u,w) - vy — (v,w) - uq ;

die zweite und dritte Komponente ergeben sich, indem man oben die Indizes 1,
2 und 3 zyklisch vertauscht. Die zweite Gleichung folgt aus der ersten mit
Antisymmetrie.

Die Jacobi-Identitét folgt, indem man u, v und w in zyklisch per-
mutiert und dann alle drei Gleichungen addiert.

Behauptung folgt aus und durch folgende Rechnung:

(uxv,wxt)y = ((wxt)xu,v)
= <<w,u> t— (t,u) -w,v> = (u, w)(v,t) — (u, t){v,w) . O

1.69. Bemerkung. Wir geben eine geometrische Interpretation.
(1) Satz und Bemerkung implizieren, dass

o x oll = /Dl ol — (u, v)?
= Il o] (1 = cos? £(u, ) = [Ju] o] sin £(s, v)

da sin? 4 cos? = 1 und sing > 0 fiir alle ¢ € [0,7]. Also ist ||u x v||
gerade der Fliacheninhalt des von u und v aufgespannten Parallelo-

gramms. Aus Bemerkung und Satz folgt
(uxv,u) =(uxu,v)=0 und (uxv,v)y=(vxv,u)y=0.

Also steht u x v senkrecht auf der Fliche dieses Parallelogramms. Da-
mit haben wir eine geometrische Beschreibung des Kreuzproduktes bis
auf das Vorzeichen. Das Vorzeichen ergibt sich durch die Wahl einer
Orientierung, wie wir spiter in Beispiel lernen werden.

(2) Das Spatprodukt kénnen wir nun als Volumen des Parallelotops mit
den Kanten u, v und w interpretieren. Da u X v senkrecht auf der
Grundfléche steht, wird die Hohe dieses Parallelotops gerade gegeben
durch

[(u xv,w)]  [(uxv,w)

[[w][ |cos £(u x v, w)| = [lw]] =
[ x ol flw]] - lux ol

Als Produkt aus Grundfliche ||u X v|| und Hohe erhalten wir das Vo-
lumen also als Absolutbetrag |(u x v, w)| des Spatproduktes. Das Vor-
zeichen des Spatproduktes ist wiederum eine Frage der Orientierung.
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Wir erinnern uns an unsere Definition der komplexen Zahlen. Dort
wurde eine Multiplikation auf R x R erkldrt durch
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be) .

Wir fithren jetzt die etwas kompliziertere Quaternionen-Multiplikation ein. Die
Quaternionen wurden von Hamilton entdeckt, daher der Buchstabe H.

1.70. Definition. Die Quaternionen sind definiert als H = R x R3, mit
(a,u) + (b,v) = (a+b,u+v),
(a,u) - (b,v) = (a-b—(u,v),a-v+b-u+ux0v)

und (a,u) = (a, —u)

fiir alle @, b € R und alle u, v € R3. Wir identifizieren a € R mit (a,0) € H
und v € R? mit (0,u) € H, und definieren Real- und Imaginirteil von (a,u)
durch

Re(a,u) = = ((a,u) + (a,u)) =a €R

und Im(a,u) = = ((a,u) — (a,u)) =u e R?.

N — N~

1.71. Satz. In H gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz fiir die Addition.
Die Multiplikation ist assoziativ aber nicht kommutativ. Es gelten Distributiv-
gesetze

fiir alle p, q, v € H. Neutrale Elemente sind Oy = (0,0) fir die Addition
und 1y = (1,0) fir die Multiplikation. Jedes Element (a,wu) besitzt ein additives
Inverses

(2) —(a,u) = (=a, —u)

und, falls (a,w) # Og, ein multipliktives Inverses

a,u)"t = a4 — Y .

) i = (o )
Fiir ein Quaternion (a,u) gilt

(4) (G’?u) : (b, U) = (b,'l}) : (a7u)

fiir alle (b,v) € H genau dann, wenn (a,u) € R, das heifit, wenn u = 0.
Fir die Quaternionen-Konjugation gilt
(5) (a7u) + (b,’U) = (avu) + (b’v) ’ *(avu) = *(avu) )

(6) (av u) ’ (bv U) = (b7v) ’ (a7u> ) (a>u)_1 = (avu)_l
und es gilt
(7) (a,u) - (a,u) = @ + [[u® = (a,u) - (a,u) .

Man beachte, dass wir in (1) zwei Distributivgesetze brauchen, da die Mul-
tiplikation in H nicht kommutativ ist.
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BEWEIS. Die Rechenregeln fiir die Addition sind leicht zu iiberpriifen. Die
Distributivgesetze folgen aus den Bemerkungen und (1), zum
Beispiel gilt

(a,u) - ((b,v) + (c,w))
= (a,u) - (b+c,v+w)
= (a(b+¢) — (u,v +w),a(v+w) + (b+c)u+ux (v+w))
= (ab — (u,v),av + bu+u x v) + (ac — (u, w), aw + cu + u X w)
= (a,u) x (b,v) + (a,u) X (c,w) .

Das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation folgt aus Satz und und
bleibt Ubung. Auflerdem iiberpriift man leicht, dass

(aau) + (070) = (a>u) = (aau) : (170) = (LO) : (a7u) .
Auch die Formel fiir das additive Inverse ist klar.

Es gelte . Aus der Symmetrie des Skalarproduktes und der Antisymmetrie
des Kreuzproduktes folgt

0= (a,u) - (b,v) — (b,v) - (a,u)
= (0,uxv—ovxu)=(0,2uxv).

Nach Bemerkung folgt: wenn (4) fiir alle (b, v) gilt, dann hat fiir jeden
Vektor v € R? das von u, v aufgespannte Parallelogramm den Flicheninhalt 0.
Aber dann muss bereits u = 0, also (a,u) € R gelten.

Es gilt
(a,u) - (a,u) = (a,—u) - (a,u)
= (a® + (u,u),au — au —u x u) = a* + |ul* €R,

und es folgt die erste Gleichung in . Die zweite erhalten wir, indem wir
durch —u ersetzen. Aus folgt , denn

a U 1
,— (a,u) = —— (a,u) - (a,u) =1.
<a2+uu||2 a2+uuu2) @) = @ @)

Gleichung ist wiederum klar, und @ folgt aus der Antisymmetrie des
Kreuzproduktes, denn
(a’7 u) : (b7 U) = (
= (ab— (~v, —u), b(—u) + a(=v) + (—v) x (~u))

ab — (u,v), —av — bu — u X v)

O

1.72. Definition. Wir definieren den Absolutbetrag eines Quaternions ¢ € H
als die reelle Zahl
gl = Vaq -
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Wegen Satz ist das moglich, und fiir ¢ = (a, u1, uz, ug) € H gilt
|2

2 2 2 2
lg|” = a* + ui +u5 +uj ,

also stimmt |g| wiederum mit der Euklidischen Norm ||¢|| auf R* iiberein.
1.73. Bemerkung. So, wie wir den komplexen Zahlen (1,0) und (0,1) die

Namen 1 und ¢ gegeben haben, wollen wir hier die folgenden Bezeichnungen
einfiihren:

1=(1,0), i=1(0,e1), Jj=1(0,e2) und k= (0,e3) .
Wir erhalten die Multiplikationstabelle
i gk
i -1 k —j
j -k -1 i
k i —i —1.

Zusammen mit den Distributivgesetzen und Satz konnen wir jetzt alle
Quaternionen miteinander multiplizieren.

So wie die komplexen Zahlen die Geometrie der Ebene beschreiben, be-
schreiben die imagindren Quaternionen die Geometrie des dreidimensionalen
Raumes. Wir sehen, dass sowohl das Standard-Skalarprodukt als auch das
Kreuzprodukt in der Definition auftauchen, und in der Tat erhalten wir die-
se zuriick als

(u,v) = Re((0,u) - (0,v)) und uxv=Im((0,u)-(0,v)) .
Jetzt wollen wir Isometrien des R? mit Hilfe von Quaternionen beschreiben.

1.74. Satz. Es sei ¢ = (cosp,vsing) € H, wobei v € R3 mit |jv|| = 1
und ¢ € R. Fiir ein imagindres w € R? ist qwq wieder imagindr. Die Ab-
bildung Fy: R3 — R3 mit w — quwq beschreibt eine Drehung um die Achse
durch 0 in Richtung v um den Winkel 2¢.

BEWEIS. Ein Quaternion w ist imaginér genau dann, wenn w = —w gilt.
Wenn w imaginér ist, ist auch qwq imaginér, denn

quq = qwq = —qug .
Die Abbildung Fj, ist R-linear wegen Satz und ([4). Das gleiche gilt

fiir die Drehung R, 2, um die Achse durch 0 in Richtung v um den Winkel 2¢.
Wir zerlegen w € R? wie im Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung als

w = (v,w)v + (w — (v,w)v) ,

so dass der zweite Vektor wegen ||v|| = 1 senkrecht auf v steht. Wegen Linearitit
reicht es, Fyv = Ry2,v und Fyw = R, s,w fiir alle Vektoren w mit |w| = 1
und (v, w) = 0 zu zeigen.
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Betrachte zunéchst v. Wegen (v,v) =1 und v x v = 0 gilt in diesem Fall
quwq = (cos p,vsinp) - (0,v) - (cos p, —vsin )
= (—sinp,vcosp) - (cos p, —vsin p)
= (—cosapsingp+cos<psincp,vsin2<p+v0082 ¢) =(0,v),

da cos? ¢ + sin? ¢ = 1. Auch die Drehung R, 2, hilt v fest, es gilt also Fyv =
v = Ry 2,v.

Es gelte jetzt (v,w) = 0 und ||lw|| = 1. Wegen (v X w,v) = 0 und der
Grafimann-Identitét gilt in diesem Fall

quq = (cosp,vsinp) - (0,w) - (cos v, —vsin )
= (0,wcos g + v x wsingp) - (cos p, —vsin p)
(O wcos? @ 4+ v X wcos psing —w X veos psing — (v X w) xvsinch)

0, w(cos® p —sin® ) + v x w - 2cos psing) .

Cosinus und Sinus des doppelten Winkels berechnen sich als
cos(2¢) = cos® p — sin? ¢ und sin(2¢) = 2cospsing .

Wenn wir ||w|| annehmen, dann folgt aus Bemerkung dass die Vektoren v,
w und v X w aufeinander sekrecht stehen, und dass auch

o x wll = [lol] x wl] x sin £(v,w) = 1.

Insbesondere bilden w und v x w eine Orthonormalbasis der zu v senkrechten
Ebene. Die Drehung R, 2, bildet den Vektor w also ab auf

Ry pow = cos(2¢) w +sin(2p) v x w = Fyw . O
1.75. Bemerkung. Die Isometrien des Raumes werden erzeugt von
(1) Verschiebungen w + u + w mit u € R3,

(2) Drehungen um die Achse durch den Ursprung in Richung v mit Win-
kel ¢, also w — Fyw, wobei jetzt

— cos ? in 2
q—0082+vsm2,

(3) Die Punktspiegelung w — —w.

In Analogie zu Bemerkung koénnen wir also jede Isometrie schreiben als
F(w) =u+ qwq oder F(w) =u+ quq .

Dabei sind v € ImH und ¢ € H mit |¢| = 1 durch F fast eindeutig festgelegt —
man kann nur noch ¢ durch —q ersetzen. Dieses Phdnomen nennt man ,,Spin“.
Es hat sowohl in der Mathematik als auch in der Physik eine Bedeutung.

Die obige Darstellung hat zwei interessante Eigenschaften.



34 1. ZAHLEN

e Sei G(w) = v + rwr eine weitere Isometrie, dann hat auch die Verket-
tung F o G die gleiche Form:

(F o G)(w) = u+q(v+ruwr)q = (u+ qug) + qrwr
e Anhand der obigen Formel kann man ¢ leicht bestimmen, wenn man

Drehachse und -winkel kennt. Umgekehrt man Drehachse und -winkel
ablesen, wenn ¢ bekannt ist.

Aufgrund dieser beiden Vorteile werden Quaternionen in der Praxis eingesetzt,
zum Beispiel in der Robotersteuerung und in der dreidimensionalen Bildverar-
beitung.

1.76. Bemerkung. Analog zu den Bemerkungen und kénnen wir
auch alle Isometrien des R* beschreiben durch

F(w) =v+ pwq oder F(w) =v+ pwq .

Hierbei ist w € R* = H, und die Quaternionen v, p, ¢ € H mit [p| = |¢| = 1
sind durch F fast eindeutig festgelegt — man darf nur das Paar (p, ¢) durch das
Paar (—p, —q) ersetzen. Es gibt also auch hier einen ,,Spin“. Der Zusammenhang
zwischen dem Paar (z,w) und der Gestalt der Isometrie ist nicht so einfach zu
erkldren wie in Bemerkung

Fiir R mit n > 5 gibt es leider keine so schénen Beschreibungen der Isome-
trien mehr. Wir werden im zweiten Semester sehen, wie man Isometrien generell
durch Matrizen darstellen kann.



KAPITEL 2

Vektorraume und Moduln

In diesem Kapitel lernen wir mit Vektoren zu rechnen, indem wir Koordi-
naten angeben und lineare Abbildungen als Matrizen schreiben. Einem Vektor
in Koordinaten entspricht ein Element in einem freien Modul, und einer Ma-
trix entspricht eine lineare Abbildung zwischen freien Moduln. Anschlieend
iiberlegen wir uns, warum und wie Matrixrechnung funktioniert.

Fiir das Rechnen mit Matrizen reicht uns zunéchst einmal ein Ring, obwohl
wir spéter meistens einen Koérper, zum Beispiel R, zugrunde legen werden. Die
etwas groflere Allgemeinheit verursacht keinen zusétzlichen Aufwand; auflerdem
miissen wir spater gelegentlich mit Matrizen iiber Ringen arbeiten. Die zahlrei-
chen Vorteile, die die Arbeit iiber Kérpern (auch Schiefkérpern) mit sich bringt,
lernen wir dann im néchsten Kapitel kennen.

Als erstes fithren wir ein paar algebraische Grundbegriffe ein: Vektoren sind
Elemente von Vektorrdumen iiber Kérpern oder Schiefkdrpern. Etwas allge-
meiner ist der Begriff eines Moduls iiber einem Ring. Und sowohl Ringen als
auch Moduln liegen abelsche Gruppen zugrunde, mit denen wir daher begin-
nen werden. Nachdem wir Moduln eingefiihrt haben, betrachten wir spezielle
»strukturerhaltende“ Abbildungen. Zum Schluss konstruieren wir neue Moduln
aus gegebenen und {iberlegen uns ihre Eigenschaften.

2.1. Gruppen, Ringe, Korper

Wir definieren eine Reihe wichtiger algebraischer Strukturen. Unser Haupt-
ziel sind Korper. Aber auch Gruppen und Ringe werden uns noch haufiger
begegnen.

2.1. Definition. Eine Gruppe (G,x) ist eine Menge G mit einer Ver-
kniipfung *: G x G — G, fiir die ein neutrales Element e € G und fiir alle g € G
ein inverses Element g~ € G existiert, so dass fiir alle g, h und k die folgenden
Gruppenaxiome gelten:

(G1) gx(hxk)=(gxh)*k (Assoziativgesetz),

(G2) exg=yg (linksneutrales Element),

(G3) g lxg=ce (linksinverse Elemente).

Eine Gruppe heifit kommutativ oder abelsch, wenn auflerdem fiir alle g, h € G
gilt

(G4) gxh=hxg (Kommutativgesetz).

35
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2.2. Beispiel. Wir kennen schon Beispiele von abelschen Gruppen.

(1) Die ganzen Zahlen Z bilden eine abelsche Gruppe (Z, +), genannt die
unendliche zyklische Gruppe, siche auch Satz

(2) Sei k = Q, R, C oder H. Dann ist (k,+) eine abelsche Gruppe, die
sogenannte additive Gruppe von k, siehe dazu die Séitze

und sowie Punkt am Anfang von Abschnitt
(3) Die natiirlichen Zahlen N bilden keine Gruppe, denn es fehlen die in-

versen Elemente, siche Ubung 3(b) von Blatt 2.

Die Gruppenaxiome sind bewusst sparsam formuliert. Dadurch hat man
relativ wenig zu tun, um nachzuweisen, dass eine bestimmte Verkniipfung auf
einer Menge eine Gruppe definiert. Beim Rechnen in Gruppen hilft die folgende
Definition.

2.3. Proposition. Sei (G, x) eine Gruppe, dann sind das neutrale Element e
und das Inverse g~' zu jedem g € G eindeutig bestimmt. Auflerdem gilt fiir
alle g € G, dass

(G2’) gxe=g,
(G3) gxg =e.

Insbesondere muss man das neutrale Element und die Abbildung, die einem
Gruppenelement sein Inverses zuordnet, in der Notation ,,(G, *)“ nicht mit an-
geben, da beide eindeutig festgelegt sind. Das spart etwas Schreibarbeit. Und
wir diirfen tatsichlich von neutralen und inversen Elementen reden, nicht von
linksneutralen und linksinversen Elementen.

BEwEIS. Wir leiten aus den Gruppenaxiomen der Reihe nach einige inter-
essante Rechenregeln ab. Fiir alle g, h, k € G gilt

(1) Linkskiirzungsregel: aus g « h = g x k folgt h = k, denn
h=exh= (g xg)xh=g 'x(gxh)
:gil*(‘g*k):(gil*g)*kze*k:k.

(2) Die Aussage (G2') folgt aus der Linkskiirzungsregel und

g lx(gxe)=(gtxg)xe=exe=e=g lxg.

(3) Eindeutigkeit des neutralen Elements: Es gelte fx*g = g fiir alle g € G,
dann folgt insbesondere

f=fxe=e.
Umgekehrt gelte g * f = g fiir alle g € G, dann folgt ebenfalls
f=exf=e.

(4) Aussage (G3’) folgt aus der Linkskiirzungsregel und

1 1 -1

gl x(gxg ) =(g"xg)xg l=exgl=gl=g"xe.
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(5) Rechtskiirzungsregel: aus h * g = k x g folgt h = k, denn
h=hxe=hx(gxg )= (hxg)xg "

:(k*g)*g_l:k*(g*g_l):k*e:k'

I wegen der

(6) Eindeutigkeit des Inversen: aus g x h = e folgt h = g~
Linkskiirzungsregel und

gxh=e=gxg ',

1

umgekehrt folgt k = g7 aus k * g = e wegen der Rechtskiirzungsre-

gelund
kxg=e=g 'xg. 0

2.4. Bemerkung. Wir erinnern uns an die Verkettung ,,0o von Abbildungen
aus Definition an die Identitét idys aus Beispiel und an die Um-
kehrabbildungen aus Satz

(1) Es seien K, L, M, N Mengen und F: M — N, G: L — M
und H: K — L Abbildungen,

K-, %y N,

Dann gilt F o (Go H) = (F oG)o H, denn fiir alle k € K ist
(Fo(Go H))(k) = F((Go H)(k)) = F(G(H(F)))
=(FoG)(H(k)=(FoG)oH)().
(2) Fir F': M — N wie oben gilt idy oF = F, denn fiir alle m € M gilt
(idy o F)(m) = idy (F(m)) = F(m)

(3) Es sei F' bijektiv. Dann existiert eine Umkehrabbildung S nach
Satz und es gilt

SoF =idy .

Diese Beziehungen sehen fast so aus wie die Gruppenaxiome f. Man
sollte aber beachten, dass die Abbildungen F', G, H, idys, idy und S im Allge-
meinen von verschiedenen Typen sind. Das heifit, wenn die Mengen K, L, M, N
paarweise verschieden sind, gehoren keine zwei dieser Abbildungen zur gleichen
Grundmenge, etwa F' € Abb(M, N), idy; € Abb(M, M), und so weiter.

2.5. Beispiel. Es sei M eine Menge. Wir definieren die Menge der Automor-
phismen von M als

Aut(M) = { F: M — M | F ist bijektiv } .
Dann bildet (Aut(M), o) eine Gruppe. Dazu iiberlegen wir uns

(1) Seien F' und G bijektiv, dann ist F' o G bijektiv nach Satz @).
Also ist die Verkniipfung ,,0¢ auf Aut(M) wohldefiniert.

(2) Es gilt das Assoziativgesetz nach Bemerkung [@.

(3) Die Identitét idy aus Beispiel ist bijektiv. Nach Bemer-
kung ist idy; das neutrale Element in (Aut(M), o).
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(4) Das Inverse zu F' € Aut(M) ist die Umkehrabbildung G aus Satz
Aus Satz und folgt, dass G wieder bijektiv ist, und das
Axiom ((G3)) ist gerade Punkt in Bemerkung

Spéter werden wir hédufiger Gruppen begegnen, die aus speziellen bijektiven
Abbildungen F' einer Menge M in sich bestehen.

2.6. Definition. Ein Ring (R, +, -) ist eine Menge R mit zwei Verkniipfun-
gen +, - : Rx R — R, so dass (R, +) eine abelsche Gruppe bildet, und so dass
fiir alle 7, s, t € R die folgenden Ringaxiome gelten:

(R1) (r-s)-t=r-(s-t) (Assoziativgesetz),

re(s+t)=r-s+r-t
(R2) (Distributivgesetze).
(r+s)-t=r-t+s-t

Ein Ring heifit unitdr oder Ring mit Fins, wenn es ein neutrales Element 1p
gibt, so dass fiir alle r € R gilt:
(R3) lg-r=r-lg=r (multiplikatives neutrales Element).

FEin Ring heifit kommutativ, wenn fiir alle r, s € R gilt:

(R4) r-s=s-r (Kommutativgesetz).

Man beachte, dass die Axiome (R3) und (R4]) unabhingig voneinander
erfiillt sein kénnen. Wir werden in dieser Vorlesung fast nur Ringe mit Eins
betrachten.

In allgemeinen Ringen haben wir kein Kommutativgesetz und auch keine
Links- oder Rechtskiirzungsregeln fiir die Multiplikation, da uns die multipli-
kativen Inversen fehlen. Aus diesem Grund brauchen wir beide Gleichungen

in und .

Die Gruppe (R,+) heifit die additive Gruppe des Rings (R,~+, ). Ihr
neutrales Element wird mit 0 oder Or bezeichnet, und das additive Inverse
von r € R wird —r geschrieben. Die Bezeichnung ! ist fiir multiplikative In-
verse reserviert (wenn sie existieren). Das Symbol fiir die Multiplikation wird
héufig weggelassen, somit steht rs kurz fiir r - s.

2.7. Beispiel. Wir kennen bereits einige Ringe.

(1) Die ganzen Zahlen (Z,+, -) bilden einen kommutative Ring mit Eins,
siehe Satz

(2) Sei k = Q, R, C oder H. Dann ist (k,+, -) ein Ring mit Eins; siche
dazu die Sétze [1.50} [1.56| und [1.71} sowie Punkt am Anfang von
Abschnitt Bis auf H sind diese Ringe auch kommutativ.

(3) Auf den natiirlichen Zahlen N sind zwar Addition und Multiplikati-
on erklart, und f gelten. Aber da (N, +) keine Gruppe ist,
ist (N, +, -) kein Ring, siehe Beispiel @).

Auch aus den Ringaxiomen lassen sich Folgerungen ziehen.
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2.8. Proposition. Es sei (R,+, -) ein Ring. Dann gilt fir alle r, s € R, dass
(1) Op-r=r-0r=0g,
(2) r-(=s)=(-r)-s=-r-s.

In einem Ring mit Eins ist die Fins eindeutig, und es gilt entweder Op # 1g,
oder aber R = {Or}.

Aufgrund der letzten Aussage wird bei einem Ring mit Eins manchmal
zusétzlich Op # 1R gefordert.

BEWEIS. Aus dem Distributivgesetz (R2|) folgt
Op-7r= (OR+0R)'TZOR-T+OR-T,

also Og = Or -7 nach der Kiirzungsregel fiir die Addition. Genauso folgt -0 =
Og.

Aussage folgt aus
Or=7r-0p=7r-(s+(=s)=r-s+r-(-s),
genauso erhilt man die zweite Gleichung.
Die Eindeutigkeit der Eins folgt wie in Proposition [2.3

Wenn in einem Ring mit Eins O = 1p gilt, folgt aus (R3)) und fiir
alle r € R, dass
r=1g-7=0g-r=0pg . U

Der Ring R = {0} heifit auch Nullring oder ,trivialer Ring*.

2.9. Beispiel. Sein € N, n > 1. Wir definieren eine Relation ,,= mod n* auf Z
durch

a=b modn S es gibt kK € Z mit a — b =kn ,

lies: ,,a ist kongruent zu b modulo n.

Wir wollen zeigen, dass es sich um eine Aquivalenzrelation handelt. Die
Relation is reflexiv , denn a —a = 0-n fir alle a € Z. Flir a, b € Z
gelte a — b = kn mit k € Z, dann folgt b — a = (—k) - n, also ist die Relation
symmetrisch . Schliefllich ist sie auch transitiv , denn gelte a —b = kn
und b — ¢ = ¢n fiir a, b, ¢, k, £ € Z, dann folgt a —c= ({+ k) - n.

Die Aquivalenzklasse von a € Z heifit Restklasse von a und hat die Form
la={a+k-n|keZ}={..,a—naa+n,...}.

Der Quotient heifit Menge der Restklassen modulo n und wird mit Z/n
oder Z/nZ bezeichnet. Indem wir a € Z mit Rest durch n dividieren, erhalten
wir b, k € Z mit 0 < b < n, so dass a = kn + b. Es folgt

Z/n={[0],...,[n—1]},

insbesondere hat Z/n die Méchtigkeit n.
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Analog zu Abschnitt[I.3] wollen wir zeigen, dass Addition und Multiplikation
in Z auf dem Quotienten Z/n wohldefinierte Rechenoperationen definieren. Es
sei etwa a — b = kn und ¢ — d = ¢n, dann folgt

(a+c)—(b+d)=(k+Y1) - n,
(@-¢c)=(b-d)y=(a—b)-c+b-(c—d)=(kc+bl)-n
und (—a) = (=b)=(-k)-n.
Somit erhalten wir Verkniipfungen +, -: (Z/nZ) x (Z/nZ) — 7Z/nZ so-
wie — - : Z/nZ — 7Z/nZ mit
o]+l =[a+d, [a-[d=[a-¢f und  —[a]=][-d].

Schliefllich wollen wir die Axiome (G1))—(G4) und (R1)—(R4]) iiberpriifen,

um zu zeigen, dass (Z/nZ,+, -) ein kommutativer Ring mit Eins ist. Dazu
setzen mit Oz/,z = [0] und 1z/,7 = [1]. Jetzt folgt jedes einzelne der obigen
Axiome aus der entsprechenden Rechenregel fiir (Z, +, -), zum Beispiel

a+bl+[c]=[(a+b)+ ]
=la+ (b+c)]=[a] +[b+c]=a] + ([b] + [d]),
b+ =la-(b+0)]

und 1] -[a] =

Somit ist (Z/nZ,+, -) ein kommutativer Ring mit Eins. Seine additive Grup-
pe (Z/nZ,+) heifit auch die zyklische Gruppe der Ordnung n.

2.10. Definition. Ein Schiefkorper (K,+, -) ist ein Ring mit Eins 1x und ad-
ditivem neutralem Element Og, in dem fiir alle £ € K\ {Ox} ein multiplikatives
Inverses k! existiert, so dass fiir alle k € K\ {0} die folgenden Kérperaxiome
gelten:

(K1) ElokE =1k (multiplikatives linksinverses Element),
(K2) 1K 75 OK (Nichttrivialitdt).

Ein Schiefkorper heifit Kdrper, wenn der zugrundeliegende Ring kommutativ
ist.

2.11. Beispiel. Wir kennen bereits einige Korper und Schiefkorper.

(1) Es sei k = Q, R oder C, dann ist (k,+, -) ein Korper, siche dazu
die Sétze sowie Punkt am Anfang von Abschnitt
Insbesondere sind @, R und C auch Schiefkorper.

(2) Die Quaternionen bilden einen “echten”, also nichtkommutativen
Schiefkorper, siehe Satz

(3) Die natiirlichen Zahlen (N, +, -) sind kein (Schief-) Kérper, da sie noch
nicht einmal einen Ring bilden. Die ganzen Zahlen (Z, +, - ) sind zwar
ein kommutativer Ring mit Eins, aber kein (Schief-) Kérper, da mul-
tiplikative Inverse fehlen.
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Die Korperaxiome Werden in der Literatur oft unterschiedlich formuliert.

Manchmal fasst man . , , und . oder kleine Va-

riationen davon) zu Ax1omen (K1) (KlO) zusammen. Es folgt eine weitere
Moglichkeit.

2.12. Proposition. Fine Menge K mit Verknipfungen +, - : K x K — K und
Elementen O, 1 € K bildet genau dann einen Schiefkorper (K, +, - ), wenn

(1) (K,+) eine Gruppe bildet,
(2) (K\{OK} -) eine Gruppe bildet, und
(3) die Distributivgesetze (R2|) gelten.

Falls die Gruppe (K \ {0k}, -) abelsch ist, ist (K,+, -) ein Korper.

BEWEIS. = Sei (K, +, -) ein Korper, dann ist (K, +) nach den Definitio-
nen 2.6 ﬁ und 2 m eine abelsche Gruppe Auch die Distributivgesetze (R2]) haben
wir vorausgesetzt, somit gelten ((1)) und .

Zu betrachte a, b # 0. Es gilt a~! # 0, denn ansonsten wiire

-1

lg=a " -a=0g

nach Proposition , im Widerspruch zu (K2)). Es gilt auch a-b # 0, denn

sonst ware

b=(a"'-a)-b=at (a-b) =0g
nach Proposition [2.§ n . Somit definiert die Multiplikation eine Verkniipfung
auf der Menge K \ {Of }, und auch 1 und die Inversen a ! liegen in K \ {0k }.
Die Gruppenaxiome fiir (K \ {0k}, -) folgen jetzt aus (RI)), @ und (KI)).

<—: Wenn (/1)) . erfiillt sind, gelten zunéchst einmal . und .
wegen () und (3).

Es gilt a + b = b+ a sicher, falls a =0 oder b =0 (wegen (G2) und ( @
oder falls a + b = 0 (wegen (G3) und (G3’)). Ansonsten folgt aus dem Axi-
om (G2) fiir (K \ {Ox}, -) und den Distributivgesetzen, dass

ata+b+b=(1+1)-a+(1+1)-b=(1+1)-(a+Db)
=1-(a+b)+1-(a+b)=a+b+a+b.

Die Kiirzungsregeln und aus dem Beweis von Proposition lie-
fern (G4)).

Das Assoziativgesetz folgt aus fiir die Gruppe (K \ {0k}, -),
falls r, s, t € K \ {Ox}. Falls mindestens eines der drei Elemente O ist, sind
rechte und linke Seite von auch 0 wegen Proposition — dabei be-
nutzen wir, dass wir im Beweis von Proposition das Assoziativgesetz noch
nicht benutzt haben. Genauso folgt aus (G2)) und aus in Propositi-
on falls r # Ok, und aus Proposition (1)), falls r = 0.

Das Axiom (K1) ist gerade (G1)) fir (K \ {0k}, -), und (K2|) folgt, da 1x €
K\ {Ok}. Also ist (K, +, -) ein Korper. O
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Wir schreiben K* = K\ {0Ox} und nennen (K*, -) die multiplikative Grup-
pe von K. Manche Autoren schreiben auch K*; wir wollen uns das Sternchen
aber fiir andere Zwecke aufsparen.

2.13. Bemerkung. In jedem Korper oder Schiefkérper (K, +, -) gilt Propo-
sition fiir die additive Gruppe (K,+) sowie fiir die multiplikative Grup-
pe (K*, -). Im Fall (K*, ) gelten manche der Aussagen in Proposition [2.3[und
ihrem Beweis immer noch, wenn einzelne Elemente O sind. Zur Begriindung

benutzen wir wieder Proposition .

(1) Kiirzungsregeln: Aus a-b = a-c oder b-a = c-a folgt b = c oder a = O,

genau wie in Satz .

(2) Nullteilerfreiheit: Aus a -b = O folgt a = Ox oder b = Ox. Das ist
dquivalent zu .

(3) neutrales Element: Es gilt 1-a =a -1 = a fiir alle a € K;

(4) Eindeutigkeit der Eins: aus a-b = a oder b-a = a fiir ein a € K* und
ein b € K folgt b = 1;

(5) Eindeutigkeit des Inversen: aus a-b =1 oder b-a =1 fir a, b € K
folgt a, b€ KX und b= a L.

Unter Nullteilern in einem Ring (R, +, - ) versteht man Elemente r, s € R\ {0}
mit r-s = 0. Korper sind also nullteilerfrei nach . In Ringen kann es Nullteiler
geben, zum Beispiel gilt
2] - [3] = [6] = [0] €ZL[6Z .
2.14. Definition. Sei R ein Ring mit Eins. Falls es eine Zahl n € N\ {0} gibt
mit
(*) Ig+---+1g=0g,
—_———
n Summanden

dann heifit die kleinste solche Zahl die Charakteristik x(R) von R. Andernfalls
ist x(R) = 0.
Man beachte, dass aus x(R) = n bereits fiir alle r € R folgt:
P dp = (1R+"'+1R) r=0.

n Summanden n Summanden

2.15. Beispiel. Fiir einige Ringe kennen wir die Charakteristik.

(1) Aus dem ersten Peano-Axiom folgt fiir alle n € N\ {0}, dass
1+---+1=n+#0.
—_—

n Summanden

Da N eine Teilmenge von Z, Q, R, C und H ist, folgt

x(Z) = x(Q) = x(R) = x(C) = x(H) =0.

(2) Der Ring (Z/nZ,+, -) aus Beispiel 2.9 hat Charakteristik x(Z/nZ) =
n.
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Aus der Schule kenne wir den Begriff der Primzahl. Es sei 1 < n € N. Wir
nennen a € N einen Teiler von n, kurz a | n, wenn es b € N mit ab = n gibt.
FEine Primzahl ist eine Zahl p € Z mit p > 1, deren einzige Teiler 1 und p sind.
Die Zahl 1 selbst ist keine Primzahl.

2.16. Proposition. Die Charakteristik eines Korpers ist entweder 0 oder eine
Primzahl.

BEwEIS. Wir wollen annehmen, dass x(K) # 0. Aus (K2)) folgt 1x # O,
also ist x(K) # 1. Falls jetzt x(K) = a-b mit a, b > 1 gilt, betrachte die
Gleichung

O=1g+ - +1lg=(01xg+ - +1g) - (Ixg +-- -+ 1K) .

~
a-b Summanden a Summanden b Summanden

Da K als Korper nullteilerfrei ist, muss bereits einer der beiden Faktoren
oben Og sein. Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen, dass es sich um
den ersten handelt (ansonsten vertausche a und b). Nun ist aber a < a - b
da 1 < b, und gleichzeitig ist a - b nach Definition die kleinste Zahl mit der
Eigenschaft (¥). Aufgrund dieses Widerspruchs kann x(K) kein echtes Produkt
sein. O

2.17. Beispiel. Der Ring Z/nZ aus Beispiel kann also nur ein Korper sein
wenn n also eine Primzahl ist.

Sei also p eine Primzahl und K = Z/pZ. Wir wissen schon, dass Z/pZ
ein kommutativer Ring mit Eins [1] # [0] ist. Wir wollen noch die Existenz
multiplikativer Inverser beweisen (K1|). Jedes Element [a] € Z/p \ {[0]} hat
genau p verschiedene Vielfache in Z/pZ, denn sonst gébe es [b], [c] € Z/p
mit [b] # [c] aber [a] - [b] = [a] - [¢], also a - (b —¢) = k- p fiir ein k € Z,
aber weder a noch b — ¢ enthalten den Primteiler p, Widerspruch. Also ist
die Abbildung F': Z/pZ — 7Z/pZ mit F([b]) = [a][b] injektiv, und daher auch
surjektiv (Ubung), somit existiert [b] € Z/pZ mit [a][b] = [1], das heifit, [a] hat
ein multiplikatives Inverses. Es gibt also endliche Kérper, das heifit, Koérper mit
endlich vielen Elementen.

Man kann (K1) auch expliziter beweisen, indem man ein Inverses angibt.
Sei dazu 1 < a < p, dann gibt es keine Zahl ¢ > 1, die a und p teilt. Nach
Satz unten fiir a9 = p > a1 = a existieren Zahlen dy und d; € Z mit

1 = dyap + doay = dip + doa .

Dann ist dga = 1 modulo p, also ist [dy] = [a]~! € Z/pZ das multiplikative
Inverse von |[a].

Fiir den folgenden Satz brauchen wir Division mit Rest: Zu je zwei Zah-
len m, n € N mit n # 0 gibt es eindeutige Zahlen ¢, r € N mit 0 < r < n, so
dass

m=qn-+r.
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2.18. Satz (Euklidischer Algorithmus). Es seien ag, a1 € N\ {0} mit a; < ag,
Dann existieren eindeutige Zahlen ig € N, a1 > az > -+ > a;, > ajp+1 = 0
und by, ..., bjy+1 €N, so dass

(1) a;—1 = bjy1a; + ajiq fiir alle 1 <@ <1y .
Die Zahl a;, ist die grofite Zahl in N, die ag und a; teilt.

Setze djy+1 =1, di, = 0 und bestimme di,—1, ..., di, do € Z so, dass
(2) di—1 = dit1 — dibi1 firig>i>1.

Dann gilt a;, = dyag + dopay.

Die Zahl a;, heifit der grifste gemeinsame Teiler von ag und a;, kurz a;, =
ggT(a07 al)'

BEwEIS. Nach Definition der Division mit Rest existieren die Zahlen a;
und b;, sind eindeutig bestimmt durch und werden immer kleiner. Also
erreichen wir a;,4+1 = 0 nach ig < a; vielen Schritten.

Es sei 0 < ¢ € N eine Zahl, die ag und aq teilt, dann teilt ¢ auch alle
Zahlen ag, ..., a;, wegen . Also kann es keine Zahl groer als a;, geben,
die ag und aq teilt. Aus fiir 4o folgt, dass a;, auch a;,—; teilt. Indem wir
fiir immer kleinere 7 benutzen, folgt, dass a;, auch a;,—2, ..., a; und ag teilt.
Also ist a;, = ggT(ap,a1).

Seien jetzt d; wie in gegeben. Betrachte die Gleichung
(3) iy = diy10; + diaiy
Wegen a;,+1 = 0 und d;,4+1 = 1 gilt fiir ¢ = 9. Aus den Gleichungen f
flir ¢ erhalten wir

aj, = dip10; + di(ai—1 — bi11a,)
= dia;—1 + (dit1 — dibit1)a; = dia;—1 + di—10; .

Also gilt auch fiir ¢ — 1. Fiir 4 = 0 erhalten wir die Behauptung. O

2.19. Bemerkung. Es gibt einen Korper mit n Elementen genau dann, wenn
sich n = p® schreiben ldsst, wobei p eine Primzahl ist und a > 1. Dieser Korper
wird Fje genannt und hat die Charakteristik p. Sie lernen ihn in der Algebra-
Vorlesung kennen. Es gibt auch Koérper mit Charakteristik p und unendlich
vielen Elementen.

Wir sollten in der linearen Algebra immer von Augen haben, dass es diese
endlichen Korper gibt; insbesondere Korper der Charakteristik 2 erfordern ein
wenig zusétzliche Aufmerksamkeit.
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2.2. Moduln und Vektorraume

Gruppen, Ringe und Korper begegnen uns oft dadurch, dass sie auf anderen
Strukturen “operieren”. Uns interessiert hier zunichst der Fall von Ring- und
Korperoperationen; Gruppenoperationen lernen wir spéter auch noch kennen.

2.20. Definition. Sei (R,+, -) ein Ring. Ein (Rechts-) R-Modul (M,+, .)
besteht aus einer abelschen Gruppe (M,+) und einer skalaren Multiplika-
tion .: M x R — M, so dass fiir alle m, n € M und alle r, s € R die folgenden
Modulaxiome gelten

(M1) m.(r-s)=(m.r).s (Assoziativgesetz),
(M2) m.(r+s)=m.r+m.s (Erstes Distributivgesetz),
(M3) (m+4+n).r=m.r+n.r (Zweites Distributivgesetz).

Sei (R, 4+, - ) ein Ring mit Eins 1. Ein unitdrer (Rechts-) R-Modul (M, +, .) ist
ein Rechtsmodul (M, +, .), so dass zusétzlich gilt:
(M4) m.l=m (Wirkung der Eins).

Ist der Ring R = K ein Schiefkorper oder Korper, so heiflen unitidre Rechts- K-
Moduln auch (Rechts-) K- Vektorridume oder (Rechts-) Vektorrdume iber K.

Man beachte, dass das Symbol ,+“ in zwei verschiedene Bedeutun-
gen hat. Die Punkte fiir die Multiplikation kann man oft weglassen. Wir spre-
chen von Rechts- R-Moduln, weil R durch skalare Multiplikation ,,von rechts®
auf M wirkt. Analog definiert man Links-R-Moduln mit einer skalaren Multi-
plikation -: R x M — M. In diesem Fall dreht sich in f jeweils die
Reihenfolge der Faktoren um, beispielsweise wiirde zu

(r-s)-m=r-(s-m).
2.21. Beispiel. Wir kénnen einige Moduln und Vektorrdume angeben.
(1) (R,+, .) ist ein Rechts-R-Modul, wobei “+” und “.” die gleichen Ver-

kniipfungen sind wie in R, jedoch aufgefasst als +: M x M — M
und .: M x R — M. Nach Definition ist nédmlich (R,+) eine

abelsche Gruppe (R1] ) liefert (| -, und dle Distributivgesetze (R
liefern (M2]) und (M3)). Falls R eine Eins 1 besitzt, ist M auch umtar
denn 1 4)) folgt dann aus ). Vollig analog kann man R zu einem

Llnksmodul machen.

(2) Der ,kleinste“ Rechts-R-Modul ist ({0}, 4+, .) mit 0.7 = 0 fiir alle r €
R. Er heifit der Nullmodul.

(3) Jede abelsche Gruppe A wird zu einem Rechts R-Modul mit a.r =04
fiir alle a € A und alle r € R. Damit reduzieren sich f zur
trivialen Aussage 04 = 04. Dieser Modul ist allerdings nicht unitér, es
sei denn, er wére bereits der Nullmodul aus .

(4) Die Vektorrdume R™, speziell R? und R? aus den Abschnitten
sind Vektorrdume iiber R.
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(5) In der Analysis lernen Sie viele R-Vektorrdume kennen. So sind die
Réaume der Folgen und der Nullfolgen mit Werten in R Vektorrdume
iiber R. Auch die Rdume der stetigen oder der differenzierbaren Funk-
tionen auf einem Intervall I C R sind R-Vektorrdume.

2.22. Proposition. Es sei (M,+, .) ein (R,+, - )-Rechtsmodul. Dann gilt fir
allem € M und r € R, dass

(1) Opr.r=m .0 =0y,
(2) m.(—s)=(—m).s=—-m-s.

Analoge Aussagen gelten fiir Linksmoduln.

BEwEIs. All das folgt aus den Distributivgesetzen (M2), (M3]) wie im Be-
weis von Proposition [2.8] g

2.23. Bemerkung. Sei (R,+, -) ein kommutativer Ring, zum Beispiel ein
Korper. Dann kann man aus jedem Rechts-R-Modul (M, +, .) einen Links-R-
Modul (M, +, - ) machen und umgekehrt, indem man r-m = m.r fiir aller € R
und m € M setzt. Das einzige fragliche Axiom ist , und wir rechnen nach,
dass
s-(rrm)=(m.r).s=m.(r-s)=(r-s)-m=(s-r)-m

fir alle r, s € Rund m € M. Wir diirfen in diesem Fall also einfach von Moduln
reden.

Da wir im letzten Schritt das Kommutativgesetz (R4]) benutzt haben, zeigt
diese Rechnung aber auch, dass wir {iber einem nicht kommutativen Ring genau
zwischen Links- und Rechtsmoduln unterscheiden miissen.

Abbildung|l|gibt einen Uberblick iiber die bis jetzt definierten algebraischen
Strukturen. Der Ubersicht halber haben wir nicht-unitdre Moduln von (Schief-)
Korpern und Ringen mit Eins weggelassen.

Es sei (A,+) eine abelsche Gruppe, n € N, und aq, ..., a, € A. Wir
setzen sy = 0 und definieren induktiv
Si=8i_1+a; €A firi=1,...,n.

Dann ist die Summe der a, fir i von 1 bis n definiert als

n
Zai:sn:a1+'--+an€A.
=1

Allgemeiner sei I eine Menge. Unter einer Familie in A mit Indexmenge I
verstehen wir eine Abbildung a: I — A, geschrieben (a;);er, mit i — a;. Wir
schreiben A7 = Abb(I, A) fiir die Menge aller Familien. Beispielsweise ist eine
Folge in A gerade eine Familie mit Indexmenge N, und RY ist die Menge der
reellwertigen Folgen. Wir sagen a; = 0 fiir fast alle i € I, wenn nur endlich
viele ¢ € I nicht auf 04 abgebildet werden, das heifit, wenn die Menge

J={iella#0}
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ABBILDUNG 1. Strukturen aus den Abschnitten 2.1 und 2.2
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endlich ist. Dann sei i: {1,...,#J} — J eine bijektive Abbildung und

#J
ZCLZ‘ = Sp = ZCLZ(]) cA.
i€l j=1

Somit ist ) ..y a; die (endliche) Summe derjenigen a; mit i € I, die von 04
verschieden sind. Wegen des Kommutativgesetzes (G4 fiir die Addition in R
kommt es dabei nicht auf Reihenfolge der Summation an. Das Ergebnis hangt
also nicht von der Wahl der Abbildung ¢ ab. Wir lesen ,,Summe der a; fiir ¢ € I.¢

Obwohl wir unendliche Indexmengen erlauben, betrachten wir in Wirklich-
keit nur endliche Summen, da wir verlangen, dass fast alle Summanden 04
sind. Man beachte den Unterschied zur Analysis, wo auch gewisse unendliche
Summen erlaubt sind.

2.24. Definition. Sei M ein Rechts-R-Modul, und sei £ C M eine Teilmenge.
Sei (r¢)ecr € RF, so dass r, = Op fiir fast alle e € E, dann heifit

Ze.re eM
ecE

eine Linearkombination der e € E. Ein Element m € M heilt als Linearkomi-
nation der e € E darstellbar, wenn es (re)ecp € RF mit Op fiir fast alle e € E
gibt, so dass m = ) __pe.re. Das Erzeugnis von E (diber R) ist die Menge

(E):{Ze.re

eckE

reeRmitre:ORﬁirfastalleeEE}.

Falls M = ( E'), heifit E eine Erzeugermenge von M, und E erzeugt M (tber R).
Falls es eine endliche Menge F gibt, die M erzeugt, heiit M endlich erzeugt
(tiber R).

Hier haben wir immer die Summe der Familie (e . r¢)ccr gebildet. Beachte
also: falls E endlich ist, diirfen wir jede beliebige Familie (r¢)ecr in R zur
Bildung einer Linearkombination heranziehen. Falls E unendlich ist, miissen
wir re = 0 fiir fast alle e € FE fordern, damit die Summe endlich bleibt.

Das Erzeugnis einer Menge E wird manchmal auch mit span(E) bezeichnet.

2.25. Bemerkung. Linearkombinationen werden uns regelméflig begegnen.
Zum Beispiel haben wir im Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung eine
Linearkombination y — ((x,y)/ ||z||*) 2 der Vektoren z und y betrachtet, die
senkrecht auf x steht. Im Beweis von Satz haben wir einen Vektor w € R3
mit (v,w) =0 um die Achse durch v gedreht und das Ergebnis als Linearkom-
bination der Vektoren w und v X w geschrieben.

2.26. Beispiel. Es sei R ein Ring mit Eins, und es sei M ein (Rechts-) R-Modul.
Dann ist die zugrundeliegende Menge M selbst immer eine Erzeugermenge,
denn
m=m.1l= Zn.émn.
neM
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Hierbei ist das Kronecker-Symbol & definiert durch

5 1r falls i = j, und
v Or sonst,

insbesondere ist d,,, = Og fiir fast alle n € M.

2.27. Beispiel. Als Vektorraum iiber C wird C selbst erzeugt von der Men-
ge {1}. Wir kénnen C =2 R? aber auch als Vektorraum iiber R auffassen. Dann
erzeugt {1} tiber R nur die Teilmenge R C C, wéhrend {1,:} eine Erzeuger-
menge {iber R ist. Aus diesem Grund ist es manchmal sinnvoll, den zugrunde-
liegenden Ring oder Korper mit anzugeben.

Noch schlimmer wird es, wenn wir C als Vektorraum iiber Q auffassen. Da QQ
abzéhlbar ist und R und C iiberabzéhlbar sind, ist C iiber R endlich erzeugt,
aber nicht iiber Q.

2.28. Definition. Es sei M ein Rechts-R-Modul und E C M. Falls

OM:Ze.re == re = Op fiir allee € £
eckE

fiir alle Familien (r¢)eer € R gilt, bei denen 7. = 0 fiir fast alle e € £, dann
heifit E linear unabhingig. Andernfalls heifit E linear abhdingig.

Sei M ein Rechts-R-Modul. Eine (ungeordnete) Basis von M ist eine linear
unabhéngige Erzeugermenge F C M von M. Ein Rechts-R-Modul M heifit frei
(iiber R), wenn er eine Basis besitzt.

2.29. Beispiel. Es sei n > 1. Wir kénnen M = Z/nZ als unitidren Z-Modul
auffassen. Dazu definieren wir eine skalare Multiplikation durch [a] . 7 = [ar]
fiir alle a, r € Z. Mit analogen Uberlegungen wie in Beispiel folgt, dass das
wohldefiniert ist, und dass die Modulaxiome gelten.

Fir alle [a] € Z/nZ gilt [a] . n = [an] = 0], also ist jede nichtlee-
re Teilmenge E C Z/nZ linear abhingig. Genauer: sei f = [a] € E, dann
wahle (re)ecE = (0ef - M)eck; s folgt

> e (bef-n)=la].n=10],

ecE

da der Faktor d.y in einer Summe iiber e nach Definition des Kronecker-Symbols
nur den Summanden mit e = f iibriglasst.

Auf der anderen Seite erzeugt die leere Menge den Modul Z/nZ nur dann,
wenn n = 1. Somit ist Z/nZ nicht frei iiber Z, wenn n > 1.

Allerdings ist M = Z/nZ ein freier Modul iiber dem Ring R = Z/nZ mit
Basis E = {[1]}, denn E erzeugt M. Aus [0] = [1].r folgt r = [0], da [1] gleich-
zeitig das Einselement von R ist. Also ist E aus linear unabhéingig iiber R. Aus
diesem Grund empfiehlt es sich auch bei linearer Abhéngigkeit, im Zweifelsfall
den Grundring mit anzugeben.
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2.30. Beispiel. Es sei I eine Menge und R ein Ring mit Eins. Wir definieren
einen Rechts-R-Modul RY) durch
R = { (ri)ier € R! | r; = 0 fiir fast alle 7 € I} ,
(ri)ier + (si)ier = (1i + 8i)ier fir alle (r;)icr, (si)icr € RY)
(ri)ier - 8 = (15 8)icr fiir alle (r;)ic; € R, s e R.

Addition und skalare Multiplikation nehmen wieder Werte in RY) an: seien
etwa (r;)ier, (8i)icr wie oben, dann gibt es nur endlich viele Indizes i € I, an
denen r; # 0 oder s; # 0 gilt; an allen anderen Stellen gilt r; + s; = Ogr. Das
neutrale Element ist die Familie 0zr) = (Or)icr, die an allen ¢ € I den Wert Og
hat. Jetzt lassen sich die Modulaxiome f leicht tiberpriifen. Wenn R
ein Ring mit Eins ist, ist R) sogar unitér, das heit, es gilt auch .

Ab jetzt nehmen wir an, dass R ein Ring mit Eins ist. Fiir alle j € I sei
(1) ¢j = (6i7)icr € R

die Familie, die genau an der Stelle j € I den Wert 15 hat, und sonst iiberall 0.
Dann ist die Teilmenge

E={e;jeR"|jel} cRD.
eine Erzeugermenge, denn fiir alle (r;);er € RD gilt
(2) Z € .y = Zej . Tj = Z(&‘j)iel LTy = <Z 51'3' . Tj) = (Ti)ie[ .
el jel jel jer el

AuBerdem ist r; = 0 fiir fast alle ¢ € I nach Definition von R, so dass wir die
obigen Summen bilden diirfen.

Die Teilmenge E ist auch linear unabhdngig, denn sei

> ej.ri =0gm = (Or)icr ,
jel

(Z Sij - Tj) = (Or)ier ,
jel el
also ergibt jede einzelne Summe den Wert Og. Nach Definition von d;; folgt fiir
den ¢-ten Eintrag, dass

OR:Z&j'rj =7;.

jel

dann folgt

Da das fiir alle ¢ € I gelten muss, gilt r; = 0 fiir alle ¢, und somit ist F linear
unabhéngig.

Der Modul RY) heifit auch der von I erzeugte freie Rechts-R-Modul. Er ist
frei mit der Standardbasis E, und man beachte, dass jedem ¢ € I genau ein
Basiselement e; entspricht. Mitunter identifiziert man 7 und e;, schreibt also

(rier)ier = Zl T

i€l
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das geht aber nur, wenn dadurch keine Misverstindnisse entstehen.

Eine analoge Konstruktion liefert den von I erzeugten freien Links-R-
Modul )R; nach Bemerkung diirfen wir beide identifizieren, falls R kom-
mutativ ist.

Man beachte den Unterschied zwischen R! und RY). Beispielsweise ist RN
der Vektorraum aller reellwertigen Folgen, wihrend R™ nur diejenigen Folgen
enthélt, bei denen ab einer bestimmten Stelle alle Eintréage 0 sind. Insbesondere
ist die Menge { (0;mn)nen | m € N} der Folgen, bei denen genau ein Eintrag 1
und alle anderen 0 sind, nur eine Basis von R nicht vom Raum aller Fol-
gen RY. Man kann sogar zeigen, dass eine Basis von RY iiberabzihlbar viele
Elemente haben muss.

2.31. Beispiel. Wir betrachten den Spezialfall I = {1,...,n} fir n € N. In
diesem Fall schreiben wir R” fiir RY), und stellen die Elemente als Spalten dar:

™
= (r)ier = (ri)i=1... € R'=RWD.
rn
Die Rechenoperationen sind dann gegeben durch
1 S1 1+ S1 1 -8
+1 1= : und ] .s=
Tn Sn Tn + Sn Tn Tn 8

Die Basis {e1,...,en} heiit Standardbasis des R™ und besteht aus den Stan-
dardbasisvektoren

1p Or
Or

€1 = . yeees€n = O
: R
Or 1r

Der Vektor e; hat also als j-ten Eintrag die 1g, und sonst iiberall Or. Natiirlich
gilt

1r Or
71 OR
= . |- mn+-+ 0' LTy
: R
n Or 1r

Analog schreiben wir "R fiir den freien Links-R-Modul ()R und stellen die
Elemente als Zeilen dar:

(r1,-ooomn) = (riier = (ri)iz1,..n. € "R="R.
Als Standardbasisvektoren erhalten wir entsprechend
e1=(1,0,...,0),...,e, =(0,...,0,1) .
In diesem Fall ist
(riy...,rp)=71-(1,0,...,0)+--+7r,-(0,...,0,1) .
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2.32. Proposition. Es sei M ein freier Rechts-R-Modul mit Basis B. Dann
existiert zu jedem m € M genau eine Familie (my)pep € RP mit my, = Og fiir
fast alle b € B, so dass

(1) Zb.mb:m.

beB
Ein analoges Resultat gilt fir freie Links-R-Moduln.

BEWEIS. Da B eine Basis ist, erzeugt B den Modul M. Also existiert eine
Familie (my)pep € RP mit der Eigenschaft (T).

Sei jetzt (np)pep € RP eine weitere Familie mit ny = O fiir fast alle b € B,

so dass
Zb.nb:m.
beB
Dann folgt
OM:m—m:Zb.nb—Zb.mb:Zb.(nb—mb)7
beB beB beB

und es gilt n, — myp = Og fiir fast alle b € B. Da B linear unabhéngig ist,
folgt ny — my = Op fiir alle b € B. Also gilt (mp)pep = (n5)ben, das heifit, die
Familie (mp)pep ist auch eindeutig. d

Das bedeutet, dass wir mit Hilfe einer Basis ein beliebiges Element in einem
freien Modul ersetzen kénnen durch eine Ansammlung von Ringelementen. Das
ist insbesondere zum Rechnen sehr hilfreich.

2.33. Definition. Es sei M ein freier Rechts-R-Modul mit Basis B, und es
sei m € M. Dann heiien die (m;)pep in R aus Proposition[2.32 die Koordinaten
von m beziiglich der Basis B. Die Abbildung M — R®) mit m — (my)pep heiBt
die Koordinatenabbildung zur Basis B. Umgekehrt ist die Basisabbildung von M
zur Basis B die Abbildung RP) — M mit

(Tb)beB — Zb Ty -
beB

2.34. Bemerkung. Nach Proposition ist die Basisabbildung bijektiv. Thre
Umkehrabbildung ist die Koordinatenabbildung.

2.3. Lineare Abbildungen

2.35. Definition. Sei (R,+, -) ein Ring und seien (M,+, -) und (N,+, -)
Rechts-R-Moduln, dann heifit eine Abbildung F': M — N ein (Rechts-R-)
Modulhomomorphismus oder (rechts-) R-linear (kurz: linear), falls fiir alle ¢,
m € M und alle r € R gilt

(L1) F(l+m)=F({)+ F(m) (Additivitit),

(L2) Fm.r)=F(m).r (Homogenitit).
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Falls R ein (Schief-) Korper ist, nennt man lineare Abbildungen zwischen
(Rechts-R-) Vektorrdumen auch Vektorraumhomomorphismen. Die Menge al-
ler (rechts-) R-linearer Abbildungen von M nach N wird mit Homp(M, N)
bezeichnet. Analog definieren wir Links-R-Modulhomomorphismen. Die Menge
aller Links- R-Modulhomomorphismen von A nach B wird mit pHom(M, N)
bezeichnet.

Fiir lineare Abbildungen gilt wegen Proposition insbesondere immer
F(0p) = F(0pr.0g) = F(Opr) . 0p =O0p

Wir bemerken, dass die Addition in einmal in M und einmal in NV statt-
findet. Genauso wird in einmal in M und einmal in N skalar multipliziert.
Aus diesem Grund ist es wichtig, dass beide Moduln iiber demselben Ring R
definiert sind. Wenn R kommutativ ist, gibt es nach Bemerkung [2.23| keinen Un-
terschied zwischen Links- und Rechts-R-Moduln. Wir sprechen dann nur noch
von Modulhomomorphismen, und schreiben Hom(M, N) oder Hompg(M, N) fiir
die Menge aller linearer Abbildungen.

2.36. Beispiel. Wir kennen bereits Beispiele linearer Abbildungen.

(1) Wir haben bereits in den Abschnitten und benutzt (aber noch
nicht bewiesen), dass Isometrien des R und des R”, die den Nullpunkt
festhalten, R-linear sind. Dazu gehoren Drehungen um den Nullpunkt
und Spiegelungen an Achsen durch den Nullpunkt im R2, siche Be-
merkung sowie Drehungen um Achsen durch den Nullpunkt, die
Punktspiegelung am Ursprung, sowie Spiegelungen an Ebenen durch
den Nullpunkte im R3, siche Bemerkung [1.75]

(2) Wir betrachten M = N = C zunéchst als Modul tiber C. Die kom-
plexe Konjugation entspricht der Spiegelung an der reellen Achse. Wir
iiberpriifen die Axiome , . Nach Bemerkung m gilt

z+tw=zZ+w und Z.W=2.W.

Also ist komplexe Konjugation additiv, aber nicht homogen, da im
allgemeinen w # w. Wenn wir aber C als R-Modul auffassen, dann gilt
auch , da w = w genau dann, wenn w € R. Also kommt es auch
bei Linearitdt auf den zugrundeliegenden Ring oder (Schief-) kérper
an.

(3) Sei M = H ein Rechts-H-Vektorraum wie in Beispiel (@, so
dass m.q = mq fir m € M, ¢ € H. Es sei f: M — M rechts H-
linear und p = f(1). dann folgt

f(m) = f(1.m)=f(1).m=pm,

also wird f durch Linksmultiplikation mit p = f(1) gegeben. Um-
gekehrt ist Linksmultiplikation mit einem beliebigen Quaternion eine
rechts-H-lineare Abbildung.

(4) Sei (M, +, -) ein Links-H-Vektorraum. Wir konstruieren daraus einen
Rechts-H-Vektorraum (M, 4+, .) (und umgekehrt), so dass m.q =q-m
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fiir alle m € M und g € H. Das Axiom (M1]) ist erfiillt, denn wegen
Satz (6) gilt

m.(q-r)=qT-m="-g-m=(g-m).r=(m.q).r

fir alle m € M und ¢, r € H. Die anderen Modulaxiome lassen sich
ebenso leicht nachpriifen.

Wir fassen jetzt N = H als Links-H-Vektorraum auf und be-
trachten auflerdem M = H wie in (3). Dann ist die Quaternionen-
Konjugation F = ~: N — M rechts-H-linear, denn

Fn.q)=F@@-n)=¢-n=n-g=n-q=F(n).q.

2.37. Bemerkung. Auch in der Analysis spielen lineare Abbildungen eine
wichtige Rolle. Beispielsweise dient die Ableitung einer Funktion f: I — R auf
einem offenen Intervall I C R dazu, die Funktion an einer Stelle g € I zu
beschreiben als

(1) f(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — w0) + o(x — w0)

dabei ist der zweite Term linear in  — 1z, und der Rest o(x—x¢) geht fiir z — x¢
schneller gegen 0 als jede lineare Funktion in x — zg aufler der konstanten Funk-
tion 0. Viele wichtige Eigenschaften von f lassen sich bereits von der , Linea-
risierung® f(zo) + f'(z0) - (x — xg) ablesen: wenn f’(zg) # 0 ist, ist zo keine
lokale Extremstelle von f, und f besitzt sogar lokal eine differenzierbare Um-
kehrfunktion.

FEine Funktion f: U — R™ auf einer offenen Teilmenge U C R"™ nihert man
wieder wie in an, dabei ist diesmal f/(zg): R™ — R™ selbst eine lineare
Abbildung. Im Fall m = 1 folgt aus f/(zp) # 0 wieder, dass z( keine lokale
Extremstelle von f ist. Im Fall m = n hat f genau dann eine differenzierba-
re lokale Umkehrfunktion, wenn f’(x¢) als lineare Abbildung invertierbar ist.
Ist f'(x0) injektiv, so ist das Bild der Einschrinkung von f auf eine kleine Um-
gebung von zy eine ,glatte* Teilmenge des R™. Ist f/(zg) surjektiv, so ist das
Urbild f~1 ({ f (a:o)}) nahe g eine ,glatte” Teilmenge des R™.

Als Beispiel betrachten wir zwei Funktionen f: R — R? und F: R? - R

B N R () )

Dann ist f/(t) = (3%2) : R — R? injektiv auBer an der Stelle ¢t = 0, und F’((Z)) =

(2, —3y?): R? — R ist surjektiv auer an der Stelle (g) = 0. Die Teilmenge
im f = F~1({0}) c R?

ist glatt auler an der Stelle (8) = f(0), wo die Ableitungen verschwinden.

Auch aufgrund dieser spiteren Anwendungen lohnt es sich, lineare Abbil-
dungen und ihre Eigenschaften genauer zu studieren.

2.38. Beispiel. Es sei M, N Rechts-R-Moduln. Dann sind die folgenden Ab-
bildungen immer R-linear.
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(1) Die Identitét aus Beispiel ist immer linear, denn
idM(f + m) =l+m= ldM(E) + ldM(m) y
und idy(m.r)=m.r=idy(m).r.

(2) Die Nullabbildung 0: M — N mit 0(m) = Oy fiir alle m € M ist
ebenfalls linear, denn

0({+m) =0y =0y +0nx =0(£) +0(m) ,
und O(m.7)=0n=0x.7=0(m).r.
2.39. Bemerkung. Es sei I eine Menge und N ein Rechts- R-Modul, dann wird
auch NT = Abb(I, N) zu einem Rechts-R-Modul mit den Rechenoperationen
(F+G)(i) = F(i) + G(3) und (F.r)(i)=F@).r eN.

Auf diese Weise erhiilt man beispielsweise auch den Vektorraum RY der reellwer-
tigen Folgen. Fiir die folgende Konstruktion ist wichtig, dass man Abbildungen
mit Werten in einem Modul addieren kann, indem man die Bilder addiert.

2.40. Proposition. Die Hintereinanderausfiihrung von linearen Abbildungen
st linear. Die Umkehrabbildung einer bijektiven linearen Abbildung ist linear.
Die Summe linearer Abbildungen ist linear.

BEWEIS. Seien L, M und N Rechts-R-Moduln, und seien F: M — N
und G: L — M R-linear. Dann folgt aus der Linearitdt von F' und G fiir
alle £, m € L und alle r € R, dass

(F o G)(¢+m) = F(G(t+m)) = F(G(0) + G(m))

= F(G(0) + F(G(m)) = (FoG)() + (F o G)(m)
und (F o G)( =F(G(l.r)) =F(G().r)
=F(GW).r=(FoG)().r.

Also ist auch F' o G linear.

Sei jetzt F': M — N eine bijektive lineare Abbildung und G: N — M ihre
Umkehrabbildung, siehe Satz Es seien p, ¢ € N beliebig und ¢ = G(p),
m = G(q) € M, so dass F({) = p und G(m) = q. AuBlerdem sei r € R. Aus der
Linearitédt von F' folgt

G(p+q) = G(F() + F(m)) = G(F(¢+ )) t+m=G(p)+Glq) ,
und G(g.r)=G(F(m).r)=G(F(m.r))=m.r=G(q).r.
Also ist die Umkehrabbildung G linear.
Seien jetzt F', G: M — N linear, dann ist auch F' 4+ G linear, denn fiir alle ¢,
m € M und alle r € R gilt
(F+G)(l+m)=F{l+m)+GUl+m)=F{)+ F(m)+G{)+ G(m)
— (F+G)(0) + (F+G)(m) ,
(F+G)(m.r)=Fm.r)+Gm.r)=F(m).r+G(m).r
=(F+G)(m).r. O
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Achtung: im allgemeinen ist das Vielfache einer linearen Abbildung nicht
linear. Betrachte dazu F': M — N, m € M und r, s€ R.

(F.ry(m.s)=F(m.s).r=F(m).s.r ,(F.r)(m).s =F(m).r.s.
Diese beiden Ausdriicke sind im allgemeinen verschieden.

2.41. Definition. Es seien M, N Rechts-R-Moduln. Bijektive lineare Abbil-
dungen F': M — N heiflen (Rechts-R-) Modulisomorphismen. Lineare Abbil-
dungen F': M — M heiflen (Rechts-R-) Modulendomorphismen, und wenn sie
bijektiv sind, (Rechts-R-) Modulautomorphismen. Falls R ein Koérper ist, spre-
chen wir von Vektorraumiso-, -endo- und -automorphismen. Die Menge aller
Modul- oder Vektorraumisomorphismen von M nach N wird mit Isog(M, N) C
Hompg(M, N) bezeichnet, die Menge aller Modul- oder Vektorraumendo- oder
-automorphismen von M mit Endg(M) beziechungsweise Autg M C Endgr M.
Analoge Bezeichnungen glIso(M,N), rEnd M und gAut M fithren wir fiir
Links- R-Moduln oder -Vektorrdume ein.

Bei Auty und Endpg ldsst man gelegentlich die Klammern weg, es ist al-
so Endg M = Endgr(M). Analoge Bezeichnungen (Hom, End, Iso und Aut)
werden in der Mathematik haufig fiir Abbildungen benutzt, die eine bestimmte
,Struktur® (hier die eines Moduls beziehungsweise Vektorraums) erhalten.

2.42. Folgerung (aus Prop2.40). Es sei R ein Ring, und M und N seien
Rechts-R-Moduln.

(1) Die Automorphismen von M bilden eine Gruppe (Autg M, o), die Au-
tomorphismengruppe von M.

(2) Die Endomorphismen von M bilden einen Ring (Endg M,+,0) mit
FEins idys, den Endomorphismenring von M.

(3) Der Modul M ist ein Links-Endr M -Modul, die skalare Multiplikation
wirkt fir alle F € Endgr M und alle m € M durch F-m = F(m) € M.

(4) Die Homomorphismen Homp(M,N) bilden einen unitdren Recht-
Endgr M-Modul, und einen unitdiren Links-Endgr N-Modul.

Analoge Aussagen gelten, wenn M und N Links- R-Moduln sind.

BEWEIS. Der Beweis von orientiert sich am Beispiel der Automor-
phismengruppe einer Menge. Zunéchst einmal ist die Verkniipfung zweier Au-
tomorphismen ein Automorphismus nach Proposition [2.40, genauso wie die
Umkehrabbildung eines Automorphismus. Nach Beispiel @ ist auch die
Identitdt ein Automorphismus. Die Gruppenaxiome ergeben sich wieder aus

Bemerkung 7.

Die Addition auf Endg(M) in ist die gleiche wie in Bemerkung (2.39)),

Man iiperpriift leicht die Axiome (G1)-(G4)). Aus Bemerkung und
folgen (R1]), (R3]). Als néichstes seien F', G, H € Endg(M), dann gilt

(*) (F+G)oH=FoH+GoH und Fo(H+K)=FoH+FoK,
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wie man durch Einsetzen von m € M leicht iiberpriift. Es folgt (R2) in .
Also bildet (Endg M, +,0) einen Ring mit Eins 1gna, s = idas.

Da M ein Rechts-R-Modul ist, ist (M,+) eine abelsche Gruppe. Das
Axiom fir Linksmoduln folgt aus der Definition der Verkettung,
denn (F o G)(m) = F(G(m)) fir alle F, G € Endgr(M) und alle m € M. Axi-
om (M2) ist die Definition der Addition auf Endg(M) in Bemerkung (2.39),
und ist gerade die Additivitét der Endomorphismen. Schliellich ist M
unitér, da die Eins in Endg M gerade idj; ist.

Es sei F € Homgp(M,N), G € Endg M und H € Endr M. Dann folgt
F oG € Homg(M,N) und HoF € Hompg(M,N) .

Also wirkt EndRM von rechts und Endg N von links auf Hompg (M, N). Der
Beweis von (4]) funktioniert danach im Wesenthchen genauso wie der von
Belsplelswelse Zelgt man die Distributivgesetze (M2 , genau wie in @

und -, - M4)) folgen aus Bemerkung [2.4] - . und ([2)

Wir betrachten Homp (M, R) als Spezialfall von , so dass N = R als
Rechts-R-Modul wie in Beispiel (1). Dann ist Hompg(M, R) ein Links-
Endpr R-Modul. Fiir alle » € R ist Linksmultiplikation mit r rechts-R-linear,
denn

r-(s+t)=r-s+r-t und re(s.t)y=(r-s).t
fir alle s, t € R. Also gilt R C Endr R. Wenn R unitér ist, dann folgt wie in
Beispiel sogar Endr R = R. In jedem Fall kénnen wir Hompg(M, R)
als Links- R-Modul auffassen.

2.43. Definition. Sei M ein Rechts-R-Modul, dann ist M* = Hompg(M, R)
der zu M duale Links-R-Modul, beziechungsweise der zu M duale Links-R-
Vektorraum, falls R ein (Schief-) Korper ist. Analog definieren wir den dualen
Rechts R=Modul *N zu einem Links-R-Modul V.

Sie lernen einige duale Moduln in den Ubungen kennen.

4. Unterrdume und Quotienten

In diesem Abschnitt lernen wir, wie man aus gegebenen Moduln neue kon-
struieren kann.

2.44. Definition. Es sei (M, +, .) ein Rechts-R-Modul und U C M eine Teil-
menge. Dann heifit U ein (Rechts-R-) Untermodul, falls fiir alle v, v € U und
alle r € R die folgenden Untermodulaxiome gelten:

(Ul) OpelU (Neutrales Element) ,
(U2) u+velU, —uecU (abgeschlossen unter Addition)
(U3) w.relU (abgeschlossen unter skalarer Multiplikation) .

Analog definieren wir Links- R-Untermoduln von Links- R-Moduln. Falls R ein
(Schief-) Korper ist, sprechen wir stattdessen von (Rechts-/Links-) Untervek-
torrdumen, kurz Unterrdumen.
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Anstelle von (U1)) hitte es gereicht zu fordern, dass U # (). Denn sei u € U,
dann folgt 0py = u.0g € U aus (U3]) und Proposition m

2.45. Beispiel. Wir kennen bereits Beispiele von Untervektorrdumen.

(1) Wir fassen die Quaternionen H als R-Vektorraum auf. In Abschnitt
haben wir die Unterrdume R C H der reellen und R?® ¢ H der ima-
gindren Quaternionen betrachtet.

(2) In der Analysis trifft man héufig auf Untervektorrdume. Beispielsweise
bilden die Nullfolgen einen Unterraum des Vektorraums aller Folgen.
Fiir ein offenes Intervall I bilden die stetigen Funktionen auf I einen
Unterraum des Raumes aller Funktionen auf I, und die differenzierba-

ren Funktionen einen Unterraum des Raumes der stetigen Funktionen
auf 1.

2.46. Bemerkung. Jeder Untermodul U eines Rechts-R-Moduls (M, +, .) ist
selbst ein Rechts-R-Modul. Zunichst einmal existiert ein Nullelement 0;; und
die Verkniipfungen +: U x U — U und .: U x R — U sind wohldefiniert
dank f. Da die Axiome f und f gelten, wenn man
fiir die Variablen Elemente aus M einsetzt, gelten sie erst recht, wenn man nur
Elemente aus U zulésst. Beispielsweise gilt 0py + u = v in M fiir alle u € U,
also auch in U.

Die Inklusion U — M aus Bemerkung ist linear, da und
offensichtlich gelten.

Wenn R ein Ring mit Eins und M ein unitdrer Modul ist, dann ist auch
jeder Untermodul U unitédr mit der gleichen Begriindung wie oben. In diesem
Fall darf man auf die Forderung —u € U in (U2) verzichten, da —u = u . (—1).

Auf vollig analoge Weise kann man Untergruppen und Unterringe definieren.
Beispielsweise sollte ein Unterring U C R das Element O enthalten, und die
Summe und das Produkt von Elementen von U sollte wieder in U liegen. Bei
Korpern bevorzugt man aus naheliegenden Griinden den Begriff Teilkdrper.

Wir wollen nun Quotientenmoduln in Analogie zu Beispiel konstruieren.
Dazu sei (M,+, .) ein Rechts-R-Modul und U C M ein Untermodul. Dann
definieren wir eine Relation ,~“ auf M fiir alle m, n € M durch

m~n == n—meU.
Das ist eine Aquivalenzrelation, denn (A1))-(A3) folgen fiir £, m, n € M aus
m—meU, n—-melU = m-n=—-(n—-m)elU,

sowie m—feUundn—melU = n—Vl=mn—-m)+(m—-~)eclU.

2.47. Definition. Der Quotient M/U = M/~ heifit der Quotientenmodul
von M nach U (lies ,,M modulo U*). Falls R ein Korper ist heifit M /U der
Quotientenvektorraum, kurz Quotientenraum.

Man beachte hier, dass wir zur Definition der Aquivalenzrelation ,~* und
der Menge M /U nur die additive Struktur des Moduls M benutzt haben. Die
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skalare Multiplikation kénnen wir nachtréglich definieren. Es sei p: M — M/~
die Quotientenabbildung, siehe Definition [1.42]

2.48. Proposition. Es sei (M,+, .) ein Rechts-R-Modul und U C M ein
Untermodul. Dann induzieren ,+“ und ,,.“ Verknipfungen

+: M/Ux M/U = M/U  und  .: M/UxR— MU,

und (M/U,+, .) ist ein Rechts-R-Modul. Die Quotientenabbildung p: M —
MU ist rechts-R-linear. Wenn R ein Ring mit Eins und M ein unitirer Modul
ist, ist auch M /U ein unitirer Modul.

BEWEIS. Wir gehen vor wie in Beispiel 2.9 Seien m, n, p, ¢ € M mit n—m €
U und g —p € U, und sei v € R, dann folgt

(n+q)—(m+p)=m-m+(@-p €U,
(n.r)—(m.r)=(Mn—-—m).r eU
und (—n) — (=m) = —(n—m) elU,
also sind Addition und skalare Multiplikation auf M /U wohldefiniert durch
m] +lpl =[m+pl,  —[m]=[-m] und [m].r=[m.s].

Wir setzen 0ppy = [Oum]. Jetzt kénnen wir die Axiome (GI)-(G4),

(M1)—(M3) und gegebenenfalls (M4)) auf die entsprechenden Axiome in M
zuriickfithren. Beispielsweise gilt (M1]), denn

(Im].r).s=m.r].s=[m.r).s|]=m.(r-s)]=[m].(r-s).
Schliefflich zur Linearitét der Quotientenabbildung: fiir alle m, n € M und r,
s € R gilt
pm.r+n.s)=[m.r+n.sl=[m].r+[n].s=pm).r+pn).s. O
2.49. Beispiel. Wir betrachten M = 7Z als Z-Modul und
U=nZ=({n})={an ‘ a€Z}={...,-n,0,n,...}.

Dann ist U ein Untermodul, und der Quotient M /U = Z/nZ ist gerade der
Modul aus Beispiel

2.50. Bemerkung. In Bemerkung [2.40] haben wir gesehen, dass geeignete
Teilmengen von Gruppen, Ringen oder (Schief-) Korpern selbst wieder Grup-
pen, Ringe beziehungsweise Korper sind. Die Quotientenkonstruktion ist leider
nicht so allgemein: Der Quotient einer Gruppe nach einer Untergruppe U be-
ziechungsweise eines Ringes nach einem Unterring ist nur dann wieder Gruppe
beziehungsweise Ring, wenn U gewisse zusétzliche Bedingungen erfiillt (siche
Ubungen). Kérper und Schiefkérper haben keine Quotienten.

2.51. Definition. Es seien M und N Rechts-R-Moduln, und es sei F': M — N
rechts- R-linear. Dann definieren wir den Kern ker F' durch

ker F = F'({On}) ={meM | F(m)=0}.

Wir erinnern uns auch an das Bild im F', siche Definition [1.15
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2.52. Proposition. Es seien M und N Rechts-R-Moduln, und F': M — N sei
rechts-R-linear.

(1) Der Kern ker F' st ein Untermodul von M, und F ist genau dann
injektiv, wenn ker F' = {0ps}.

(2) Das Bild im F ist ein Untermodul von N, und F ist genau dann sur-
jektiv, wenn im F = N.

Die letzte Aussage in ist klar nach Definition Wir haben sie nur
angefiigt, um die Analogie zu herzustellen.

BeEwEIs. Die Untermodulaxiome folgen aus der Linearitéit von F', denn fiir
alle m, n € M und alle r € R gilt

F(0p) =0n,
F(m)=F(n)=0n = Fm+n)=F(m)+ F(n)=0,
F(m)=0xn = Fm.r)y=F(m).r=0

Wenn F injektiv ist, hat insbesondere ker ' = F~1({0}) hochstens ein Ele-
ment. Aus F'(0p7) = Oy folgt dann ker F' = {0/}.

Sei umgekehrt ker F' = {0y} und F(m) = F(n) € N, dann folgt
F(m —n)=F(m)— F(n) =0y

aus der Additivitdt (L1)) von F', somit ist m — n € ker F', also nach Vorausset-
zung m — n = 0, das heifit m = n. Also ist F' injektiv, und ist gezeigt.

Die Untermodulaxiome fiir im ¥ C N folgen wieder aus der Linearitét
von F': fiir alle m, n € N, p, ¢ € N und r € R gilt

ON:F(OM),
p=F(m), q¢=F(n) = p+qg=F(m+n),
p=F(m) = p.r=F(p.r). O

Der folgende Satz entspricht Proposition .

2.53. Proposition (Universelle Eigenschaft des Quotienten). Es seien M
und N Rechits-R-Moduln, es sei U C M ein Untermodul mit Quotientenab-
bildung p: M — M /U, und es sei F': M — N eine rechts-R-lineare Abbildung.
Dann ezistiert genau dann eine Abbildung F: M/U — N mit F = F o p,
wenn U C ker F. In diesem Fall ist F eindeutig bestimmt und rechts-R-linear.
Es gilt

imF =imF und ker F' = ker F//U .

Wenn F existiert, erhalten wir folgendes Diagramm:

M—L N
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BEWEIS. Zu , =" nehmen wir an, dass F existiert. Fiir alle u € U gilt [u] =
Opr/, somit
F(u) = F([u]) = F(0pm/) = F(0u) = O
es folgt U C ker F.

Zu ,<="* nehmen wir an, dass U C ker F'. Seien m, n € M mit [m]| = [n] €
M/U, dann folgt

m—-neUCkerFF = F(m)—F(n)=F(m-—n)=0xy,
also gilt F'(m) = F(n), und F([m]) = F(m) ist wohldefiniert.
Die Eindeutigkeit von F folgt aus Proposition . AuBerdem ist F

linear, denn

F([m] +[n]) = F(m + n) = F(m) + F(n) = F([m]) +
F(lm].r)=F(m.r)=F(m).r=F(m]).r
fiir alle m, n € M und alle r € R.

Wir sehen leicht, dass imF = im F. Es gilt [m] € ker F C M/U genau
dann, wenn m € ker F', somit folgt

ker F = ker F/U . O

2.54. Folgerung (Homomorphiesatz). Es seien M und N Rechts-R-Moduln
und F': M — N linear. Dann induziert F' einen Isomorphismus

F:M/ker F —imF .

BewEIS. Wir wenden Proposition an mit U = ker F. Da im F = im F
gilt, diirfen wir F als Abbildung mit Bildbereich im F' auffassen. Dann ist F line-
ar. Da ker F' = ker F'/ ker F' = {[05]}, ist F injektiv nach Proposition (.
Auferdem ist F surjektiv, da im F' = im F. Also ist F ein Isomorphismus. O

Wir kénnen also jede lineare Abbildung F': M — N wie folgt zerlegen:

M a N

N A

M/kerFHZ imF' .

Dabei ist p die Quotientenabbildung und ¢ die Inklusion. Um F' zu verstehen,
bieten sich die folgenden Schritte an.

(1) Bestimme ker F' als Untermodul von M.
(2) Bestimme im F" als Untermodul von N.
(3) Bestimme den Isomorphismus F': M/ker F — im F.
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2.55. Beispiel. Wir betrachten eine Ebene V' C R3 und eine Gerade U C R?, so
dass sich U und V nur in einem Punkt schneiden. Wir wollen annehmen, dass
das der Nullpunkt ist; dann sind U und V' Unterrdume. Unsere Anschauung
sagt uns, dass es durch jeden Punkt z € R? genau eine zu V parallele Gerade
gibt, und dass diese Gerade die Ebene U genau in einem Punkt schneidet.
Wir definieren F': R® — U so, dass F(x) gerade dieser Schnittpunkt ist. Diese
Abbildung ist R-linear — all das wird im néchsten Kapitel klarer werden.

Nach Konstruktion werden genau die Punkte auf der Geraden V auf den
Schnittpunkt 0 von U und V abgebildet, also ist ker F' = V. Jeder Punkt in der
Ebene U wird auf sich abgebildet, also ist F' insbesondere surjektiv. Aus dem
Homomorphiesatz folgt

R3/V =R3/ker F 2 imF = U .
Das Besondere hier ist, dass U selbst ein Unterraum von R? ist mit F|y = idy.

Sei jetzt wieder x € R? beliebig. Nach Konstruktion ist z — F(z) € V, da
eine zu V parallele Gerade durch x und F'(x) geht. Es folgt

r=u+v mit u=F(z)eU und v=x—F(z)eV.

Diese Zerlegung ist eindeutig, denn wire x = u’ + v/ eine weitere Zerlegung,
dann wiirde folgen

u+v=u+wv — W —u=v—-2v eUnV={0},

also v = v/ und v = v/. Somit liefern die Unterrdume U und V ein Beispiel fiir
die folgende Definition.

2.56. Definition. Es sei M ein Rechts-R-Modul und U, V' C M Untermoduln.
Die Summe von U und V ist gegeben durch
U—l—V:{U—I-U‘UGU,UEV}CM.

Falls U NV = {0} heiBt die Summe direkt, und wir schreiben statt U + V'
auch U @ V. Falls M die direkte Summe U @V ist, sagen wir, dass V ein Kom-
plement von U in M ist (und umgekehrt), oder, dass U und V' komplementire
Untermoduln sind. Wenn R ein (Schief-) Korper ist, sprechen wir analog von
komplementdren Unterrdumen.

Man beachte, dass wegen (Ul|) stets 0py € U NV gilt. Einen kleineren
Durchschnitt als {0y} kénnen zwei Untermoduln also nicht haben.

2.57. Beispiel. Wir geben Beispiele von direkten Summen und komplentéren
Untermoduln an.

(1) In den Ubungen zeigen Sie, dass Z/37 x Z /27 = 7./67. Also sind die
Untermoduln
U =22/67 = {[0], 2], 4]} = 232
und V =3Z/6Z ={[0],[3]} = Z/2Z

von M = Z/67Z zueinander komplementér.
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(2) Ahnlich wie in betrachte
V =27/47 = {[0],[2]} C M =Z/AZ .
Dann ist V' = Z/27. Es gibt keinen komplementéren Untermodul U,
denn dieser miisste mindestens ein Element aus M \ V enthalten, also
entweder [1] oder [3]. In beiden Fillen wire [2] € U, denn [2] = [1] +

[1] = [3] + [3], und somit U NV # {[0]}. Also existiert nicht immer ein
komplementéirer Untermodul.

Es sei V. C M ein Untermodul. Wir erinnern uns an die Quotientenabbil-
dung p: M — M/V aus Proposition m

2.58. Proposition. FEs seien U, V Untermoduln eines Rechts-R-Moduls M.
(1) Die Summe U +V C M ist ein Untermodul.
(2) Wenn die Summe direkt ist, existiert eine bijektive Abbildung
UxV =sUaV mit (u,v) »u+wv.

(3) Es seip: M — M/V die Quotientenabbildung. Wenn U und V' kom-
plementire Untermoduln sind, dann ist p|y: U — MV ein Moduliso-
morphismus.

BEWEIS. Die Unterraumaxiome fiir U 4+ V' gelten, da

Oar = 0pr + Ops ceU+V,
(t+v)+(u+w)=0Ct+u)+@v+w) €U+V
und (ut+v).r=u.r4+v.r ceU+V

firallet,u e U, v, w eV und r € R.

Die Abbildung in ist immer surjektiv nach Definition der Summe. Wenn
die Summe direkt ist, ist fiir jedes Element s € U & V die Zerlegung s = u + v
mit u € U und v € V eindeutig, denn aus s =« + v’ mit v’ € U, v/ € V folgt

v—u=v—-1"€eUNV = v —-—u=v—2=0y.
Also ist die Abbildung in auch injektiv.

Die Quotientenabbildung p: M — M/V ist linear nach Proposition m
Die Inklusion ¢: U — M ist linear nach Bemerkung Also ist auch die
Abbildung p|y =po¢ in linear nach Proposition m

Aus p(u) = p(u’) € M/V folgt, dass ein v € V existiert mit v’ = u+v. Wie
in folgt aus v =u—u' € UNV, dass u = u'. Also ist p|y injektiv.

Sei schlieBlich [m] € M/V mit m € M, dann existieren u € U, v € V
mit m =u+v,da M =U®V. Da p(u) = [u] = [m], ist p|y auch surjektiv. O

2.59. Bemerkung. Wir koénnen also den Quotientenmodul M/V mit Hilfe
von ply mit einem komplementéren Untermodul U identifizieren, falls ein sol-
cher existiert. Wenn U ein zu V komplementérer Untermodul ist, gibt es mei-
stens noch andere komplementére Untermoduln, siche etwa Beispiel wo in
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Richtung von V auf verschiedene Ebenen in R? projizieren kann. Das bedeutet,
dass die Identifikation M/V = U von der Wahl des Komplements abhéngt.
Obwohl man oft leichter mit dem komplementéren Untermodul U als mit dem
Quotienten M /V arbeiten kann, ist es daher manchmal sinnvoll, den Quotien-
ten M/V zu betrachten.

Die direkte Summe erfiillt gleich zwei ,,universelle Eigenschaften“. Sei da-
zu M = U @V, dann betrachten wir die Inklusionsabbildungen (yy: U — M
und vy : V. — M. Wenn wir wie oben M/U = V und M/V = U identifizie-
ren, erhalten wir auch Projektionen py: M — U und py: M — V, so dass
insbesondere
m = pu(m) + py (m)
fir alle m € M.

2.60. Proposition (Universelle Eigenschaften der direkten Summe). Es sei M
ein Rechts-R-Moduln und U, V C M Untermoduln, so dass M =U @ V.

(1) Die Inklusions- und Projektionsabbildungen erfiillen
py oy =idy , pyoty =0:V =>U,
pyoiy=0:U—=V und py oty =idy .

(2) Universelle Eigenschaft des Koproduktes: Sei N ein weiterer Rechts-
R-Modul und seien F: U — N und G: V — N linear, dann ezistiert
genau eine lineare Abbildung H: U &V — N, so dass F' = H o1y
und G = H oy,

(3) Universelle Eigenschaft des Produktes: Sei N ein weiterer Rechts-R-
Modul und seien P: N — U und Q: N — V linear, dann existiert
genau eine lineare Abbildung L: N — U @&V, so dass P = py o L
und Q = py o L.

Wie eng diese beiden Eigenschaften miteinander verwandt sind, zeigen die
folgenden Diagramme, die sich nur in der Richtung der Pfeile unterscheiden.
Man sagt auch, die Diagramme sind zueinander dual.

N N
A |
,\ ’
F | G P v Q
Uav %
U Vv, U Vv

BEWEIS. Zu sei u € U, dann folgt
(pv o w)(u) = py(u+0y) =u=idy(u) ,
(pyow)(u) =pv(u+0p)=0=0(u) V.

Also gilt py oty = idy und py oty = 0. Die beiden anderen Gleichungen folgen
genauso.
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Zu zeigen wir zunéichst die Eindeutigkeit. Sei also eine lineare Abbil-
dung H gegeben mit H oty = F und H oy = G. Fiir m = u + v folgt
H(m) = H(u) + H(v) = H(w(u)) + H(v (v))
= F(u) + G(v) = F(pu(m)) + G(pv(m)) ,
also ist H eindeutig bestimmt.

Auf der anderen Seite ist die Abbildung F' o py + G o py linear nach Propo-
sition m Sie leistet das Gewiinschte, denn wegen gilt

(FOPU-l-GOpv)OLU:FOpUOLU+GOpVOLU:F,
SN—— N——
—idy =0
(Fopy+Gopy)owy =Fopyow +Gopyowy =G .
Der Beweis zu verlduft analog. Es sei n € N und m = L(n) = u+v

mit v € U und v € V, dann folgt u = py(L(n)) = P(n) und v = py(L(n)) =
Q(n), also ist L eindeutig bestimmt.

Umgekehrt ist die Abbildung
tyoP+iyo@Q: N>M=UV
linear nach Proposition Mithilfe von tiberpriift man wieder, dass
puo(twoP+uiyoQ)=P und pvo(woP+woQ)=Q. O

Wir kénnen Summen auch fiir mehr als zwei Unterrdume definieren. Sei
etwa M ein Rechts-R-Modul, sei I eine Indexmenge, und sei (U;);ec; eine Fami-
lie von Untermoduln, aufgefasst als Familie in der Potenzmenge von M, siehe
Definition [[.11l Dann definieren wir ihre Summe als

S U= X

i€l el

uiEUifﬁralleiGI,ui:0Mfﬁrfastalleief}CM.

Wenn U; N} e 2 Uj = {On} fiir alle ¢ € I, nennen wir diese Summe wieder

direkt und schreiben
Pri-Y v
iel iel

Manchmal definiert man auch eine direkte Summe von beliebigen Rechts-
R-Moduln, die nicht Untermoduln eines festen Moduls M sind.

2.61. Definition. Es seien M, Rechts-R-Modul. Dann definieren wir ihre di-
rekte Summe und ihr direktes Produkt als

HMi = { (ms)ier | mi € M; fiir alle i € I, u; = Oy, fiir fast alle i € I} ;
i€l
i€l
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Wir erhalten fiir alle j € I Inklusionen ¢j: M; — []
se tj: Mj — Hie[ Ml mit

ic1 Mi beziehungswei-

m falls i = j, und

(m) = (mi)ics | it =
vi(m) = (mi)ier i i {0 falls i # j,

und Projektionen p;: [[;,.; M; — Mj beziehungsweise p;: [[;,c; M; — M; mit

pj(<mi)iel) =mj € M; .

Man iiberzeugt sich leicht, dass beides wieder Moduln sind. Dabei geht man
dhnlich vor wie in Beispiel In der Tat gilt

RO=T[R wmd R'=]]R.

iel el

Die folgenden universellen Eigenschaften werden analog zu Proposition [2.60
bewiesen:

2.62. Proposition. Es sei M; ein Rechts-R-Modul fiir alle i € I.

(1) Fir die Inklusions- und Projektionsabbildungen gilt
piOLi:idMi U’Ild plOLJ:(]MJ_)MZ

fiir alle i, 5 € I mit i # j.

(2) Universelle Eigenschaft des Koproduktes: Sei N ein weiterer Rechts-
R-Modul und sei Fj: M; — N linear fiir alle j € I, dann existiert
genau eine lineare Abbildung H: [[;c; M; — N, so dass Fj = H o
fir alle j € 1.

(3) Universelle Eigenschaft des Produktes: Sei N ein weiterer Rechts-R-
Modul und seien Pj: N — M; linear fiir alle j € I, dann existiert
genau eine lineare Abbildung L: N — [[,c; M;, so dass P; = pjo L
fir alle j € 1.

el

2.5. Matrizen

Wir wollen jetzt verstehen, wie man lineare Abbildungen durch Matrizen
beschreiben kann. Das ist zum Beispiel dann wichtig, wenn man numerische
Berechnungen durchfiihren will (also Berechnungen mit ,,echten* Zahlen, nicht
abstrakte Uberlegungen mit Variablen). Auf der anderen Seite sollten wir Ma-
trizen nur als niitzliche Rechenhilfen verstehen. Im Vordergrund des Interesses
werden weiterhin lineare Abbildungen stehen.

Vorab iiberlegen wir uns, dass (R))” gerade die Menge derjenigen Famili-
en (a;j)icrjes in R bezeichnet, so dass fiir jedes j € J nur endlich viele i € I
mit a;; # Og existieren.
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2.63. Proposition. Es sei R ein Ring mit Eins, I, J seien Mengen und R,
RY) die von ihnen erzeugten freien Rechts-R-Moduln. Fiir alle j € J bezeich-
ne e; den Basisvektor aus Beispiel . Dann existiert zu jeder linearen
Abbildung A: RY) — RY) eine Familie (a;j)icr jes € (RY)7, so dass

(1) (aij)icr = A(ej) € RD fir alle j € J .

Fir alle (bij)icrjes € (RD)7 eistiert eine lineare Abbildung B: RY) — RU),
so dass

(2) TJ JGJ <me TJ) :
jeJ el

Die in und konstruierten Abbildungen ®: HomR(R(J),R(I)) — (RM)7
und ¥: (RD)! — Homp (R(J), R(I)) sind zueinander invers und daher bijektiv.

BEWEIS. Da A(e;) € RU_ gibt es fiir jedes j € J nur endlich vie-
le 7 € I mit a;;j # Ogr, und es folgt . Wir erhalten also eine Abbil-
dung ®: Hompg(RY), RD) — (RD)! mit A — (aij)icr jes-

Es seien jetzt (bij)icrjes € (R1)7 und (r);e; € RY) gegeben. Dann ist
(Zby Ta) = (bij-ryier = Y _(bij)ier -7
J€JT € jeg =
eine Linearkombination aus Elementen (b;;)icr € RU ), also erhalten wir in
eine Abbildung B: R) — R,
Fiir alle (), (55)jes € RY) und alle t € R folgt

B((Tj)jeJ + (Sj)jeJ) = B((T] + s5) jGJ <Z bij - (rj + s; >
jeJ el

<wa rj—i-ZbZ] sj>€

jeJ jeJ

~(Zwn), (S,

jeJ
= B((rj)jes) + B((s5)jes) »
und

B((Tj)jGJ . t) = B(( jGJ <Z sz Tj > o

JjeJ

= (Z(bl]’r‘]) 't> <ij T]> .t

jeJ el jeJ i€l
= B((Tj)jej) .t.

Also ist die Abbildung B in auch rechts-R-linear. Wir erhalten also eine

Abbildung ¥: (RD)? — Hompg(RY), RY)) mit (b;;)ier,jes — B.
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Sei wieder (b;;)ierjes € (RD)? und B = ¥((byj)ierjes). Fiir die Fami-
lie (aij)iGI’jGJ = ®(B) folgt

(aij)ier = (Z bi, - 5@) = (bij)ier

keJ €l
fiir alle j € J, also gilt o ¥ = id(Ru))J.

Sei umgekehrt A € HomR(R(‘]), R(I)) und (aij)ierjes = P(A). Es sei B =
\Il(), dann folgt aus der Linearitét von A und aus Beispiel ([2.30) , dass

B((r))jes) (Z Qij - 7"]) = Z(aij)iel Ty

= €L ey
= ZA(GJ) Ty = A<Z €; . Tj> = A((Tj)je]) .
jeJ jeJ

Also gilt auch Vo ® = idHomR( R() g0, somit sind ® und ¥ zueinander invers
und insbesondere bijektiv nach Satz [1.22] . . ([l

Diese Proposition ist die Grundlage fiir das Rechnen mit Matrizen, wie wir
jetzt sehen werden.

2.64. Definition. Es sei R ein Ring und m, n € N. Eine m x n-Matrixz iiber R
ist eine Familie A = (a;;)i=1...m,j=1..n in R, geschrieben

ail e Aln
(1) A=
am1 " OGmn

Die Menge aller m x n-Matrizen iiber R wird mit M,, ,,(R) bezeichnet.

Wir definieren die Matrizaddition +: My, ,(R) X My n(R) — My n(R)
durch
(2) A+ B = (ajj + bij)i=1..mj=1..n € My n(R)

fir alle B = (bij)i=1..mj=1.n. € Mmn(R), und die Matrizenmultiplikati-
: My (R) X My n(R) = My p(R) mit £ € N durch

(3) C-A= <Z Cij ajk) S MZ,n(R)
i=1..4,k=1..n

=1
fiir alle C = (¢ij)i=1..0,j=1..m € Mym(R).

Wenn die Grofe einer Matrix bekannt ist, schreiben wir auch kurz (a;j)i; €
My, n(R) — daraus ergibt sich, dass 1 <i<mund 1 < j <n.

Die Matrixaddition erfolgt komponentenweise, genau wie in Beispiel (2.30)).
Zwei Matrizen kann man nur addieren, wenn sie die gleiche Anzahl von Zeilen
und die gleiche Anzahl von Spalten haben.
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Zwei Matrizen lassen sich multiplizieren, wenn die erste soviele Spalten hat
wie die zweite Zeilen. Die Matrixmultiplikation lasst sich am besten am folgen-
den Schema verdeutlichen:

b1k

bnk
a1 - Qin —  apbip + -+ ainbpk

Hierbei steht die Matrix A links, die Matrix B oben, und das Produkt A - B
unten rechts. Der Eintrag an der Stelle (i, k) sieht also genauso aus wie das
»okalarprodukt® aus der Zeile ¢ der Matrix A und der Spalte k& der Matrix B,

vergleiche Definition .
2.65. Bemerkung. Wir betrachten die folgenden Spezialfille.

(1) Wenn m = 0 oder n = 0 ist, enthélt M,, ,(R) nur ein Element, die
leere Matrix ().

(2) Fiir m = 1 = n identifizieren wir M; ;(R) mit R. Addition und Mul-
tiplikation von 1 x 1-Matrizen entsprechen genau der Addition und
Multiplikation in R:

(M) +(s)=(+s) und  (r)-(s)=(r-s).

(3) Es sei n = 1, dann ist M,,1(R) = R™ der ,Raum der Spalten“ der
Lénge m, und Addition funktioniert genau wie in Beispiel Wir
kénnen von rechts mit einer 1 x 1-Matrix aus multiplizieren und
erhalten die skalare Multiplikation

™ TS T

T'm Tm * S Tm

Aus diesem Grund ist es sinnvoll, Spalten von rechts mit Skalaren zu
multiplizieren.

(4) Fiir m = 1 ist My ,(R) = "R der ,Raum der Zeilen“ der Lénge n.
Addition funktioniert wieder wie in Beispiel Multiplikation mit
einer 1 x 1-Matrix von links entspricht der Multiplikation mit einem
Skalar.

Die néchsten zwei Spezialfille sind so wichtig, dass wir sie separat formu-
lieren.

2.66. Folgerung (aus Proposition [2.63). Es sei R ein Ring mit Eins und m,
n € N. Dann existiert eine natirliche Bijektion

(1) ®: Homp(R", R™) — My (R) .
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Dabei steht das Bild des Basisvektors e von R™ unter A: R — R™ in der j-ten
Spalte der Matriz (a;j)i; = ®(A). Matrizmultiplikation -: My, ,(R) x R — R™
entspricht dem Anwenden einer linearen Abbildung, genauer

™ ™
(2) A : =P(A4)-| : | eR™.

Tn T'n
Die Matrizaddition entspricht der Addition linearer Abbildungen, fir A, B €
Hompg(R™, R™) gilt also
(3) ®(A+ B)=P(A)+ ¢(B) .
Firt, m, n € N seien A: R™ — R’ und B: R" — R™ rechts-R-linear. Dann
qgult
(4) (Ao B) = B(4) - &(B) € Myn(R) |
das heifit, die Matrizmultiplikation - : My, (R) X My n(R) — My, (R) ent-
spricht der Verkettung linearer Abbildungen.

Bewers. Wir setzen I = {1,...,m}und J ={1,...,n}in Propositionm

Dann ist
RO =pm  RY=pg" und (RY) = M,.(R).
Beachte, dass I und J hier endliche Mengen sind, es gibt also keine zusétzlichen
Bedingungen an die Zahlen a;;, wenn (a;;);; € (RD) = M, »(R). Also liefert
Proposition die Abbildung in (|1)). Die j-te Spalte der Matrix ist dabei
wie gefordert
a1j
A(ej) = (aij)i=1,..m =

amj

Es sei wieder (a;j)i; = ®(A). Wir schreiben (rj)j=1, ., fir die Spalte
aus (2). Aus Proposition folgt

1

Al 2 ) | =A)i=1.m) :<Zn;aij 'T’j> = (aij)i; -
i

n i=1,....m

™

n
Die letzte Gleichung ist gerade die Definition der Matrixmultiplikation
in dem Fall, dass der zweite Faktor (r;);=1,. » eine Spalte ist.

Zu (3)) seien (ay)i; = P(A), (bij)i; = ®(B) € Mpn(R). Wir bestim-
men (A + B), indem wir die Bilder der Vektoren e, € R™ berechnen. Nach
Definition von A + B in Bemerkung und Proposition gilt

aig b1k aik + bik
(A+B)e) =Ale) +Be) = : |+| : |=| = |er.
Amk bmk Gmk + bmk
und das ist genau die k-te Spalte der Matrix ®(A) + ®(B).
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Zu " sel (aij)m = (P(A) € Mﬂm(R) und (bjk)j,k = (I)(B) S Mm,n(R) Um
die Matrix ®(A o B) zu erhalten, miissen wir die Bilder der Vektoren e € R"
bestimmen. Nach Proposition ist

Blex) = (bjk)j=1....m -
Nach Proposition gilt

m arr - big + -+ aim - bk
A(B(er)) = (Z aij - bjk) = : € R,
J=1 =het agr - big + -+ apm bk

Also hat ®(A o B) die gleiche k-te Spalte wie das Matrixprodukt ®(A) - &(B).
Daraus folgt unsere Behauptung. ([l

2.67. Bemerkung. Nach Folgerung bietet es sich an, Matrizen A =
(aij)ij € Mpn(R) mit den zugehorigen Abbildungen A: R™ — R™ zu iden-
tifizieren. Somit ist

Hompg(R",R™) = My n(R) .
Die Abbildungen ® und ¥ aus Proposition brauchen wir dann natiirlich
nicht mehr.

Man beachte: auf die Rechts-R-Moduln R™ wirken Matrizen von links. Auf
diese Weise kommt die skalare Multiplikation der Matrix nicht ,,in die Quere“,
das heifit, die Multiplikation mit einer Matrix von links ist rechts- R-linear.

Bei Zeilen ist es genau spiegelbildlich: hier operieren Skalare von links wegen
Bemerkung und Matrizen von rechts, es folgt also

rHom(™R, "R) = My, »(R) .

Wenn man die Verkettung linearer Abbildungen als Matrixprodukt schreibt,
dreht sich die Reihenfolge der Faktoren um. Aus diesem Grund ist es einfacher,
mit Rechts-R-Moduln zu arbeiten.

Tatséchlich kann man einige Fehler vermeiden, wenn man Skalare konse-
quent von rechts wirken ldsst — selbst dann, wenn man iiber einem kommu-
tativen Ring oder Korper arbeitet, bei dem es nach Bemerkung [2.23] eigentlich
keinen Unterschied zwischen Rechts- und Linksmoduln gibt.

2.68. Folgerung. Die Matrizmultiplikation ist assoziativ.

BEWEIS. Diese Behauptung kénnte man beispielsweise mit Hilfe der Defi-
nition der Matrixmultiplikation mit etwas Aufwand nachrechnen.

Einfacher ist es, Matrizen A € My,,(R) = Homg(R™, RY), B € My, ,(R) =
Hompg(R"™,R™) und C € M, ,(R) = Hompg(RP, R") mit den entspechenden
linearen Abbildungen zu identifizieren. Da die Verkettung von Abbildungen

assoziativ ist nach Bemerkung , folgt aus Folgerung , dass
A-(B-C)=Ao(Bo(C)=(AoB)oC=(A-B)-C). ]
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2.69. Definition. Es sei R ein Ring mit Eins. Eine m x n-Matrix iiber R heif3t
quadratisch, wenn m = n. Der Raum der quadratischen n x n-Matrizen iiber R
wird mit M, (R) bezeichnet. Die quadratische Matrix E, = (0;;)i; € Mn(R)
heifit Einheitsmatriz. Eine quadratische Matrix A € M,,(R) heiit invertierbar,
wenn es eine Matrix B € M, (R) mit A- B = B- A = E,, gibt. In diesem Fall
heift B die zu A inverse Matriz; sie wird auch mit A~! bezeichnet.

2.70. Bemerkung. Identifiziere M, (R) mit Endg R" = Hompg(R", R"™) wie in
Bemerkung

(1) Die Einheitsmatrix entspricht der Identitdt idgn, denn fiir alle m =
(Tj)j € R™ gilt

En cm = <Z(5i]”r‘j> = (’l“z)z =m.
j=1

i

(2) Essei A: R" — R"™ eine lineare Abbildung, A € M, (R). Wegen Folge-
rung ist A genau dann als lineare Abbildung umkehrbar, also
ein Isomorphismus, wenn A als Matrix invertierbar ist. In diesem Fall
wird die Umkehrabbildung von A genau durch die inverse Matrix A~!
beschrieben. Aus Folgerung unten folgt mit Proposition
dass die inverse Matrix eindeutig bestimmt ist.

2.71. Folgerung (aus Folgerungen und [2.66)). Es sei R ein Ring mit Fins.

(1) Die invertierbaren n x n-Matrizen bilden eine Gruppe (GL(n,R), -),
die allgemeine lineare Gruppe, und es gilt GL(n, R) = Autg R".

(2) Die quadratischen n x n-Matrizen bilden einen Ring (M, (R),+, -) mit
Eins E,, den Matrixring, und es gilt M, (R) = Endg R".

(3) Der Raum der Spalten R™ wird durch Matrizmultiplikation zu einem
unitiren M, (R)-Linksmodul.

(4) Der Raum My, ,(R) wird durch Matrizmultiplikation zu einem unitd-
ren Rechts-My(R)-Modul und zu einem unitdren Links-My,(R)-Modul.

BEWEIS. Nach Bemerkung gilt Endg R™ = M,,(R), und nach Bemer-
kung ist E, = idgn die Eins. Es folgt (2)).

Nach Bemerkung entsprechen die invertierbaren Matrizen genau
den umkehrbaren linearen Abbildungen, und es folgt .

Die Punkte und (4) folgen aus den entsprechenden Punkten in Folge-
rung und Folgerung und (). O

2.72. Bemerkung. Es sei R Ring mit Eins und M ein Rechts-R-Modul. In
Definition [2.43| haben wir den dualen Links-R-Modul

M* = Hompg(M; R)
eingefithrt. Im Spezialfall M = R™ folgt nach den Identifikation aus Bemer-

kung und @), dass
(R™)* = Hompg(R™, R) = M; »(R) = "R
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Somit der Links-R-Modul der m-elementigen Zeilen dual zum Rechts- R-Modul
der m-elementigen Spalten.

Es sei (e1,...,en) die Standardbasis des R™. Als Basis der Zeilen wéhlen
Wwir €1, ..., &n, Wobei an der i-ten Stellen von ¢; eine 1 steht und sonst nur Nul-
len. Diese Basis nennen wir die Standardbasis von ™R. Zwischen den Basen (e;);
und (&;); besteht die folgenden Beziehung:

ei(ej) = Z5ik5kj = 0ij ;
k=1

wir sagen dazu, dass die Basis (¢;); dual zur Basis (e;); ist.

Fiir Links-Moduln N kénnen wir analog den Dualraum *N = rpHom(N, R)
definieren. Analog zu oben folgt *("™R) = R™, und wiederum ist die Basis (e;);
zur Basis (g;); dual.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir auch in freien Moduln mit fe-
sten Basen mit Koordinaten und Matrizen rechnen. Dafiir ist es praktisch, den
Begriff einer Basis etwas anders zu fassen als in Definition [2.28

2.73. Definition. Es sei R ein Ring mit Eins und M ein Rechts- R-Modul. Ein
Tupel (b1, ...,by) aus Elementen von M heifit

(1) Erzeugendensystem, wenn {by, ..., b, } eine Erzeugermenge bildet;
(2) linear abhingig, wenn es (r1,...,7rm) € R™\ {0} gibt, so dass

by. "M+ +by.rm =0,

und sonst linear unabhdingig;
(3) (angeordnete) Basis von M, wenn es ein linear unabhéngiges Erzeu-
gendensystem bildet.

Der Hauptunterschied ist, dass wir hier mit Tupeln anstelle von Mengen
arbeiten. Insbesondere hat jedes Basiselement jetzt einen Index aus {1,...,m},
und wegen darf kein Vektor doppelt vorkommen, was in einer Menge wie in
Definition gar nicht moglich ist. Im Folgenden seien alle Basen angeordnet.

2.74. Bemerkung. Es sei M ein freier Rechts-R-Modul mit Basis B =
(b1,...,bm). Wie in Definition erhalten wir eine Basisabbildung B: R™ —
M mit

T

B :ibi'ri'
=1

Tm
Wir benutzen hier den gleichen Buchstaben wie fiir die Basis B, und tatséchlich
verhilt sich die Basisabbildung oben formal wie die Matrixmultiplikation der
»Zeile* B aus Modulementen mit der Spalte (r;); € R™.

Wie Bemerkung ist die Basisabbildung bijektiv, und ihre Umkehrab-
bildung ist die Koordinatenabbildung M — R™. Die Basisabbildung ist auch



74 2. VEKTORRAUME UND MODULN

linear, also ein Isomorphismus, denn fiir alle (r;);, (s;); € R™ und alle t € R
gilt

B(( Z b; . Tz + 51
= sz LT+ sz .8 = B((Tz)z) + B((Sz)z)
und  B((r:); - Zb <Z b; . r,) t=DB((r:);) - t.

Nach Proposition ist die Koordinatenabbildung dann ebenfalls linear. Die
Linearitét dieser Abbildungen bedeutet, dass wir mit den Koordinaten genauso
rechnen diirfen wie mit den Modulelementen selbst. Es ist also egal, ob wir
erst Vektoren addieren und mit Skalaren multiplizieren und dann Koordinaten
bilden, oder erst Koordinaten der einzelnen Modulelemente nehmen und dann
mit ihnen weiterrechnen.

Sei jetzt umgekehrt M ein beliebiger Rechts-R-Modul, sei B: R™ — M
eine lineare Abbildung und b; = B(e;) € M fir i« = 1, ..., m. Dann bil-
det (b1,...,by) genau dann ein Erzeugendensystem, wenn B surjektiv ist, und
genau dann linear unabhéngig, wenn B injektiv ist. Also entsprechen die m-
elementigen Basen von M genau den Isomorphismen B: R™ — M.

2.75. Folgerung. Fs sei R ein Ring mit Fins, es sei M ein freier Rechts-
R-Modul mit Basis B = (b1,...,bm) und N ein freier Rechts-R-Modul mit
Basis C = (c1,...,¢y). Dann entspricht jeder linearen Abbildung F: N — M
genau eine Matriz A, die Abbildungsmatrix von F' beziiglich B und C' so dass
das folgende Diagramm kommutiert.

N —Es

ol

R —— R™

Dabei stehen in der j-ten Spalte von A die B-Koordinaten des Bildes des j-ten
Basisvektors cj. Fiir jedes Element v = C((r;);) € N hat das Bild F(v) also die
Koordinaten A - (r;);.

BEwEIS. Wir bezeichnen die Umkehrabbildung der Basisabbildung B
mit B~ und setzen

A=BloFoC,

dann kommutiert das Diagramm offensichtlich. Die restlichen Aussagen ergeben
sich aus Folgerung [2.66 O



2.5. MATRIZEN 75

2.76. Bemerkung. Der Spezialfall M = N und F' = idj; ist interessant. In
diesem Fall erhalten wir das kommutative Diagramm

M
o/ N\
RM—2 pn

Multiplikation mit der Matrix A macht aus C-Koordinaten B-Koordinaten. Al-
so besteht die j-te Spalte von A = (a;;); ; aus den B-Koordinaten des Vektor ¢;,

das heifit .
Cj = Z biazj .
=1

Anders formuliert erhalten wir die Vektoren der Basis C, indem wir die ,,Zei-
le“ B mit den Spalten von A multiplizieren. Aus diesem Grund nennt man die
Matrix A auch Basiswechselmatriz. Die obigen Sachverhalte sind zwei Lesarten
der ,,Gleichung® C = BA. Man beachte, dass die ,Richtung“ des Basiswech-
sels fiir die Koordinaten (,von C' nach B*) und fiir die Basisvektoren (,von B
nach C'*) genau umgekehrt ist. Um Fehler zu vermeiden, sollte man daher im-
mer das obige kommutative Diagramm vor Augen haben.

2.77. Proposition. Es sei M ein freier R-Modul mit Basis B(bi,...,bn).
Dann besteht eine Bijektion zwischen der Menge der m-elementigen Basen
von M und der allgemeinen linearen Gruppe GL(n, R), die jeder Basis C' = B-A
die Basiswechselmatriz A zuordnet.

BEWEIS. Zunéchst sei C' = (c;); eine weitere Basis von M. Dann erhalten
wir eine Basiswechselmatrix A wie in Bemerkung[2.76] Da die Basisabbildungen
zu B und C Isomorphismen sind, ist A = B~! o C ebenfalls ein Isomorphismus,
also ist die zugehorige Matrix nach Bemerkung invertierbar. Auflerdem
wird sie durch B und C eindeutig festgelegt.

Sei jetzt A eine invertierbare Matrix, dann ist C = Bo A: R™ — M ein
Isomorphismus. Die Bilder ¢y, ..., ¢, der Standardbasisvektoren ey, ..., en,
von R™ bilden eine Basis von M, und C' ist die zugehorige Basisabbildung.
Denn sei m € M ein Element mit den B-Koordinaten 71, ..., ry,, dann folgt

m = B((rj);) = (CoA™)((ry);) = C(A™ - (ry);) =D _ci-si,
=1

wobei s; die i-te Komponente der Spalte A1 - (r;); sei. Mithin lisst sich jedes
Element von M als Linearkombination der ¢; schreiben, das heif3t, die Elemen-
te c1, ..., ¢y erzeugen M.

Wenn eine dieser Linearkombinationen das Nullelement 0 € M ergibt, folgt
umgekehrt, dass

0= Zci'si :B(A'(Si)i) )
i=1

also ist A - (s;); = 0 und wegen Invertierbarkeit von A auch (s;);. Also ist das
Tupel (e, ..., ¢p) linear unabhiingig und bildet daher eine Basis. ]
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2.78. Bemerkung. Wir kénnen jetzt auch iiberlegen, wie sich die Abbildungs-
matrix aus Proposition verhilt, wenn wir eine der beiden Basen durch eine
andere ersetzen. Wir betrachten dazu die kommutativen Diagramme

N—L s j——
/ / \ und E/ \C \9
Rt g AL pm

Hier ist D eine neue Basis von M und P € GL(m, R) die zugehorige Basis-
wechselmatrix, und E ist eine Basis von N und @ € GL(n, R) die zugehérige
Basiswechselmatrix.

Es sei wieder (g;); die Standardbasis des Raumes "R = Hompg(R™, R) der
Zeilen der Lange R.

2.79. Proposition. FEs sei R ein Ring mit Eins und M ein freier Modul
mit Basis B = (by,...,by). Dann bilden die einzelnen Komponentenfunktio-
nen 3 = ¢;o B~ M — R der Koordinatenabbildung B™': M — R™ eine
Basis (B;); des dualen Moduls B*. Sie ist dual zur Basis B, das heifst, fiir
alle v, j gilt

(1) Bi(bj) = ij -
BEwEIS. Die Abbildungen B; sind offensichtlich Elemente des dualen Mo-
duls M*. Da b; = B(e;) gilt, folgt (1)), denn
Bi(bj) = (ei 0 B™)(Bley)) = eile;) = 0
nach Bemerkung

Aus folgt, dass (B;); eine Basis von M* ist. Sei etwa F € M* =
Hompg(M, R), und sei m = B((r;);) € M ein Element mit den B-Koor-
dinaten (7;); € R™, dann gilt

=Y F(bj)-rj=> F(bi)-6; -7
j=1 ij=1

= " F(b)- ilby) 1 = (Z 20 5) (m).
3,j=1 i=1

somit F' =3 " F(b;) - B, und die Elemente f3; erzeugen M*.

Sie sind auch linear unabhiingig, denn wire > ;" s; - ; = 0, so wiirde fiir
alle j folgen, dass

Sj :Zsi-éij :Zszﬁl(bj) =0
=1 i=1

Also ist das Tupel (1, ..., Bm) linear unabhéngig und bildet daher eine Basis.
O
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Zum Schluss betrachten wir als Spezialfall bestimmte Basen des R”, mit de-
nen man besonders gut arbeiten kann. Mehr dazu erfahren Sie in Abschnitt
unten. Auflerdem brauchen wir den Begriff der transponierten und der adjun-
gierten Matrix.

2.80. Definition. Es sei A = (a;j)i; € M n(R) eine Matrix, dann definieren
wir die zu A transponierte Matriz A* € M, ,,(R) durch A" = (a;;);;. Falls R = C
oder H, definieren wir die zu A adjungierte Matriz A* € My, ,»(R) durch A* =

(@ij) i

Transponierten macht zum Beispiel aus Zeilen Spalten und umgekehrt. In
Biichern wird hiufig (r1,...,7,) fiir die Spalte (::1 ) geschrieben.

Wir konnen das Standardskalarprodukt auf R™ zweier Spaltenvektoren v =
(vi); und w = (w;); aus Definition jetzt auch schreiben als

n

<v7w>:Zvi-wizvt'w.

=1

2.81. Definition. Eine Orthonormalbasis des R™ ist ein Tupel B = (b1, ..., b,)
von Vektoren im R™, so dass fiir alle ¢, j gilt

<bi,bj> = 51‘]‘ .

2.82. Proposition. Es sei B = (b1,...,b,) eine Orthonormalbasis des R™.
Dann ist B eine Basis, und fiir jeden Vektor v € R™ gilt
n
vV = sz . <bl’,U> .
i=1

Die Matriz B mit den Spalten by, ..., by ist invertierbar mit B~' = B?.

Man beachte, dass die Matrix B jetzt tatsdchlich die Matrix der Basisab-
bildung B ist, so dass die obige Merkregel aus Bemerkung hier wirklich
richtig ist. Im Spezialfall einer Orthonormalbasis wird die Koordinatenabbil-
dung also gegeben durch B~! = B*. Im Allgemeinen lisst sich das Inverse einer
Matrix nicht so leicht bestimmen, und allgemeine Verfahren zum Invertieren
von Matrizen lernen wir erst in den néchsten zwei Kapiteln kennen.

BEWwEIS. Wir schreiben b; = (b;;);, so dass B = (b;;); ;. Dann gilt also

(eirb) = > Opibrj = bij -
k=1

Wir versuchen, den Vektor e; als Linearkombination der b; darzustellen.
Dazu setzen wir
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Es folgt

Hri’2:< Zb (bj, €i), €i Zbk~<bkaez’>>
k=1

= lesl? —2262, (bjrei) + Y (bjybi) (bj, ) - (brs i)

j k=1
J —3k

n
=1-> b5,
j=1

Nun ist [|r5]|*> > 0 nach Bemerkung (). Auf der anderen Seite liefert

Summieren iiber ¢, dass
n n n n n n
2 2 2
DolnilF=n=3 > bh=n=3 > bl =n=3 (bb;) =
i=1 i=1 j=1 j=1i=1 j=1

so dass ||7;]|> = 0 und daher r; = 0 fiir alle i, und somit gilt

e, = ij . <bj,€i> = ij . bij .
7=1 j=1

Wir stellen den Vektor v = (7;); in Koordinaten dar und erhalten

n

v:Zei.ri: Z bj.(bj,€i>-7”izzbj'<bjav>'
=1

ij=1 j=1
Also erzeugen die Vektoren by, ..., b, den R"™.

Sie sind auch linear unabhéngig, denn aus by .71 + -+ - + b, . 7, = 0 mit 7y,
, n € R folgt fiir alle 7, dass

Tz:i5ij-rj=<“2b] 7']> bz,0>—0
J=1

Also bildet (by,...,b,) eine Basis.

Schliefilich berechnen wir noch

E, = (6ij)i; = ((bi, b)) (Zb,ﬂb,ﬁ) =B'B

2y}

und B, = (6i5)i; = ((€s,€5))ij

— <<kzn:1bk ) bik,gzn;be . bj£>>

und schliefen daraus, dass B~ = Bt. O

= (Z bikbjk> —B-B!
k=1 '

i,J i,J

Es folgt eine kurze Zwischenbilanz zum Ende des Abschnitts: In Ab-
schnitt haben wir Gruppen, Ringe und Koérper kennengelernt. Uns inter-
essieren dabei am meisten Ringe mit Eins, darunter fallen auch Koérper und
Schiefkorper.
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Im Abschnitt 22 haben wir Moduln betrachtet. In Zukunft werden wir fast
nur noch mit unitdren Moduln arbeiten, dazu gehéren auch die Vektorrdume
iiber Kérpern und Schiefkérpern. In den Beispielen 2.30] und [2.31 haben wir die
frei erzeugten Moduln RY) und speziell den Raum R der Spalten kennengelernt
kennengelernt. Freie Moduln werden besondern wichtig werden, vor allem, da
Vektorrdume immer freie Moduln sind.

Der Inhalt von Abschnitt waren lineare Abbildungen. Wir haben gese-
hen, wie man lineare Abbildungen R" — R™ und allgemeiner zwischen endlich
erzeugten freien Moduln durch Matrizen darstellen kann. Aulerdem haben wir
Folgerung [2.42] mit Hilfe von Matrizen neu interpretiert. Als Spezialfall haben
wir den dualen Modul aus Definition 2.43] betrachtet.

In Abschnitt|2.4)ging es um Unterrdume, Quotienten und (direkte) Summen.
Diese Konstruktionen schauen wir uns néher an, sobald wir mehr iiber Basen
von Vektorrdumen wissen.

Schlieffilich haben wir in Abschnitt Matrixrechnung kennengelernt. Sie
hat zweierlei Aufgaben: zum einen erlaubt sie es, mit linearen Abbildungen zu
rechnen, indem man sie durch Systeme von Zahlen darstellt. Dieser Aspekt ist
spéater zum Beispiel in der Numerik sehr wichtig. Dazu muss man zunéchst fiir
jedes Modul eine Basis wihlen — im Fall R™ wird das haufig die Standardbasis
sein. Zum anderen haben wir Matrizen aber auch benutzt, um den Raum aller
linearen Abbildungen besser zu verstehen. Dieser Aspekt wird im Folgenden
héufig wichtig sein.






KAPITEL 3

Vektorrdume iiber Kérpern und Schiefkérpern

In diesem Kapitel lernen wir typische Eigenschaften von Vektorrdumen iiber
(Schief-) Koérpern kennen. Insbesondere hat jeder Vektorraum eine Basis, ist al-
so als Modul frei. Auflerdem lernen wir das Gau3-Verfahren zum Losen linearer
Gleichungssysteme kennen. Solche linearen Gleichungssystem treten sowohl in
der Praxis als auch in der Theorie haufig auf. So kénnen wir das Gauf-Verfahren
auch benutzen, um festzustellen, ob eine Matrix invertierbar ist, und gegebe-
nenfalls die inverse Matrix zu bestimmen.

Alles, was in diesem Abschnitt passiert, beruht darauf, dass wir in einem
Schiefkorper dividieren kénnen. Auf der anderen Seite benGtigen wir das Kom-
mutativgesetz in diesem Abschnitt (noch) nicht. Fiir den Rest dieses Kapitels
sei k ein Schiefkorper, also zum Beispiel k = Q, R, C, H oder Z/pZ fiir p prim.
Wenn nichts anderes angegeben wird, seien alle k-Vektorrdume nach wie vor
Rechts-Vektorrdume, und alle Basen seien angeordnet wie in Definition [2.73]

3.1. Basen

Wir haben spétestens im Abschnitt gesehen, dass wir in freien Moduln
weitaus leichter rechnen kénnen als in beliebigen. Und wir haben auch gesehen,
dass wir dadurch die Struktur dieser Moduln und der linearen Abbildungen gut
beschreiben und verstehen koénnen. Das soll diesen Abschnitt motivieren, in
dem wir uns Gedanken iiber die Existenz von Basen machen wollen. Die beiden
Sétze von Steinitz gehdren zu den wichtigsten Ergebnissen dieser Vorlesung.

Fiir das folgende Lemma fithren wir noch folgende Notation ein. Es
sei (ay,...,an) ein Tupel und 1 < i < n. Dann erhalten wir ein neues Tu-
pel durch Weglassen von a;, das wir bezeichnen wollen als

(al,...,é\i,...,an) = (al,...,ai,l,aHl,...,an) .
3.1. Lemma. FEs seiV ein k-Vektorraum und (v, ..., vy,) ein linear abhingiges
Tupel von Vektoren aus V. Dann existiert ein j € {1,...,n}, so dass sich v; als

Linearkombination der Vektoren (vl, NN 1) R ,vn) darstellen ldsst. Fuolls das
Tupel (v1,...,v) linear unabhdngig ist fir ein r < n, konnen wir j > r wdhlen.

BEWEIS. Da das Tupel (v1,...,v,) linear abhéngig ist, existieren kq, ...,
k, € k, so dass

n

Zviki:OEV.

1=1
81



82 3. VEKTORRAUME UBER KORPERN UND SCHIEFKORPERN

Wire ky41 = .-+ = k, = 0, so erhielten wir eine nicht-triviale Linearkom-
bination des Tupels (vi,...,v,), die den Nullvektor darstellt. Da (vi,...,v,)
nach Voraussetzung linear unabhéngig ist, ist das nicht moglich. Wir finden
also j > r mit k; # 0. Aus der obigen Gleichung folgt jetzt

vj:—Zvi (k‘lki;l) O
i#j

3.2. Bemerkung. Man beachte, dass wir im Beweis durch k; dividiert haben.
Wir kénnen daher nicht erwarten, dass das Lemma fiir Moduln iiber beliebi-
gen Ringen gilt. Als Gegenbeispiel betrachte Z als Z-Modul. Das Tupel (2, 3)
ist linear abhéngig, da 2-3 — 3 -2 = 0. Aber weder ist 2 eine Linearkombi-
nation, also ein Vielfaches, der 3, noch umgekehrt. Die Voraussetzung, dass k
ein (Schief-) Korper ist, ist also notwendig. Fiir die meisten Aussagen in diesem

und im néchsten Abschnitt finden wir Gegenbeispiele in Moduln iiber beliebigen
Ringen.

3.3. Satz (Basisergénzungssatz von Steinitz). Es sei V' ein k- Vektorraum. Es
sei (v1,...,v.) ein Tupel linear unabhingiger Vektoren, und {wi,...,ws} CV
sei eine endliche Erzeugermenge. Dann gibt es n > r und Zahlen i(r + 1), ...,
i(n) € {1,...,s}, so dass das Tupel

(vla <o Ups Witr 1) - - 7wl(n))

eine Basis von V bildet.

Wir bezeichnen das Erzeugnis der Vektoren eines Tupels B mit (B), siehe

Definition 2.241

BEWwWEIS. Wir setzen zunéchst n = r und i(r) = 0, und starten mit dem
Tupel B = (v1,...,v,). Dann gehen wir die Vektoren w; fir i =1, ..., s der
Reihe nach durch.

Wenn wir uns um w; kiitmmern, nehmen wir an, dass wir bereits ein linear
unabhéngiges Tupel

B = (U1, Upy Wirg1)s - -+ Win))
konstruiert haben mit i(1) < --- <i(n) < i, so dass
{wy,...,wi—1} C (B)
fiir alle j < 4.
Dann gibt es zwei Moglichkeiten. Falls das Tupel
(V15 Uy Wi 1)y - - + 5 Wicn), Wi)

linear abhéngig ist, ist nach Lemma der Vektor w; eine Linearkombination
der Vektoren aus B, das heifit, es gilt w; € (B). Es folgt also

{wl,...,wi}c <B>,

und wir kénnen den Vektor w; {iberspringen.
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Falls das obige Tupel linear unabhéngig ist, wird es unser neues B, also
B = (Ula s Ury Witr 1)y - -+ wz(n)awl) :

Selbstverstiandlich gilt nun auch w; € (B). Wir setzen also i(n + 1) = ¢ und
erhchen anschliefend 7 um 1.

Am Schluss erhalten wir ein lineares Tupel
B = (V15 Ury Wirg1)s -+ + » Win))
mit der Eigenschaft, dass
{wy,...,ws} C (B) .

Nach Voraussetzung ist jeder Vektor v € V' eine Linearkombination der Vekto-
ren wi, ..., ws. Jeder dieser Vektoren ist wiederum eine Linearkombination der
Vektoren aus B. Indem wir diese Darstellungen der w; in die obige Darstellung
von v einsetzen, erhalten wir v als Linearkombination der Vektoren aus B. Also
ist B nun auch ein Erzeugendensystem, und somit eine Basis. O

3.4. Satz (Basisaustauschsatz von Steinitz). Es sei V' ein k-Vektorraum, es
sei (v1,...,vy) ein linear unabhdngiges Tupel, und (wi, ..., ws) sei ein Erzeu-
gensystem. Dann gilt r < s.

BEwEIs. Wir diirfen annehmen, dass By = (v1,...,v,) bereits eine Basis
von V' ist. Anderfalls erginzen wir nach Satz zu einer Basis

(vlv <oy Ups Witr 1)y - - 7wi(n)) :

Das folgende Argument wird uns n < s liefern. Da r < n, folgt erst recht r < s.

Wir gehen die Indizes j = 1, ..., r der Reihe nach durch. Wenn wir j
behandeln, nehmen wir an, dass

Bj—l = (ij sy Upy Wigpg1)s - -+ ’wz’(nj_l))
bereits eine Basis von V ist mit der Linge
(r=G-1D))+mj—r)=nja—-0G-1)=r.
Durch Weglassen von v; entsteht ein Tupel
B; = (Uj-i-l; <oy Upy Wi(r41)y - - - 7wi(nj_1)) ’
das nach wie vor linear unabhéngig ist. Wére v; € (B;-), also

r nj—1

vi= D vkt D wighe
r=j+1 (=r+1
fir geeignete k1, ..., kn;_, € k, dann erhielten wir eine nichttriviale Linear-
kombination
T nj—1
O=wvj— > wveke— > wiphke,
(=j+1 l=r+1

was nicht mdoglich ist, da Bj_; nach Annahme linear unabhéngig ist.
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Es folgt v; ¢ (B’), also ist B} keine Basis. Nach Satz 3.3 kénnen wir B’ zu
einer Basis

Bj = (Uj+1, cee s Up, wi(T_H), ce ,wi(nj))
erginzen, indem wir mindestens einen weiteren Vektor aus {wi,...,ws}
ergénzen. Es folgt also n; > n;_1 + 1, und somit

r<nji1—-(G—-1)<n;—j.

Zum Schluss erhalten wir eine Basis

B, = (wi(r—i—l)a s 7wi(nr))
der Lénge n, —r > r. Fiir j # k folgt i(j) # i(k), ansonsten erhielten wir die
nichttriviale Linearkombination
0= w;(j) — wik) -
Also enthilt das urspriingliche Tupel (w1, ..., ws) mindestens n, — r > r ver-

schiedene Elemente, es folgt r < s. O

3.5. Folgerung. Es sei V' ein endlich erzeugter k-Vektorraum. Dann existiert
eine Basis B = (v1,...,v,) von V, und alle anderen Basen von V' haben eben-
falls n Elemente.

Selbstverstidndlich gelten analoge Aussagen auch fiir Links-k-Vektorrdume.

BeEwers. Es sei (wi,...,ws) ein Erzeugendensystem von V. Der Basi-
sergdnzungssatz liefert uns, ausgehend vom leeren Tupel () mit » = 0, eine
Basis B = (v1,...,v,) von V, deren Linge n < s endlich ist.

Sei nun C' C V eine beliebige ungeordnete Basis von V. Wir kénnen jeden
Vektor w; als Linearkombination von Vektoren aus C' darstellen, dazu ben6ti-
gen wir aber nur endlich viele. Da (wy, ..., ws) Erzeugendensystem ist, ist jeder
Vektor v € V als Linearkombination der w; darstellbar. In diese Linearkombi-
nation setzen wir die obigen Darstellungen der w; ein. Insgesamt erhalten wir v
als Linearkombination der Vektoren aus C, wobei wir aber nur eine feste endli-
che Teilmenge Cy C C bendétigen, ndmlich nur diejenigen Elemente von C, die
in einer der Darstellungen der w; mit Koeffizient # 0 vorkommen. Alle anderen
Vektoren ¢ € C'\ Cj lassen sich als Linearkombination der w; darstellen, also
auch als Linearkombination der Vektoren aus Cy. Wire C' # Cy, so wire C
insbesondere linear abhéingig. Wir schlieflen also, dass die Basis C endlich ist.

Jetzt konnen wir C' anordnen zu (ug,...,us). Indem wir B als linear un-
abhéngiges Tupel und C als Erzeugendensystem auffassen, erhalten wir n < s
aus dem Basisaustauschsatz Wir konnen die Rolle der beiden Basen auch
vertauschen, und erhalten s < n. Also haben B und C gleich viele Elemente.

O

3.6. Bemerkung. Man kann analoge Sdtze auch fiir beliebige, nicht notwendig
endlich erzeugte k-Vektorrdume beweisen. Dazu braucht man allerdings ein wei-
teres Axiom fiir die zugrundeliegende Mengenlehre, das Auswahlaxiom. Es ist
dquivalent zum folgenden Lemma von Zorn (zuerst formuliert von Kuratowski):
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Es sei M eine Menge mit einer Halbordnung <= C M x M, siehe Definition|1.34)
Wenn zu jeder total geordneten Teilmenge, also zu jeder Teilmenge U C M,
fiir die die Finschrinkung <N (U x U) eine Ordnung ist, eine obere Schranke
existiert, also ein Element m € M mit uw < m fir alle v € U, dann gibt es
ein mazrimales Flement in M, also ein Element mg € M, so dass mg = n fir

keinn € M\ {mo} gilt.

Um jetzt beispielsweise den Basisergénzungssatz [3.3] zu verallgemeinern,
starten wir mit einer linear unabhéngigen Teilmenge U C V und einer Erzeu-
germenge W C V. Wir betrachten die Menge

M={AcCV ‘ A ist linear unabhéngig und U C ACUUW } C P(V)

mit der Halbordnung ,,C“. Sei Y C M eine total geordnete Teilmenge, dann
betrachten wir

M:UL{:{vGV|esgibteinA€Umitv€A}.

Wenn eine Linearkombination von Elementen aus M den Nullvektor darstellt,
gibt es nur endlich viele Elemente ay, ..., a, € M, deren Koeffizienten von 0
verschieden sind. Jeder Vektor a; liegt in einer Menge A; € U. Da U total
geordnet ist, diirfen wir (nach Umnummerieren) annehmen, dass

AicCc---CcA,C M.

Aber A, ist linear unabhéngig, also verschwinden auch alle Koeffizienten der
Vektoren aq, ..., a, in der obigen Linearkombination. Das zeigt, dass M linear
unabhéngig ist, und damit eine obere Schranke fiir ¢/ in M.

Jetzt wenden wir das Zornsche Lemma auf M an und erhalten ein maxi-
males Element B € M. Also ist B eine linear unabhéingige Teilmenge von V'
mit U C B C U U W. Maximalitit bedeutet, dass die Hinzunahme eines wei-
teren Vektors w € W \ B die lineare Unabhéngigkeit zerstort. Mit dhnlichen
Argumenten wie in Lemma folgt daraus, dass B bereits den Vektorraum V'
erzeugt.

Der Nachteil im obigen Beweis besteht darin, dass man im Allgemeinen
keine Chance hat, eine Basis explizit anzugeben. Ein Beispiel dafiir ist der
Raum RY aller reellwertigen Folgen, siehe dazu den Kommentar nach Bei-
spiel [2.30] Dennoch kann aus dem allgemeinen Basisergiinzungssatz interessante
Schlussfolgerungen ziehen, siehe unten.

3.2. Dimension und Rang

Wir benutzen die Basissétze, um ein paar interessante Aussagen iiber Vek-
torrdume und ihre Unterrdume, Quotienten und iiber lineare Abbildungen zu
beweisen.

Aufgrund von Folgerung [3.5] ist die folgende Definition sinnvoll.
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3.7. Definition. Es sei V' ein endlich erzeugter k-Vektorraum. Dann ist die
Dimension dimV von V die Lénge n einer Basis (v1,...,v,) von V, und wir
nennen V' endlichdimensional. Wenn V keine Basis endlicher Linge besitzt,
heilt V' unendlichdimensional.

Die Begriffe ,endlichdimensional“ und ,,endlich erzeugt“ fiir Vektorrdume
sind nach Folgerung [3.5| dquivalent.

3.8. Folgerung. Sei endlichdimensionale k- Vektorriaume V und W sind genau
dann isomorph, wenn dimV = dim W.

BEWwWEIS. Zu ,=—“ sei F': V — W ein Isomorphismus. Wir wéihlen eine
Basis C' = (e1,...,¢n) von V, wobei n = dim V', und identifizieren wieder C' mit
der zugehorigen Basisabbildung. Dann ist die Abbildung B = FoC: k" — W
ein Isomorphismus, und das Diagramm

v —Lew

CT TB
idyn

k"™ —— k"
kommutiert. Wie im Beweis von Proposition iiberzeugt man sich leicht,
dass by = B(ey), ..., b, = B(ey) eine Basis von W bilden, so dass insbesonde-
redimW =n =dimV.

Zu <" sein = dimV = dimW. Wir wihlen Basen von V und W mit
Basisabbildungen B: k™ — W und C: k™ — V. Nach Bemerkung sind
Basisabbildungen Isomorphismen. Wir erhalten also einen Isomorphismus F' =
BoC~!':V — W, so dass das obige Diagramm wieder kommutiert. O

Wir erinnern uns an die Begriffe ,,direkte Summe*“ und , komplementérer
Unterraum® aus Definition [2.56]

3.9. Proposition. FEs sei V ein k-Vektorraum wvon endlicher Dimension
und U C V' ein Unterraum. Dann besitzt U ein Komplement W C V, und
es gilt die Dimensionsformel

dimV =dimU +dim W .

BEwEis. Wir beginnen mit einer Basis B von U. Da B als Tupel in V
linear unabhéngig ist, hat B eine Linge r = dimU < n = dimV. Es sei
also B = (v1,...,v,). Wir ergiinzen B zu einer Basis (v1,...,v,) von V mit
dem Basisergénzungssatz (3.3

Es sei W = (vy41,...,v,), dann ist das Tupel (vy41,...,v,) eine Basis
von W, denn es erzeugt W und ist als Teil einer Basis von V' auch linear
unabhéngig. Insbesondere gilt

dimV =dimU +dim W .

AuBlerdem gilt
U4+W = {(v1,...,05)=V.
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Sei nun v € U N W. Dann existieren k1, ..., k, € k und £,41, ..., £, € k mit
T n
Zvik‘i:v: Z ’Ujﬁj .
i=1 j=r+1
Beides sind Darstellung als Linearkombination der Basis (v1, ..., v,). Nach Pro-
position 2.32 sind die Koordinaten von v eindeutig, also gilt ky = -+ = k, =
0=4y41 =---={,. Insbesondere folgt UNW = {0}, also V=U & W. O

3.10. Folgerung. FEs seien U und W zwei Unterrdume eines endlichdimensio-
nalen k-Vektorraums V. Dann sind dquivalent

(1) V=UesW,
(2) V=U+W und dimU +dimW <dimV ,
(3) UNW ={0} wund dimU+dimW >dimV .

BeEwEIs. Die Richtungen ,, = “ und ,, = “ folgen sofort aus
der Definition [2.56] der direkten Summe und Proposition [3.9]

In den Ubungen beweisen Sie die Dimensionsformel fiir Summen
dim(U + W) =dimU +dim W — dim(U N W) .
Aus schlieflen wir, dass
0<dim(UNW)=dimU +dimW —dimV <0,

aber also wird UNW von einer Basis der Lénge 0 erzeugt, das heiit UNW = {0},
und es folgt .

Aus schlieflen wir, dass
dimV > dim(U + W) =dimU + dim W — dim{0} > dim V",

also hat U 4+ W eine Basis der Lange dim V. Wire U + W eine echte Teilmenge
von V, so kénnten wir zu einer Basis von V' der Lange > dim V 41 ergénzen, im

Widerspruch zu Folgerung Also gilt U + W =V, und wieder folgt . O

3.11. Folgerung. Es sei V ein k-Vektorraum wvon endlicher Dimension
und U CV ein Unterraum. Dann gilt

dim(V/U) =dimV —dim U .

BewEILs. Wir wahlen einen zu U komplementiren Unterraum W C V. Aus
den Propositionen und [3.9] folgt

dim(V/U) = dimW = dimV — dim U . 0

3.12. Bemerkung. Wenn V unendlichdimensional ist, konnen wir mit dem
allgemeineren Basisergéinzungssatz aus Bemerkung |3.6] immer noch zu jedem
Unterraum einen komplementéren Unterraum konstruieren. Da man aber un-
endliche Dimensionen nicht subtrahieren kann, ist die Dimensionsformel in Pro-
position 3.9 nicht geeignet, um die Dimension des Komplements zu bestimmen.
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Als Beispiel betrachten wir den Raum V' = R®M der endlichen reellwertigen Fol-
gen mit der Basis (e;);en, wobei wieder e; = (d;)ien, siche dazu den Kommen-
tar nach Beispiel [2.30] Wir betrachten zwei unendlichdimensionale Unterrdume

U= (er,eri1,€r42,-..) und W = (e, e2,€4,...) .

Beide sind als Vektorrdume isomorph, denn wir kénnen einen Isomorphis-
mus F': U — W angeben mit F(e,;;) = ey; fiir alle j € N. Aber U besitzt
ein endlichdimensionales Komplement (eg, ..., e,_1), wihrend W ein unendlich-
dimensionales Komplement (e, es, e5,...) hat. Und da nach Proposition m
alle Komplemente von U zu V/U isomorph sind, und alle Komplemente von W
zu V/W, kénnen wir die Dimension des Komplementes nun nicht mehr aus der
Dimension der Rdume selbst ablesen.

Ubrigens hat auch R selbst im Raum RN aller reellwertigen Folgen ein
Komplement. Da wir das aber wieder mit Hilfe des Zornschen Lemma beweisen
miissen, konnen wir das Komplement nicht explizit angeben.

Mit den gleichen Methoden wie oben kénnen wir auch lineare Abbildungen
studieren. Unter einer Blockmatriz verstehen wir eine Matrix, die durch das
Neben- und Untereinanderschreiben von Matrizen passender Grofle gebildet
wird. Seien etwa A € M, ,(k), B € M,s(k), C € My,(k) und D € M, ,(k),
dann ist

allr ... Ay b11 e bls
A B Gpl  --.  Qpp bpl . bps
= eEM k) .
<C D> C11 e Clp d11 e dls p+q,r+s( )
qu e qu dql e dqs

3.13. Satz (Rangsatz). Es seien V und W endlich-dimensionale k- Vektor-
raume, und es sei F':' V. — W linear. Dann existieren Basen B von W und C
von V', so dass die Abbildungsmatriz A von F beziiglich dieser Basen die Nor-

malform
E. 0
a=(% o)

als Blockmatrixz hat, wobei r = dimim F'. Insbesondere gilt die Dimensionsfor-
mel
dimker F'+ dimim F' = dim V .

BEWEIS. Es sei n = dimV und r = n — dimker F'. Wir wéhlen zunéchst
eine Basis (¢;41, ..., ¢,) von ker F' und ergéinzen dann zu einer Basis (¢, ..., ¢,)
von V. Dann ist U = (cy,...,¢ ) ein Komplement von ker F' in V. Nach dem
Homomorphiesatz [2.54) und Proposition [2.58| erhalten wir einen Isomorphismus

UiV/kerFiij
v

Flu
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einen Isomorphismus U — V/ ker F'. Somit induziert die Basis (cy, ..., ¢,) von U
eine Basis (by,...,b,) von im F' mit b; = F(¢;) fir alle 1 < i < r. Schliefilich
ergidnzen wir zu einer Basis (b1, ...,b,) von W. Fiir die Abbildung F' gilt also

O s N
Daraus ergibt sich die angegebene Form der Abbildungsmatrix. Auflerdem folgt
dimV = dimker ' 4+ dim U = dimker F' + dimim F . (]
3.14. Definition. Es sei F': V. — W linear, dann definieren wir den Rang

von F' durch rg F' = dimim F, falls im F' endlichdimensional ist, ansonsten
nennen wir F' von unendlichem Rang.

Es sei A € My, (k) eine Matrix mit den Spalten aq, ..., a, € k™, dann
definieren wir den Spaltenrang von A durch rgg A = dim(ay,...,a,). Analog
definieren wir den Zeilenrang von A durch rg, A = rgg(A").

Da wir eine Matrix A € M,, ,,(k) auch als lineare Abbildung A: k"™ — k™
auffassen konnen, ist auch rg A definiert. Manchmal heifit auch die folgende
Proposition ,,Rangsatz“.

3.15. Proposition. Es sei A € M, (k).
(1) Der Rang von A dndert sich nicht, wenn man von links oder rechts

mit einer invertierbaren Matriz multipliziert.
(2) Es gilt rgg A=1rgA=rg, A.

BeEWwEIS. Es sei zundchst B € GL(m, k) eine invertierbare Matrix. Die zu-
gehorige lineare Abbildung B: k™ — k™ ist also ein Automorphismus, insbeson-
dere also bijektiv. Es gilt

im(Bo A) =im(BlimA4) -

Die Abbildung Blima: im A — im(B o A) ist sicherlich immer noch injektiv
und linear. Sie ist auch surjektiv, da wir das Bild entsprechend eingeschréinkt
haben. Somit sind im A und im(B o A) isomorph, und es folgt

rg(Bo A) =dimim(Bo A) =dimim A =rg A .

Sei jetzt C' € GL(n,k) invertierbar, insbesondere ist im C' = k™. Dann gilt
im(AoC) =im(Alimc) = im(Algn) =im A |
und es folgt
rg(AoC) =dimim(AoC) =dimimA =rgA.
Damit ist bewiesen.
Es seien wieder aq, ..., a, € k™ die Spalten von A. Dann gilt
(a1, ... an) = (Ale1), ..., Alen)) = im(Al, . c,)) =im A,

also auch
rgg A = dim(ay,...,a,) =dimim A =rg A .
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Insbesondere ist also auch der Spaltenrang invariant unter Multiplikation mit
invertierbaren Matrizen von links oder rechts.

Sei wieder B € GL(m,k) invertierbar, und sei D € GL(m,k) die Inverse.
Aus den Ubungen wissen wir, wie sich das Matrixprodukt unter Transposition
verhélt. Insbesondere gilt

B'.D'=(D-B)Y=E =FE,=(B-D)!=D"-B",

das heifit, die Transponierte B! ist ebenfalls invertierbar mit Inverser D!. Seien
also B € GL(m,k) und C € GL(n,k), dann gilt fiir den Zeilenrang

rgz(B-A-C) =1gg(C"- A’ - BY) = 1g4(A") = 1g4(A) ,
genau wie fiir den Rang und den Spaltenrang.

Wir wahlen jetzt Basen B von k™ und C von k™ wie in Satz und
erhalten

_ E. 0
rgg(A) = rgg(B 1‘A'C)=rgs<0 0>=7’

E. 0 _
—rgZ<0T O)-rgZ(B 1-A-C’):rgZA.
Damit ist auch bewiesen. O

3.16. Folgerung. FEs seien F: V — W und G: X =Y zwei lineare Abbildun-
gen zwischen endlich-dimensionalen k- Vektorrdumen. Dann gibt es genau dann
Isomorphismen P:V — X und : W — Y, so dass das Diagramm

(1) v —Lew

Pl =l

XYy

kommutiert, wenn

(2) dimV =dimX , dimW =dimY , und rgFF=1rgG .

BEWEIS. Zu ,,—“ nehmen wir an, dass Isomorphismen P, @) existieren, so
dass das Diagramm kommutiert. Dann folgt die Gleichheit der Dimensionen
in bereits aus Folgerung AuBlerdem gilt

imG =im(GoP)=im(QoF) =im(Q|imr) ,
und Qlim r: Im F — im(Q|im r) = im G ist ein Isomorphismus ist. Also folgt
rgG =dimim G =dimim F =rg F' .
Zu ,,<—="* nehmen wir an, dass alle Gleichungen in gelten. Dann wéhlen

wir Basen B von W, C von V, D von Y und E von X wie im Rangsatz
so dass F' und G jeweils durch die gleiche Blockmatrix

E, 0
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dargestellt werden, wobei m = dimW =dimY, n =dimV = dim X und r =
rg ' = rg G. Indem wir wieder Basen und Basisabbildungen mit dem gleichen
Buchstaben bezeichnen, erhalten wir das kommutative Diagramm

.

/ \
/CT%’ %TB\
/ A \

Pl k" —=k™ 1Q

\ /
\El’:v E\LD/
\ ¥
X sy,
Es folgt (1)) fir P=EoC~'und Q = Do B~1. O

3.17. Bemerkung. Anhand dieser Folgerung koénnen wir gut erkldren, was
Normalformen und wvollstindige Invarianten sind. Wir geben uns eine Klas-
se von Objekten vor, in unserem Falle lineare Abbildungen zwischen endlich-
dimensionalen Vektorriumen. Auflerdem sagen wir, wann zwei Objekte ,iso-
morph® sein sollen, in unserem Falle dann, wenn aus Folgerung [3.16| gilt.
Jetzt suchen wir in jeder Isomorphieklasse ein moglichst einfaches Objekt, in
unserem Fall die lineare Abbildung A: k™ — k™ aus dem Rangsatz Das
heif}t, wir bringen eine lineare Abbildung F: V — W ,in Normalform*, indem
wir die isomorphe Abbildung vom Typ aus Satz bestimmen. Dabei kommt
es nur darauf an, dass diese Normalform eindeutig bestimmt ist; die ben&tig-
ten Isomorphismen miissen nicht eindeutig sein. Manchmal ist die Normalform
durch eine vollstdndige Invariante festgelegt, in unserem Fall durch das Tripel

(dim V,dim W,dim F) € { (m,n,r) | m, n, r € N und r < min(m,n) } .

Wenn wir den Wertebereich unser Invarianten wie oben vorgeben, existiert zu
jedem moglichen Wert der Invarianten genau eine lineare Abbildung in Normal-
form.

FEin weiteres Beispiel sind endlich-dimensionale k-Vektorrdume V': hier wére
die ,Normalform* der Spaltenraum k™; hier ist die vollsténdige Invariante die
Dimension dim V' € N. Jeder Vektorraum V' ist zu einem eindeutigen k™ iso-
morph, und der Isomorphismus ist die Basisabbildung. Nach Proposition [2.77]ist
die Basis nicht eindeutig, sondern die Menge aller Basen von V steht in Bijekti-
on zu GL(n,k). Das bedeutet insbesondere, dass man nicht sagen kann, welche
Spalte © € k™ einem vorgegebenen Vektor v in der Normalform entspricht, da
die Koordinaten « von v von der Wahl der Basis abhingen.

Ein noch einfacheres Beispiel ist die Klasse der endlichen Mengen, siehe
Definition Wir nennen zwei endliche Mengen M und N gleichmdchtig,
falls es eine bijektive Abbildung f: M — N gibt. Als Normalform erhalten wir
die Mengen n = {0,...,n — 1} aus Bemerkungfﬁr n € N (man konnte auch
die Mengen {1,...,n} nehmen), und die zugehérige vollstindige Invariante ist
die Méchtigkeit # M. Die Analogie zwischen Méchtigkeit und Dimension geht
relativ weit, beispielsweise gilt fiir zwei Unterrdume U, W C V eine dhnliche
Formel fiir dim(U +W) wie fiir die Méchtigkeit der Vereinigung zweier endlicher
Mengen.
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3.3. Lineare Gleichungssysteme

3.18. Definition. Es sei V' ein k-Vektorraum. Eine Teilmenge A C V heifit
affiner Unterraum von V., wenn es einen Untervektorraum U C V und ein
Element ag € A gibt, so dass

A:a0+U:{a0—|—u|u€U}.

Ein affiner Unterraum A = a+ U heif3t endlichdimensional mit dim A = dim U,
wenn U endlichdimensional ist, sonst unendlichdimensional. Seien U, W C V

Untervektordume, dann heiflen zwei affine Unterrdume a+U und b+ W parallel,
wenn U = W.

Man beachte, dass in manchen Biichern auch die leere Menge () als affiner
Unterraum der Dimension dim () = —oo betrachtet wird. Wir wollen die leere
Menge hier separat betrachten.

3.19. Bemerkung. Ein affiner Unterraum ist also das Bild eines Untervektor-
raums unter der Verschiebung um ag.

(1) In der Definition kommt es nicht darauf an, welches ag € A wir wihlen.
Denn sei a1 = ag+u; € A, dann gilt nach dem Unterraumaxiom ,
dass

a+U=a+w+U)=ay+U.

(2) Ein affiner Unterraum ist genau dann ein Untervektorraum, wenn 0 €
A. Die Richtung ,,—“ folgt aus , und ,,<=* folgt aus , denn
aus 0 € A folgt A =0+ U = U fiir einen Untervektorraum U C V.
Insbesondere ist jeder Untervektorraum auch ein affiner Unterraum.

(3) Es sei U C V ein Untervektorraum. Die Menge aller zu U parallelen
affinen Unterriume von V ist gerade der Quotientenraum V/U aus
Definition

(4) In der Euklidischen Geometrie betrachtet man affine Unterrdume
des R? der Dimensionen 0 (Punkte), 1 (Geraden) und 2 (Ebenen).

Wir kommen zu linearen Gleichungssystemen. Gegeben eine Matrix A €
M, »(k), die sogenannte linke Seite und einen Vektor b € k™, die rechte Seite,
suchen wir alle Vektoren x € k™, so dass A - x = b. Das heifit, wir suchen die
Lésungsmenge

L:{xek"‘fbxzb}.
Wenn wir die Gleichung A - x = b ausschreiben, erhalten wir tatsichlich ein
System linearer Gleichungen, némlich

ai1-x1 + ... + aip-xTn = by,
() : :
Aml 1 + ... + amn-Tn = bm.

Wir nennen das Gleichungssystem (ED homogen, wenn b = 0, und inhomogen,
wenn b # 0. Das zu A-xz = b gehorige homogene Gleichungssystem ist also A-x =
0.
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Etwas allgemeiner konnen wir eine lineare Abbildung F': V' — W und eine
,rechte Seite“ w € W betrachten, und nach der ,,Losungsmenge*

L={veV|Fu)=w}=F"({uw}),

also dem Urbild von w unter F, fragen. Wenn V' und W endlichdimensional
sind, konnen wir Basen wéahlen und F' als Matrix schreiben, und erhalten ein
lineares Gleichungssystem vom obigen Typ.

3.20. Bemerkung. Lineare Gleichungssysteme treten zum Beispiel beim Losen
der folgenden Probleme auf.

(1)
(2)
3)

(4)

Betrachte A € M, ,(k), dann ist der Kern ker A von A gerade die
Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems A - z = 0.

Sei A wie oben, dann liegt b € k™ genau dann im Bild im A von A,
wenn das Gleichungssystem A - x = b eine Losung hat.

Es sei B € Mk eine Basis des k™. Um die Koordinaten z eines
Vektors v € k™ beziiglich B zu bestimmen, miissen wir nach Bemer-
kung das lineare Gleichungssystem B - x = v losen. Fiir Ortho-
normalbasen geht es einfacher, siche Proposition [2.82]

Eine quadratische Matrix A € M, (k) ist genau dann invertierbar,
wenn eine Matrix B € M, (k) mit A- B = FE, existiert (Ubung).
Um die Spalten by, ..., b, von B zu bestimmen, miissen wir die n
Gleichungssysteme A - b; = e; 16sen.

Das Bestimmen von Schnittpunkten von Geraden und Ebenen im Eu-
klidischen Raum fiihrt oft auf lineare Gleichungssysteme. Seien etwa
eine Gerade G und eine Ebene E C R? gegeben durch

2 1 1
E= ol+1-1].r+ 0].s|r,seR
0 0 -1
3 2
und G = 21+ 1) .t|teR » ,
1 1

dann bestimmen wir G N E durch Losen des Gleichungssystems

24r+s=3+4+2t r+s—2t=1,
-r =2+t — -r = t=2,
—s=14+t —s— t=1.
Die einzige Losung dieses Systems ist r = —1, s = 0, t = —t; sie fiihrt
auf den einzigen Schnittpunkt
2 1 1 3 2
of—-1-1]1=(11]=12]-1(1
0 0 0 1 1

In der Numerik approximiert man Funktionen, indem man ihre Werte
nur an endlich vielen Stiitzstellen vorgibt. Anschlieend nihert man
Gleichungen mit zahlreichen unterschiedlichen Operationen (darunter
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Multiplikation mit anderen Funktionen und Differentiation) durch li-
neare Gleichungssysteme in den endlich vielen gesuchten Funktions-
werten an und erhélt so lineare Gleichungssysteme mit sehr vielen Va-
riablen und Gleichungen. In einer Simulation sind unter Umstdnden
fiir jeden Zeitschritt mehrere solcher Gleichungssysteme zu losen. Die-
se Gleichungssysteme zeichnen sich dadurch aus, dass in jeder Zeile
und jeder Spalte der linken Seite A nur sehr wenige Eintrige von 0
verschieden sind. Fiir diese Gleichungssysteme benttigt man schnelle,
approximative Losungsverfahren, die wir hier nicht besprechen werden.

Es folgen einfache, grunditzliche Uberlegungen zum Losungsverhalten li-
nearer Gleichungssysteme.

3.21. Proposition. Es sei A € My, (k) und b € k™.

(1) Die Lésungsmenge des homogenen Gleichungssystems A -x = 0 ist
gerade ker A.

(2) Das inhomogene Gleichungssystem A-x = b hat genau dann Lésungen,
wenn b € im A.

(3) Es sei A-xg =0, dann ist die Losungsmenge des inhomogenen Glei-
chungssystems A - x = b der affine Unterraum

{:I:Ek”’A-x:b}:xo—i-kerA.

BEWEIS. Die Aussagen und sind gerade die Punkte und aus
Bemerkung m Zu beachten wir, dass aus A - xg = b folgt, dass

Azx=b <= A (rv—29)=b—-b=0 <= =z—axpckerd. O

Punkt wird gern so umformuliert: Die allgemeine Lésung x des inhomo-
genen Gleichungssystems A-x +b ist die Summe aus einer speziellen Losung xq
des inhomogenen Gleichungssystems und der allgemeinen Losung v = x — x¢
des zugehorigen homogenen Gleichungssystems A - v = 0.

3.22. Proposition. Es seien A € M, (k) und b € k. Die Losungsmenge des
linearen Gleichungssystems A - x = b verdndert sich nicht, wenn man A und b
von links mit der gleichen invertierbaren Matriz B € GL(m,k) multipliziert.

BEWEIS. Es sei x € k™ mit A -z = b, dann folgt
(B-A)-z=B-(A-x)=B"b.
Gelte umgekehrt (B - A)-x = B-b, und sei B~! die Inverse von B, dann folgt
A-x=B1'. (B-A)-z2=B'-B.-b=b.
Also haben das alte und das neue Gleichungssystem die gleichen Losungen. [

3.23. Bemerkung. Wir betrachten jetzt besonders einfache invertierbare Ma-
trizen, die sogenannten Elementarmatrizen. Dazu seien i, j € {1,...,m}
mit ¢ # j und k € k* =k \ {0}. AuBerdem sei A € My, (k).
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(1) Wir betrachten die Matrix

i J

10 0
0 .
1
7 01 1
Pij—
1
i 1 0
1

o
0 o e 0 l

Linksmultiplikation mit F;; vertauscht die i-te und die j-te Zeile von A.
Diese Matrix ist zu sich selbst invers, also Pgl = B;.
(2) Als néchstes betrachten wir die Matrix

(2

10 e 0
0’ -
MZ(I{J): i k 1
o
0 e 01

Linksmultiplikation mit M;(k) multipliziert die i-te Zeile von A mit k
und ldsst alle anderen Zeilen unverdndert. Das Inverse dieser Matrix
ist Mi(k)_l = Mi(k_l).

(3) Zu guter Letzt betrachten wir

6.0 01
Linksmultiplikation mit M;(k) addiert das k-fache der j-ten Zeile von A
zur i-ten Zeile. Das Inverse dieser Matrix ist E;;(—k).

Multiplikation mit einer der obigen Elementarmatrizen P;;, M;(k) beziehungs-
weise E;j(k) heiBt daher eine elementare Zeilenumformung vom Typ (1)), (2)
oder (J3).

3.24. Definition. Eine Matrix A € My, »(k) heifit in Zeilenstufenform, wenn
es ganze Zahlen 0 <r <mund 1 < j; < --- < j, < n gibt, so dass

(1) a;; =0 falls i > r oder falls ¢ <7 und j < j;, und
(2) aj, =1firallel <i<r.

Wir sagen, M sei in strenger Zeilenstufenform, wenn dariiberhinaus
(3) aij, =0 fiir alle 1 <p < r und i # p.

Ein Gleichungssystem A - x = b heifit in (strenger) Zeilenstufenform, wenn die
Matrix A in (strenger) Zeilenstufenform ist.
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Eine Matrix A = (aj;);; in Zeilenstufenform hat also folgende Gestalt:

J1 J2 Jr
0...01 al,j1+1 “ e a17j2,1 * al’j2+1 e a1,5,—1 * al,5,—1 - - - ain
0 1 (Lg’j2+1 e az j,.—1 * a2 j.+1 e a2.n
Ar—1,5p—1 * Qr—14§p+1 +++ Ar—1n
T 0 N 0 1 Ar jr4+1 +++ Grn
0 e 0
0 e 0
Die ,x“ sind beliebig, verschwinden aber, wenn A in strenger Zeilenstufenform
ist. Die Zahlen r und ji, ..., j. sind durch A eindeutig bestimmt. Wir sehen in

Proposition [3.26] unten, dass man bei einem Gleichungssystem in Zeilenstufen-
form die Losunsmenge leicht ablesen kann.

3.25. Satz (GauB-Verfahren). Jedes lineare Gleichungssystem lisst sich mit
Hilfe elementarer Zeilenumformungen in (strenge) Zeilenstufenform bringen.

Andere Namen sind Gauf-Algorithmus oder Gauf-Elimination.

BEWEIS. Das Gau$3-Verfahren ist ein induktiver Algorithmus, bei man eine
Reihe elementarer Zeilenumformungen auf die Matrix A und die rechte Seite b
anwendet und so die Matrix A Spalte fiir Spalte in strenge Zeilenstufenform
bringt.

Induktionsannahme. Es seien r > 0 und 1 < j; < -+ < 7, < n sowie ¢
mit j, < ¢ < n (beziehungsweise ¢ > 0, falls » = 0) gegeben, so dass die
Bedingungen (1) und (beziehungsweise f fiir strenge Zeilenstufenform)
in Definition 3.24] fiir alle ¢ < n und fiir alle j < ¢ gelten. Das heifit, die Matrix A
ist bis einschlieflich Spalte ¢ bereits in strenger Zeilenstufenform.

Induktionsanfang. Wir beginnen mit ¢ = r = 0. Dann sind die obigen
Annahmen trivialerweise erfiillt.

Induktionsschritt. Falls r = m oder ¢ = n gilt, sind wir fertig. Ansonsten
setzen wir j = ¢ + 1 < n und unterscheiden zwei Fille.

1. Fall: Falls es kein ¢ mit » < 4 < m und a;; # 0 gibt, ist die Matrix bereits
bis zur j-ten Spalte in strenger Zeilenstufenform. In diesem Fall erh6hen wir ¢
um 1, so dass ¢ = j, und fithren den néchsten Induktionsschritt durch.

2. Fall: Ansonsten gibt es ein kleinstes ¢ > r mit a;; # 0.

Schritt 1 (,,Tauschen®): Falls i # r+ 1, vertauschen wir die i-te und die (r+1)-
te Zeile mit einer elementaren Zeilenumformung vom Typ . Anschliefflend
erhéhen wir 7 um 1, so dass jetzt also a,; # 0.

Schritt 2 (,Normieren®): Falls a,; # 1, multiplizieren wir die r-te Zeile mit a;jl,

so dass anschlieBend a,; = 1, das ist eine elementare Zeilenumformung vom
Typ . Jetzt setzen wir j, = j, so dass jetzt a,j, = 1, das heifit, Punkt in
Definition ist fiir ¢ = r erfiillt.
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Schritt 3 (,,Ausrdumen®): Schlielich subtrahieren wir von der i-ten Zeile das
a;j,-fache der r-ten Zeile fiir alle i > r (beziehungsweise fiir alle i # r fir
die strenge Zeilenstufenform), das ist eine elementare Zeilenumformung vom
Typ (3)), so dass hinterher a;;, = 0 fiir alle ¢ > r (beziehunsweise fiir alle ¢ # r).
Wir erhdhen ¢ um 1, so dass jetzt ¢ = j, und haben nun auch Punkt (und
gegebenenfalls auch ) in Definition fir alle j < ¢ erfiillt. Anschliefend
wiederholen wir den Induktionsschritt.

Am Ende erhalten wir eine Matrix in Zeilenstufenform, beziehungsweise in
strenger Zeilenstufenform, je nachdem, ob wir in Schritt 3 die gesamte Spalte
oder nur unterhalb vom jeweiligen r ausgerdumt haben. ([

Man beachte, dass wir in einem Schritt eine ganze Zeile durch a,;, divi-
dieren mussten, um a,;, = 1 zu erreichen. Aus diesem Grund lédsst sich das
GauB-Verfahren nicht auf Matrizen {iber Ringen anwenden, in denen nicht alle
Elemente aufler 0 invertierbar sind.

3.26. Proposition. Sei A € M, (k) eine Matriz in Zeilenstufenform, und
sei b e k™.

(1) Eine Basis des Bildes im A = k" x {0} C k™ wvon A besteht aus den
Spalten aj, = A(ey;) firi=1, ..., r, insbesondere ist rg A = r.

(2) Das Gleichungssystem (ED ist genau dann losbar, wenn by1q = ---
bm = 0; in diesem Fall hat die Lésungsmenge die Gestalt

{ka”’A-x:b}

I n
= ek |z, =0 — Z ajjxj firallei=1, ..., r 5,
Tn Jj=Jji+1
jede Ldsung ist also eindeutig bestimmt durch die Angabe der Koordi-
naten x; fir alle j € {1,...,n}\ {j1,...,jr}
(3) Es sei A in strenger Zeilenstufenform, und es sei {kyi1,...,kn} =
{1,...,n}\{J1, ..., Jr} eine Aufzihlung der restlichen Spaltenindizes,
dann erhalten wir eine Basis (¢y41,--.,¢n) von ker A aus Vektoren der

Form
I8

ce:ek[—Zeji.aikzekerACk" firt=r+1,...,n,
=1
mit ¢y €K firallei=1, ..., r.

Fiir die Basis von ker A in benutzen wir die gleichen Buchstaben wir im
Beweis des Rangsatzes |3.13

BEWEIS. Zu Aussage iiberlegen wir uns zunéchst, dass imA C k" x
{0} C k™, da alle Spalten von A in diesem Unterraum liegen.

Sei umgekehrt b € k" x {0}, dann hat die Losungsmenge die in angege-
bene Gestalt. Wenn wir x; fiir j € {1,...,n}\ {j1,...,Jr} beliebig vorgeben,



98 3. VEKTORRAUME UBER KORPERN UND SCHIEFKORPERN

bestimmen die Zeilen ¢ = r, ..., 1 in umgekehrter Reihenfolge die fehlenden
Koordinaten z;,, ..., z;, eindeutig. Daraus folgt (2]) sowie im A = k" x {0} und
insbesondere r = rg A, also gilt auch .

Zu wéhlen wir b = 0 und bestimmen Elemente ¢, der Lésungsmen-

ge ker A, indem wir fiir p=r +1, ..., n die Koordinaten xy, = d, vorgeben.
Wenn A in strenger Zeilenstufenform ist, ist die i-te Gleichung dquivalent zu
n
Tj, = — Z ik, - Tk, = —Qik, - O
p=r+1

Wenn man das GauB3-Verfahren konkret anwendet, schreibt man gern die je-
weilige linke Seite als Matrix ohne runde Klammern, macht rechts daneben einen
senkrechten Strich, und schreibt die rechte Seite rechts neben diesen Strich.
Dann fithrt man den obigen Algorithmus durch, wobei man sich nur an der lin-
ken Seite orientiert, aber alle Zeilenumformungen immer auf die linke und die
rechte Seite simultan anwendet. Dabei reicht es, fiir jeden Induktionsschritt ein
neues System aufzuschreiben. Unter Umsténden kann es sinnvoll sein, auf der
rechten Seite mehr als nur einen Vektor stehen zu haben, zum Beispiel, wenn
man ein Gleichungssystem simultan fiir mehrere rechte Seiten zu 16sen hat.

3.27. Bemerkung. Das Gaufl-Verfahren kann benutzt werden, um viele ver-
schiedene Probleme zu l6sen. Einige davon haben wir in Bemerkung bereits
angefiihrt.

(1) Um das Gleichungssystem @, also A-x = b zu lésen, bringen wir
es zundchst mit dem Gauf-Verfahren in Zeilenstufenform. Nach Be-
merkung [3.23| entsprechen elementare Zeilenumformungen gerade der
Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links. Da wir alle Zei-
lenumformungen sowohl auf die linke als auch auf die rechte Seite
des Gleichungssystems angewandt haben, ist das neue Gleichungssy-
stem nach Proposition [3.22] zum alten dquivalent, und wir kénnen die
Losungsmenge nach Proposition ablesen.

Zur Sicherheit sei daran erinnert, dass man ein Gleichungssystem
16st, indem man die gesamte Losungsmenge angibt (eventuell, indem
man feststellt, dass diese leer ist), und nicht nur eine einzelnes Ele-
ment der Losungsmenge. Wenn die Losungsmenge nicht leer ist, reicht
es allerdings nach Proposition , eine spezielle Losung zg und
den Unterraum ker A zu bestimmen, da die Losungsmenge dann gera-
de xg + ker A ist.

(2) Es sei A € M, n(k), dann koénnen wir Basen von kerA C k"
und im A C k™ bestimmen. Wir bringen dazu A mit dem Gauf-
Verfahren in strenge Zeilenstufenform. Sei B € GL(m,k) das Pro-
dukt der elementaren Zeilenumformungen entsprechenden Elementar-
matrizen, so dass B- A in strenger Zeilenstufenform ist. Mit Propositi-
on bestimmen wir zunéchst eine Basis von ker(B - A) = ker A.

Seien r und ji, ..., j, wie in Definition[3.24) zur Matrix B- A, dann
bilden die Vektoren (B-A)(ej,) fiiri =1, ..., r eine Basis von im(B- A)
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nach Proposition . Da B einen Isomorphismus
Blima: im A = im(B o A)
induziert, erhalten wir als Basis von im A C k™ gerade

(A(€j1>, e 7A(ej7‘)) ’

insbesondere gilt rg A = rg(B- A) = r, siche auch Proposition .
Ubrigens kénnen wir die Basis (¢y41,. . .,¢,) von ker A wie im Be-
weis des Rangsatzes zu einer Basis (c1, ..., cy) von k™ mit ¢; = ej,
fir i =1, ..., r erginzen. Wenn wir wie dort fortfahren, erhalten wir
ebenfalls die obige Basis (A(ej,), ..., A(ej,)) von im A.
Es seien Vektoren vy, ..., v, € k™ gegeben. Wir mochten wissen,
ob diese Vektoren linear unabhéngig sind, und ob sie k™ erzeugen.
Dazu schreiben wir die Vektoren als Spalten in eine Matrix A und
bringen A in Zeilenstufenform. Dann bilden (v1,...,v,) genau dann
ein Erzeugendensystem, wenn r = rg A = m gilt.

Und sie sind linear unabhingig, wenn A - x = 0 nur eine Losung

besitzt. Nach Proposition (2) ist das genau dann der Fall,
wenn {j1,...,Jr} = {1,...,n}, das heifit, wenn r = rg A = n gilt.
Um eine Matrix A € M,(k) zu invertieren, wenden wir das Gauf-
Verfahren diesmal mit der rechten Seite E,, an, das heiflt, wir 16sen n li-
neare Gleichungssysteme mit der gleichen linken Seite simultan. Wenn
wir wihrend des Verfahrens nie eine Spalte iiberspringen (Fall 1 im Be-
weis tritt nicht ein) und A in strenge Zeilenstufenform bringen, dann
gilt j; = ¢ fir alle ¢ = 1, ..., n. Also bleibt auf der linken Seite die
Einheitsmatrix E,, stehen.

Rechts steht das Produkt B aller Elementarmatrizen, die wir im
Laufe des Verfahrens angewendet haben, also

A|E, ~ BE,|B.

Es gilt also B - A = E,,. Da beide Matrizen quadratisch waren, ist A
invertierbar, und B ist die inverse Matrix; dazu interpretiere A und B
als lineare Abbildungen und wende eine Ubungsaufgabe an.

Falls wir im Laufe des Gauf3-Verfahrens eine Spalte iiberspringen,
so dass ji,+1 > Ji, + 1 fiir ein 4o (oder j; > 1 fiir iy = 0), folgt @ < j; fiir
alle ¢ > g, insbesondere r < j, < n, so dass rg A < n gilt und A daher
nicht invertierbar sein kann. Das bedeutet, dass wir das Verfahren
abbrechen konnen, sobald Fall 1 eintritt, und feststellen kénnen, dass A
nicht invertierbar ist.

Fiir sehr grofle Matrizen ist das Gauf-Verfahren zu rechenaufwendig.
Es gibt aber noch ein anderes Problem, sobald man nicht mit exakten
Zahlen rechnet, sondern in jedem Zwischenschritt nach einer bestimm-
ten Anzahl von Dual- oder Dezimalstellen rundet oder abschneidet:
Sobald man zwei anndhernd gleich grofle Zahlen mit kleinen prozen-
tualen Fehlern voneinander abzieht, erhélt man einen wesentlich grofie-
ren prozentualen Fehler im Ergebnis. Um dieses Problem so gut wie
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moglich zu umgehen, kann man ein Verfahren anwenden, dass man Pi-
votisierung nennt. Dabei tauscht man in jedem Schritt 1 die Zeile r+1
mit derjenigen Zeile 4, fiir die das Element a;; in der gerade aktuellen
Spalte betragsméfig am grofiten ist.

3.28. Bemerkung. Die strenge Zeilenstufenform ist wieder eine Normalform.
Diesmal betrachten wir als Objekte Matrizen A € M,, (k) und nennen zwei
Objekte A, A" € My, »(k) ,linksdquivalent”, wenn es eine invertierbare Ma-
trix B € GL(m,k) gibt, so dass A’ = B-A. Mit dem Gauf-Verfahren [3.25|sehen
wir, dass jede Matrix zu einer Matrix in strenger Zeilenstufenform linksiquiva-
lent ist.

Mit ein bisschen zusétzlichem Aufwand kann man zeigen, dass zwei Ma-
trizen in strenger Zeilenstufenform genau dann linksiquivalent sind, wenn sie
gleich sind. Also gibt es in jeder Linksiquivalenzklasse genau eine Matrix in
strenger Zeilenstufenform. Da es von diesen Matrizen offensichtlich sehr viele
gibt, erhalten wir keine schone vollsténdige Invariante fiir dieses Problem, aufler
der besagten Matrix in strenger Zeilenstufenform selbst.



KAPITEL 4

Determinanten

Wir wollen Endomorphismen von Vektorrdumen beziehungsweise freien R-
Moduln V' verstehen, also lineare Abbildungen F': V — V. Endomorphis-
men endlich erzeugter freier Moduln werden durch quadratische Matrizen A €
M, (R) dargestellt. In diesem Kapitel lernen wir eine wichtige Invariante qua-
dratischer Matrizen kennen, die Determinante.

Uber den reellen Zahlen hat die Determinante etwas mit Volumina von
Parallelotopen zu tun, und etwas mit Orientierung. Uber den meisten anderen
Korpern und Ringen lassen sich diese Aspekte nicht voneinander trennen. Wir
beginnen in Abschnitt [£.I] mit der Beschreibung von Volumina, benutzen die
dort gewonnenen Erkenntnisse in Abschnitt [£.2] zur Definition der Determinan-
te, und fiihren in Abschnitt den Begriff der Orientierung ein.

Im ganzen Kapitel benotigen wir das Kommutativgesetz fiir die Multiplika-
tion. Insbesondere wird R in diesem Kapitel immer einen kommutativen Ring
mit Eins und k immer einen Kérper bezeichnen. Warum wir das Kommutativ-
gesetz brauchen, erkldren wir in Bemerkung und was ansonsten schiefgehen
kann, sehen Sie in Beispiel

4.1. Volumina und Determinantenfunktionen

In Bemerkung haben wir die Volumina von Parallelotopen im R?

ausgerechnet. Im R"™ wollen wir entsprechend das n-dimensionale Volumen
vol(vy, ..., vp)

eins von Vektoren vy, ..., v, € R™ aufgespannten Parallelotops bestimmen. Wir
mochten, dass dieser Volumenbegriff zwei Eigenschaften hat, ndmlich positive
Homogenitit und Scherungsinvarianz: Fiir alle n-Tupel (v1,...,v,), alle i, j €
{1,...,n} mit i # j und alle k£ € R soll gelten

(1) vol(vi, ..., 0i—1,v; . Ky Vig1, ..., vy) = vOl(v1,...,0n) - K| ;

(2) vol(vi, ..., 0i—1,vi +vj . k, Viq1,...,0n) = vol(v1,...,vn) .

Bedingung lasst sich mit dem Cavalierischen Prinzip begriinden: die
Querschnitte von beiden Parallelotopen mit affinen Unterrdumen parallel

zu (v1,...,0...,0,) haben jeweils dasselbe Volumen, wenn man v; um ein
Vielfaches von v; abéndert. Da allgemeine Kérper nicht angeordnet sind, ist

101
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Bedingung im allgemeinen nicht sinnvoll. Wir ersetzen sie daher durch eine
Art Homogenitéit und erhalten ein ,, Volumen mit Vorzeichen“ mit

(1) WU,y Vi—1, 05 Ky Vg1, ey Up) = w(U1, ..., 0p) K

Falls k = R oder Q und w die Bedingungen und erfiillt, erfiillt vol = |w|
die Bedingungen und und liefert daher einen Volumen.

Soviel zur Motivation. Wir wollen jetzt Volumina mit Vorzeichen betrach-
ten, und zwar zunéchst iiber kommutativen Ringen R. Wir beginnen mit belie-
bigen R-Moduln M und Zahlen k € N.

4.1. Definition. Es sei M ein R-Modul, k € N, und a: M*¥ — R eine Abbil-
dung. Dann heifit o multilinear, wenn fiir alle i € {1,...,k} und alle vy, ...,
Vi1, Vitl, ---, U € M die Abbildung

(1) M — R mit W (V1 vy Ve, Wy Vit 1y - -+ Uk)

linear ist. Sie heif3t alternierend oder auch alternierende Form, wenn fiir alle ¢ =
1, ..., k—1 gilt, dass

(2) a(vy,...,vg) =0 falls vip1 = v; .

Die Menge aller alternierenden multilinearen Abbildungen o: M* — R wird

mit A¥M* bezeichnet. Falls V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum ist, heiBt eine
alternierende multilineare Abbildung w: V™ — k eine Determinantenfunktion.

Man beachte, dass wir fiir k¥ = 1 gerade den dualen Modul A'M* = M*
erhalten. Fiir & = 0 setzt man sinnvollerweise A°M* = R.

4.2. Beispiel. Wir betrachten das Spatprodukt R3 — R mit ( x,y, z) = (z X

y,z) aus Satz [1.68] _ Wegen Bemerkungen ' und - . ist das
Spatprodukt multilinear, und wegen Bemerkung‘ und Satz [1.68 _ ist

es alternierend. Also ist das Spatprodukt eine Determinantenfunktion.

4.3. Proposition. Es sei M ein R-Modul und o: M* — R multilinear. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Die Abbildung « ist alternierend,
(2) Es gilt a(vy,...,v) =0, wenn (vi,...,vx) linear abhdingig sind.

Die Aussagen und implizieren die folgende FEigenschaft, die zu
und iber Korpern R =k der Charakteristik x (k) # 2 dquivalent ist.

(3) Die Abbildung o ist antisymmetrisch, das heifst, fir alle (v1,...,vg) €
M¥ und alle i, j € {1,...,k} miti < j gilt

(V1,0 Ve, Vs Vigeds o Vi1, Uiy Vjgeds - - -, V) = —(U1, ..., V)
BEwEIS. Die Richtung ,(2) = (1) ist klar, denn falls v;11 = v,
sind (v1,...,v;) linear abhingig.

Zu ,,. . betrachten wir zunéchst den Fall j = ¢ 4+ 1. Dann folgt

a(vy,...,v) = a(vy,...,vk) + (v, ..., 0,0, Vg2, ..., Uk)

=0
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= Oé(Ul, ey Vi, Ut Vi1, Vig2, - - - ,Uk)
—a(vy, ..., V-1,V + Vig1, Vi + Vi1, Vig2, - .-, Vk)
-0
= V1, Vio1, ~Vit1, Vi + Vit1, Vit2, .-, Vk)
+a(vy, .o, Vs 1, =V, —Vitl, Vit2, .-, Vk)
-0
= —(V1, vy Vie1, Vit1, Vi, Vit 2y« -+, Vk) -

Also &ndert sich das Vorzeichen, wenn man zwei benachbarte Vektoren ver-
tauscht. Der allgemeine Fall folgt durch Induktion iiber p = j — i, denn

Oé(Ul,. . '7Uk) = —Oé(Ul, <oy Ui—1,U5-1,Vj41y - - -5 Uj—2, V3, Vg, Ujt1, - - - 7/Uk)
= OZ(Ul, <oy Ui—1,U5-1,Vi41y - - -5 Uj—2, V5, Vg, Ujt-1, - - - 7/Uk)
= —Oé(Ul, <oy Ui—1, U5, Uit 1y - -+, V52, Uj—1, Vi Uj4-1, - - - 7/Uk) .

Dabei haben wir nur Argumente im Abstand von weniger als p vertauscht.

Zu (1) = “ benutzen wir und zeigen, dass aus Scherungsinva-
rianz folgt. Fiir alle 4, j € {1,...,k} mit ¢ # j und alle r € R gilt, dass

a(vr, ..., k) = =1, . Vi1, V1, Vil - U2, Vi, Vg Ujg s - - - Uk)
- Oé(’l)l, sy Ui—1, V51, V415 - -+, Uj—2, Vg, Ugy Ujp1, - - Uk) =T
TV
=0
= —Oé(’l)l, ey Vi1, Uj—l,'UiJ,-l, . ,’Uj_Q,UZ‘ + Uj ., 'l}j, Uj_|_1, e 7Uk)
=a(V1,. .., V-1,V + Vj . T, Vi1, .., V)
insbesondere ist « scherungsinvariant. Seien jetzt die Vektoren (vi,...,vg) li-

near abhingig. Nach Lemma existiert ein i € {1,...,k}, so dass v; als
Linearkombination der restlichen Vektoren dargestellt werden kann, also

v; = Z’Uj - Ty
J#i
mit r; € R. Nur mit Hilfe der obigen Scherungsinvarianz folgt daraus
a(vl, ce 7Ui—17zvj Ty Vigly - ,Uk)
J#
= a(vl,...,vi_l,o,viﬂ,. . .,Uk) =0.

a(or, .- o)

Schliefllich sei R = k ein Korper der Charakteristik x(k) # 2, und es gel-
te v; =wvj fir 4, j € {1,...,k} mit i < j. Aus folgt

1
a(vy, ..., ) = 504(1)1,...,1);@)
1
- 50[(’01, sy Ui—1,V5, Vig1y oo o5 Uj—1, Vi, Vi1, - - .,Uk) =0. O

4.4. Bemerkung. Wir haben in der Motivation von einem ,, Volumen mit Vor-
zeichen“ Homogenitét und Scherungsinvarianz gefordert. Multilineare Ab-
bildungen sind insbesondere homogen, und im obigen Beweis zu ,, = “
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haben wir gesehen, dass alternierende multilineare Abbildungen auch scherungs-
invariant sind.

Umgekehrt sei V' jetzt ein n-dimensionaler k-Vektorraum und w: V™ — k sei
homogen und scherungsinvariant. Wir haben im Schritt ,, - “ gesehen,
dass aus Scherungsinvarianz folgt, dass w(vy,...,v,) = 0, wenn (v1,...,v,)
linear abhéngig sind.

Wir wollen jetzt zeigen, dass
wu+w,ve,...,0n) = w(u,ve,...,v,) +w(w,va,...,v,),

dann ist w(vy,...,vy,) linear in v;. Die Linearitdt in den anderen Argumenten
folgt genauso. Wir unterscheiden zwei Fille: wenn (ve,...,v,) linear abhéingig
sind, reduziert sich die obige Gleichung zu 0 = 0 + 0.

Wir diirfen also annehmen, dass (ve,...,v,) linear unabhéngig sind, und
ergénzen zu einer Basis (v1,...,v,). Dann existieren kj, £; € k, so dass

u:Zvj.k‘j und w:ZUj.fj.
J J

Aus Scherungsinvarianz und Homogenitét folgt

wu+ w,ve, ..., 0,) :w<Zvj.(kj+€j),v2,...,vn>
J
=w(vr. (k1 +0),v2,...,0,)

= w(v1,v2,...,0p) k1 +w(v1,va,...,0) - {1

:w<20j.kj,v2,...,vn> +w<2vj .Ej,vg,...,vn>
J J

= w(u, vy, ..., ) +w(w,va,...,0,) .

Also entsprechen Determinantenfunktionen genau unseren ,, Volumina mit Vor-
zeichen.

4.5. Bemerkung. Wir iiberlegen uns leicht, dass die Summe zweier Determi-
nantenfunktionen und auch ein skalares Vielfaches einer Determinantenfunkti-
on wieder eine solche ist. Also ist A" M* ein R-Modul. An dieser Stelle braucht
man Kommutativitdt von R, sieche dazu die Bemerkung vor Definition [2.41
Aber man braucht Kommutativitdt von R bereits, um iiberhaupt multilineare
Abbildungen mit zwei oder mehr Argumenten zu bekommen, wie die folgende
Rechnung zeigt:

a(vy, ... o) r-s=avy .09, ..., 0;) - 8§ = vy .7,V . 8,V3, ..., V)

= avy,v2. 8,03, ...,0) T =a(V1,...,0) ST .

Dass es iiberhaupt verschiedene Determinantenfunktionen auf demselben
Modul oder Vektorraum gibt, sollte uns nicht erstaunen; schliellich kann man
auch das Volumen im ,,uns umgebenden R3“ verschieden messen — etwa in
Litern, Kubikmetern, fliissigen Unzen, Fissern, etc.
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Wir wollen jetzt fiir alle Ringe R (kommutativ, mit Eins) ein spezielles
Element w,, € A"(R")*, die Standard-Determinantenfunktion, durch Induktion
iiber n € N konstruieren. Fiir n = 0 setzen wir wp() = 1 € R und sind fertig.

Sei w,_1 bereits konstruiert. Wir fassen Vektoren x € R™ durch Weglas-
sen der letzten Koordinate als Vektoren 2’ € R"~! auf, und nennen die letzte
Koordinate &, (x). Wir definieren w,, rekursiv durch

n
(%) wal@ran) = (D) en (@) wna(2h, . 2 a) ER,

i=1
wobei ein Dach {iber einem Eintrag wie zu Beginn von Abschnitt gerade
» Weglassen* bedeutet. Diese Konstruktion liefert zugleich ein erstes Verfahren
zur Berechnung von wy, die Laplace-Entwicklung, siche Satz [4.12] unten.

4.6. Proposition. FEs seit R ein kommutativer Ring mit Eins, dann ist die oben
konstruierte Abbildung w,: R" — R alternierend, multilinear, und erfillt

wp(er,...,en) =1.

BEWEIS. Wir beweisen die Aussage wieder durch Induktion iiber n. Fiir n =
1 ist die Behauptung klar.

Sei die Proposition fiir w,_1 bereits bewiesen. Linearitit von w, an der i-
ten Stelle folgt fiir den i-ten Summand in @ aus der Linearitdt von &,, fiir die
restlichen Summanden aus der Multilinearitit von wy,_1.

Sei jetzt xj41 = x; fir ein ¢ € {1,...,n — 1}. Dann sind der i-te und der
(1+1)-te Summand in (ED bis auf das Vorzeichen gleich und heben sich weg, bei
allen anderen Summanden werden zwei gleiche Vektoren nebeneinander in w,,_1
eingesetzt, was nach Induktionsvoraussetzung 0 ergibt.

AuBerdem ist £,,(e;) = 0 fiir ¢ < n, und die Vektoren €] fiir ¢ < n sind gerade
die Standardbasisvektoren des R™. Also gilt

wn(et, .. en) = (=1)"ep(en) wn_1(€),...,eh_1)=1. O

Als néchstes {iberlegen wir uns, dass der Raum A™V* genau eindimensional
ist.

4.7. Proposition. FEs sei R ein kommutativer Ring mit Fins, r € R und M
ein freier R-Modul mit Basis B = (by,...,by). Dann ezistiert genau eine De-
terminantenfunktion w € A" M* mit

w(el,...,en) =1.

Sei wp die obige Determinantenfunktion zu v = 1, dann ist A°M* ein freier
R-Modul mit Basis (wp).

BEWwEIS. Zur Eindeutigkeit bestimmen wir den Wert von w(vy,...,v,) fir
Modulelemente

n
Uj:Zbi'aij eR".
=1
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Als erstes schlieflen wir aus Multilinearitéit, dass

w(vl,...,vn) =w<ibi.aﬂ,...,zn:bi.am)
=1 i=1
= Z Zw(bl-l,...,bin)-aill-nainn.

=1 in=1
Als néichstes diirfen wir wegen wir alle Summanden weglassen, bei de-
nen i; = iy fir j # k, und erhalten

w(vl,...,vn): Z W(bila---abin) -ail’l---aimn
i1,.0in€{1,...,n}

{i1,in}={1,....,n}

SchlieBlich geht w(b;,, . .., b;, ) nach Proposition unten aus w(by, ..., by)
hervor, indem man p-mal einzelne Argumente vertauscht, wobei die Zahl p =
p(i1,-..,4n) vom Tupel (i1,...,i,) abhingt. Wegen Proposition gilt

w(bil, e ,bln) = (=P -w(by,...,by) = (—1)Pr.
Also ist w eindeutig bestimmt durch
w(vr,...,vp) = Z (—1)POLsin) gy 1y,

i1yeyin€{1,...,n}

{i1,in}={1,..n}

Es sei B: R® — M die Basisabbildung, siche Bemerkung und es
sei v; = B(aj) mit a; = (a;;); € R". Wir definieren zunichst eine alternie-
rende multilineare Abbildung wp mit

wp(v1,...,vn) =wpla,...,an), so dass wp(bi,...,by) =1.

Nach Proposition ist wy, multilinear und alternierend, also auch wg. Wir
erhalten die gesuchte Form w als

w=wp-r=wp.w(bi,...,b).

Aufgrund der obigen Eindeutigkeitsaussage sind alle w € A"M* von dieser
Gestalt, also bildet (wp) eine Basis. O

Der obige Beweis liefert uns eine zweite Berechnungsmethode der Standard-
Determinantenfunktion wy,, die sogenannte Leibniz-Formel, siche Satz un-
ten.

4.2. Die Determinante

Ausgehend von den Uberlegungen im letzten Kapitel fithren wir jetzt De-
terminanten von Endomorphismen und quadratischen Matrizen ein. Wahrend
Determinantenfunktionen dazu dienen, Volumina von Parallelotopen in einem
Vektorraum zu beschreiben, misst die Determinante, um welchen Faktor ein
Endomorphismus das Volumen einzelner Parallelotope vergréfiert oder verklei-
nert.
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4.8. Bemerkung. Es seien M, N Moduln iiber R und F: M — N linear,
dann definieren wir fiir alle k eine Abbildung F*: A¥N* — A*M* durch

(1) (F*(a))(v1,- .., vk) = a(F(v1), ..., F(vg))
fir alle « € A*N* und alle vy, ..., v. Die rechte Seite ist sinnvoll, da wir a
auf k Elemente F'(v1), ..., F(vg) von N anwenden, und entsprechend erhal-

ten wir eine Abbildung F*(a): M* — R. Man nennt F*(a) auch die mit F
zuriickgeholte Form.

Wir zeigen, dass F*(«) im ersten Argument linear ist; fiir die anderen Ar-
gumente zeigt man Linearitéit genauso. Es seien z, y und vs, ..., vp € M und 7,
s € R, dann folgt

(F*(a))(z.7+y.s,ve,...,0k)
=a(F(z.r+y.s),F(v),...,F(vg))
— a(Ple).r+ F(3) . 5, Ploa).. ,F<vk>)
o(F(z), F(v2), ..., F(ug)
= (F*(a))(z,vay...,v5) - T
Also ist F*(«) multlinear.

_|_v
—
B
*
/—\
\_/
N—
/-\
@
[\V)
\_/
V2]

Und F*(«) ist auch alternierend, denn
(F*(a))(v1y -y 05, Uiy ooy V) = oz(F(Ul), ooy F(v), F(v;), ... ,F(vk)) =0.
Es folgt F*(a) € A¥M* wie behauptet.

In Bemerkung haben wir uns iiberlegt, dass A*AM* und A* N* Moduln
iiber R sind. Die Abbildung F*: A*N* — AFM* ist linear, denn fiir alle «,
B e AN aller, s € Rund alle vy, ..., v € M gilt
(2) (F(a.r+B.s))(v1,...,vp)

=(a.r+B.5)(F(v1),...,F(uy))
=a(F(v1),...,F(vx)) v+ B(F(v1),...,F(ug)) - s
= (F*(a) .1+ F*(B) . s)(v1,. ., vp) -

Schliellich seien F': M — N und G: L — M lineare Abbildungen, dann
gilt (FoG)* = G* o F*: A*N* — A*L*, denn
(3) ((Fo@)*(a)(lr,....t) = a(F(G(t1)),. .., F(G(()))

= (F*(a)(G(tr),...,G(ty)) = (G™(F"(a))) (b1, ..., L) -

Es sei M ein freier R-Modul mit Basis (b1,...,by,). In Propositionhaben
wir gesehen, dass A"V" ein eindimensionaler Vektorraum ist, erzeugt von dem
Element wp mit wg(by,...,b,) = 1. Sei jetzt F € Endr(M), dann ist F* €
Endg(A™M*) nach der obigen Bemerkung, aber Endg(A"M*) = Endgr(R) = R,
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da A"V* =2 R. Also existiert zu jedem F' € End M ein Skalar a = det F' € R,
so dass

Fro=w.a fiir alle w € A"M™ .

Um a zu bestimmen, wihlen wir eine Basis (by,...,b,), definieren wp wie in
Proposition [£.7, und iiberlegen uns, dass

wB(F(bl), . e ,F(bn)) = (F*(wB))(b’ . 7bn)
= (wp.a)(b,....,by) = (wp)(b,....,by) - a=a.

Im Spezialfall M = R™ mit der Standardbasis sind die Vektoren F'(ej), ...,
F(ey) nach Folgerung[2.75/genau die Spalten der Abbildungsmatrix A € M, (R)
von F', und wp ist gerade die Standarddeterminantenfunktion w,, aus Proposi-
tion Das motiviert die folgende Definition.

4.9. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, M ein freier
R-Modul mit einer n-elementigen Basis, wobei n > 1, und F € Endgr(M)
ein Endomorphismus. Dann ist die Determinante von F' der eindeutige Ska-
lar det F' € R, so dass

(1) Ffw=w.detF fiir alle w € A"M* .

Wir definieren die Determinante einer Matrix A € M, (R) mit den Spal-
ten ai, ..., ap € R™ durch

(2) det A = wp(ay,...,ay) .

Im Falle n = 0 folgt det() = 1, da wp() = 1. In Gleichung haben wir
fiir jeden Endomorphismus F' € Endr M die Determinante definiert, ohne eine
Basis fixiert und F' als Matrix geschrieben zu haben; diese Definition ist also
basisunabhdngig. Wenn wir eine Basis B wihlen und A die Abbildungsmatrix
von F beziiglich der Basis B (sowohl vom Definitions- als auch vom Wertebe-
reich) darstellen, ist die Determinante von A durch definiert. Unsere obige
Voriiberlegung besagt, dass

det A =det F .
Auf diese Weise hiangen und zusammen.

Wir wollen jetzt verschiedene Berechnungsverfahren fiir Determinanten an-
geben. Zunéchst erinnern wir uns an die Automorphismengruppe Aut(M) einer
Menge aus Beispiel

4.10. Definition. Es sei n € N. Die symmetrische Gruppe Sy in n Elementen
ist definiert als S, = Aut({1,...,n}), ihre Elemente S,, 3 o: {1,...,n} —
{1,...,n} heien Permutationen.

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Einer Permutation o € S,, ordnen
wir die Permutationsmatriz Py = (0; 4(j))i,j € Mn(R) und das Vorzeichen oder
auch Signum

sign(o) = det(P,) = det(((si,g(j))ﬁj) .
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Unter einer Transposition verstehen wir eine Permutation 7 € S,,, die nur
zwel Elemente ¢ und j mit 1 <17 < j < n vertauscht, also

j  falls k =1,
T(k) =44 falls k=7, und
k sonst.

Die Permutationsmatrix einer Transposition ist gerade die Elementarma-
trix Pj; = Pr,; aus Bemerkung .

4.11. Proposition. Jede Permutation o € S, kann als Produkt 0 = 110+ 0Ty
von Transpositionen 1, ..., T, € S, geschrieben werden, und es gilt

(1) sign(o) = (~1)°.
Fir p, 0 € Sy, gilt
(2) sign(p o o) = sign(p) - sign(o) und sign(o™1) = sign(o) .

Dabei fassen wir die Identitédt als ,,leeres Produkt“ mit k£ = 0 auf. Nach
ist das Vorzeichen einer Permutation stets 1 oder —1, unabhéngig vom Ring R.
Allerding kénnte 1 = —1 in R gelten (Beispiel: R = Z/2Z); in diesem Fall
verliefert das Vorzeichen seine Information. Der Beweis unten benutzt keine
Determinanten, um Permutationen als Produkte von Transpositionen darzu-
stellen, so dass wir im Beweis von Proposition [£.7 keinen Zirkelschluss erhalten.

BEWEIS. Wir beweisen die erste Aussage durch Induktion iiber n. Fiirn = 1
gibt es nur eine Permutation, die Identitdt, mit

sign(id{l}) = det(El) =1.

Sei die Aussage fiir alle 0’ € S,,_1 bewiesen, und sei o € S,,. Falls o(n) = n,
sei 0’ = 0l(1,.. n—1} € Sn—1. Da ¢’ ein Produkt von Transpositionen aus S, 1,
ist o das Produkt von Transpositionen aus .S,,, die jeweils die gleichen Elemente
vertauschen. Falls o(n) # n, sei 7 die Transposition, die o(n) und n vertauscht,
so dass
(too)(n)=n.
Nach dem obigen Argument ist 7oo ein Produkt von Transpositionen 7j0- - -o7y.
Da 7 =771, folgt
O=TO0T10:--0Tg .

Seiog = 711007 € S, dann geht P, aus der Einheitsmatrix hervor, indem
man nacheinander k-mal je zwei Spalten vertauscht. Aus Proposition
folgt (1)), denn

sign(o) = det(P,) = (1) .

Zu stellen wir p und o als Produkte von j und k Transpositionen dar,
dann erhalten wir eine Darstellung von p o o als Produkt von j + k£ Transposi-
tionen, und die erste Behauptung folgt. Die letzte ergibt sich dann aus

sign(o) - sign(ot) = sign(o - o 1) = sign(id) = 1 . O
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Sei A = (aij)i; € My,(R) eine Matrix, dann bezeichnen wir die Matrix A
ohne die i-te Zeile und die j-te Spalte mit

ail e al,5—1 atj+1 . A1n
A — a;i—1,1 --- Qi—15-1 Qi—-1j5+1 --- QAi—1n c M 1(R)
1] — n— .
J Qi+11  --- Gi415-1 Aifl5+1 -+ Qitln
[07°%] . Qp,j—1 An j+1 e Apn

Es folgen zwei Satze zur Berechnung von Determinanten.

4.12. Satz (Laplace-Entwicklung). Es sei A € M, (R) mit n > 1.
Entwicklung nach der i-ten Zeile. Fir alle i € {1,...,n} gilt
(1) det(A) = zn:(—l)i_‘—jaij . det(Aij) .

j=1
Entwicklung nach der j-ten Spalte. Fiir alle j € {1,...,n} gilt
(2) det(A) = i(—l)i+jaij . det(AZ-j) .

i=1

BEWEIS. Wir betrachten die durch die rechte Seite von Formel induktiv
definierte Abbildung w: M, (R) — R und zeigen wie im Beweis von Propositi-
on dass sie multilinear und alterniered in den Spalten von A ist. Aufgrund
der Eindeutigkeitsaussage in Proposition [£.7] und Definition reicht es zu zei-
gen, dass die rechte Seite fiir die Einheitsmatrix den Wert 1 annimmt, um die
Behauptung zu beweisen.

Essein > 1lundi € {1,...,n}, und w(A) bezeichne die rechte Seite von (I)).
Linearitit von w an der k-ten Stelle folgt fiir den k-ten Summand, da a;; line-
ar von ap € R" abhéngt. Fiir die restlichen Summanden folgt sie, da det A;;
multilinear in den Spalten von A;; ist.

Sei jetzt agy1 = ay fir ein k € {1,...,n — 1}. Dann sind der k-te und der
(k+1)-te Summand in (1] bis auf das Vorzeichen gleich und heben sich weg; bei
allen anderen Summanden stimmen zwei benachbarte Spalten von A;; {iberein,
so dass det(A;;) = 0. Also ist w multilinear und alternierend.

Fiir die Einheitsmatrix erhalten wir
n

W(En) =Y (=1)" 55 - det((En)ij) = det(Ep_1) =1,
j=1
da nur der Summand mit ¢ = j beitrdgt, und da nach Streichen der i-ten Spalte
und Zeile aus der Einheitsmatrix F, die Einheitsmatrix F,_; wird. Damit

ist bewiesen.

Wir beweisen , indem wir die Transponierte A’ in einsetzen. In Fol-
gerung unten zeigen wir, dass det A® = det A ohne Benutzung der Laplace-
Entwicklung, so dass dann aus folgt. ([l
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4.13. Satz (Leibniz-Formel). Fir jede Matriz A € M,(R) mit n > 1 gilt

det A = Z sign(o) - H Ap(5),5 = Z sign(o) - Hai,o(i) :
j=1 i=1

peS(n) o€S(n)

BEWEIS. Wir gehen vor wie im Beweis von Proposition [£.7 und erhalten

n n
det A = wyp(ay, ..., ay) = Z~-an(eil,...,ein)-aill'--ainn

i1=1  ip=1
n n
= > walepys s epm) [T a5 = D det(Gipi)ig) [T apiis
ﬂESn ]:1 pESn ]:1
n
= > sign(p) [T a5 -
pESh 7j=1
Dabei haben wir alle Tupel (i1, ...,i,) mit gleichen Eintrdgen aussortiert und

die verbleibenden injektiven (und daher bijektiven) Abbildungen j +— i; als
Permutationen p € S,, aufgefasst.

Es sei schlieBlich o = p~!. Nach Proposition gilt sign(o) = sign(p).
Indem wir iiber ¢ = p(j) summieren, erhalten wir

n

det A = Z sign(p) H Ap(j),5 = Z sign(o) Hai,a(i) : .
j=1

pESH o€Sh =1

4.14. Bemerkung. Permutationen o € S,, werden oft als 2 x n-Matrix
(1 - n
77 \e(1) ... on)

Fiir n = 2 gibt es genau zwei Permutationen

. 1 2 1 2
1d—<1 2> und 7'—(2 1).

Da 7 eine Transposition ist, gilt sign(7) = —1, und es folgt die einfache Formel

geschrieben.

det a1 a2 = ay; “ Qg ; —a - a = aj11 a2 — a12 a2
as1  as 1,id(1) * %2;id(2) 1,7(1) " 42,7(2) :

Fiir n = 3 gibt es schon sechs Permutationen
1 2 3 1 2 3
1 2 3/ 2 1)
1 2 3 1
13 2/ 2

N
W =
N =N
_ w
~

— N W
w W
~_
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wobei die erste Reihe Vorzeichen 1 und die zweite Reihe Vorzeichen —1 hat.
Hiermit erhalten wir fiir 3 x 3-Matrizen die Sarrussche Regel:

ailp a12 @13 a1 a2

a1l a2 a13 - x Os L
det | @91 ago aoz | = a21 a2 a3 a1 a2
a1 asx a SN N Y
31 @32 33 asy agz a3z agy  ase

= a11 a22 433 + @12 23 A31 + A13 421 432

— (11 a23 432 — A120A21 33 — A13 A22 431 -

Hierbei werden die Elemente entlang der drei durchgezogenen Linien jeweils
aufmultipliziert und zusammenaddiert, und die Elemente entlang der unterbro-
chenen Linien werden ebenfalls aufmultipliziert und danach subtrahiert.

Fiir n = 4 gibt es bereits 4! = 24 Permutationen; zuviele, um die Leibniz-
Formel durch ein einprégsames Rechenschema darzustellen.

Zur Berechnung groferer Determinanten ist die Leibniz-Formel nicht zu
empfehlen (Ubung). Sie erlaubt aber einige interessante Schlussfolgerungen.

4.15. Folgerung. Es sei R ein kommutativer Ring mit Fins und A € M,(R).

(1) Es gilt det(A?) = det A.

(2) Die Determinante det A ist multilinear und alternierend in den Zeilen
der Matriz A.

(3) Die Determinante det A verschwindet, wenn die Zeilen von A linear
abhdngig sind.

(4) Die Determinante det A dndert sich nicht, wenn man ein Vielfaches
einer Zeile zu einer anderen dazuaddiert.

(5) Die Determinante det A wechselt das Vorzeichen, wenn man zwei Zei-
len vertauscht.

BEWEIS. Aussage ergibt sich durch Vergleich der Leibniz-Formeln aus
Satz fiir A und A?, denn

n

det(A") = Z sign(o) - Haa(i)7i = det(A) .

gESy, i=1

Jetzt folgen (2)-(5) fiir A jeweils aus Definition Proposition und Be-
merkung angewandt auf die Matrix A’ O

4.16. Definition. Eine Matrix A = (a;j)i; € My(k) heiit in oberer (unterer)
Dreiecksgestalt, oder kurz obere (untere) Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 fiir alle 4,
je{l,....,n} mit i > j (i < j). Eine Matrix heifit in strikter oberer/unterer
Dreiecksgestalt, wenn zusétzlich a; = 0 fur alle ¢ € {1,...,n}.
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Somit ist die linke Matrix unten eine obere Dreiecksmatrix, und die rechte
sogar in strikter Dreiecksgestalt:

ail S QA1p 0 a2 ... QA1n
0 ang
)
: " T : an—1,n
0 ... 0 apn 0 ... 0

AuBerdem erinnern wir uns an Blockmatrizen, siehe Satz

4.17. Folgerung. Es sei R ein kommutativer Ring mit Fins.

(1) Seien A € Mi(R), B € Myy(R), C € Myp(R) und D € Myy(R).
Dann gilt

det (6‘ g) — det(A) - det(D) = det (é g)

und  det (g é):(—1)’“det(A)-det(D):det <g é)

(2) Es sei A eine obere oder untere Dreiecksmatriz, dann gilt

det(A) = ﬁ (0773
=1

BEWEIS. Die symmetrische Gruppe Sk, enthélt eine Teilmenge
U={0€ Sps|0o(i) <k firi<kundo(i) >k firi >k}
=Aut({1,...,k}) x Aut({k+1,...,k+{}) = Sk x Sy .

Fiir m € Sk und p € Sy sei 0 = (m, p) € U gegeben durch

. _ (i) falls i < k, und
o(i) = (mp)(i) =4 . T
p(j)+k fallsi=k+j > k.

Schreibt man 7 und p als Produkt von Transpositionen, dann erhélt man o als
Produkt all dieser Transpositionen, wobei jede zu p Transposition, die eigent-
lich ¢ und j < £ vertauscht, durch eine Transposition ersetzt, die stattdessen k-+i
und k + j vertauscht. Es folgt

sign(m, p) = sign(w) - sign(p) .

Wir bezeichnen die gesamte Matrix mit M = (m;j) € My4e(R). Wir be-
weisen die erste Gleichung in , das heifit, wir nehmen an, dass m;; = 0,
falls j < k < i. Sei nun 0 € Sky¢ \ U, dann gibt es entweder ein i > k
mit o(i) < k und in dem zugehdrigen Summand der Leibniz-Formel taucht das
Element m; ,(;y = 0 auf; oder es gibt ein j < k mit o(j) > k, aber in diesem Fall
muss es auch ein ¢ wie oben geben, da ¢ bijektiv ist. Mit dieser und den voran-
gegangenen Uberlegungen lisst sich die Leibniz-Formel aus vereinfachen
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zZu
k+¢
A B
det<0 D)—Zagn Hmwl
ocU
k L
Z Z sign(mr) sign(p) Hmi,a(i) H Mtk p(5)+k
TESK pESy i=1 j=1
k ¢
= Z sign(7) H @i (i) * Z sign(p H =detA-detD .
TES =1 pPESy 7j=1

Genauso zeigt man die zweite Gleichung in der ersten Zeile von . Fir die
zweite Zeile vertauscht man erst jede der k hinteren Spalten mit jeder der ¢
vorderen, bis die Matrizen wieder die gleiche Gestalt wie in der ersten Zeile
haben. Die k - £ Vertauschungen ergeben den zusitzlichen Faktor (—1)*.

Wir beweisen fiir obere Dreiecksmatrizen durch Induktion. Fir n = 1
ist die Aussage klar. Wenn wir sie fiir n — 1 bereits bewiesen haben, schreiben

wir A als Blockmatrix
A b
A = det ( 0 ann) ,

dabei ist A’ € M,,_1(R) wieder eine obere Dreiecksmatrix und b € R"~!. Aus
folgt, dass

A b , X
det A = det :detA-ann:Haii. ]

0 apn Pl

4.18. Bemerkung. In Folgerung[{.15 haben wir gesehen, wie sich die Determi-
nante unter Zeilenumformungen verhélt, also kénnen wir Determinanten jetzt
auch mit dem GauB-Verfahren aus Satz berechnen. Wegen Folgerung
miissen wir unsere Matrix nicht auf strenge Zeilenstufenform bringen; es reicht
obere Dreiecksgestalt. In den Ubungen sehen Sie, dass das GauB-Verfahren weni-
ger Rechenaufwand verursacht als Leibniz-Formel und Laplace-Entwicklung, es
sei denn, die Matrix enthielte viele Nullen. Hauptnachteil des Gauf3-Verfahrens:
es funktioniert nur iiber Korpern.

Wir modifizieren das im Beweis von Satz beschriebene Verfahren, an-
gewandt auf eine Matrix A, wie folgt. Wir beginnen mit einem Vorfaktor ag = 1
und erhalten nach dem r-ten Schritt

1 ags s a1n
0

detA:...:ar.det L T 1 Qrr4-1 Ay n,
: 0 Ar4+1,,+1 7 Qr4ln

0 -+ 0 Gury1 - Gnn
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Ar41,+1 " Qr4ln

= a, - det :
Anr+1 T Qpn

Hierbei haben wir Folgerung und ausgenutzt und geschlossen, dass

nur der untere rechte Block einen Beitrag leistet. Sie miissen also bei einer

groBeren Matrix gegen Ende des Verfahrens nicht mehr die ganze Matrix mit-
schleppen.

Falls wir im Laufe des Verfahrens eine Spalte iiberspringen (,,1. Fall“ im
Beweis von Satz|3.25)) ist am Ende des Verfahrens die letzte Zeile 0, folgt det A
aus Folgerung &ED, und wir kénnen das Gaufl-Verfahren an dieser Stelle
abbrechen. Genauso sind wir beim Invertieren in Bemerkung verfahren.

Ansonsten dndern wir dann, wenn wir im ersten Schritt tauschen miissen,
das Vorzeichen der Vorfaktors wegen Folgerung . Beim Normieren mul-
tiplizieren wir den Vorfaktor mit a,, und erhalten unser neues a, wegen Fol-
gerung . Anschlielend rdumen wir unterhalb der aktuellen Zeile aus,
wobei sich der Vorfaktor wegen Folgerung nicht dndert.

Am Schluss des Verfahrens erhalten wir einen Vorfaktor a,,, multipliziert mit
der Determinante einer oberen Dreicksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen
(also a1 =+ -+ = apy = 1). Nach Folgerung ist diese Determinante 1, also
ist a,, die Determinante der urspriinglichen Matrix.

Unsere Definition der Determinante auf dem Umweg iiber das Zuriickziehen
von Determinantenfunktionen hat Vorteile: sie ist basisunabhéngig und erlaubt
es uns, relativ einfach die Multiplikativitit der Determinante zu verstehen.

4.19. Satz. Sei V ein freier R-Modul mit einer n-elementigen Basis, und es
seien F', G € End V', dann gilt

(1) det(FoG) =det F-det G,

d.h., die Determinante ist multiplikativ. Insbesondere ist det: AutV — R*
ein Gruppen-Homomorphismus. Fir Matrizen A, B € M, (R) gilt entsprechend

(2) det(A-B)=det A-detB .

BEWEIS. Die Multiplikativitdt von det iiber einem Korper k folgt direkt
aus der Kompositionsregel in Bemerkung , denn fiir alle w € A"V* gilt

w.det(FoG)=(FoG)'w=G"0oF'w=F‘w.detG=w.detG-det F' .

Indem wir w = w,, # 0 wiihlen, folgt (I). Sei F € AutV, dann ist F' invertierbar
nach Definition also existiert eine Umkehrabbildung F~! mit

det F - det F~! = det(F o F71) = det(idy) = 1 .

Insbesondere folgt det F' € kX =k \ {0} mit (det F)~! = det(F~!), und auBer-
dem ist det: AutV — k* ein Gruppenhomomorphismus.

Wir erhalten als Spezialfall fir M = R", da Endr M = M, (R). O
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In der folgenden Definition verwenden wir die Matrizen A;; aus der
Lagrange-Entwicklung, siehe Satz [£.12]

4.20. Definition. Es sei A € M, (R). Die Adjunkte von A ist definiert als
adj A = ((—1)"* det(4;;)), ; € Ma(R) .
Trotz der dhnlichen Namen hat die Adjunkte nichts mit der adjungierten

Matrix aus Definition zu tun. Die néchste Folgerung ergibt sich aus dem
Laplaceschen Entwicklungssatz.

4.21. Folgerung (Cramersche Regeln). Es sei R ein kommutativer Ring mit
FEins. Eine Matriz A € M, (R) ist genau dann invertierbar, wenn

det Ac R ={reR|esgibteinsc€ Rmitrs=1},
und in diesem Fall gilt
(1) A7l = (det A)"tadjA .

Wenn det A € R, ist das Gleichungssystem A-x = b fir alle b € R"™ eindeutig
losbar mit

det Az
2 i = ,
@ Ti=Gera

wobei A; = (a1, ...,a;-1,b,ai41,...,an) € My(R) .

Wir nennen R* auch die Finheitengruppe von R, und ihre Elemente Ein-
heiten.

BEWEIS. Sei Aj; € M, (k) diejenige Matrix, die wir erhalten, indem wir in A
die i-te Spalte durch eine Kopie der j-ten ersetzen. Aulerdem sei adj A = (c;;); ;-
Wir berechnen

adjA- A= (;: Cikakj> g = (i(—l)“rk det(A;) -akj>

k=1
= (det A;j)@j =detA-E,

i?j

2

Im letzten Schritt haben wir zum einen ausgenutzt, dass A’ zwei gleiche Spalten
hat und daher det A’ =0, falls i # j. Zum anderen ist A' = A fiir alle 4, und
die obige Formel folgt aus der Laplace-Entwicklung nach Satz “ .

Wenn A € M,(R) in R invertierbar ist, folgt det A - det A= = 1 aus
Satz ([2), also ist det A in R invertierbar. Umgekehrt, wenn det A in R
invertierbar ist, existiert nach obiger Rechnung eine Inverse A~! wie in .

Zu multiplizieren wir b mit der Inversen A~! aus und erhalten mit
der Laplace-Entwicklung nach der i-ten Spalte insbesondere

det Aj
det A -

R - Z+J b —
z; = det A7 (adj A - b); thZ det(Aj;) - b,
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4.22. Beispiel. Das Inverse einer 2 x 2-Matrix ist nach der 1. Cramerschen

Regel gerade
a B\ ' 1 d —b
c d)  ad—bc \-c a)’

Bereits fiir n > 3 empfiehlt es sich jedoch nicht mehr, Matrizen iiber Kérpern
mit der Cramerschen Regel zu invertieren. Das Gauf-Verfahren aus Bemer-
kung ist schneller. Nur {iber Ringen funktioniert das Gauf3-Verfahren
in der Regel nicht.

Anhand der obigen Formel sieht man ein Problem mit Determinanten
tiber Schiefkérpern: die quaternionische Matrix A = (%J_“; 1;_“{) ist invertierbar
(Ubung), aber es gilt

ad—be=(1+)1—i)—(1+5)(1-j)=2-2=0.

4.23. Bemerkung. Mit Hilfe von Determinantenfunktionen kénnen wir (&hn-
lich wie in Folgerungiiber Schiefkoérpern) zeigen, dass alle Basen von endlich
erzeugten freien R-Moduln die gleiche Lénge haben.

Seien nédmlich B = (by,...,by) und C = (c1,...,c,) Basen, und sei A €
M, n(R) die Basiswechselmatrix wie in Proposition so dass

m
cj:Zbi.aij fiir alle j € {1,...,n}.
i=1
Wir konstruieren we wie in Proposition [£.7, dann gilt

m m
1:wC<Cl,...,Cn): Z--'ch(bil,...,bin)‘aill---ainn

i1=1 in=1

Wiére m < n, so wiirde auf der rechten Seite mindestens ein Index mehr als
einmal vorkommen, also ¢; = ¢, fiir j # k, und die gesamte rechte Seite wire 0
wegen Proposition . Da das nicht sein kann, folgt m > n. Indem wir
die Rollen von B und C vertauschen, erhalten wir auch n > m, und somit
schliellich n = m.

Also ist die Zahl der Basiselemente eines freien R-Moduls M mit einer
endlichen Basis eine Invariante des Moduls M, der Rang rg M € N von M. Im
Falle eines Vektorraums ist der Rang gerade die Dimension. Fiir freie R-Moduln
mit endlicher Basis bis auf Isomorphie ist der Rang wieder eine vollsténdige
Invariante , das heift, je zwei freie R-Moduln vom gleichen Rang sind isomorph,
und die zugehorige Normalform ist wieder der Modul R™ der Spaltenvektoren.

Als letztes wollen wir die Ableitung der Determinante berechnen.

4.24. Definition. Essei A € M,,(R), dann definieren wir die Spur von A durch

n
trA:Zaii eER.
=1
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4.25. Folgerung. Es sei k = R oder C und A: (a,b) — My(k) eine differen-
zierbare Abbildung, dann gilt

(det A) =tr(A’-adjA) =det A-tr(A" - A7) .

Der letzte Ausdruck ist wegen der Cramerschen Regel offensichtlich
nur sinnvoll, wenn det A # 0.

BEWEIS. Es sei t € (a,b). Wir setzen A = A(t) und B = A'(t). Mit Hilfe
der Leibniz-Formel aus Satz sehen wir, dass die Determinante eine Summe
von Produkten ist, die aus jeder Spalte genau einen Matrixeintrag enthalten.
Nach der Produktregel miissen wir in jedem Produkt jeden einzelnen Faktor
einmal ableiten und mit den anderen Faktoren zusammenmultiplizieren. Sei
wieder adj A = (¢;5)i;, dann gilt

detA Zdet al,...,aj,l,bj,ajﬂ,...,an))

= Z (—=1)"b;; - det(4; Z bijcji = tr(B-adjA) .
i,j=1 ,j=1
Dabei haben in der zweiten Zeile nach der j-ten Spalte entwickelt und dann die
Definition der Adjunkten ausgenutzt. Mit der Cramerschen Regel folgt
auch die zweite Behauptung. O

4.3. Orientierung reeller Vektorriume

Eine einfache Folgerung aus Satz ist die Moglichkeit, endlich erzeugte
Vektorrdume zu ,,orientieren®. Wir lassen nur Korper k C R zu, damit wir vom
,, Vorzeichen* eines Elements von k sprechen kénnen.

4.26. Definition. Sei k C R ein Korper, und sei V' ein n-dimensionaler k-
Vektorraum. Seien (z1,...,2z,) und (y1,...,yn) zwei Basen von V mit y; =
> iy aijz;. Dann heiBen die Basen gleich orientiert, wenn die Basiswechselma-

trix A = (a45)i; € End(k™) positive Determinante hat.

4.27. Folgerung. Sei V' ein k-Vektorraum der Dimension n > 1. Der Begriff
Lgleich orientiert® definiert eine Aquivalenzrelation mit zwei Aquivalenzklassen
auf der Menge aller Basen von V.

Sei 0 # w € A"V* eine Determinantenfunktion, dann bestehen diese Aqui-
valenzklassen aus allen Basen (by,...,by) fir die w(by,..., by,) > 0 beziehungs-
weise w(by,...,by) <0 gilt.

BEWEIS. Es seien B, C Basen von V. Wir betrachten den Basiswechsel

/N

]k’n > kn
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Da Basiswechsel nach Proposition invertierbar sind, hat A ein Inver-
ses A~ € End(k"™). Also folgt det A # 0.

Wenn wir w € A"V* #£ 0, dann folgt
w(er, ..o en) = (A"w)(by,...,by) =det A-w(by, ..., by) .

Also sind die Basen B und C' genau dann gleich orientiert, wenn w(by,...,by,)
und w(cy, ..., ¢,) das gleiche Vorzeichen haben. Da ,hat das gleiche Vorzeichen
wie“ eine Aquivalenzrelation auf k* =k \ {0} € R* definiert, erhalten wir die
gesuchte Aquivalenzrelation auf der Menge aller Basen.

Da es nur zwei moégliche Vorzeichen gibt, finden wir hochstens zwei
Aquivalenzklassen. Dass es zwei gibt, sieht man daran, dass (—by,bg,...,by)
und (by,...,b,) verschieden orientiert sind. O

4.28. Definition. Sei k C R ein Korper. Eine Orientierung eines endlich er-
zeugten k-Vektorraums V ist eine Aquivalenzklasse gleich orientierter Basen.
Sei w # 0 eine Determinantenfunktion, die genau auf dieser Aquivalenzklas-
se positiv ist, dann heiflt w positiv beziiglich der gegebenen Orientierung, und
umgekehrt heifit obige Orientierung durch w induziert.

Ein Automorphismus F' € AutV heifit orientierungserhaltend (orientie-
rungsumkehrend), wenn det F' > 0 (det F' < 0).

Aus dem obigen Beweis folgt, dass die Begriffe ,orientierungserhaltend*
und ,orientierungsumkehrend® nicht von der Wahl einer Orientierung auf V
abhingen.

4.29. Beispiel. Auf dem Vektorraum R" definieren wir die Standard-Orien-
tierung so, dass die Standard-Basis e, ..., e, positiv orientiert ist. Fiir die
Standard-Determinantenfunktion gilt

wp(er,...,eq)=1>0,
also ist sie positiv beziiglich der Standard-Orientierung.

In Bemerkung haben wir eine geometrische Interpretation des Kreuz-
und des Spatproduktes gegeben. Nur das Vorzeichen hatten wir nicht kldren
konnen. Mit Hilfe der Sarrusschen Regel kénnen wir nachrechnen, dass

(,L)3(U,1},UJ) = <u X ’U,’LU>

gilt. Also ist das Spatprodukt nach die (eindeutige) positive Determi-
nantenfunktion, deren Absolutbetrag das Volumen von Parallelotopen angibt.
Da
ws(u,v,u X v) = ||lu x vH2 >0

gilt, ist das Kreuzprodukt v x v nach der (eindeutige) Vektor im R3,
der senkrecht auf u und v steht, dessen Lénge den Flidcheninhalt des von u
und v aufgespannten Parallelogramms angibt, und der (falls © und v nicht
linear abhiingig sind) mit v und v eine positiv orientierte Basis des R? bildet.
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4.30. Bemerkung. In den Ubungen haben Sie die orthogonale Gruppe O(n)
der linearen Isometrien des R™ kennengelernt, das heifit, der linearen Abbil-
dungen, die das Standardskalarprodukt (-, -) aus Definition [1.51] erhalten. Fiir
alle A € O(n) gilt det A € {£1}, da

O(m) = (A€ My(R) | A" A=E,}

sieche auch Proposition AuBerdem haben wir die spezielle orthogonale
Gruppe SO(n) der Elemente A € O(n) mit det A = 1 definiert, das ist also
die Untergruppe der orientierungserhaltenden Isometrien.

Genauso haben wir die Untergruppe SL(n,R) C GL(n,R) der Elemente
mit Determinante 1 kennengelernt. Wir betrachten zunéchst die Gruppe

GL(n,R)* ={ A€ GL(n,R)|detA>0} C GL(n,R)

der orientierungserhaltenden Automorphismen. Als néichstes gibt es auch eine
Untergruppe
{A € GL(n,R) ‘ |det A| = 1} C GL(n,R)

der volumenerhaltenden Automorphismen. Dabei erinnern wir uns daran, dass
das Volumen durch den Absolutbetrag einer Determinantenfunktion gemessen
wird, siehe dazu den Beginn von Abschnitt Der Durchschnitt der bei-
den obigen Untergruppen ist genau SL(n,R), somit ist SL(n,R) die Gruppe
der orientierungs- und volumenerhaltenden Automorphismen des R™. Wie be-
reits am Anfang von Abschnitt gesagt, ist liber anderen Korpern wie C
oder Z/pZ nicht moglich, Volumina ,,ohne Vorzeichen®* zu erkldren. Aus dem
gleichen Grund ist von den obigen Untergruppen der GL(n,k) nur SL(n,k) fir
alle k sinnvoll definiert.
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Eigenwerte

Wir versuchen, Endomorphismen durch moglichst einfache Matrizen dar-
zustellen, im Idealfall durch Diagonalmatrizen. Dazu studieren wir Eigenwer-
te und Eigenvektoren. Wir lernen feinere Invarianten von Endomorphismen
endlich-dimensionaler Vektorrdume kennen, das charakteristische und das Mi-
nimalpolynom. Beide helfen, Eigenwerte zu finden und die Struktur von En-
domorphismen besser zu verstehen. Allgemeine Strukturséiitze beweisen wir im
néchsten Kapitel. Wir bendtigen nach wie vor das Kommutativgesetz fiir die
Multiplikation, und arbeiten daher meist iiber Koérpern oder iiber kommutati-
ven Ringen mit Eins.

5.1. Eigenvektoren

5.1. Definition. Es sei V' ein k-Vektorraum und F' € Endg V ein Endomor-
phismus. Ein Vektor v € V heifit Eigenvektor von F zum Eigenwert A € k,
wenn v # 0 und F(v) =v. . Sel A € k, dann heifit die Menge

V)\:{UGV‘F(U):’U.)\}
Eigenraum von F zum Eigenwert . Ein Element A\ € k heifit Figenwert von F,
wenn es einen Eigenvektor v € V \ {0} zum Eigenwert A\ gibt, das heifit,

wenn V) # {0}. Genauso definieren wir Eigenvektoren, Eigenrdume und Ei-
genwerte quadratischer Matrizen iiber k.

Zum Beispiel betrachte

Az(f ;)eMQ(Q)7 v:<1>6Q2 und w:<_11>6(@2,

dann ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 3 und w ein Eigenvektor zum
Eigenwert 1, wie man leicht nachrechnet.

Auch Endomorphismen unendlich-dimensionaler Vektorrdume kénnen Ei-
genvektoren haben. Sei etwa C°°(R) der Raum der unendlich oft differenzierba-
ren reellwertigen Funktionen auf R, dann ist die Ableitung % ein Endomorphis-
mus von C*°(R), und jedes A € R ist Eigenwert; die zugehorigen Eigenvektoren
(,,Eigenfunktionen“) haben die Form

z— ce mit ¢ # 0 .

Der Eigenraum V) besteht somit aus dem Nullvektor und allen Eigenvek-
toren zu A. Man beachte, dass der Nullvektor als Element des Eigenraumes

121
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zugelassen ist, aber selbst nicht als Eigenvektor betrachtet wird. Das liegt dar-
an, dass die Gleichung F'(0) = 0. A fiir alle A und alle F erfiillt ist und somit
keine Information iiber F' und A enthélt.

5.2. Bemerkung. Da k ein Korper ist, gilt v. A = (A-idy)(v), so dass wir den
Eigenraum V) auch schreiben kénnen als

Vi={veV|(F-Xidy)(v) =0} =ker(F - X-idy) .
Insbesondere ist V) C V ein Unterraum nach Proposition .

Wir nehmen jetzt an, dass V endlich-dimensional ist. Um den Eigenraum
zu einem vorgegebenen A\ € k zu berechnen, miissen wir also nur eine Basis B
von V wihlen, die Abbildungsmatrix A von F' beziiglich der Basis B (sowohl
fiir den Definitions- als auch fiir den Wertebereich V') bestimmen, und dann
das Gleichungssystem

(A= AE,)(x) =0

16sen. Die Losungsmenge liefert genau die B-Koordinaten der Elemente des
Eigenraums V).

Wir kénnten Eigenvektoren auch fiir Endomorphismen von Moduln iiber
kommutativen Ringen definieren. Wenn wir auf die Kommutativitit der Multi-
plikation verzichten, ist es sinnvoller, anstelle von Eigenrdumen eindimensionale
Unterrdume U C V mit F(U) C U zu betrachten (Ubung).

Wenn ein Endomorphismus F' € Endy V' genug Eigenvektoren hat, kénnen
wir unter Umstédnden eine Basis von V finden, beziiglich der F' eine besonders
einfache Abbildungsmatrix hat. Wir erinnern uns an den Begriff der Dreieck-
matrix aus Definition [4.16l

5.3. Definition. Eine Diagonalmatriz ist eine quadratische Matrix A =
(aij)i; € Mp(R), so dass a;; = 0 fiir alle 4, j € {1,...,n} mit i # j.

Sei V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum. Ein Endomorphismus F' € End, V'
heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis von V gibt, beziiglich der die Abbil-
dungsmatrix von F' eine Diagonalmatrix ist. Wir nennen F' trigonalisierbar,
wenn es eine Basis gibt, beziiglich der die Abbildungsmatrix von F' eine Drei-
ecksmatrix ist.

Eine Matrix A € M, (R) heifit trigonalisierbar (diagonalisierbar), wenn es
eine invertierbare Matrix G € GL(n, R) gibt, so dass G~1 - A - G eine Dreiecks-
(Diagonal-) matrix ist.

Eine typische Diagonalmatrix hat also die Gestalt
aj7 0 - 0



5.1. EIGENVEKTOREN 123

Ein Endomorphismus F' ist diagonalisierbar (trigonalisierbar), wenn es eine Ba-
sis B mit Basisabbildung B: k™ — V und eine Diagonalmatrix (obere Dreiecks-
matrix) A € M, (k) gibt, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

T v

o, I

k? — k"

Da man mit Diagonalmatrizen besonders einfach rechnen kann, wire es schon,
wenn jeder Endomorphismus diagonalisierbar wire. Das ist aber leider nicht
der Fall.

Da jede Diagonalmatrix insbesondere eine Dreiecksmatrix ist, folgt trigo-
nalisierbar aus diagonalisierbar. Ubrigens spielt es keine Rolle, ob wir Trigona-
lisierbarkeit mit oberen oder mit unteren Dreiecksmatrizen definieren: sei die
Abbildungsmatrix A = (a;j); j von F beziiglich B = (b1, ..., by,) eine obere Drei-
ecksmatrix, dann ist die Abbildungsmatrix (@n41—int+1—;)i; von F beziiglich
der Basis (by, ...,b1) eine untere Dreiecksmatrix, und umgekehrt.

5.4. Proposition. Es sei V ein k-Vektorraum mit Basis B = (by,...,by),
und sei F' € Endg V' ein Endomorphismus mit Abbildungsmatrixz A beziiglich B.
Dann ist bj genau dann ein Eigenvektor von F' zum Eigenwert \j, wenn die j-te
Spalte von A gerade e; . X ist. Insbesondere ist F' genau dann diagonalisierbar,
wenn es eine Basis aus Figenvektoren gibt.

BEWEIS. Die j-te Spalte von A enthélt die B-Koordinaten von F'(b;) nach
Folgerung Also ist b; genau dann ein Eigenvektor zum Eigenwert A;,
wenn F(bj) = bj . A\;, und somit die j-te Spalte a; von A die Zahl A\; an der
Jj-ten Stelle und sonst nur Nullen enthélt, das heifit, wenn a; = e; . A;. Es folgt
die erste Behauptung. Die zweite ist jetzt offensichtlich. O

Um eine Basis aus Eigenvektoren zu bekommen, brauchen wir also eine
Familie von Eigenvektoren, die linear unabhéngig sind und V' erzeugen. Lineare
Unabhéngigkeit garantiert uns in Spezialfillen die folgende Uberlegung.

5.5. Proposition. Figenvektoren eines Endomorphismus zu verschiedenen Ei-
genwerten sind linear unabhdngig.

BEWEIS. Essei V ein k-Vektorraum und F' € Endy V' ein Endomorphismus.
Es sei (v)icr eine Familie in V' \ {0} und ();)ier eine Familie in k mit A\; # A;
fiir alle 4, j € I mit i # j, so dass v; jeweils Eigenvektor zum Eigenwert J\; ist.
Zu zeigen ist, dass die Familie (v;);er linear unabhéngig ist.

Wir beginnen mit dem Fall I = {1,...,k}, das heifit, wir betrachten nur
endlich viele Eigenvektoren. In diesem Fall verlduft der Beweis durch vollstandi-
ge Induktion iiber k. Im Fall £ = 0 ist nichts zu zeigen.
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Sei k£ > 1 und seien a; € k gegeben, so dass
k
0= Z V; . Qg .
i=1
Dann diirfen wir den Endomorphismus F' — )\ idy anwenden und erhalten

k k
0= (F— )\kldv)<zvi . ai> = Zvl (N — k) - aq
i=1 i=1
k—1
= Vi (()\z - Ak) : az)
=1 750
Nach Induktionsvoraussetzung verschwinden die Zahlen (A; — Ag) - a; € k, es
folgt a; =0 fir i =1, ..., k — 1. Aus der urspriinglichen Gleichung wird also
0=vwvg.ag,

und da vy, # 0 folgt ar = 0. Also sind (vy, ..., vx) linear unabhéngig.

Es bleibt der Fall einer unendlichen Indexmenge. Nach Definition (2.28])
miissen wir Linearkombinationen

0= Z V; . Qg
i€l
betrachten, bei denen a; = 0 fiir fast alle ¢ € I gilt. Also bleibt eine endliche
Linearkombination stehen, und das obige Argument zeigt wieder, dass a; = 0

fir alle 7 € I. O

Wir erinnern uns an die direkte Summe von Unterrdumen aus Abschnitt
(vor Definition [2.61f). Insbesondere heifft eine Summe von Unterrdumen U;
fiir ¢ € I direkt, wenn wenn U; N> ;i Uj = {0} fiir alle i € 1.

5.6. Folgerung. Es sei V ein n-dimensionaler k- Vektorraum und F' € Endg V
ein Endomorphismus.

(1) Dann hat F héchstens n verschiedene Eigenwerte.

(2) Wenn es n verschiedene Eigenwerte gibt, besitzt V' eine Basis aus Ei-
genvektoren; somit ist F' dann diagonalisierbar.

(3) Seien Vy,, ..., Vi, Eigenrdume von F zu verschiedenen Eigenwerten
von F', dann gilt

V>\1—|—~'-—|—V,\k:V)\1€B---@V)\kCV.

(4) Der Endomorphismus F' ist genau dann diagonalisierbar, wenn V' eine
direkte Summe aus Figenrdumen von F ist.

BEWEIS. Nach dem Basisaustauschsatz kann es kein Tupel aus mehr
als n linear unabhingigen Vektoren geben, und folgt aus Proposition

Seien vy, ..., vp Eigenvektoren, dann sind sie linear unabhéngig nach Pro-
position Nach einer Ubung bilden je n linear unabhéngige Vektoren eine
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Basis eines n-dimensionalen Vektorraums. Nach Proposition ist F' also dia-
gonalisierbar, und es folgt .

Seien jetzt V)., ..., V), Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten Ay, ...,
Ar von F. Zu zeigen ist

Vi, N Z V)\j = {0}

J#
fir allei =1, ..., k. Sei also
vi=Y v eVANY Vi, mit v €V, firallej,
J#i J#i
dann gilt
0=wv; — Z v; eV.
i

Wire v; # 0, so ergéibe dies eine lineare Abhéngigkeit zwischen Eigenvekto-
ren zu verschiedenen Eigenwerten (dabei betrachten wir nur diejenigen j €
{1,...,k} mit v; # 0), im Widerspruch zu Proposition Also ist die Summe
direkt, und es folgt (3).

Als nichstes beweisen wir , ,—“. Sei also B = (b1,...,b,) eine Basis
von V', so dass F beziiglich B durch eine Diagonalmatrix A dargestellt wird.
Nach Proposition [5.5] ist jeder Basisvektor ein Eigenvektor. Seien A1, ..., g

die Eigenwerte von F. Zu jedem Eigenwert A; von F sei Uy, C V), der Unter-
raum, der von den Basisvektoren b; mit F'(b;) = b; . \; aufgespannt wird. Dann
folgt aus und der Tatsache, dass B eine Basis ist und jeder Basisvektor in
einem U); vorkommt, dass

k
VAjCV.
1

k
V=) Uy,cC
Jj=1 J

Daher gilt ,,=* anstelle von ,,C“ in der obigen Ungleichung, insbesondere ist V'
die direkte Summe der Eigenrdume von F'.

Sei zu , ,<="*, schliellich V' = Y | V,,, dann ist die Summe direkt
nach ([3). Wir wihlen Basen (b, ..., b ) von Vy,. Nach Voraussetzung bildet das

s Yr;

Tupel (b}, b3, ... ,b}ul b3, ,bffk) ein Erzeugendensystem von V. Da die Summe

direkt ist, bildet es sogar eine Basis. Denn seien jetzt az- € k, so dass

kE r;
0=> > b .aj.

i=1 j=1
Fiir jedes ¢ € {1,...,k} folgt daraus

k

) i

¢ o0 i g
D Yai==3 > b.d;.
=1

i=1 j=1
)
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Da die Summe direkt ist, sind beide Seiten 0. Da (b{, ..., b’ ) als Basis von Vi,

) Ty

linear unabhéngig ist, gilt ali = - = afz = 0. Insgesamt ist das Tu-
pel (b%,bl, .. .,b}nl,b%, . ,b,’fk) eine Basis aus Eigenvektoren, also ist F' diago-
nalisierbar. ]

5.7. Folgerung. FEs seien V und W zwei n-dimensionale k-Vektorraume,
F € EndyV und G € Endy W. Auferdem seien A1, ..., An € k paarweise
verschiedene Eigenvektoren von F. Dann existiert genau dann ein Isomorphis-
mus P: V. — W mit PoF = Go P, wenn G die gleichen Figenwerte wie F
hat.

BewEis. Ubung. O

5.8. Bemerkung. Als Fazit dieses Abschnitts halten wir fest, dass es sich
lohnt, Eigenwerte und Eigenvektoren von Endomorphismen zu bestimmen, um
eine Abbildungsmatrix in moglichst einfacher Form zu finden. Wir werden dieses
Ziel spéater noch weiter verfolgen.

AuBlerdem zeigt Folgerung dass Eigenwerte etwas mit dem ,,Normal-
formproblem“ fiir Endomorphismen zu tun haben. Hierbei nennen wir zwei
Endomorphismen F' € Endg V und G € Endy W isomorph, wenn ein Isomor-
phismus P: V — W existiert, so dass das Diagramm

v—L-w

|,

V—Ww

kommutiert. Nach Folgerung bilden Diagonalmatrizen die zugehorige
Normalform fiir die dort betrachtete Klasse von Abbildungen, und die Menge
der Eigenwerte eine vollstindige Invariante im Sinne von Bemerkung Da
nicht alle Abbildungen den Voraussetzungen der Folgerung geniigen, erhalten
wir noch keine allgemeine Aussage.

Der entscheidende Unterschied zu Folgerung[3.16 besteht darin, dass wir an-
stelle zweier verschiedenener Isomorphismen P und ) denselben Isomorphismus
benutzen wollen fiir Definitions- und Wertebereich, denn bei einem Endomor-
phismus sind ja Definitions- und Wertebereich identisch.

5.2. Polynome

In diesem Abschnitt fithren wir den Polynomring iiber einem gegebenen
Ring ein und beweisen einige wichtige Séitze, insbesondere eine ,eindeutige
Primfaktorzerlegung fiir normierte Polynome.

Zur Motivation betrachten wir Bemerkung [5.2] Sei V' ein n-dimensionaler
k-Vektorraum und F' € Endg V' ein Endomorphismus. Eine Zahl A\ € k ist genau
dann ein Eigenwert von F', wenn ker(F'—\ idy ) # {0}, wenn also F'— X idy nicht
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invertierbar ist, das heifit nach Folgerung genau dann, wenn det(F —
A idy) = 0. Wir koénnen also die Funktion

xr:k =k mit XF(A) = det(F — X idy)

betrachten und ihre Nullstellen suchen, um Eigenwerte von F' zu finden. Ohne
etwas iiber die Struktur dieser Funktion zu wissen, kann es allerdings schwierig
werden, Nullstellen zu finden. Wir wollen die Funktion xyr daher etwas alge-
braischer betrachten, was uns in vieler Hinsicht mehr Informationen liefert.

Wir erinnern uns an die Menge R der endlichen R-wertigen Folgen, siche
Beispiel Fiir jede Zahl r € R in einem Ring mit Eins definieren wir r¥ = 1,
siehe Definition

5.9. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Poly-
nom iiber R in der Variablen X ist ein Ausdruck der Form

(1) P=P(X)=> p X’
=0

mit (p;); € RN, Die Menge aller Polynome iiber R in der Variablen X bezeich-
nen wir mit R[X].

Der grofite Index ¢ € N mit p; #£ 0 heifit der Grad deg P von P; falls p; = 0
fiir alle 7 € N, setzen wir deg P = —oo. Polynome P € R[X]| vom Grad deg P <
0 heiflen konstant. Wir identifizieren die Menge der konstanten Polynome mit R,
so dass das konstante Polynom P(X) = pg X° € R[X] gerade dem Element py €
R entspricht. Polynome P € R[X]| vom Grad deg P < 1 heiflen linear.

Es sei P(X) = Zf:o p; X' € R[X]\ {0} ein Polynom vom Grad deg P > 0,
dann heifit pgeg p der Leitkoeffizient von P. Ein normiertes Polynom ist ein
Polynom P # 0 mit Leitkoeffizient pgeg p = 1.

Essei Q = Z;io q; X J ein weiteres Polynom, dann definieren wir die Summe
und das Produkt von P und () durch

o0

(2) (P+Q)X) = (pi+a) X’
1=0

(3) md  (P-Q)X) =Y (nij q) X"
i=0 j=0

AuBlerdem definieren wir die Auswertungsabbildung ev: R[X]| x R — R durch

() 00
(4) eV(P,T‘):P(T):Zpi.Ti:ZpZ-.T...fr-
i=0 i=0 1 Faktoren

Wir identifizieren Polynome iiber R mit Funktionen P: R — R, so dass P(r) =
ev(P,r).

Man beachte, dass wir bei einem Polynom die Variable X in der Notati-
on P = P(X) mitschreiben oder weglassen diirfen. In der Regel lassen wir die
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Variable X nur dann weg, wenn klar ist, dass P ein Polynom in der Variablen X
ist.

Wir fassen die Menge R aller Funktionen von R nach R als Ring mit
punktweiser Addition und Multiplikation auf, also

(f+9)(r)=fr)+9(r) und  (f-g)(r)=f(r)-g(r)
fiir alle f, g: R — R. Unter der Abbildung R[X] — R werden die konstanten
Polynome auf konstante Funktionen abgebildet.

5.10. Definition. Es seien R und S Ringe. Ein Ringhomomorphismus ist eine
Abbildung f: R — S, die fir alle r, t € R, die Axiome

(H1) fr+t)=fr)+ f(t) und

(H2) flr-t)=f(r)- ft)

erfiillt. Seien R und S Ringe mit Eins, dann heifit f wnitdr, wenn zusétzlich
(H3) f(lg) =1s.

Da 0 das einzige Element ist mit 0 = 0+0, folgt aus (H1|) bereits f(0r) = Og
fiir alle Ringhomomorphismen.

5.11. Proposition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins 1 € R.

(1) Die Polynome bilden einen kommutativen Ring (R[X],+, -) mit Eins
k
lpx =1-X0=) 6o X".
=0
(2) Fir alle r € R ist die Auswertung ev(-,r): R[X]| - R mit P — P(r)
ein unitdrer Ringhomomorphismus.
(3) Die Abbildung R[X] — R ist ebenfalls ein unitirer Ringhomomor-
phismus.

Fiir Rechnungen mit Polynomen gelten nach also die gleichen Regeln
wie im Ring R, ndmlich Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze. Die
Aussagen und besagen, dass alle Rechnungen mit Polynomen giiltig
bleiben, wenn wir fiir X Elemente aus R in P einsetzen.

AuBlerdem wollen wir darauf hinweisen, dass ein lineares Polynom P =
aX + b nicht notwendigerweise eine lineare Abbildung P: R — R liefert — das
gilt nur, wenn b = 0.

BEWEIS. Zu (1)) miissen wir zunéichst zeigen, dass (R[X],+) eine abelsche
Gruppe bildet. Da die Addition von Polynomen der Addition in R™) entspricht,
folgt das aus Beispiel Die Ringaxiome f folgen durch Nachrech-
nen aus den entsprechenden Axiomen fiir R. Wir machen das hier fiir das erste
Distributivgesetz vor. Seien

k J4 m
PX)=>"pX', QX)=> ¢X uwmd RX)=> X
i=1 i=1

=1
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Polynome iiber R, dann gilt

k4+max(¢,m) 4

(P-Q+B)X) = 3 > (s (g +19) X'
i=0  j=0

max(k+£,k+m) i

i
= > <Zpij G+ P Tj) X
=0

i=0 j=0
=(P-Q+P R)(X).

Die anderen Axiome folgen durch &hnliche Rechnungen.

Zu beweisen wir (H1)—(H3). Fiir ev(-,r) haben diese Axiome die fol-
gende Form:

(P+Q)(r)=P(r)+Q(r) , (H1)
(P-Q)(r)=P(r)-Q(r)  und (H2)
Ipxy(r)=1. (H3)

Seien also P, Q wie oben und r € R, dann gilt

max(k,l) k l
(P+Q)(r)= > i+a)r' =) pr'+) ar' =Pr) +Qr),
i=0 i=0 i=0
kel Rt o .
(P-Qr) =D pijasr' =Y pijr' g
i=0 j=0 i=0 j=0

- (Zk(;p ) (i) 577 ) = P Q).
und  1px(r)=1-7"=1.

Da Addition und Multiplikation in R® punktweise definiert sind, folgt
aus (2)). O

Im Beweis von haben wir unter anderem benutzt, dass R kommuta-
tiv ist. Aus diesem Grund betrachten wir Polynome nur iiber kommutativen
Ringen, denn iiber nichtkommutativen Ringen gibe es keine schone Auswer-
tungsabbildung. Aulerdem wird unsere Notation fiir Polynome nun klarer: wir
schreiben X als Abkiirzung fiir das Polynom

o
X = Z&lXZ € R[X] ,
i=0
dann folgt mit vollstéandiger Induktion und Definition , dass

o
XF=> X=X X,
=0 k Faktoren
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und Polynome sind Linearkombinationen der Basiselemente 1 = X0, X = X1,
X2, ... Typische Polynome iiber Z sind also zum Beispiel

13, X -7, und X%2+1.

5.12. Bemerkung. Da nur endlich viele p; # 0 sind, ist der Grad p; € NU
{—o00} wohldefiniert, und das einzige Polynom vom Grad —oo ist Nullpolynom

Opix; = »_0X*.
=0

Es seien jetzt P, Q € R[X] wie oben, mit k = deg P und ¢ = deg Q.

(1)

Das Maximum max(k, £) zweier natiirlicher Zahlen ist die gréBere von
beiden. Auflerdem setzen wir
max(n, —00) = max(—oo,n) =n fiir alle n € NU {—o0} .
Dann gilt
deg(P + Q) < max(deg P,deg Q) ,

denn fiir alle m > max(k, ¢) erhalten wir p,, + ¢, = 0 als Koeffizienten
von X" in P 4+ @ nach Definition .
Wenn

deg(P + Q) < max(deg P, deg Q) ,
dann haben beide Polynome den gleichen Grad und die Summe der
Leitkoeffizienten von P und @ verschwindet. Als Beispiel betrach-
te P=X —3und Q = —X + 5, dann ist

P+Q=(X-3)+(-X+5)=2.
Fiir das Produkt P - @ gilt

deg(P - Q) < deg P +degQ ,

denn nach Definition ist der Koeffizient von X*+¢ in P . Q
gerade pg - qe, und hohere Potenzen von X kommen nicht vor. Falls P =
0 oder @ = 0, gilt diese Formel immer noch, wenn wir

(—0)+n=n+(—-00) = —0 fiir alle n € N
setzen.
Der Fall
deg(P - Q) < deg P + deg @

kann nur eintreten, wenn das Produkt der Leitkoeffizienten py, - gy ver-
schwindet. Nach Voraussetzung ist pr # 0 # qg, also sind p; und ¢

Nullteiler, siehe Bemerkung @.

5.13. Satz (Polynomdivision mit Rest). Es sei R ein kommutativer Ring mit
FEins, es seien P, Q € R[X] Polynome iber R, und @ sei normiert. Dann
existieren eindeutige Polynome S, T € R[X], so dass

(1)
(2)

P=5-Q+T
und degT < deg@ .
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Dieser Satz ist vollig analog zur Division mit Rest in N, siehe Abschnitt
vor Satz [2.I8] Dabei entspricht der Polynomgrad hier der Gréfie des Restes
dort.

BEWEIS. Die Existenz von S und T beweisen wir durch Induktion iiber k =
deg P. Im Falle deg P < deg ) setzen wir T'= P und S = 0 und sind fertig.

Wir nehmen jetzt an, dass k = deg P > deg ), und dass wir alle Polynome
vom Grad < k mit Rest durch @ dividieren konnen. Es sei £ = deg Q. Da Q
normiert ist, schreiben wir @ als

/-1

QX)=X"+> ¢ X7,

§=0
Es sei pr # 0 der Leitkoeffizient von P, dann betrachten wir das Polynom
P/(X) = P(X) — p X1 Q(X) € R[X] .
Dann gilt

L k-1

X QX) =D o X = pe X+ ) pegien X7
i=0 G=k—t

also verschwindet der Koeffizient vom Grad k in P’ so dass deg P’ < k. Nach
Induktionsvoraussetzung existieren S’, T € R[X]| mit degT < ¢ = deg@, so
dass
PP=S-Q+T.
Wir setzen S(X) = S'(X) + pr X*~* und erhalten
P(X) = P'(X) +pr X" Q(X)
= (S'(X) +p XM - Q(X) + T(X) = S(X) - Q(X) + T(X)

womit die Existenz von S und T gezeigt ist.

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, nehmen wir an, dass

P=S-Q+T=5 T € R[X] mit degT , degT’ < degQ .
Dann gilt
(*) deg((S —5")- Q) = deg(T" = T) < degQ ,

denn aus Bemerkung folgt deg(T — T") < max(degT,degT’) < deg Q.
Wir nehmen an, dass S — S’ # 0, dann sei n = deg(S — 5’), und s, sei der
Leitkoeffizient. Aus Bemerkung folgt

deg((S—5")- Q) < deg(S—5")+degQ=n+¢,
und der Koeffizient vor X" wird gegeben durch s, - ¢, = s, # 0, so dass
deg((S —5') - Q) = deg(S — 5') + degQ > deg Q
im Widerspruch zu @ Also gilt S = S, und Eindeutigkeit folgt, da
T-T=(S-5)-Q=0¢ R[X]. O
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Wenn wir iiber einem Kérper arbeiten, kénnen wir durch beliebige Polyno-
me @ # 0 dividieren. Dazu dividieren wir alle Koeffizienten von @) durch den
Leitkoeffizienten und erhalten so ein normiertes Polynom. Am Ende miissen wir
dann das Ergebnis S noch durch den Leitkoeffizienten von @) teilen. Als Beispiel
betrachte P = X2 —1 und Q = 2X + 1. Wir dividieren zunichst durch % @ und

erhalten . . 5
2_ = —_ . —_ JE
X2_1 (x 2) (X+ 2) 2

X 1 3
X2 1=(=-Z)-2Xx+1)-"C.
( 2 4) @X+1) 4
Im Folgenden werden wir allerdings meistens durch normierte Polynome divi-
dieren.

also gilt

Wir schreiben @ | P, wenn die obige Division ohne Rest méglich ist, das
heifit, wenn S € R[X] existiert, so dass P = S - Q. Andernfalls schreiben
wir @ 1 P. Falls R ein Korper ist, konnen wir sogar den grdfiten gemeinsamen
Teiler zweier Polynome definieren und mit dem Euklidischen Algorithmus [2.18
ausrechnen (Ubung). Um ein eindeutiges Ergebnis zu erhalten, verlangen wir,
dass der grofite gemeinsame Teiler wieder ein normiertes Polynom ist.

5.14. Definition. Ein Ring R heifit nullteilerfrei, wenn fir alle r, s € R
aus r - s = 0 bereits folgt, dass r = 0 oder s = 0. Ein Integrititsbereich oder
Integritdtsring ist ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Eins.

In Bemerkung haben wir uns {iberlegt, dass Ringe genau dann null-
teilerfrei sind, wenn fiir die Multiplikation Kiirzungsregeln gelten. Insbesondere
ist jeder Schiefkorper nullteilerfrei und somit ist jeder Korper ein Integritéits-
bereich. Aus Bemerkung folgt, dass ein Polynomring iiber einem Inte-
gritdtsbereich auch wieder ein Integritatsbereich ist.

5.15. Folgerung. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, dann gt fiir
alle r € R und alle P € R[X], dass

(1) P(r)y=0 = (X—r)|P.

Wenn R ein Integrititsbereich ist, gilt fiir alle r € R und alle Polynome P,
Q € R[X], dass

(2) (X—r)|(P-Q) — ((X—r)\Poder(X—r)\Q).
Polynome vom Typ X — r nennen wir auch Linearfaktoren.

BEWEIS. Wir dividieren P € R[X] durch X — r mit Rest wie in Satz [5.13]
und erhalten S, T' € R[X] mit degT < 1 =deg(X —r). Alsoist T'=1t € R ein
konstantes Polynom, und es gilt

P=S-(X-r)+t.
Nach Proposition diirfen wir X = r einsetzen und erhalten , da
P(ry=S(r)-(r—r)+t=t.
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Es gelte (X —7) | (P - Q), dann folgt
(P-Q)(r) = P(r)-Q(r) =0
aus und Proposition . Da R nach Voraussetzung nullteilerfrei ist,
gilt P(r) = 0 oder Q(r) = 0. Mit folgt (X —r) | P oder (X —r) | Q. Also
gilt ,—“ in , die Riickrichtung ist klar. U
5.16. Bemerkung. In der obigen Folgerung brauchen wir Nullteilerfreiheit

fiir (2)). Sei etwa R = Z/6Z und sei P = X? — X € (Z/6Z)[X]. Nachrechnen
liefert die Tabelle

r | (o] (1] [2) [3] [4] [5]
P(r) | [0] [o] [2 [0] [0] [2]
Also hat P vier verschiedene Nullstellen 71 = [0], ro = [1], r3 = [3] und ry = [4]
und somit vier Teiler Q; = X —r; fiiri =1, ..., 4 nach . Tatséachlich gilt
P=X-X-[)=X-B) - X-[{)=Q1-Q2=Q3-CQu.
Aber keines der vier Polynome @); teilt eines der anderen, denn wieder nach
reicht es zu zeigen, dass

0# Qi(rj)=r;j—r; fiir alle 4, 7 mit 7 £ 5 .
Jetzt erhalten wir einen Widerspruch zu , denn beispielsweise gilt
Qs | (Q1-Q2), aber  Q31Q1 und @31Q2.

Auch Kommutativitit ist wichtig: sei etwa R = H, dann ist H als
Schiefkorper nullteilerfrei, siehe Bemerkung . Dennoch gilt

X2P41=(X+4)- (X —i)=(X+j)- (X —ji) =X +k)- (X —Fk)

mit i, j, k € H wie in Bemerkung[I.73] und es gibt noch unendlich viele weitere
solche Zerlegungen.

Selbstverstidndlich kann ein Linearfaktor auch mehrfach, also in einer héher-
en Potenz vorkommen, beispielsweise gilt

X3 -3X -2=(X-2)- (X +1)%.
5.17. Definition. Es sei P € R[X]\ {0}, r € R und k € N. Dann heifit 7 eine
Nullstelle der Ordnung k von P, wenn
(X - |P und (X =)y P,

und wir schreiben ord, P = k.

Insbesondere ist r eine Nullstelle der Ordnung 0, wenn P(r) # 0. Anders
gesagt ist eine ,Nullstelle der Ordnung 0“ gar keine echte Nullstelle von P.

5.18. Proposition. Es sei R ein Integrititsbereich und P € R[X]\ {0}, dann
gilt
(1) ZordrP < degP .
reR
Insbesondere hat ein Polynom vom Grad k hichstens k verschiedene Nullstellen.
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Wir nennen die linke Seite von auch die gewichtete Anzahl der Nullstel-
len von P. Gemeint ist, dass Nullstellen h6heren Ordnung mehrfach, also mit
hoherem ,,Gewicht“ gezéihlt werden.

BEWEIS. In der obigen Summe interessieren nur echte Nullstellen von P,
also diejenigen r € R mit ord, P # 0. Es seien also zunéchst endlich viele rq,
..., ¢ € R gegeben mit P(r;) = 0 fiir alle ¢ und r; # r; fir alle i # j. Wegen

Folgerung gilt wie in Bemerkung dass (X —r;) { (X —rj) fiir ¢ # j,
dar; —r; #0.

Durch Induktion iiber £ erhalten wir ein Polynom S = S, vom Grad deg Sy =
deg P — £, so dass
P = SZ i (X _ rl)ordrlP” . (X _ Te)orde )

Fiir ¢ = 0 setzen wir Sy = P. Sei £ > 0, dann existiert Sy,_; wie oben nach
Induktion, und es folgt

(X = 70) | (St (X = )i P (X = g q)erdrea Py
Da (X — )t (X —re_1), gilt (X —7) § (X = rg_1)®9e-1 P und
(X =re) | (Se—1- (X —71) (X — 1))
wegen Folgerung . Mit dem gleichen Argument folgt schliellich,
dass (X —rg) | S¢—;. Falls ord,, P > 1, fahren wir fort mit
P/(X — 1) = (Se—1/(X —10)) - (X — )P (X —ppq)ordren P

Auf diese Weise erhalten wir (X —7,)°"dre | S, | nach endlich vielen Schritten.
Also existiert das gesuchte Sy € R[X] mit Syp_1 = S - (X — ry)°"dre P

Da R nullteilerfrei ist, folgt mit Bemerkung @), dass
deg P = deg Sy + deg(X — rl)ord“ Py 4 deg(X — rg)ordrf P

1 1
= deg Sy + Z ord,, P > Z ord,, P .
i=1 i=1
Insbesondere kann es insgesamt nur endlich viele Nullstellen geben, so dass die
Summe iiber ord, P wohldefiniert ist. Die letzte Aussage ergibt sich daraus,
dass jede echte Nullstelle mindestens Ordnung 1 hat. g

5.19. Bemerkung. Der obige Beweis erinnert ein wenig an die eindeutige
Primfaktorzerlegung natiirlicher Zahlen. Tatséichlich kann man jedes normierte
Polynom iiber einem Korper k auf eindeutige Weise als Produkt normierter
Polynome schreiben, die sich selbst nicht weiter zerlegen lassen. Welche Poly-
nome als ,,Primfaktoren® in Frage kommen, héingt von k ab. Betrachte etwa das
Polynom
P(X)=X?-2¢€Q[X] cR[X]cCC[X].

Uber C erhalten wir die Nullstellen

1 31 1—+v31
I LR LU R
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wie man durch Nachrechnen {iberpriift. Mehr Nullstellen kann es dank Propo-
sition nicht geben. Somit erhalten wir

X3—2:(X—\7§)-<X+\7§1zm>-<X+3/§1_2@>E(C[X].

Uber den reellen Zahlen sehen wir nur eine Nullstelle und erhalten daher die
,Primfaktorzerlegung*

X —2=(X-V2) (X*+V2X +(V2)?) e RIX].

Da v/2 ¢ Q, ist das Polynom X?—2 in Q unzerlegbar, also selbst ein Primfaktor.
Mehr dazu lernen Sie in Abschnitt 6.3

5.20. Bemerkung. Es sei R ein Integritéitsbereich und P, @ € R[X] Poly-

nome vom Grad < n. Seien xg, ..., T, € R paarweise verschiedene Punkte.
Wenn P(x;) = Q(x;) fir i = 0, ..., n, dann gilt P = @, denn das Poly-
nom ) — P hat dann n + 1 Nullstellen xg, ..., z,, € R und ebenfalls Grad < n.

Nach Proposition geht das aber nur, wenn Q — P = 0.

Somit kann man ein Polynom P € k[X] vom Grad < n eindeutig bestimmen,
wenn man seine Werte an n + 1 verschiedenen Elementen von k vorgibt. In
den Ubungen sehen Sie, dass ein solches Polynom auch immer existiert. Das
funktioniert aber nur, wenn k iiberhaupt n + 1 verschiedene Elemente enthélt.
Mit unendlichen Koérpern wie @, R und C haben wir hier kein Problem. Aber
wir haben in Beispiel auch endliche Korper kennengelernt, der kleinste
ist Z/27. Uber diesem Korper kann man bereits Polynome vom Grad > 2 nicht
mehr anhand Threr Werte unterscheiden. Fiir das Polynom P(X) = X2+ X # 0
gilt zum Beispiel P([0]) = P([1]) = 0 genau wie fiir das Nullpolynom.

In Bemerkung [5.19] zerfillt das Polynom P iiber C in Linearfaktoren. Das
liegt daran, dass jedes nicht-konstante Polynom {iber C eine Nullstelle hat.

5.21. Definition. Ein Korper k heif3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
Polynom P € k[X] mit deg P > 1 mindestens eine Nullstelle besitzt.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist der Korper C algebraisch
abgeschlossen. Weitere Beispiele lernen Sie in der Vorlesung ,, Algebra“ kennen.

5.22. Folgerung. Jedes normierte Polynom tber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper zerfillt in Linearfaktoren. Diese Zerlegung ist bis auf die Reihen-
folge der Linearfaktoren eindeutig. Dariiberhinaus gilt Gleichheit in Propositi-

BEWEIS. Es sei P € k[X] normiert, insbesondere ist P # 0 und da-
her deg P > 0. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber deg P.
Fiir deg P = 0 ist P = 1 das leere Produkt, und es ist nichts zu zeigen.

Sei die Aussage also fiir alle Polynome vom Grad < k bewiesen, und
sei deg P = k. Nach unser Annahme hat P eine Nullstelle z € k der Ord-
nung ord, P > 1. Wie im Beweis von Proposition [5.1§| schreiben wir

P=5-(X -zl
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so dass S(x) # 0. Da deg S = deg P — ord, P < deg P = k, konnen wir S nach
Induktionsvoraussetzung als Produkt von Linearfaktoren schreiben. Wir mul-
tiplizieren mit ord, P vielen Linearfaktoren (X — x) und erhalten die gesuchte
Zerlegung von P.

Die Zerlegung ist eindeutig, denn aus dem Beweis von Proposition [5.18
folgt auch, dass jeder Linearfaktor (X — x) genau in der (ord, P)-ten Potenz
vorkommt. Damit sind alle Aussagen bewiesen. O

Am Anfang des Abschnitts haben wir gesagt, dass wir A — det(F — \idy)
als Polynom, und nicht als Funktion in A € k betrachten wollen, da wir dann
mehr tiber die Nullstellen aussagen konnen. Als Fazit kénnen wir festhalten,
dass Nullstellen von Polynomen Ordnungen haben, und dass die — wie in Pro-
position [5.18] gewichtete — Anzahl der Nullstellen durch den Grad beschrinkt
wird. Wenn wir iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper wie C arbei-
ten, hat jedes Polynom tatséchlich auch — wieder im gewichteten Sinn — so
viele Nullstellen, wie es der Grad vorgibt. All diese Aussagen sind fiir beliebige
Funktionen in dieser Form nicht méglich. Uber endlichen Kérpern k enthalten
Polynome P vom Grad deg P > #k mehr Informationen als die zugehorigen
Funktionen P(-): k — k.

5.3. Das Charakteristische Polynom und das Minimalpolynom

Es sei k ein Korper, V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum und F' € Endy V
ein Endomorphismus. Dann kénnen wir eine Basis B von V wéhlen und erhalten
die Abbildungsmatrix A € M, (k) von F beziiglich B, siehe Folgerung Wir
betrachten jetzt die Matrix

X E,—Ae M,(k[X)),

dabei ist E, wieder die Einheitsmatrix. Wir hatten in Kapitel [4 die Determi-
nante quadratischer Matrizen iiber einem Ring definiert, siche Definition [£.9]
Also koénnen wir von der obigen Matrix die Determinante bilden und erhalten

Xa(X) = det(X - E, — A) € k[X] .

Wir konnen zeigen, dass y4(X) nicht von der Wahl der Basis B abhéngt.
Sei namlich C eine weitere Basis und P € GL(n,k) die Basiswechselmatrix
mit C' = B - P, sieche Bemerkung [2.76] Dann hat F' beziiglich der Basis C' die
Abbildungsmatrix P~!- A - P. Wir fassen P als Matrix in M, (k[X]) auf. Da P
mit der Einheitsmatrix E,, kommutiert, folgt aus Satz [£.19] dass

det(X - E, — P71 A.-P)=det(P" (X E,—A)P)
=det P~' - det(X - E, — A) -det P = det(X - E, — A) .

Somit hidngt x 4(X) nicht von der Wahl der Basis B ab, wir diirfen es also als
Invariante des Endomorphismus F' betrachten.
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5.23. Definition. Es sei k ein Korper und n € N. Sei A € M,,(k), dann heifit
xa(X) =det(X - E, — A) € k[X]

das charakterische Polynom der Matrix A. Sei V ein n-dimensionaler k-
Vektorraum mit Basis B und F' € Endg V' ein Endomorphismus mit Abbil-
dungsmatrix A beziiglich B. Dann heifit x(X) = x4(X) das charakteristische
Polynom von F'.

Zur Berechnung des charakeristischen Polynoms empfiehlt sich zum Bei-
spiel die Laplace-Entwicklung Der Gauf3-Algorithmus funktioniert nicht,
da k[X] kein Kérper ist.

5.24. Bemerkung. Es lohnt sich, das charakteristische Polynom etwas detail-
lierter zu betrachten.

(1) Die Eintrdge der Matrix X - E,, — A sind Polynome vom Grad < 1.
Aufgrund der Leibniz-Formel lasst sich y4(X) als Summe von
Produkten aus je n Matrixeintrigen schreiben. Also folgt aus Bemer-
kung dass deg x4(X) < n. Zum Koeffizienten von X" tragen
nur diejenigen Produkte bei, bei denen alle n Faktoren den Grad 1
haben. Da dies genau die Diagonalelemente sind, trégt also nur das
Produkt zur Permutation id € S(n) bei. Also hat x4(X) den gleichen
Leitkoeffizienten wie

(*) (X_all)"‘(X—ann):Xn—(a11+-~—|—ann)X"71+... ,

némlich 1. Somit sind x 4(X) und x (X)) stets normierte Polynom vom
Grad

degxa(X)=n beziehungsweise deg xp(X)=dimV .

(2) Da xr(X) nur von F abhéngt, sind die Koeffizienten von xp(X) in-
teressante Invarianten des Endomorphismus F'. Schreibe also

XF(X) = X" - O'1(F) ‘Xvnf1 + ...+ (_1)no.n(F)XO ,

dann nennt man o;(F") die elementarsymmetrischen Funktionen von F'.
Analog definieren wir o;(A). Aus der Leibniz-Formel folgt, dass o;(A)
eine Summe von Produkten von je i Matrixeintrigen von A und einem
Vorfaktor ist, denn jedes Produkt in der Leibniz-Formel hat n
Faktoren, die je entweder X oder ein Matrixeintrag sind.

(3) Als erstes wollen wir den konstanten Term (—1)"c,,(F') des charakteri-
stischen Polynoms bestimmen. Sei also A wieder die Abbildungsmatrix
von F' beziiglich einer Basis B. Dann setzen wir X = 0 und erhalten
sofort

xA(0) =det(—A) = (—1)" det A,
und analog fiir Endomorphismen F. Somit gilt ogim v (F) = det F.

Wir schauen uns noch die Funktion o1(A) an. Fiir jede Permutati-
on p € S(n)\ {id} gibt es wenigstens zwei verschiedene Indizes ¢,

—~
=~
N
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j € A{l,...,n} mit p(i) # i und p(j) # j. Also liefert p einen Sum-
mand vom Grad < n — 2. Der einzige Beitrag zu o1(A) in der Leibniz-
Formel kommt also wieder von p = id € S(n). Aus (¥ folgt
o1(A) =an + -+ an, =tr(4),
sieche Definition Insbesondere kénnen wir die Spur eines Endo-
morphismus unabhéingig von der Basis definieren. Fiir Matrizen A €
M, (k) und G € GL(n,k) gilt also
tr(G71- A G) =tr(A) .

In Aufgabe 1 der Probeklausur zur linearen Algebra I haben wir noch
allgemeiner gezeigt, dass fiir Matrizen B € M, »(R) und C' € M, ,(R)
gilt, dass

tr(B-C) =tr(C-B).
Indem wir B = G~ und C = AG setzen, erhalten wir daraus die obige
Gleichung.

Wir erinnern uns an die Ordnung von Nullstellen aus Definition
und bezeichnen den Eigenraum von F' zum Eigenwert A wieder mit V) =

ker(X idy —F).
5.25. Definition. Es sei V ein k-Vektorraum mit dim V' < co und F' € End; V.
Dann heifit A € k ein Eigenwert von F' der geometrischen Vielfachheit
dimker (X idy —F) = dim V),
und der algebraischen Vielfachheit
ordy xr .

Analog definieren wir Vielfachheiten fiir quadratische Matrizen iiber k.

Insbesondere sind beide Vielfachheiten 0, wenn A kein Eigenwert von F' ist.

Als Beispiel betrachten wir die Matrix

A= (i i})) € My(R)

mit XA(X):det(X_:ll X1_5):(X—1)(X—5)—1.(_4)

= X2 -6X+9=(X-3)>.

Somit ist A = 3 der einzige Eigenwert, und seine algebraische Vielfachheit
ist ords x4 = 2. Wire die geometrische Vielfachheit ebenfalls 2, so wire ganz R?
Figenraum, und daher A = 3 F5. Da das nicht der Fall ist, der Eigenraum aber
wegen X 4(3) = 0 auch nicht {0} sein kann, ist die geometrische Vielfachheit 1.
In der Tat liefert das Gauf3-Verfahren

Vs = ker(3 Bz — A) = <<—;>> ’

und es gilt dim V3 = 1.
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5.26. Bemerkung. Es gilt stets
dim V/\ < ord/\ XF -

Denn sei V) der Eigenraum zu A mit & = dim V), und sei W ein Komple-
ment von V) in V, sieche Proposition Wir wihlen Basen von V) und W.
Da F(Vy) C V) und Fly, = A idy,, wird F' durch eine Blockmatrix der Gestalt

_(MNE, B
=(0" )
dargestellt. Aus Folgerung folgt
XF(X) =det((X — \) - Bg) -det(X - E,_, — D) = (X — A - xp(X) .
Also erhalten wir

ordy xp =k+ordyxp > k=dimV, .

Eine weitere Invariante eines Endomorphismus ist sein Minimalpolynom.
Um das Minimalpolynom einzufithren, wollen wir uns iiberlegen, dass jeder
Endomorphismus F' € Endg V' den Vektorraum V' zu einem R[X]-Modul macht,
auf dem die Variable X wie F' wirkt. Mit anderen Worten diirfen wir fiir X nicht
nur Ringelemente einsetzen. Die folgende Voriiberlegung soll das versténdlicher
machen. Wir erinnern uns an den Begriff des unitéiren Ringhomomorphismus,

aus Definition [5.101

5.27. Proposition (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Es sei R ein
kommutativer Ring mit Fins, es sei S ein beliebiger Ring mit Eins, und es
seih: R — S ein unitdrer Ringhomomorphismus. Dann existiert zu jedem s € S
mit s-h(r) = h(r)-s fir alle r € R ein eindeutiger unitirer Ringhomomorphis-
mus H: R[X]| — S mit H(r) = h(r) fir aller € R und H(X) = s.

Wenn h injektiv und bekannt ist, identifizieren wir R mit imh C S und
schreiben H(-) =ev(-,s) und H(P) = P(s) in Analogie zu Definition @.
Wenn wir den Zentralisator von R definieren als

Zs(R)={seS|rs=srfirallerc R},
so erhalten wir eine Auswertungsabbildung

ev: R[X]| x Zg(R) — S mit ev(P,s) = P(s) .

Proposition und sind Spezialfille: in [5.11] ist =R, h=1id,
und s = r ein festes Element von R. In @l ist S = RE, h bildet R auf
die konstanten Funktionen in R® ab, und X wird auf s = idg € R abgebil-
det. Die obige Proposition erlaubt uns, auch andere Funktionen einzusetzen,
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beispielsweise diirften wir fir P € R[X] auch P(sin(z)) € C*°(R) betrachten.
Fiir P(X) =1 — X? beispielsweise ist
P(sin(z)) = 1 — sin?(z) = cos?(z) .

Man sagt, ,cos?(x) ist ein Polynom in sin(z).“ Oder aber, wir betrachten den
Raum C*°(R) der unendlich oft differenzierbaren Funktionen. Die Ableitung %
ist ein Endomorphismus von C*°(R). Fiir das Polynom P = —X? erhalten wir
also den Differentialoperator

) 0? ,

BEwEIS. Wir betrachten ein Polynom

X)=> pX' €R[X
1=0

mit p; € R fiir alle . Aus den Axiomen (H]| ,m folgt

= H(izn;piXi> ZH piX ZH i) = > h(pi) - s .

Das beweist die Eindeutlgkelt von H.

Wir iiberpriifen die Axiome. Dazu sei

m
X) =) X’
=0

ein weiteres Polynom. Wir setzen p; = ¢; = 0 fiir ¢ > n und j > m. Dann gilt

H(P+Q)= th,—l—qZS—thls—i-thZS— (P)+ H(Q),

:Zh<zplq]>s _thz S higy) s’ = H(P) - H(Q),
— =0

k=0 1+j=k
1RX] Zh 105—5 =1.

Dabei haben wir ausgenutzt, dass h die Axiome (H1))—(H3)) erfiillt, und fir (H2))
haben wir auch verwendet, dass s mit allen h(g;) kommutiert. Somit ist H
tatsdchlich ein Ringhomomorphismus. O

5.28. Beispiel. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul.
Den Endomorphismenring Endg M haben wir in Folgerung [2.42] betrachtet,
und analog den Matrixring M, (R) in Folgerung Wir erhalten einen in-
jektiven Ringhomomorphismus R — Endp M mit r — ridy € Endr M.
Es gilt ridy;oF = F o ridys fiir alle FF € Endg M und alle » € R, so-
mit Zgnd, MR = Endg M, und wir erhalten eine Auswertungsabbildung

ev: R[X] X Endg M — Endg M mit  ev(P,F) = P(F),
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und ev(-, F): R[X] — Endg M mit P(X) — P(F) ist ein unitdrer Ringhomo-
morphismus fiir alle F' € Endg M.

Sei speziell M = R", so dass Endg M = M, (R), dann erhalten wir fiir
jede Matrix A € M, (R) einen unitéren Ringhomomorphismus R[X] — M, (R)
mit P(X) — P(A).

5.29. Satz (Cayley-Hamilton). Es sei R ein kommutativer Ring mit Fins
und A € M,(R). Dann gilt xa(A) = 0.

An manchen Stellen findet sich zu diesem Satz die folgende Heuristik: ,,Ein-
setzen von A in x4 liefert det(A - E, — A) = 0.“ So einfach ist es leider
nicht, denn die beiden As in der obigen Formel leben in verschiedenen Rin-
gen. Um das zu verdeutlichen, betrachten wir stattdessen das einfachere Poly-
nom Py(X) =tr(X-E,—A)=nX —trA. Esgilt 0= P4(A) =nA—trA-E,
genau dann, wenn A ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist, im allgemeinen also
nicht. Die obige Heuristik wiirde aber immer P4(A) = 0 liefern.

BEWEIS. Es sei zunichst B € M, (R[X]). Wir erinnern uns an die Ad-
junkte adj B € M, (R[X]) aus Definition Im Beweis der Cramerschen
Regel haben wir gezeigt, dass

adjB- B =det B - E, € M,(R[X]).
Wir betrachten die spezielle Matrix B = X - E,, — A € M, (R[X]) und erhalten
adj(XE, — A) - (XE, — A) =det(XE, — A) - E, = xa(X)E, .
Nach Definition sind die Eintrige der Adjunkten Determinanten von
(n—1)-reihigen Untermatrizen, in diesem Fall also Polynome vom Grad < n—1,

da alle Matrixeintriige Grad < 1 haben. Wir fassen die Koeffizienten von X*
jeweils zu einer Matrix B; € M, (R) zusammen und erhalten

o0

adj(XE, - A) =Y B;-(X'Ey),
i=0
wobei B; = 0 fiir i > n. Auflerdem seien ¢y, . .., ¢, die Koeffizienten von x 4(X),

und ¢; = 0 fiir alle ¢ > n. Dann gilt also

ZB XE, —A) ZCZXE

Indem wir die Koeffizienten von X vergleichen, erhalten wir in M, (R) die
Identitéten

Bi,1 — Bl A= CiEn fiir alle ¢ >0 y
wobei B_1 = 0.
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Wir berechnen x 4(A) wie in Beispiel Es folgt

XA(A) = i CiAi = i ciE, - Al
=0 =0
= Oo(Bi—l_Bi'A)Ai:iBi_lAi—iBiAiJ’_l:O_ O
=0 =1 =0

Wir arbeiten wieder iiber einem Korper k. Es sei A € M,,(k) eine Matrix,
und es sei ev(-, A): k[X] — M, (k) der zugehorige unitdre Ringhomomorphis-
mus wie in Beispiel Wie in Definition definieren wir seinen Kern
durch

ker(ev(-,A)) = { P € k[X] ‘ P(A)=0}.
Unter den Polynomen in ker(ev( -, A)) \ {0} gibt es ein P vom kleinstméglichen

Grad. Man iiberlegt sich leicht, dass mit P auch aP € ker(ev(-, A)) fiir alle a €
k, also diirfen wir P normieren.

5.30. Definition. Es sei k ein Kérper, n € N und A € M, (R). Dann ist das
Minimalpolynom pa(X) € k[X]\ {0} das normierte Polynom vom kleinstmogli-
chen Grad, so dass pa(A) = 0. Entsprechend definieren wir up fir F' € Endg V,
wenn V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum ist.

Das Minimalpolynom ist tatséchlich eindeutig bestimmt und damit wohl-
definiert. Denn seien P, Q € ker(ev( . ,A)) normiert und von kleinstem Grad,
dann ist P — @ ein Polynom von kleinerem Grad nach Bemerkung ,
da P und @ den gleichen Leitkoeffizienten haben. Wire P # (@, so kdnnten
wir P — (@ normieren und erhielten ein normiertes Polynom von kleinerem Grad
in ker(ev( . ,A)), was nach Wahl von P und @) aber ausgeschlossen ist. Also

gilt P=Q = pa.
5.31. Folgerung. Es sei k ein Kiorper, n € N und A € M,(R). Dann gilt

palxa -

BeEwEls. Wir dividieren x4 durch g4 mit Rest und erhalten
XA = S - pa + T )

mit S, T € k[X] und degT < deg 4. Einsetzen von A liefert nach dem Satz
von Cayley-Hamilton, dass

T(A) = xa(4) = S(A) - 1a(4) = 0.

Da degT < degpua, ist das nach der obigen Definition von g4 nur méglich,
wenn 1" = 0. g

5.32. Bemerkung. Sei V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und F €
Endg V. Das Minimalpolynom g lédsst sich leider nicht so leicht berechnen wie
das charakteristische Polynom.



5.3. DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM UND DAS MINIMALPOLYNOM 143

(1) Wegen Folgerung kommt fiir gr nur ein Teiler von xp in Frage.
Wir werden spéter sehen, dass in k[X| der Satz von der eindeutigen
Primfaktorzerlegung gilt, so dass xr nur endlich viele Teiler hat.

(2) Es sei U C V ein invarianter Unterraum, das heifit, es gilt F(U) C U.
Dann gilt nach Induktion iiber n auch F*(U) = F(F"~Y(U)) c U.
Fiir Polynome P € k[X] folgt dann insbesondere

P(F)|y = P(F|y) € Endy U .

Fiir das Minimalpolynom muss also auch up(F|y) = 0 gelten.

(3) Jetzt nehmen wir an, dass V in eine direkte Summe V = U ¢ W
invarianter Unterrdume U und W zerfillt. Nach Proposition
lésst sich jeder Vektor v € V auf eindeutige Weise zerlegen als v = u+w
mit v € U und w € W. Also gilt

P(F)(v) = P(F)(u+w) = P(F)(u) + P(F)(w),

und das verschwindet genau dann fiir alle v € V, wenn P(F)(u) =0
und P(F)(w) = 0 fiir alle v € U und alle w € W. Das Minimalpo-
lynom pp ist das normierte Polynom P vom kleinstmoglichen Grad,
so dass P(F|y) = P(F|w) = 0, also gewissermaflen das ,kleinste ge-
meinsame Vielfache® von pp, und pp),,. Wir kdnnen es berechnen
als

wr =XkgV (1py, ryy) = Bely - el | 88T (1r)y ey ) -

Als Beispiel betrachte die Matrix

A:

S O
S >
> O O

Mit Folgerung berechnet man
xa(X) = (X =A%
Sei (e1, ea,e3) die Standardbasis von k3, siehe Beispiel dann zerlegen wir
K=UoW = (e1,e2) @ {e3) =k @ k;

beide Unterrdume sind A-invariant. Es gilt x4, = (X — )2, und BAly | XAl -
Das einzige normierte Polynom vom Grad 0 ist 1 und wirkt wie idy # 0. Das
einzige normierte Polynom vom Grad 1, das (X — \)? teilt, ist X — A wegen

Folgerung und es gilt
01
(Aly — 2 = (0 0) £0.

Also folgt 141, = x4, = (X — A)2. Nun rechnet man noch nach, dass (A —
A)2|w = 0, und erhélt schlieBlich
pa(X) = (X = 2?2

Weitere Beispiele sehen Sie in den Ubungen.
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5.33. Lemma. FEs sei V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und F €
Endg V. Es sei A € k. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) A ist Eigenwert von F'
(2) ker(X idy —F) # {0} ;

(3) Aidy —F ¢ Auty V' ;

(4) xr(A) =det(F —Xidy) =0;
(5) pr(X) =0.

BEWEIS. Bereits am Anfang von Abschnitt haben wir die Aquivalenz
von f tiberpriift.

Zu ,({B) = ([@)*“ benutzen wir die Folgerungen und und

erhalten

pr(A) =0 = (X =) | wr | xr = xr(\)=0.

Zu (1) = (B)* sei v € V'\ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert A, dann ist
der eindimensionale Unterraum (\) C V' invariant unter F', und es gilt F|, =
A idy. Wie in Bemerkung erhalten wir

0=pr(F)lp) =pr(Xidy)) =pr(A) idy = ppr(A)=0. O

Zur Motivation fiir die folgenden Abschnitte fiigen wir noch einen inter-
essanten Satz an, den wir aber erst spéter vollsténdig beweisen kénnen. Wir
erinnern uns an den Begriff der Diagonalisierbarkeit aus Definition

5.34. Satz (Diagonalisierbarkeit). Es sei k ein Kérper und V' ein endlich-
dimensionaler k-Vektorraum. Dann sind fir einen Endomorphismus F €
Endy V' die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) F ist diagonalisierbar;

(2) V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von F';

(3) V' zerfdllt in eine direkte Summe von Eigenrdumen von F';

(4) Das charakteristische Polynom zerfillt in Linearfaktoren, und fiir jeden
Eigenwert A € k stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit
tiberein, das heifft, es gilt

ordy x4 = dim ker()\ idy —F) ;

(5) Das Minimalpolynom zerfdllt in paarweise verschiedene Linearfakto-
ren.

Die Diagonaleintrige sind gerade die Figenwerte von F', und kommen entspre-
chend ihrer Vielfachheit oft vor. Insbesondere ist die Diagonalmatriz bis auf
Reihenfolge der Diagonaleintrige eindeutig durch F' bestimmit.

FEine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung fiir Diagonalisierbar-
keit hatten wir in Folgerung bereits kennengelernt.
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FEinen dhnlichen Satz {iber Trigonalisierbarkeit formulieren wir spéter. Dann
zeigen wir auch, dass ein ganz bestimmter einfacherer Typ von Dreiecksmatrizen
vollig ausreicht.

BEWEIS. Wir verschieben den Beweis, dass eine der drei anderen Aus-
sagen impliziert, auf spiiter. Die Aquivalenz von f haben wir in Pro-
position und Folgerung gezeigt, und daraus ergibt sich auch die
Eindeutigkeit der Diagonalmatrix bis auf Reihenfolge der Eintrige.

Zu ,,(3) = “ sei V) der Eigenraum zum Eigenwert A\, dann gilt
Xrly, = det(X idy, —Fly) = (X =A%

Aus Folgerung folgt induktiv iiber die Anzahl der verschiedenen Eigen-
werte, dass

XF = H(X - )\)dimV)\ )
ek
also stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit fiir alle A\ iiberein,
und xr zerfillt in Linearfaktoren.

Zu ,, — “ sei
U=> ker(Aidy —F) CV
ek
die Summe der Eigenrdume. Nach Folgerung ist diese Summe direkt. In-

dem wir Basen der einzelnen Eigenrdume zu einer Basis von U zusammensetzen,
sehen wir wegen , dass

dimU =Y " dimker(X idy —F) = ordyxp = dim V' .
Aek Aek
es folgt U =V, und wir erhalten eine Basis von V' aus Eigenvektoren. g






KAPITEL 6

Endomorphismen und Normalformen

In diesem Kapitel wollen wir Normalformen fiir Endomorphismen endlich-
dimensionaler Vektorrdume finden. Dabei betrachten wir zwei Endomorphis-
men F € EndgV und G € Endg W als isomorph, wenn das Diagramm in
Bemerkung kommutiert. Als vollstéindige Invariante erhalten wir eine Reihe
von Polynomen, die eng mit dem Minimalpolynom aus Abschnitt verwandt
sind. Bei der Wahl einer geeigneten Normalform in M, (k) werden wir eine
gewisse Auswahl haben. Wir kénnen folgende Kriterien anlegen.

(1) Die Normalform sollte moglichst eindeutig sein, genauer, eindeutig
bis auf die Reihenfolge gewisser elementarer Bausteine. Das ist etwas
schwiicher als in Bemerkung [3.17] und entspricht in etwa der Formulie-
rung in Satz [5.34]

(2) Die Normalform sollte so einfach wie moglich sein. Wenn F also dia-
gonalisierbar oder trigonalisierbar ist, dann sollte die Normalform eine
Diagonal- beziehungsweise Dreiecksmatrix sein.

(3) Die Normalform sollte die Struktur von F' moglichst gut wiedergeben.
Wenn V invariante Unterrdume enthélt oder gar in eine direkte Sum-
me invarianter Unterrdume zerfillt, mochten wir das der Matrix in
Normalform ansehen. Sie sollte also eine entsprechende Blockgestalt
haben.

Wir werden uns diesem Ideal im Laufe des Kapitels immer mehr annéhern.
Am Ende konstruieren wir die sogenannte ,rationale Normalform®, die alle
diese Eigenschaften hat. Auf dem Weg dahin lernen wir einiges iiber Ringe und
Ideale, unter anderem den Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung und
den chinesischen Restsatz. Aulerdem betrachten wir die Smith-Normalform fiir
Homomorphismen zwischen freien R-Moduln.

6.1. Euklidische Ringe und Hauptidealringe

In diesem Kapitel fithren wir einige Begriffe aus der Ringtheorie ein. Ziel
ist es, im n#ichsten Abschnitt die Struktur von endlich erzeugten Moduln iiber
dem Ring Z der ganzen Zahlen und dem Polynomring k[X] iiber einem Korper
besser zu verstehen. Ein Modul iiber Z ist eine abelsche Gruppe nach Aufgabe 2
von Blatt 7 zur Linearen Algebra I. Sei V' ein k-Vektorraum und F' € Endy V,
dann wird V' zu einem k[X]-Modul mit

P.-v=P(F)-v.

147
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Im letzten Abschnitt dieses Kapitels nutzen wir das aus, um Endomorphismen
besser zu verstehen und Normalformen dafiir herleiten.

Fiir die folgende Definition wollen wir einen kommutativen Ring R als Mo-
dul tiber sich selbst auffassen wir in Beispiel . In Definition haben
wir den von einer Teilmenge E C M erzeugten Untermodul (E) C M ein-
gefithrt. In Definition haben wir Axiome fiir Untermoduln aufgestellt.

6.1. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ideal von R
ist ein R-Untermodul I von R. Sei E C R eine Teilmenge, dann ist das von E
erzeugte Ideal (E) gerade der von E erzeugte Untermodul (E) C R. Ein Ideal,
das von einem einzigen Element a € R erzeugt wird, ist ein Hauptideal.

Wenn die Menge E = {ai,...,ax} C R endlich ist, schreiben wir ein-

fach (ai,...,a) fir (E). Fir das von a erzeugte Hauptideal schreiben wir
also (a).
6.2. Beispiel. (1) In jedem kommutativem Ring R mit Eins gibt es zwei

triviale Ideale, ndmlich
(0) = {0} und (1)=R.

Denn {0} ist offensichtlich ein Ideal, und wenn I ein Ideal mit 1 €
ist, folgt fiir alle r € R, dass

r=1-rel.

(2) In einem Korper k gibt es nur die trivialen Ideale. Denn sei I # {0} ein
Ideal, dann gibt es ein Element 0 # k € I, somit liegt 1 =k -k~ € I,
also gilt I = k.

(3) Das Ideal I = (2, X) € Z[X] ist kein Hauptideal (Ubung).

6.3. Bemerkung. Ideale treten zum Beispiel im Zusammenhang mit Ringho-
momorphismen und Quotienten auf.

(1) Essei S C R ein Unterring. Nach Ubung 2(b) von Blatt 8 zur Linearen
Algebra I induziert die Multiplikation auf R genau dann eine Multipli-
kation auf dem Quotienten R/S, wenn S ein Ideal ist. In diesem Fall
ist die Quotientenabbildung R — R/S ein Ringhomomorphismus. In
Beispiel haben wir den Ring Z/nZ konstruiert, dabei ist nZ C Z
gerade das von n erzeugte Hauptideal (n).

(2) Es sei f: R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist ker f C R ein
Ideal. Wir iiberpriifen die Untermodulaxiome, dazu seien a, b € ker f
und r € R:

f(0)=0 = 0€kerf,
Hl) = f(a+b)=f(a)+f(b)=0 = a+beckerf,
(H2) = flar)=f(a) - f(r)=0 = a-reckerf.

Wegen ist jedes Ideal I C R Kern eines Ringhomomorphismus,
nédmlich der Quotientenabbildung R — R/I.
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(3) In Analogie zu Folgerung gilt auch fiir Ringe ein Homomorphie-
satz. Dabei zerlegen wir einen Ringhomomorphismus f: R — S wie
folgt.

R—R/kerf —>imfC—>§.

(4) Auf der anderen Seite sind Bilder von Ringhomomorphismen oftmals
keine Ideale. Nach Proposition diirfen wir X2 in Polynome ein-
setzen und erhalten einen Homorphismus F': R[X]| — R[X] mit

deg P
im F = {P: > @ X' € RIX]
i=0

a; = 0 fiir alle ungeraden ¢ € N } .

Dann gilt 1 € im F', aber X ¢ im F' im Widerspruch zu Beispiel .

6.4. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und es seien r,
s € R. Dann ist r ein Teiler von s, kurz r | s, wenn ein ¢t € R mit rt = s
existiert. Andernfalls schreiben wir r 1 s.

Die Elemente r und s heifien assoziiert, wenn sowohl r | s als auch s | r gilt.
Ein Element r € R heifit Einheit, wenn r | 1. Die Menge aller Einheiten heifit
die Finheitengruppe R* von R.

Die Einheitengruppe R* haben wir im Zusammenhang mit der ersten
Cramerschen Regel in Folgerung eingefithrt. In den Ubungen sehen Sie,
dass R[X]* = R*, wenn R Integritétsbereich ist.

Jede ganze Zahl n € 7Z ist assoziiert zu |n| € N. Sei k ein Korper, dann ist
jedes Polynom P € k[X] \ {0} assoziiert zu genau einem normierten Polynom.

6.5. Bemerkung. Teilbarkeit ldsst sich mit Hilfe von Idealen ausdriicken: es
gilt
(1) r|s = se(r) = (s) C(r).
Denn 7 | s bedeutet, dass s = rt fiir ein t € R, also s € (r). Fiir die Umkehrung
benutzen wir, dass

(ry={r-t|teR},
siehe Definition Mit s liegen auch alle Vielfachen von s in (r), also (s) C
(r), und aus s € (s) C (r) folgt s € (r).

Sei jetzt R ein Integritédtsbereich. Fiir r, s € R folgt
(2) (r)=(s) <= rlsunds|r <= s=rufireinueR*.

Die erste Aquivalenz folgt aus . Zur zweiten nehmen wir als erstes an, dass u,
v € R mit s = ru und r = sv existieren. Dann gilt r = ruv, also 0 = (1 — uv).
Falls r = 0, folgt s =0 =r-1. Ansonsten gilt uv = 1 wegen Nullteilerfreiheit,
so dass u € R*. Die Riickrichtung folgt, da r = su~!, wenn u € R*.

6.6. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine Funkti-
ond: R\{0} — N heiit Gradfunktion, wenn fiir alle p, ¢ € R mit ¢ # 0 Elemen-
te s, t € R existieren, so dass p = ¢s + ¢ und entweder ¢ = 0 oder d(t) < d(q).
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Ein Fuklidischer Ring ist ein Integritdtsbereich, fiir den eine Gradfunktion
existiert. Ein Hauptidealring ist ein Integritdtsbereich, in dem jedes Ideal ein
Hauptideal ist.

Ein Euklidischer Ring ist also ein Integritétsbereich, in dem Division mit
Rest moglich ist — Eindeutigkeit ist nicht gefordert. Auch die Gradfunktion
ist nicht eindeutig bestimmt. Wenn wir eine Gradfunktion d gefunden haben,
nennen wir d(r) einfach den Grad von r.

6.7. Beispiel. Die wichtigsten Euklidischen Ringe kennen wir bereits.

(1) Jeder Korper ist Euklidischer Ring. Da die Division immer ohne Rest
aufgeht, kénnen wir die Gradfunktion beliebig wéhlen.

(2) Die ganzen Zahlen Z bilden einen Euklidischen Ring mit Gradfunkti-
on d(n) = |n|. Division mit Rest ist fast eindeutig:

5=3-1+2=3-2+(-1), und  [2,]-1] <3| .

(3) Sei k ein Korper, dann ist der Polynomring k[X]| ein Euklidischer
Ring mit Gradfunktion d(P) = deg P. Denn wegen Satz kénnen
wir durch normierte Polynome mit Rest dividieren, und jedes Poly-
nom P # 0 lésst sich normieren, indem man alle Koeffizienten durch
den Leitkoeffizienten teilt.

(4) Wenn R kein Korper ist, ist R[X] kein Euklidischer Ring. Das folgt
aus Beispiel und Proposition unten.

In den Beispielen und existieren Algorithmen, um die Division mit Rest
durchzufiithren. Dadurch lassen sich manche der Berechnungen, die wir im Fol-
genden durchfithren werden, auch von einem Computeralgebrasystem erledigen.

6.8. Proposition. Jeder Fuklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Der Beweis verlauft ahnlich wie der Beweis der Eindeutigkeit des Minimal-
polynoms nach Definition In der Tat ist ja k[X] ein Euklidischer Ring,
und wegen Bemerkung .st ker(ev(-,A)) C k[X] ein Ideal, und zwar das
Hauptideal (p4)

BEWEIS. Es sei R ein Euklidischer Ring mit Gradfunktion d und es sei I C
R ein Ideal. Falls I = {0}, ist I = (0) ein Hauptideal. Andernfalls hat die
Menge {d(a) } 0#£ac€l } als Teilmenge von N ein kleinstes Element, wir
finden also ein a € I\ {0} von kleinstem Grad. Sei b € I, dann bestimme s,
t € R, so dass

b=as+t und d(t) < d(a) .

Aus den Untermodulaxiomen folgt ¢ € I, wegen d(t) < d(a) also t = 0. Also
gilt b € (a), und da das fiir alle b € I gilt, auch I C (a). Wegen a € I gilt
umgekehrt auch (a) C I, also I = (a). O

6.9. Bemerkung. In jedem Hauptidealring gibt es grofite gemeinsame Teiler.
Seien etwa a, b € R in R, dann existiert nach Definition ein ¢ € R mit (a,b) =
(¢). Da a, b € (c) ist ¢ ein Teiler von a und b nach Bemerkung Sei d €
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R ein weiterer Teiler von a und b, dann folgt a, b € (d), also auch (¢) =
(a,b) C (d). Somit ist d auch ein Teiler von ¢, und wir diirfen ¢ als grofiten
gemeinsamen Teiler auffassen. Aus diesem Grund schreiben manche Autoren
kurz (a,b) fir ggT(a,b). Man beachte, dass der grofite gemeinsame Teiler nur
bis auf Multiplikation mit einer Einheit eindeutig ist.

Aus (a,b) = (c) folgt insbesondere, dass es r, s € R gibt mit
ar+bs=c.

Solche Elemente hatten wir mit dem Euklidischen Algorithmus in Satz [2.1§]
explizit konstruiert. Indem wir durch c teilen, sehen wir, dass
a b

- r+--s=1,
c c

insbesondere sind r und s teilerfremd, da (r,s) = (1).

6.2. Die Smith-Normalform und invariante Faktoren

In diesem Kapitel wollen wir zunéchst den Rangsatz fiir Abbildungen
zwischen freien Moduln iiber Euklidischen Ringen verallgemeinern. Anschlie-
Bend beschreiben wir endlich erzeugte Moduln iiber solchen Ringen. Zu den
Beispielen gehoren endlich erzeugte abelsche Gruppen sowie Vektorrdume mit
einem fest vorgegebenen Endomorphismus. Auf diese Weise erhalten wir eine
erste Normalform fiir Endomorphismen von Vektorrdumen.

6.10. Satz (Smith-Normalform). Es sei R ein Hauptidealring und A €
My, n(R). Dann existieren invertierbare Matrizen S € GL(m, R), T € GL(n, R)

undrg A €N, a1, ..., arga € R\ {0} mit a; | aj41 firi=1, ..., rgA—1, so
dass

a; O 0

0
(1) S-A-T= arga 0 0

0 0 0

0 0 0 0

Der Rang rg A und die Elemente a1, ..., arg a sind bis auf Multiplikation mit

einer Finheit eindeutig, die Matrizen S und T jedoch nicht.

Die Elemente a1, ..., arga heiflen die Elementarteiler oder invarianten
Faktoren von A, und rg A der Rang von A. Nach Bemerkung konnen
wir die Eindeutigkeitsaussage umformulieren: Die Ideale (ai1), ..., (ax) sind
eindeutig. Im Fall eines Korpers ist jedes Element a # 0 zu 1 assoziiert, und
wir erhalten den Rangsatz
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BeEwEIs. Wir beginnen mit der Existenz in dem Fall, dass R Euklidischer
Ring ist. Die restlichen Teile des Beweises verschieben wir in den néchsten Ab-
schnitt. Dazu geben wir ein Verfahren an, bei dem wir mit elementaren Zeilen-
und Spaltenumformungen der Typen und die gegebene Matrix A in
die gewiinschte Form bringen. Wir erinnern uns, das elementare Zeilenumfor-
mungen der Multiplikation mit einer Elementarmatrix von links ensprechen,
siehe Bemerkung [3.23] Analog beschreibt die Multiplikation mit einer Element-
armatrix von rechts eine elementare Spaltenumformung. Am Ende ist S das
Produkt der Elementarmatrizen, die wir fiir die Zeilenumformungen gebraucht
haben, und T ist entsprechend das Produkt der Elementarmatrizen fiir die
Spaltenumformungen.

Es sei d: R — N die Gradfunktion. Wir konstruieren S und 7" durch Induk-
tion tiber min(m,n). Fiir min(m,n) = 0 ist nichts zu tun, also nehmen wir an,
dass min(m,n) > 1.

(1) Wenn A = 0 gilt, sind wir fertig. Andernfalls bestimmen wir ein Ele-
ment a;; # 0, so dass d(a;;) < d(ake) fiir alle (k,0) € {1,...,n}%
Falls ¢ # 1, vertauschen wir die i-te Zeile mit der ersten durch Links-
multiplikation mit Pj;. Falls j # 1, vertauschen wir die j-te Spalte
mit der ersten durch Rechtsmultiplikation mit P;. Jetzt hat das Ele-
ment a1; unter allen nichtverschwindenden Matrixeintrégen den klein-
sten Grad.

(2) Wenn ay; alle anderen Elemente in der ersten Spalte und in der ersten
Zeile teilt, machen wir weiter mit Schritt . Falls a1 t a1, bestimmen
wir 7, s mit d(s) < d(a11), so dass

a;1 =rai1+sS.

Dann ziehen wir das r-fache der ersten Zeile von der i-ten ab durch
Linksmultiplikation mit E;;(—r). Danach ist d(a;1) = d(s) < d(a1n1),
und wir machen weiter mit Schritt . Falls a11 { ayj, verfahren wir
entsprechend.

(3) Jetzt teilt ai; alle Eintrdge der ersten Zeile und der ersten Spalte.
Falls a1 auch alle anderen Matrixeintrige teilt, machen wir weiter mit
Schritt . Andernfalls existieren ¢ > 1, j > 1 mit a1 { a;; # 0. Nach
Annahme gilt a1; | a;1. Wir subtrahieren das %—fache der ersten Zeile
von der i-ten, so dass an der Stelle (i,1) jetzt eine Null steht. Dann
addieren wir die i-te Zeile zur ersten. Dabei bleibt a1; unverédndert.
An der Stelle (1, ) steht jetzt

il a1
alj + (aij . a1j> = a;; + <1 I ) aij ,
11 11

das nun nicht mehr von a1 geteilt wird, und wir fahren fort mit .
(4) Jetzt teilt aqp alle anderen Matrixeintrige. Fiir jedes ¢ > 1 ziehen wir
das %—fache der ersten Zeile von der i-ten ab. Anschlieflend beseitigen
wir analog alle Eintrége aj; fiir j > 1 und erhalten eine Blockmatrix
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all 0

sar=( 8).
und aq; teilt nach wie vor alle Eintrige von A’. Nach Induktionsvor-
aussetzung existieren S” € GL(m — 1, R) und 7" € GL(n — 1, R), so
dass S’ - A’ - T die gewiinschte Form hat. Die Eintrige dieser neuen
Matrix sind Linearkombinationen der Eintrige von A’ nach Definiti-
on des Matrixproduktes, und werden daher nach wie vor von aq;
geteilt. Dann hat insgesamt

1 0 1 0
(O 5f>'5'A'T'<o T/)

die gesuchte Form.

der Form

Wir wollen uns noch iiberlegen, dass dieser Algorithmus tatséchlich in endlich
vielen Schritten eine Losung liefert. Solange wir uns in der Schleife der Schrit-
te (1)-(B) bewegen, erzeugen wir in jedem Schleifendurchgang ein Element a;;
mit d(a;j) < d(ai1), das wir anschlieBend auf den Platz (1,1) bringen. Also
nimmt die Zahl

d(A) = min{ d(a;) |1 <i<m,1<j<na;#0}

in jedem Schritt um mindestens 1 ab. Wenn wir also mit einer Matrix A # 0
starten, gelangen wir nach hichstens d(A) Schleifendurchldufen zu Schritt (4)).
Dann wiederholen wir den Induktionsschritt maximal min(m,n) mal und sind
daher nach endlich vielen Schritten fertig. Damit ist die Existenzaussage bewie-
sen. O

Genaues Hinsehen zeigt, dass der obige Algorithmus bei einer 1 x 2-Matrix
gerade dem Euklidischen Algorithmus entspricht.

6.11. Beispiel. Wir fithren das Verfahren anhand einer 3 x 2-Matrix {iber Z
Vor.

6 16 14\ (@ (0 1)\ (4 4 6
4 4 6) \1 0 6 16 14

® (0 1\ (1 0\ (4 4 6

“\1 o) \1 1) \2 12 8

M /o0 1\ (1 0\ (0 1) (2 12 8

“\10) \1 1 1 0/ \4 4 6

(11)(10)(2 0 0).(1)(1361
0 1) \2 1)°\0 —20 —-10 00 1

@/3 1\ (2 0 0 L 00 L6 4

“l2 1) (o 10 =20) |20 L) {0 1O

01 0 001
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@31 (2 0 oy (L0 0 1 6 4
205 1) w0 o) {01 -2 00 -1
00 1 01 0

o

_<3 1>.<2 0 o>' N

2 1 0 10 0O 0 1 0

Indem wir mit den Inversen der beiden quadratischen Matrizen multiplizieren,
erhalten wir so wie im Satz

(2 0 0)_( 1 1).<6 16 14)_ (1) g ?
0 10 0 -2 3 4 4 6 0 -1 -9
Die invarianten Faktoren dieser Matrix sind also 2 und 10. Im letzten Schritt
vom Typ (1) haben wir zusétzlich ,normiert®, das heifit, das Vorzeichen des
zweiten invarianten Faktor positiv gemacht. Fiir groflere Matrizen oder fiir Ma-

trizen iiber k[X] funktioniert das Verfahren genauso, ist allerdings entsprechend
rechenaufwendiger.

Wir betrachten den Quotientenmodul Z?/im A. Indem wir ((g), (})) als

Basis von Z? wiihlen, erhalten wir einen Isomorphismus
7%/im A = 7./27.& 7./10Z .
Das ist ein Beispiel zum Satz [6.13] iiber invariante Faktoren.

6.12. Beispiel. Als nichstes betrachten wir Moduln iiber Hauptidealringen.

(1) Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Euklidischer Ring nach Bei-
spiel , also erst recht ein Hauptidealring nach Proposition
Moduln iiber Z sind genau die abelschen Gruppen (Ubung 2, Blatt 7
zur linearen Algebra I). Dabei setzt man in einer abelschen Grup-
pe (A,+) fir a € A und n € Z gerade

a.n=a+---+a .
—_——
n Summanden

(2) Der Polynomring k[X] iiber einem Korper ist ein Euklidischer Ring
nach Beispiel . Es sei V' ein endlichdimensionaler k-Vektorraum
und F' € Endg V. Nach Beispiel ist die Auswertungsabbildung

ev(+, F): k[X] — Endg V mit P+ P(F) € Endy V
ein unitérer Ringhomomorphismus. Dadurch wird V' zu einem unitéren
k[X]-Modul (Ubung) mit
P-v=P(F)(v) .
6.13. Satz (Invariante Faktoren). Es sei R ein Hauptidealring und M ein

endlich erzeugter unitirer R-Modul. Dann existieren rg M, k € N und aq, ...,
ar € R\ ({0} UR*) mit a; | ajy1 firi=1, ..., k—1 und ein Isomorphismus

k
F: REM o (P R/(a;) — M .
=1
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Dabei sind rg M und k eindeutig durch M bestimmt, und ay, ..., ap sind ein-
deutig bis auf Multiplikation mit einer Einheit. Der Untermodul

Tor M = F(é R/(ai)> cM

i=1
ist ebenfalls eindeutig bestimmt, nicht jedoch der Isomorphismus F.

Nach Bemerkung kénnen wir die Eindeutigkeit der Elemente aq,
..., aj auch so formulieren: Die Ideale (a1), ..., (ax) sind eindeutig. Da R/(a;)
keine Untermoduln eines fest vorgegebenen Moduls sind, miissten wir auf der
rechten Seite eigentlich ,, [ [“ anstelle von ,,@* schreiben; die Schreibweise .,
ist jedoch gebrauchlicher.

Der Untermodul Tor M C M heifit der Torsionsuntermodul von M, und die
Zahl rg M heifit der Rang von M. Im Verlauf des Beweises sehen wir, dass

Tor M = {m € M | es gibt ein r € R\ {0} mit m.7r =10} .

Sollte M = Tor M gelten, ist rg M = 0, und M heifit ein Torsionsmodul. Aus
dem Satz folgt, dass ein endlich erzeugter Modul M mit Tor M = {0} bereits
frei ist.

Fiir endlich erzeugte freie R-Moduln hatten wir den Rang bereits in Be-
merkung betrachtet und seine Eindeutigkeit bewiesen. Fiir den Rang von
Moduln iiber Hauptidealringen und linearen Abbildungen zwischen ihnen las-
sen sich dhnliche Formeln beweisen wie die Dimensionsformel fiir Vektorrdume
und lineare Abbildungen, zum Beispiel im Rangsatz

Falls R = k ein Korper ist, gibt es nach Beispiel nur triviale Ideale,
somit gilt Tor M = {0}. Das bestitigt die Folgerungaus den Steinitz-Sétzen,
wonach jeder endlich erzeugte k-Modul frei ist.

BEwEIS. Wir zeigen zunéchst nur die Existenz der Zerlegung sowie die Ein-
deutigkeit des Torsionsuntermoduls und des Ranges. Den Rest verschieben wir
auf spéiter.

Als erstes bestimmen wir Abbildungen
(*) R™ A > RM p» M

mit kerp = im A. Anschlieflend bringen wir A in Smith-Normalform und leiten
daraus die behauptete Darstellung von M ab.

Es sei (e1,...,en) ein Erzeugendensystem von M. Dann existiert eine sur-
jektive Abbildung p: R™ — M mit
m
p(ri,...,mm) = Zei.ri .
i=1

Als erstes zeigen wir durch Induktion iiber j, dass ker p|<el,...,e]-> ein freier R-
Modul von endlichem Rang ist. Im Fall j = 0 ist ker p|(gy = {0} frei, und wir
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sind fertig. Wir nehmen jetzt an, dass ker(p|e,,. ¢;_,)) ein freier Modul mit
Basis (f1, ..., f¢) ist und betrachten die Menge

J
es existieren r, ..., 7j_1 € R, so dass E e .r; € kerp} .

i=1

IZ{T‘jGR

Dann ist I C R ein Ideal, beispielsweise folgt aus r;, s; € I mit

J J
Zei.riekerp und Zei.siekerp
i=1 i=1
bereits, dass
J
Zei (ri +8;) € kerp,
i=1

also rj + s; € 1. Analog folgt r; - t € I fiir alle t € R. Falls I = {0}, gilt kerp =
(f1,..., fe), und wir sind fertig.

Andernfalls existiert ein Erzeuger a € R\ {0} mit I = (a), da R ein Haupt-
idealring ist. Wir bestimmen a1, ..., aj—1 € R und aj = a so, dass

J
for1 = Zei .a; Ekerp.
i=1

Sei jetzt
J
U:Zei.mekerp,
i=1

dann folgt r; € I, somit r; = a;r fiir ein r € R. Aber dann ist

V= fri1.-m€kerplie,, e, 1y = (f1oo s o) s

und es folgt v € (fi,..., fe41), also ist (f1,..., fex1) ein Erzeugendensystem
von ker p. Sei auf der anderen Seite
{41
Z fz .S = 0.
i=1
Da f1, ..., fo € {e1,...,ej-1) und fey1 & (e1,...,€j-1), folgt sg11 = 0. Da f1,
.., fe linear unabhéngig sind, folgt auch s; = --- = sp = 0, also sind fy, ...,

fes1 linear unabhéngig und bilden somit eine Basis von ker p|<el"__7€].>.

Wir konstruieren die Abbildung A in (E[), indem wir die Standardbasisvek-
toren ey, ..., e, auf die oben konstruierten Basisvektoren fi, ..., f,, von kerp
abbilden. Dann gilt insbesondere

imA =kerp.
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Indem wir Satz auf die Matrix A anwenden, erhalten wir S € GL(m, R)
und 7' € GL(n, R), so dass die Matrix A’ =5+ A-T in Smith-Normalform ist:

Rr —= R e M

e, ok

R Ao g L

Es sei p' = po S~ so dass imA’ = S(im A) = S(kerp) = kerp’. Aus dem
Homomorphiesatz [2.54] folgt
M =imp 2 R™/kerp' = R™/im A" .

Da A’ die Gestalt aus Satz [6.10] hat, folgt die obige Behauptung, falls keines
der a; eine Einheit ist. Insbesondere wird der Isomorphismus F' im Satz von p
induziert.

Falls unter den a; Einheiten sind, folgt aus a; | a;41 fir 1 < i < k —1,
dass ein j existiert, so dass genau ai, ..., a;j € R*. In diesem Fall sind die
ersten Summanden von R™/im A’ gerade R/(a1), ..., R/(a;) = {0}. Wir lassen
in R™ und R™ jeweils die ersten j Basisvektoren weg und erhalten eine analoge
Darstellung mit A" € M,,_j,—;(R), was die obige Behauptung liefert.

Wir beweisen als néchstes die Eindeutigkeit des Torsionsuntermoduls Tor M
und des Ranges rg M. Dazu betrachten wir die eindeutig bestimmte Teilmenge

N={meM|esgbtreR\{0} mitm.r=0}.

Es seien v1, ..., vrg iy und wy, ..., wy € R, dann betrachten wir
k

(01, veg s [wil, - fun]) € REM @ @D R/(ai)
i=1

sowie das Bild m € M unter dem Isomorphismus F'. Es sei r # 0, dann gilt m -
r = 0 genau dann, wenn

(vl,...,vrgM,[wl],...,[wk]) T = (v1 STy, Urg M Ty W1 'T],...,[wk-r]) =0.
Da jeder Hauptidealring nach Definition[6.6|ein Integritétsbereich ist, gilt v;-r =
0 genau dann, wenn v; = 0, und es folgt N C Tor M. Auf der anderen Seite
seivy =+ =gy = 0und r = ai, dann gilt a; | ag | w;-a; firallei =1, ...,
k. Es folgt

(0,...,0,[w1],...,[wk]) LA = (O,...,O,[w1-ak],...,[wk-ak]) :O,
und somit N D Tor M, also N = Tor M.

Da Tor M eindeutig ist, ist auch der Quotientenmodul M/ Tor M eindeutig
durch M bestimmt. In der obigen Darstellung ist

M = R#M ¢ Tor M |
also ist R'®M ein Komplement von Tor M in M. Aus Proposition folgt
ReM = M/ Tor M .

Insbesondere ist M/ Tor M ein endlich erzeugter freier R-Modul, und rg M =
rg(M/ Tor M) ist eindeutig bestimmt nach Bemerkung O
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Wir erinnern uns an die zyklische Normalform fiir einen Endomorphis-
mus F' € Endy V eines endlich-dimensionalen k-Vektorraums V' aus den Ubun-
gen. Wenn es einen Vektor v € V' gibt, so dass

V = (v,F(v), F?(v),...),

dann bildet (v, F(v),..., F9™V=1(y)) eine Basis von V. In diesem Fall nen-
nen wir ' € Endy, V einen zyklischen Endomorphismus und v einen zyklischen
Erzeuger von (V, F).

6.14. Definition. Es sei P(X) = X" +c¢; X" 1 +...+¢, € k[X] ein normiertes
Polynom vom Grad n > 1, dann wird seine Begleitmatriz M(P) € M,(k)
gegeben durch

0 - 0 0 —cp
|

M(P)=10 . 0 0 —cs
: w1 0 —co
0 - 01 —¢

Beziiglich der obigen Basis wird der obige Endomorphismus F' durch eben
diese Begleitmatrix dargestellt, siehe Ubung 4 von Blatt 2. Hierbei ist P(X) =
xF(X) = pp(X) sowohl das Minimalpolynom als auch das charakteristische
Polynom von F, siehe Ubung 4 von Blatt 3. Hieraus haben wir gefolgert, dass
die Gestalt der Matrix nicht von der Wahl des zyklischen Erzeugers v abhéngt,
und dass zwei zyklische Endomorphismen F' € Endg V und G € Endy W genau
dann isomorph sind, wenn sie das gleiche charakteristische Polynom besitzen.
AuBerdem sieht man, dass es zu jedem normierten Polynom P einen zyklischen
Endomorphismus F' mit yrp = P gibt.

6.15. Satz (Frobenius-Normalform). Es sei V' ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum und F € Endx V. Dann existieren eindeutig bestimmte normierte

Polynome Py, ..., P, € k[ X] mit P, | Piyq fir 1 < i < k—1, so dass F
beztiglich einer geeigneten Basis als Block-Diagonalmatrix
M(Py) 0 e 0
(1) 0 M(PQ)
: .. " 0
0 0 M(P)

aus den Begleitmatrizen der P; dargestellt wird. Ausserdem gilt

k
pr = Py und XF:HPZ' .
i—1

Bewers. Wir fassen V' wie in Beispiel als unitdren k[X]-Modul
auf, auf dem X wie F' wirkt. Eine Basis von V als k-Vektorraum ist ein Erzeu-
gendensystem von V' als k[X]-Modul, da jede k-Linearkombination auch eine
k[X]-Linearkombination ist. Also ist V' endlich erzeugt.
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Da k[X]| ein Hauptidealring ist, ist V' als k[X]-Modul nach Satz iso-
morph zu einem Modul der Form

k
(*) k[X]®" @ PK[X]/(F),
i=1
wobei P; | Pi4q fiir 1 < i < k—1. Wenn wir die Polynome P, ..., P normieren,

sind sie durch die Modulstruktur eindeutig bestimmt.

Es gilt rg M = 0, denn V ist endlich-dimensional, aber k[X] = k) ist als
k-Vektorraum unendlich-dimensional. Also ist V' ein k[X]-Torsionsmodul.

Wir betrachten jetzt einen Modul der Form k[X]/(Q) fiir ein normiertes

Polynom
Q=X"+c X" 4.+, €k[X]

vom Grad n. Es sei [P] € k[X]/(P) mit P € k[X]. Polynomdivision von P
durch @ liefert einen eindeutigen Rest T vom Grad degT < deg(, sie-
he Satz Es folgt [P] = [T], so dass k[X]/(Q) als k-Vektorraum iso-
morph ist zum Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner als deg (). Eine
k-Basis von k[X]/(Q) wird gegeben durch ([1], [X],...,[X"!]). Multiplikation
mit X wird beziiglich dieser Basis dargestellt durch die Begleitmatrix M (Q),
denn X - [X?] = [ X! fiir i <n — 1, und

XX = X" = X"~ Q= X"~ — e [1]

Zusammen mit (ED folgt, dass F' insgesamt durch eine Matrix vom angegebenen
Typ dargestellt werden kann.

Da V in F-invariante Unterrdume V; = k[X]/(F;) zerfillt, und da nach den
Voriiberlegungen und Ubungen gerade

1y, = XFly, = Bi

gilt, folgt zunichst mit Folgerung (), dass xp = Pp--- P, gerade das
charakteristische Polynom ist. Aus P; | Py fiir alle ¢ folgt auBerdem mit Bemer-

kung [@3), dass pp = Py. O

6.16. Bemerkung. Wir wollen iiberpriifen, inwieweit die Frobenius-Normal-
form unseren Anforderungen am Anfang des Kapitels geniigt. Sobald wir die
Eindeutigkeit bewiesen haben, ist Forderung erfiillt.

Betrachten wir jedoch eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Ei-
genwerten A1, ..., A, € k und zugehorigen Eigenvektoren ey, ..., e, € k™, so
konnen wir iiberpriifen, dass v = ej + - - - + ¢, ein zyklischer Erzeuger ist. Somit
liefert die Frobenius-Normalform die Begleitmatrix

M(xa) =M((X =) (X = X)),

und das ist keine Diagonalmatrix, falls n > 2. Somit ist Forderung nicht
erfiillt.

Wir bleiben beim obigen Beispiel. Da k™ in eine direkte Summe invarianter
Unterrdume (e;) zerfillt, sollte die Frobenius-Normalform in n diagonale Blocke
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der Grofle 1 x 1 zerfallen. Da sie keine Diagonalmatrix ist, ist auch Forderung
nicht erfiillt.

Auf der anderen Seite liefert der Algorithmus zur Smith-Normalform, an-
gewandt auf die Matrix X E —n — A € M,(k), gerade die invarianten Faktoren
von A. Man kann die Frobenius-Normalform also effektiv berechnen (Ubung).

6.3. Primfaktorzerlegung in Hauptidealringen

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass in allen Hauptidealringen eine Prim-
faktorzerlegung #hnlich wie in den natiirlichen Zahlen moglich ist. Als Anwen-
dung definieren die Linge eines Moduls iiber einem Hauptidealring. Dieser Be-
griff verallgemeinert die Dimension eines Vektorraums iiber einem Koérper auf
eine andere Weise als der Begriff des Ranges. Durch den Vergleich von Léngen
von Moduln beweisen wir anschliefend die Eindeutigkeit der Konstruktionen
aus dem letzten Abschnitt.

6.17. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Element 0 #
a € R\ R* heifit

(1) drreduzibel in R falls aus a = r - s folgt, dass r € R* oder s € R*, und
(2) prim in R, falls aus a | r - s folgt, dass a | r oder a | s.

Wir nennen einen Teiler von a € R echt, wenn er weder eine Einheit noch
zu a assoziiert ist. Eine Element von R ist also genau dann irreduzibel, wenn
es weder 0 noch eine Einheit ist und keine echten Teiler besitzt. Somit sind
Primzahlen, wie Sie sie aus der Schule kennen, nach dieser Terminologie irre-
duzible Elemente von Z. Die Zahl 12 ist nicht prim, denn 12 | 3 - 4, aber 12t 3
und 121 4.

Wenn ein Element ¢ € R prim oder irreduzibel ist, gilt das gleiche nach
Definition [6.17] automatisch auch fiir alle assoziierten Elemente von R. Wegen
Bemerkung konnten wir, falls R Integritatsbereich ist, also auch sagen,
dass (a) prim beziehungsweise irreduzibel ist.

Sei R ein Integritéitsbereich, dann sind Linearfaktoren X — r prim in R[X]
nach Folgerung (). In (Z/6Z)[X] sind Linearfaktoren zwar irreduzibel,
aber wegen Bemerkung [5.16| nicht prim.

6.18. Proposition. Fs sei R ein Integrititsbereich.

(1) Jedes Primelement von R ist irreduzibel in R.
(2) Sei R ein Hauptidealring, dann ist jedes irreduzible Element von R
prim in R.

BEWEIS. Zu sei zunédchst R ein Integritétsbereich und a prim. Dann
ist a irreduzibel, denn

a=r-s = alr-s = al|roderals.
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Gelte etwa a | r, dann sind a und r assoziiert, denn nach Voraussetzung gilt ja
auch r | a. Nach Bemerkung ist s dann eine Einheit. Der Fall a | s geht
genauso. Also ist entweder r € R* oder s € R*, also ist a irreduzibel.

Zu sei R jetzt Hauptidealring und a irreduzibel. Es gelte a | r - s, dann
hat das Ideal (a,r) einen Erzeuger ¢, insbesondere gilt a = ¢d fiir ein d € R.
Da a irreduzibel ist, ist entweder ¢ oder d eine Einheit. Wenn d eine Einheit
ist, folgt a | ad~' = ¢ | r. Wenn c eine Einheit ist, suchen wir u, v € R, so
dass ¢ = au + rv wie in Bemerkung Nach Multiplikation mit sc¢™! folgt s =
ac”lsu + ¢ 'rsv. Da a | rs, erhalten wir a | ac™'su + ¢ 'rsv = 5. Also gilt
entweder a | r oder a | s, und a ist prim. O

Im Folgenden sei P(R) C R eine Menge von Primelementen von R, die zu
jedem Primelement genau ein assoziiertes Element enthélt. Diese Menge ist im
Allgemeinen nicht eindeutig, sondern muss fiir jeden Ring neu gew#hlt werden.
Wir einigen uns darauf, dass P(Z) genau aus den positiven Primzahlen besteht,
und dass P(k[X]) fiir jeden Korper k nur normierte Polynome enthélt. Dadurch
sind P(Z) und P(k[X]) eindeutig festgelegt.

6.19. Satz (Primfaktorzerlegung). Sei R ein Hauptidealring, dann ldsst sich
jedes Element r € R\ {0} schreiben als

(1) T:e.pl...pk7
wobei p1, ..., pr € P(R) Primelemente sind, und e € R* eine Finheit. In
dieser Zerlegung sind die Faktoren bis auf Reihenfolge eindeutig.

Typische Beispiele sind
—-60=(-1)-2-2-3-5
und  2X? 44X 4+2=2-(X+1)- (X +1).

BEWEIS. Wir beweisen zunéchst die Existenz durch Widerspruch. Sei al-
so r € R ein Element, das sich nicht wie in schreiben lasst. Dann lésst sich r
auch nicht als endliches Produkt aus einer Einheit e und beliebigen Primelemen-
ten aq, ..., a schreiben, denn dann konnten wir jedes a; durch Multiplikation
mit einer Einheit zu einem Element von P(R) abdndern, und e entsprechend
korrigieren.

Das Element r; = r ist weder eine Einheit noch irreduzibel, also existie-
ren s1, t7 € R\ R* mit 1 = s -t. Mindestens einer der beiden Faktoren
ldsst sich ebenfalls nicht wie in schreiben, andernfalls kénnten wir die bei-
den Zerlegungen multiplizieren und erhielten (indem wir die beiden Einheiten
zusammenfassen) auch eine entsprechende Zerlegung von ry. Sei etwa s das
Element, fiir das keine solche Zerlegung existiert, dann machen wir mit ro = s
weiter.

So erhalten wir eine Folge (r;);cn von Elementen von R mit 7,41 | 7; und r; ¢
r;4+1 fiir alle ¢ € N. Fiir die zugehorigen Ideale gilt nach Bemerkung [6.5| also

(r)=01)S(r2)&....
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Die Vereinigung dieser Ideale ist wieder ein Ideal (Ubung), also existiert ein

Erzeuger ¢, so dass
o

Ut =(0).

i=1
Nach Definition der Vereinigung existiert ein ig € N mit ¢ € (r;,). Wir erhalten
einen Widerspruch, denn

(€) C (rig) S (rigr1) G-+ C |J(r) = (o).
=1

Mithin war unsere Annahme am Anfang falsch, und jedes Element r € R lisst
eine Zerlegung wie in ZU.

Der Beweis der Eindeutigkeit verlduft analog zum Beweis von Propositi-

on 5.18 Es sei

(*) eprpe=fqa,

mit p1, ..., Dk, q1, ---, @¢ € P(R) prim, also auch irreduzibel, und e und f
seien Einheiten. Da p; prim ist und das rechte Produkt teilt, kann man nach
Induktion schlieen, dass p1 | g; fir ein j € {1,..., 0} (es gilt p1 { f, da f |1,
aber p; 1 1, da p; ¢ R* nach Deﬁnition. Nun ist aber g; irreduzibel und p;
keine Einheit, also folgt ¢; = p1 nach Wahl von P. Da Hauptideale nullteilerfrei
sind, diirfen wir p; kiirzen. Wir erhalten also eine Gleichung wie (E[) mit je
einem Faktor weniger auf beiden Seiten, wobei wir f durch fu ersetzen. Nach
endlich vielen Schritten steht auf einer der beiden Seiten eine Einheit. Dann ist
auch die andere Seite eine Einheit, und die Eindeutigkeit ist bewiesen. O

6.20. Beispiel. Es gibt keine effizienten Algorithmen zur Primfaktorzerlegung.

(1) Im Falle R = Z reicht es, sukzessive durch alle Primzahlen zu teilen,
die nicht grofler sind als die Quadratwurzel der verbleibenden Zahl.
Beispielsweise gilt

999=3-333=3-3-111=3-3-3-37,

denn 2 1999, und 3, 5 1 37. Die Zahl 7 kann dann kein Teiler von 37
mehr sein, denn dann wére |37/7| < 7, und wir hétten 37/7 oder
einen Teiler davon bereits gefunden. Dieser Algorithmus ist fiir sehr
grofie Zahlen sehr rechenaufwéindig; darauf beruhen kryptographische
Verfahren wie der RSA-Code.

(2) Jedes Polynom P € C[X] zerféllt nach Folgerung in Linearfakto-
ren, und diese sind nach Folgerung prim. Es gibt aber keinen
Algorithmus, der diese Linearfaktoren findet, falls deg P > 5.

BEWEIS VON SATZ (FORTSETZUNG). Wenn R nur ein Hauptidealring
ist, ersetzen wir die Schritte und wie folgt.

(1’) Falls A = 0 ist, sind wir fertig. Anderfalls stellen wir durch Vertauschen
von Zeilen und Spalten sicher, dass a1; # 0. Diesen Schritt miissen wir
nur einmal durchfiihren.
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Falls a1 alle anderen Elemente der ersten Zeile und der ersten Spalte
teilt, machen wir mit weiter, und kehren danach gegebenenfalls
zu (2’) zuriick. Ansonsten gelte etwa aj; { a1 fiir ein ¢ > 2. Nach
Bemerkung [6.9] existieren teilerfremde Elemente r, s € R, mit

geT (a1, ain) = anir + aps .

Wir kiirzen den gréfiten gemeinsamen Teiler und erhalten
1=ar+bs mit a, b€ R .

Also hat die Matrix

1 7

1 r0-++ 0500
01
0 1

7 —b a
0 1
: L0
0 ... 0 1

Determinante 1 und ist daher invertierbar nach der Cramerschen Re-
gel Durch Linksmultiplikation mit dieser Matrix erhalten wir an
der Stelle (1,1) den groBten gemeinsamen Teiler raj; + sa;; von aj;
und a;1. Wir machen weiter mit (2’).

Bei diesem Verfahren ersetzen wir in jedem Schritt (2’) das Element a;; durch
einen echten Teiler. Wie im Existenzbeweis zu Satz folgt, dass das Verfah-
ren nach endlich vielen Durchgéngen abbricht, so dass wir dann zu Schritt
gelangen. Mit diesem Verfahren folgt die Existenzaussage, falls R nur ein Haupt-
idealring ist. (|

6.21. Bemerkung. Wir betrachten die Primfaktorzerlegung etwas genauer.

(1)

Wenn p € P(R) insgesamt ¢ Mal in der Zerlegung von r #
0 auftaucht, sagen wir, dass p in r die Multiplizitit ¢ hat, und
schreiben p,(r) = ¢. Die Eindeutigkeitsaussage ist dquivalent dazu,
dass pp(r) nicht von der Zerlegung (1) abhéingt. Es gilt stets y,(r) > 0.
In Definition hatten wir die Ordnung einer Nullstelle r eines Po-
lynoms P € R[X] eingefiihrt. Falls R = k ein Korper ist, gilt

ord, P = ux_(P) .

Fiir s, t € R\ {0} multiplizieren wir die Primfaktorzerlegungen und
erhalten eine Primfaktorzerlegung von s-t. Aus der obigen Eindeutig-
keitsaussage folgt

p(st) = pp(s) + pp(t) fiir alle p € P(R) .

Fir r, s € R\ {0} gilt insbesondere 7 | s genau dann, wenn pu,(r) <
pip(s) fiir alle p € P(R). Zu ,,<="* bilden wir den Quotienten, indem wir
wie im Beweis der Eindeutigkeitsaussage sukzessive alle Primfaktoren
von r aus der Primfaktorzerlegung von s herausdividieren. Anschlie-
Bend bleibt von r nur eine Einheit iibrig, durch die wir ebenfalls teilen
konnen.
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Um die Eindeutigkeit in den S#tzen [6.10] [6.13] und [6.15|zu zeigen, bendtigen
wir einen weiteren Begriff.

6.22. Definition. Es sei R ein Hauptidealring und M ein R-Modul. Eine Kette
von Untermoduln

0=MyCM S-S M=M
heifit maximal, wenn es kein i € {1,...,¢} und kein Untermodul N C M gibt,
so dass
M,  SNS M.
Wenn ein Modul eine maximale Kette von Untermoduln der Lange ¢ besitzt,
heifit £ = ¢(M) die Léinge von M. Wenn es keine maximale Kette gibt, hat M
unendliche Linge, kurz ¢(M) = cc.

Zur Wohldefiniertheit von ¢(M) ist einiges zu beweisen. Alternativ kann
man ¢(M) als das Minimum der Linge einer maximalen Kette definieren, dann
ist die Wohldefiniertheit klar. Andererseits sollte man dann im Folgenden auch
noch zeigen, dass alle maximalen Ketten gleiche Liange haben, wenn ¢(M) < oo
gilt, damit man in der Praxis nicht alle moglichen maximalen Ketten bestimmen
und vergleichen muss.

6.23. Proposition. Es sei R ein Hauptidealring und M ein R-Modul. Wenn M
etne maximale Kette endlicher Linge besitzt, dann haben alle mazrimalen Ketten
die gleiche Ldnge. Auferdem gilt

(1) M)=0 = M=0;

(2) (M) < o0 == M ist endlich erzeugt.

U(R) = {1 wenn R ein Kérper ist, und
00 sonst;

@) eR/(@)= D mla);
pEP(R)
(5) (M) =4(N)+£(M/N) fiir jeden Untermodul N C M ;

Ein Spezialfall von liegt vor, wenn M = N & L eine direkte Summe ist,
denn dann gilt L = M /N nach Proposition . Die Lange verhilt sich
daher &hnlich wie die Dimension von Vektorrdumen, und stimmt mit ihr (und
dem Rang) iiberein, wenn R ein Kérper ist.

Wenn R kein Korper ist, sind Lénge und Rang zwei unterschiedliche Ver-
allgemeinerungen der Dimension. Wenn wir einen endlich erzeugten R-Modul

wie in Satz darstellen, folgt aus (3)—(F]), dass

k
E(RrgM D @R/(CLO) _ {Zfl ZPE'P(R) Mp(ai) falls rgM = O, und

— o0 falls rg M > 0.

Insbesondere ist die Liange nur fiir Torsionsmodule interessant, wihrend der
Rang nur den freien Anteil M/ Tor M des Moduls sieht. Wegen kénnen wir
alle Langen zumindest theoretisch bestimmen.
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Im Beispiel hatten wir am Ende den Modul Z?/im A betrachtet. Er
hat Lénge 3, da er zu Z/27Z & 7Z/10Z isomorph ist.

BEWEIS. Aus der obigen Voriiberlegung folgt bereits die Wohldefiniertheit
von {(M), sobald wir (2)—(F] gezeigt haben.

Sei M ein R-Modul. Die einzige Kette der Liange Null ist {0} = My = M,
also folgt .
Sei M ein Modul endlicher Lange, und sei
0=MyGM G---G My =M

eine maximale Kette. Wahle m; € M; \ M;_; fir allei =1, ..., m. Wir zeigen
durch Induktion iiber i, dass M; = (m1,...,m;). Fiir i = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei also M;—1 = (my,...,m;_1), dann folgt

M; 1 G (ma,...,my) C M.

Da die Kette maximal ist, gilt (mq,...,m;) = M;. Somit ist auch M = M,,
endlich erzeugt, und ist ebenfalls bewiesen.

Sei R = k ein Korper. Nach Beispiel sind {0} und k die einzigen
Untermoduln von k, also ist die einzige maximale Kette gerade

{0} =My G M =k.

Sei R kein Korper, dann existiert 0 # r € R\ R*, und r hat mindestens
einen Primfaktor. Da alle Untermoduln von R Ideale sind, hat jede Kette die
Gestalt

0 ; ((11) ; -
Nach Bemerkung ist a; ein echter Teiler von a;r. Aus Bemerkung [6.5
folgt

0 ; (ray) ; (a1),
also ist die obige Kette nicht maximal. Da es demnach keine endlichen maxi-

malen Ketten gibt, folgt .

Es sei jetzt M = R/(a) und N C M ein Untermodul. Wir betrachten die
Verkettung der Quotientenabbildungen
F:R— R/(a) =M — M/N .

Es sei b ein Erzeuger von ker F'. Dann gilt

N={lrleR/(a)|re®)}=()/(a),
denn es gilt [r] € N genau dann, wenn r € ker F'. Insbesondere ist (a) C (b).
Sei umgekehrt (b) C (a), dann ist (b)/(a) ein Untermodul von M.

Also entsprechen Untermoduln von M genau Idealen von R, die (a) ent-
halten, wegen Bemerkung also gerade den Teilern von a, jeweils bis auf
Multiplikation mit einer Einheit. Jede Kette von Untermoduln von M ist also
von der Form

0=(an)/(a) & (an-1)/(a) & -+ & (a0)/(a) = M,
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mit ag = 1, a, = a, sowie a;—1 | a; und a; { a;—; fir alle ¢ € {1,...,n}. Die
Kette ist nach Bemerkung genau dann maximal, wenn die Primfaktor-
zerlegung von a; jeweils genau einen Primfaktor mehr enthélt als die von a;_1.
Insbesondere ist n dann die gewichtete Anzahl der Primfaktoren von a, und es

folgt .

Es seien
0=NoGMNSG---GN, =N
und 0=LoGL1SG-- S Le=M/N
maximale Ketten, und es sei p: M — M/N die Quotientenabbildung, dann
erhalten wir eine Kette von Untermoduln
0=NoG GNa=N=p(Lo) G Gp (L) =M,

also gilt (M) >n+m ={¢(N)+ ((M/N).

Andererseits sei

0=MyGM G-~ G M,=M
eine maximale Kette und 1 < i < m. Wir behaupten, dass entweder
M; sNNGM;ANCN  oder  p(M;—1)Sp(M;) C M/N .

In diesem Fall erhalten wir Ketten von Unterrdumen von N und von M /N, und
fiir jedes i ,,wichst* mindestens eine von beiden, so dass umgekehrt ¢(M) <
{(N)+¢(M/N).

Um die Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, dass p(M;_1) = p(M;) fiir
ein 7. Sei m € M; \ M;_1, dann existiert m’ € M;_; mit p(m) = p(m') € M/N.
Daraus folgt m—m' € kerp = N und m—m' € M;\ M;_1, denn m—m' € M;_4
wiirde m = (m —m’) +m/ € M;_; bedeuten. Es gilt also
m—m' € (MZ\MZ_l)ﬂN: (MZQN>\(MZ_1QN) ,

so dass M;_1 NN G M; N N. Das beweist . O

BEWEIS VON SATZ (ScuLuss). Es sei also A € M, ,,(R), und es sei-
en S € GL(m,R) und T' € GL(n, R) gegeben, so dass SAT die Gestalt (L)) hat.
Dabei seien ay, ..., ag4 € R\ {0} die Diagonaleintrége mit a; | --- | a. Zu
zeigen ist noch die Eindeutigkeit des Ranges rg A und der a;, jeweils bis auf
Multiplikation mit einer Einheit.

Der Kern der Matrix SAT ist ein freier R-Modul mit Basis (erg A41,---,€n)-
Da S und T invertierbar sind, ist T': ker(SAT) — ker(A) ein Isomorphismus,
denn
(SAT)-v=0 = A-(Tv)=0.
Also ist ker A ebenfalls ein freier R-Modul. Da der Rang rg ker A nach Bemer-
kung invariant unter Isomorphismen ist, folgt
rg A=n—rgker(SAT) =n —rgker A,

also ist rg A eindeutig.
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Unter den a; kénnen Einheiten von R sein. Da a;|a;+1 fiir alle 4, gibt es
ein ig € N, so dass a; € R* genau dann, wenn i < 9. Wir betrachten jetzt den
R-Modul M = R™/im(SAT). Wie im Beweis von Satz gilt

rg A
M=R""4e (B R/(a),
i=ig+1
denn fiir ¢ < ig gilt R/(a;) = R/(1) = {0}. Da S und T invertierbar sind, in-
duziert S einen Isomorphismus M/im A = M/im(SAT). Aufgrund der soeben
bewiesenen Eindeutigkeitsaussage in Satz @ sind a;o41, ..., arg 4 eindeutig
bis auf Multiplikation mit einer Einheit durch A bestimmt, und iy € N ist eben-
falls eindeutig. Da ay, ..., a;, Einheiten sind, sind sie ebenfalls eindeutig bis auf
Multiplikation mit einer Einheit durch A bestimmt. Damit ist Satz jetzt
vollstédndig bewiesen. ([l

BEWEIS VON SATZ (ScHLUSS). Fall R ein Hauptidealring ist, folgt
die Existenzaussage im Satz jetzt aus dem vollstindigen Existenzbeweis fiir
die Smith-Normalform aus Satz Zu zeigen ist noch, dass in

k
Tor M = P R/(a:)

i=1
die Elemente aq, ..., ax mit a; | a;+1 eindeutig sind bis auf Multiplikation mit
Einheiten.

Als Voriiberlegung betrachte die Abbildung bidg/): R/(a) — R/(a).
Fir r, t € R gilt [r] = [t] . b genau dann, wenn ein s € R mit r = as + bt
existiert. Also gilt [r] € im(bidg /(a)) genau dann, wenn r = as+tb fiir s, t € R,
so dass

im(b idR/(a)) = (a,b)/(a) C R/(a) .
Nach Bemerkung ist (a,b) = (c¢), wobei ¢ ein grofiter gemeinsamer Teiler
von a und b ist. Insbesondere gilt £(im(bidg/())) > 0, mit

((im(bidg/())) = £((a,b)/(a)) =0 <= (a,b)=(a) <= alb.
Es gelte jetzt
i=1

mit a;, bj € R\ ({0} UR*) und aq | - | ag und by | --- | by. Wir zeigen durch
Induktion iiber j, dass (ax—;) = (be—j).

k L
Tor M = ) R/(a:) = P R/ (br)
j=1

Es sei also j > 0, und es gelte (ag—;) = (be—;) fiir alle ¢ < j. Im Falle j =0
ist diese Voraussetzung trivialerweise erfiillt. Der Untermodul

im (aj—; idror pr) C Tor M

héngt nicht von der gewihlten Darstellung ab. Da die direkten Summanden
unter jedem Vielfachen der Identitét invariant sind, konnen wir das obige Bild
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Summand fiir Summand bestimmen. Mit Proposition erhalten wir also

k
E(im(ak_j idTorM)) = €<@ im(ak_j idR/(ai)))
=1
2
C(im(or—jidpy@y)) = > Him(or;idry,))
1 i=k—j+1

I
™=

-.
Il

da a; | ay—; fiir alle i < k — j nach Voraussetzung. Indem wir analog vorgehen
und die Induktionsvoraussetzung ausnutzen, erhalten wir

M)~

E(im(ak_j idTorM)) = K(im(ak_j idR/(bi)))

—_

~ .

k

Oim(ak—jidryey)) + Y Uim(ar;idny,))
i=k—j+1

Il
.

<.
Il
—

Aus dem Vergleich der beiden Formeln erhalten wir
=]
0=> ((im(ar—idr/@,))) ,
i=1
und aufgrund unser Voriiberlegung folgt b; | aj—; fiir alle i < £— j, insbesondere
gilt also by_; | ar—;. Indem wir die Rollen der beiden Darstellungen vertauschen,
erhalten wir auch aj_; | by—;, und wegen Bemerkung [6.5] gilt (ax—;) = (be—;).

Sei ohne Einschrinkung k < ¢. Sobald die obige Behauptung fiir j = k
gezeigt ist, folgt
l k l—k
0= ((Tor M) — {(Tor M) = > L(R/(b;)) = > _€(R/(a;)) = > €(R/(bi)),
i=1 i=1 i=1
so dass R/(b;) = {0} fiir alle i < £ — k. Da aber b; ¢ R* nach Voraussetzung,
folgt k = £. Damit ist Satz jetzt vollstdndig bewiesen. O

BEWEIS VON SATZ (ScHLUSS). Es sei V ein endlichdimensionaler k-
Vektorraum und F' € Endy, V. Wir nehmen an, dass eine Basis von V existiert,
beziiglich der F' durch eine Matrix in Frobenius-Normalform dargestellt

wird. Insbesondere zerfillt V' in F-invariante direkte Summanden Vi, ..., Vi,
auf V; wirkt F' durch die Begleitmatrix M (P;), und es gilt P, | --- | Px. Zu
zeigen ist nur noch die Eindeutigkeit der normierten Polynome P, ..., Py.

Wir betrachten den Untervektorraum V; als k[X]-Modul wie in Bei-
spiel[6.12] (2)). Da F|y, ein zyklischer Endomorphismus ist, ist V" als k[X]-Modul
isomorph zu k[XV(XFM) ~ k[X]/(F;), und da 1Fly, = XFly, = bi. Insgesamt
ist also V' als k[X]-Modul isomorph zu

k
Prix]/ (P).
i=1
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Aus der oben bewiesenen Eindeutigkeitsaussage im Satz iiber invariante
Faktoren folgt jetzt auch die Eindeutigkeit der Polynome P, ..., Py. O

Mit der Frobenius-Normalform kénnen wir unsere Folgerung aus dem
Satz von Cayley-Hamilton noch etwas verbessern.

6.24. Folgerung (aus Satz [6.15). Es sei V' ein endlichdimensionaler k-
Vektorraum und F € Endyg V. Dann gilt up | xp, und jedes prime Poly-
nom P € k[X], das xF teilt, teilt auch pp.

BEWEIS. Es seien P, ..., Py die eindeutigen normierten Polynome zu F
aus Satz Die Aussage ur | xr war der Inhalt von Folgerung Wir

erhalten einen alternativen Beweis, denn

k
MFZPk‘HPiZXF-

=1

Sei jetzt P € k[X] prim mit P | xp. Da P prim ist, teilt P einen der
Faktoren P; von xp. Wegen P; | Py teilt P also auch Py = up. ]

Auch der Beweis von Satz iiber die Diagonalisierbarkeit von Vektor-
raum-Endomorphismen war noch nicht vollstandig.

BEWEIS VON SATZ (ScHLUSS). Es sei wieder V' ein endlichdimensio-
naler k-Vektorraum und F € Endy V. Zu zeigen ist die Aquivalenz der Aussa-
ge mit den anderen Aussagen im Satz. Dazu seien wieder P, ..., Py die
eindeutigen normierten Polynome aus Satz

Zu —> (1) nehmen wir an, dass das Minimalpolynom P, = pup
vollstandig in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfallt. Fiir alle ¢ ist P;
ein Teiler von Pj. Nach Bemerkung ist P; dann ebenfalls ein Produkt
paarweise verschiedener Linearfaktoren. Wegen Folgerung ist F' auf dem
zu P; gehorigen direkten Summanden von V' diagonalisierbar. Als direkte Sum-
me diagonalisierbarer Endomorphismen ist dann auch F' diagonalisierbar.

Zu ,, = “ schliefflich iiberlegen wir uns, dass fiir einen Eigenraum V)
zum Eigenwert A aus F'ly, = A idy, folgt, dass

pply, (X) = piaiay, (X) = X =X

Aus Bemerkung folgt, dass pp vollstindig in paarweise verschiedene
Linearfaktoren zerfallt. U]

Damit haben wir alle noch offenen Beweise beendet. Wir sehen, dass
die Frobenius-Normalform zwar nicht alle Wiinsche vom Anfang des Kapitels
erfiillt, es aber ermoglicht, einige interessante Resultate zu beweisen.
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6.4. Der chinesische Restsatz und der Elementarteilersatz

In diesem Abschnitt sei R stets ein Hauptidealring, und P(R) C R sei
wieder eine Menge von Primelementen, die zu jedem Primelement genau ein
assoziiertes enthélt.

6.25. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, dann heiflen zwei
Elemente a; und as teilerfremd, wenn es by, by € R mit a1b1 + asbs = 1 gibt.

6.26. Bemerkung. Die obige Definition ist dquivalent dazu, dass (a1, as) = R.
Auch in allgemeinen Ringen ist ein gemeinsamer Teiler 7 von a1 und as auch
ein Teiler von a1b; + asby. Insbesondere ist r» nach Definition @ eine Einheit,
wenn es by, by wie in der obigen Definition gibt. Wenn R kein Hauptidealring
ist, kann es aber sein, dass a; und as zwar keinen gemeinsamen Teiler besitzen,
der keine Einheit ist, aber trotzdem (aj, a) # R gilt. Daher ist die Bezeichnung
,teilerfremd* etwas ungliicklich.

Falls R ein Hauptidealring ist, existiert ¢ € R mit (a1,a2) = (c¢). Nach
Bemerkung [6.9] ist ¢ ein grofiter gemeinsamer Teiler von a; und ag. In diesem
Fall haben a; und as also genau dann einen nichttrivialen gemeinsamen Teiler,
wenn c¢ keine Einheit ist. In diesem Fall entspricht der Begriff , teilerfremd“ also
unserer Vorstellung.

Wenn R ein Euklidischer Ring ist, konnen wir b; und by mit dem Euklidi-
schen Algorithmus aus Satz berechnen.

Das folgende Resultat geht zuriick auf ein chinesisches Manuscript, vermut-
lich aus dem dritten Jahrhundert. Die Formulierung dort lautet sinngemé&f:
,Es seien aq, ..., a; paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen, dann existiert
fiir jedes Tupel ganzer Zahlen ni, ..., ni eine ganze Zahl n, die die folgende
simultane Kongruenz erfiillt:

n=mn; mod a; firi=1,...,k.

Alle Losungen dieser Kongruenz sind kongruent modulo a; - - - ag.“ Diese Aus-
sage ist fiir R = Z dquivalent zur Existenz einer Abbildung G wie im folgenden
Beweis mit der Eigenschaft, dass F'o G = id.

6.27. Satz (Chinesischer Restsatz). Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins,

und ai, ..., ap € R seien paarweise teilerfremd. Dann induziert die Quotien-
tenabbildung R — R/(a;) eine R-lineare Abbildung
(1) mi: R/(ay---ar) = R/(a;) ,

und wir erhalten einen R-Modul-Isomorphismus

k

F:R/(a1---a) — @R/(ai)
(2) i=1

mit F([a]) = (mi([a]), ..., mk([a])) -
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Da es sich auf der rechten Seite nicht um eine Summe von Untermoduln
handelt, miissen wir eigentlich [] anstelle von @ schreiben. Wegen Propositi-
on sind diese beiden Schreibweisen dquivalent, und die obige ist etwas
gebréauchlicher.

In Aufgabe 1 von Blatt 7 zur Linearen Algebra I haben wir uns den
Fall R = Z und k = 2 bereits angeschaut. Wenn man die direkte Summe
von Ringen auf der rechten Seite von wieder als Ring mit summandenweiser
Multiplikation auffasst, ist F' sogar ein Ringisomorphismus. Der Satz gilt noch
etwas allgemeiner, wenn man (ay), ..., (ax) durch beliebige Ideale ersetzt, dazu
muss man allerdings erst das Produkt von Idealen definieren.

BeweIs. Die Abbildungen 7; sind wohldefiniert, denn (ag - - - ax) C (a;) fiir
alle ¢ nach Bemerkung , so dass fiir alle r, s € R gilt
[r] = [s] € R/(a1---a) = r—se€(ay---ag) C (a;)
= [r] =[s] € R/(ai) .
Also gilt . Wir zeigen und
(3) (al,ag .- -ak) =R fiir alle k > 2
durch Induktion {iber k. Fiir £ = 1 ist nichts zu zeigen.

Fir k = 2 ist klar nach Voraussetzung. Nach Definition existieren
zwel Elemente b1, by € R, so dass a1b; +agobs = 1. Wir definieren eine Abbildung

GZ R/((ll) (&) R/(ag) — R/(a1a2) mit G([T‘l], [T’Q]) = [agbg’l“l + a1b17“2]

fiir alle [r1] € R/(a1), [r2] € R/(a2), wobei r1, r9 € R. Diese Abbildung ist
wohldefiniert, denn seien sq, so € R, dann gilt

lagba(r1 + a151) + a1bi(ra + ags2)| = [azbar1 + a1biry + arag(basy + byss)]
= [agbary + a1b17ma] ,

so dass das Ergebnis modulo ajas nicht von der Wahl der Repréisentanten r;
und 79 abhéngt.

Es gilt F'o G = idg/(a;)@R/(az), denn seien [r1] € R/(a1), [r2] € R/(a2),
dann folgt

(F o G)([r1],[r2]) = (m1([agbar1 + a1bira]), ma([agbart + a1bira]))
= (71'1([(1 —a1by)r1 + a1bira]), mo([agbers + (1 — (IQbQ)TQ]))
= ([r1], [r2]) -
Umgekehrt ist auch G o F' = idR/(4,a,), denn fiir r € R gilt
(G o F)[r] = [agbar + a1byr] = [r] .

Somit ist F' invertierbar mit Umkehrfunktion G, und ist bewiesen. Zu
ist fiir K = 2 nichts zu zeigen.

Sei nun k£ > 3, und und seien bewiesen fiir alle kleineren Werte von k.
Dann existieren ¢, d, e, f € R, so dass

l=aic+az---ard =are+asf.
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Es folgt
1= (aic+asz---agd) - (a1e + azf) = a1(e + agef) + ag - - - ar(df) ,
insbesondere folgt . Wir zeigen , indem wir F' als Verkettung

k
F: R/(CLl'--CLk) — R/(al) @R/(CLQ'”CLk) — R/(al) @@R/(aﬂ
i=2
schreiben. Die erste Abbildung ist ein Isomorphismus wegen unseres Arguments
zu (2). Die Abbildung R/(as - --aj) = R/(a2)®---® R/(ax) ist ein [somorphis-
mus nach Induktionsvoraussetzung. Nach Definition [2.61]ist die direkte Summe
als Menge das kartesische Produkt der beiden Summanden. Jetzt sieht man
leicht, dass die zweite Abbildung oben bijektiv, und somit ein Isomorphismus
ist. U
6.28. Beispiel (Lagrange-Interpolation). Es sei P € k[X] ein Polynom und z €
k. Wie im Beweis von Folgerung dividieren wir P mit Rest durch X —
und erhalten
P=S-(X-2)+vy,

es folgt

Mit anderen Worten gilt
P=y mod (X —x) = Plz)=y.

Es seien jetzt xq, ..., x, € k paarweise verschieden, dann sind die linearen

Polyome X — zg, ..., X — z, paarweise teilerfremd, denn
1 1
(X—.CUZ')— (X—.%'j)zl.
Tj — T4 Tj — T4
Zu jeder beliebigen Wahl von yg, ..., y, existiert dann nach dem chinesischen
Restsatz [6.27] ein Polynom P, so dass
P=y; mod (X —u1;), also P(x;) =y fir allet =0, ..., n.

Da P nur bis auf Vielfache von @ = (X — x)--- (X — z,) eindeutig be-
stimmt ist, konnen wir P durch seinen Rest modulo @ ersetzen. Mit anderen
Worten diirfen wir annehmen, dass deg P < n = deg () — 1, und wegen der Ein-
deutigkeit der Division mit Rest nach Satz[5.13]ist P dann sogar eindeutig. Man
nennt P auch das Lagrange-Polynom durch die Punkte (zo,v0), ..., (Tn,Yn)-
FEin direktes Verfahren zur Bestimmung des Lagrange-Polynoms haben wir in
Aufgabe 1 von Blatt 3 kennengelernt.

6.29. Bemerkung. Es sei jetzt R wieder ein Hauptidealring und P(R) C R
wieder eine Menge von Primelementen von R, die zu jedem Primelement p € R
genau ein assoziiertes Element enthélt. Es sei

/ /
r—=e- H pﬂp(r) :e_pll___pkk
pEP(R)

die Primfaktorzerlegung von r geméifl Satz dabei sei e € R*, und py, ...,
Pk € P(R) seien paarweise verschieden. Die Multiplizitdten p,(r) € N sind wie
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in Bemerkung definiert. In der zweiten Schreibweise haben wir nur
diejenigen Primelemente p € P(R) augefiihrt, fiir die p,(r) > 0. Insbesondere

sind die Terme p?, ey pi’“ paarweise teilerfremd. Der folgende Isomorphismus
ist eine typische Anwendung des chinesischen Restsatzes:

R/(r)=R/() @@ R/(p}) = @ R/(p").

peP(R)

Wir erinnern uns an den Rang rg M eines endlich erzeugten R-Moduls aus

Satz [6.13]

6.30. Satz (Elementarteilersatz). Es sei R ein Hauptidealring und M ein end-
lich erzeugter unitdrer R-Modul. Dann existieren fir jedes Primelement p €
P(R) Zahlen ky € N und 1 < £,1 <--- < 4y, sowie ein Isomorphismus

F:rR=M o P @R/ i)

peP(R

Dabei die Zahlen k, und £p1, ..., €p7kp eindeutig durch M bestimmt, und fir
fast alle p € P(R) gilt k, = 0. Fir jedes p € P(R) ist der Untermodul

kp

Tor, M = F(@R/(p%,i)> cM

i=1
ebenfalls eindeutig bestimmt, nicht jedoch der Isomorphismus F. Auflerdem gilt

Tor M = @ Tor, M .
pEP(R)

Ahnlich wie bei Satz sehen wir im Laufe des Beweises, dass
TorpM:{m€M|esgibtkeNmitm.pk:0}.

Wir nennen Tor, M den p-Torsionsuntermodul von M. Wenn M = Tor, M
heit M ein p-Torsionsmodul. Die Zahlen p'»i heifien die Elementarteiler
von M.

BEWEIS. Zur Existenz bestimmen wir mit Satz zunichst die invarian-
ten Faktoren aj, ..., ar € R mit a; | --- | a; und einen Isomorphismus

k
G: M =R & (P R/(a) .
i=1
Fiir jedes ¢ liefert der chinesische Restsatz wie in Bemerkung [6.29| einen

Isomorphismus
Fe R0 @ /().
pEP(R)
Fiir p € P(R) sei k, die Anzahl der Indizes ¢ mit 1, (a;) # 0, also die Anzahl

der i mit p | a;. Aus Satz folgt, dass k, = 0 fiir fast alle p, da insgesamt
nur endlich viele Primfaktoren in den Zerlegungen von aq, ..., a; vorkommen.
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Aus ay | -+ | ai folgt mit Bemerkung @), dass pp(ar) < -+ < pplag). Also
seien

1<tp1= Np(alJrk—k‘p) <o Sdp gk, = Hp (ak)
genau die Multiplizitéten pp(a;), die nicht verschwinden. Wir erhalten den Iso-
morphismus F' als Verkettung

k
(1) M -5 REM g P R/(a) T RV g EB P Rp)
i=1 i=1 peP(R)

— RrE#M e P éR/(pep’i) .

pEP(R) i=1
Der letzte Isomorphismus sortiert nur die Summanden um, und lésst alle Sum-
manden der Form R/(e) = {0} weg. Damit ist die Existenzaussage bewiesen.

Zur Eindeutigkeit beginnen wir mit einer Voriiberlegung. Fiir alle p, ¢ €
P(R) mit p # g und alle £ > 1 ist [¢q] € R/(p’) eine Einheit, denn p* und ¢ sind
teilerfremd, also existieren b, ¢ € R mit ap’ + bg = 1, und es folgt [b][q] = [1] €
R/(p%). Insbesondere gilt [r] . ¢* # 0 fiir alle [r] € R/(p*) \ {0} und alle k € N.

Wir betrachten fiir jedes ¢ € P(R) die Teilmenge
Ny={meM|esgbt k€ Nmitm.¢"=0} .

Wie N im Beweis von Satz ist auch N, eindeutig durch M und ¢ bestimmt.
Essein =} cp(g)kp € N die Anzahl der Summanden vom Typ R/(p*+), dann
schreiben wir

& /i) - B/l

pEP(R) i=1
Seien jetzt vq, ..., vrg s € R und [s;] € R/(pf") firi=1, ..., n. Dann gilt
F((vl, co U M), 815 [sn}) qF
= F((vid" .. o d°), [s16", -, [50.4"]) -

Da k ein Integrititsbereich ist, gilt v; ¢* = 0 genau dann, wenn v; = 0. Falls p; #
q, gilt nach Voriiberlegung [s; ¢*] = [0] € R/(pfz) genau dann, wenn [s;] = [0].
Wenn allerdings p; = ¢ gilt, dann ist [s; ¢*] = [0] fiir alle k& > ¢;. Insgesamt folgt
daraus, dass

F((vl,...,vrgM),[sl],...,[sn}) " =0

kq
— ((vl,...,vrgM),[sl],...,[sn]) G@R/(qéq,i)
i=1

fiir alle hinreichend groflen k gilt. Mithin gilt
Torg M = Ny ,
insbesondere ist Tor, M C M eindeutig bestimmt.
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Die Eindeutigkeit der Zahlen kj, und £,; < --- < £, folgt, indem wir
die Eindeutigkeitsaussage aus Satz auf den p-Torsionsuntermodul Tor, M
anwenden. SchliefSlich folgt aus der Konstruktion in , dass

Tor M = @ Tor, M .
pEP(R)
Insbesondere ist auch der Rang rg M eindeutig wegen Satz denn

rg M = rg(M/ Tor M) —rg(M/ TorpM) . O
(R)

Nach Beispiel sind abelsche Gruppen gerade Z-Moduln, und G ist
als abelsche Gruppe genau dann endlich erzeugt, wenn G als Z-Modul endlich
erzeugt ist. Wir konnen also die Sétze [6.13] und [6.30] auf endlich erzeugte abel-
sche Gruppen anwenden. Dabei schreiben wir G additiv, das heif3t, das neutrale
Element ist 0 und

——
n Summanden

6.31. Satz (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen). Es sei G eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe.

(1) Invariante Faktoren. Dann ezistieren eindeutig bestimmte Zahlen rg G,
keNunday, ..., ap € Nmitay > 2 und a; | ajy1 fir allei=1, ...,
k — 1, und ein Isomorphismus

k
F: 7% P Z/az — G .
i=1
Die Torsionsuntergruppe

k
ToerF(EBZ/aﬂ) = {geG ‘ es gibt n >0 mitg.n:O}
i=1
ist ebenfalls eindeutig bestimmit.
(2) Elementarteiler. Es existiert eine eindeutig bestimmte Zahl rg G und
fiir jede positive Primzahlp € P(Z) existieren eindeutige Zahlen k, € N
und 1 <€, <--- < Ep,kp, und ein Isomorphismus

Ep
F:ze% @ Pz —aG.
peP(Z) i=1
Fiir jedes p € P(Z) ist die p-Torsionsuntergruppe
kp
TorpM:F(@Z/pfpvi> = {geG ‘ es gibt k>0 mitg.pk:()}
i=1
eindeutig bestimmt, und es gilt k, = 0 und Tor, M = {0} fir fast
alle p € P(Z).
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Insbesondere ist der Rang rg G von G eindeutig bestimmt, auflerdem gilt

Tor G = @ Tor, G .
pEP(R)

BEWEIS. Der Satz folgt unmittelbar aus den Satzen und O

6.32. Beispiel. Einige Beispiele endlich erzeugter abelscher Gruppen lernen Sie
in den Ubungen kennen. Wenn G nicht endlich erzeugt ist, kénnte G beispiels-
weise eine unendliche direkte Summe von Gruppen der Form Z oder Z/ p'Z sein.
Es gibt aber auch andere Moglichkeiten, beispielsweise ist die additive Gruppe
der rationalen Zahlen Q nicht endlich erzeugt. Jede endlich erzeugte Untergrup-
pe von Q ist entweder {0} oder aber isomorph zu Z, insbesondere lésst sich Q
nicht als direkte Summe zweier echter Untergruppen schreiben.

Ahnliche Beispiele nicht endlich erzeugter R-Moduln lassen sich iiber jedem
Hauptidealring R konstruieren, wenn R kein Korper ist, beispielsweise auch
tiber k[X].

6.33. Bemerkung. Mit dem Satz[6.13|und dem Elementarteilersatz[6.30/haben
wir zwei Normalformen fiir endlich erzeugte Moduln M iiber Hauptidealringen
kennengelernt. Das widerspricht nicht unser Forderung in Bemerkung WO-
nach Normalformen immer eindeutig sein sollen, denn sobald wir uns auf eine
Normalform geeinigt haben, ist diese fiir jeden Modul M eindeutig (eventuell
bis auf die Reihenfolge gewisser direkter Summanden).

Die zugehorigen vollstdndigen Invarianten sind im ersten Fall der Rang rg M
sowie k und die invarianten Faktoren a; | --- | ap € R\ (R* U {0}), im zweiten
Fall wieder der Rang rg M und fiir jedes Primelement p € P(R) die Zahlen k,
und 1 </, < --- < £p7kp. Strenggenommen hétten wir noch zeigen miissen,
dass es zu jeder Wahl der obigen Zahlen und Elemente jeweils auch einen ent-
sprechenden endlich erzeugten R-Modul gibt, aber das ist klar, da wir diesen
Modul ja einfach hinschreiben kénnen.

Man kann zeigen, dass der Elementarteilersatz den Modul M in die
groftmogliche Zahl von Untermoduln der Form R oder R/(r) zerlegt, wéhrend
der Satz {iber invariante Faktoren M in die kleinstmdogliche Anzahl solcher
Untermoduln zerlegt. Das bedeutet auf der anderen Seite, dass die Darstel-
lung durch invariante Faktoren in der Regel weniger Ringelemente a; braucht,
um Tor M vollstdndig zu beschreiben, als die Elementarteilerdarstellung Expo-
nenten.

Da die Zerlegung im Elementarteilersatz feiner als im Satz {iber invariante
Faktoren ist, sagt sie mehr tiber M aus. Auf der anderen Seite benotigen wir zur
Bestimmung der Exponenten /,; im Elementarteilersatz aber die Primfaktor-
zerlegungen der invarianten Faktoren ay, ..., a;, und wir haben in Beispiel
gesehen, dass es mitunter nicht moglich ist, die Primfaktoren durch einen Al-
gorithmus zu bestimmen. Die invarianten Faktoren sind dagegen leichter zu
berechnen.
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6.5. Allgemeine und Jordan-Normalform

Wie in Satz koénnen wir den Elementarteilersatz benutzen, um
Normalformen fiir Endomorphismen F' endlich-dimensionaler Vektorrdume V'
hinzuschreiben. Die Frage ist dabei, durch welche Matrix wir F' auf einem in-
varianten Unterraum U C V darstellen, der als k[ X]-Untermodul isomorph ist
zu k[X]/(P*), fiir ein primes normiertes Polynom P € P(k[X]) und k > 1.

6.34. Beispiel. Es sei P = X% — X + 1 € Q[X]. Fiir alle ¢ € Q gilt

1\* 3
1
— 1= - = ->0
q q-+ (q 2) + 4 >0,
also hat P keine Nullstellen und spaltet daher nach Folgerung keine Line-
arfaktoren ab. Da jeder echte Teiler von P ein Polynom von kleinerem Grad,
also ein Linearfaktor, sein muss, ist P somit irreduzibel.

Wir betrachten den zyklischen Q[X]-Torsionsmodul V = Q[X]/(P?) als Q-
Vektorraum mit einem Endomorphismus F = X und erinnern uns an unsere
Uberlegungen zur zyklischen Normalform aus den Ubungen, die wir vor dem
Satz von der Frobenius-Normalform zusammengefasst hatten. Es sei v ein
zyklischer Erzeuger. Da P2 = X4 —2X3 +3X? —2X + 1, wird F beziiglich der
Q-Basis (v, F(v), F%(v), F3(v)) dargestellt durch die Begleitmatrix

(1) M(P?) =

In Ubung 4 von Blatt 5 haben wir uns die Basis (1, X, P(X), X - P(X))
angeschaut. Indem wir F' einsetzen und die resultierenden Abbildungen auf v
anwenden, erhalten wir eine neue Basis

(b117 blg, b21, b22) = (U,F(U), F2(’U) — F(U) + v, F3(’U) — F2(’U) + F(’U))

von V. Bezliglich dieser Basis wird F' durch die Blockmatrix

0 -1 0 0
1 1 0 0
@  (MP) 0 ) it Z:(O 1)
Z  M(P) 0 1 0 -1 00
0o 0 1 1

dargestellt. Anhand der Blockgestalt kann man erkennen, dass der Unter-
raum U = (bay, bee) invariant unter F' ist. Dazu benutzen wir das Schema zu
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Definition 2.64}
0
0
*
*
* % 0 0\ /0
* x 0 0]10
x ok ok x| | %
x ok ok %) \x

Man kann iiberpriifen, dass in diesem Beispiel U = im P(F') = ker P(F) gilt.
Da man den invarianten Unterraum anhand der Matrix M (P?) aus nicht
unmittelbar erkennen kann, beschreibt die Darstellung den Endomorphis-
mus F' etwas besser.

6.35. Definition. Es sei P € k[X] ein normiertes Polynom vom Grad n >
1, und es sei £ > 1. Dann definieren wir den verallgemeinerten Jordan-
Block My(P) € My, (k) der GréBe £ zum Polynom P durch

M(P) 0 0 -~ 01

0

Mp)y=| % M'(P)' mit Zy=|: .. "
0 Z, M(P) 0 - 0

Fir A € k heiit J(\,¢) = My(X — A) der Jordan-Block der GroBe ¢ zum
Eigenwert .

Die Begleitmatrix zum Polynom X — X ist die Matrix M (X — \) = (\) €
M; (k). Ein typischer ,echter* Jordan-Block hat also die konkrete Gestalt

1 A
My(N) =
0
0 1 A

In der Literatur findet man oft auch die ,,an der Diagonalen gespiegelte“ Ma-
trix, bei der also die Einsen oberhalb der Diagonalen stehen. Wenn man die
Reihenfolge der Basisvektoren des zugrundeliegenden ¢-dimensionalen Vektor-
raums umdreht, geht die eine in die andere Form iiber.

6.36. Satz (Allgemeine Normalform). Es sei V' ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum und F € Endy V. Dann existieren k € N, irreduzible normierte

Polynome Py, ..., P, € P(k[X]) und ¢1, ..., ly € N\ {0} und eine Basis B
von V', so dass F beziiglich B durch die Block-Diagonalmatriz
My, (Py) 0 0
0 My, (Py) :
: . 0

0 0 M, (Py)
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dargestellt wird. Dabei sind die Paare (Py,01), ..., (Px, ;) bis auf die Reihen-
folge eindeutig bestimmdt, die Basis B jedoch nicht. Es gilt

k k
dimV =Y fidegP,, xp=][P/ und pr=kgV(P,...,PF).

=1 =1

Sei A € My (k) eine Matriz, dann existiert eine invertierbare Matriz B €
GL(n,k), so dass BAB™! die oben angegebene Gestalt besitzt. Dabei ist die
resultierende Matriz wieder bis auf die Rethenfolge der Blicke eindeutig, die
Matriz B jedoch nicht.

Andere Namen fiir diese Normalform sind ,rationale Normalform® oder
,verallgemeinerte Jordan-Normalform®. Eine Matrix vom obigen Typ heifit
manchmal auch verallgemeinerte Jordan-Matrix. Diese Matrizen sind zunéchst
einmal nur eindeutig bis auf die Reihenfolge der Blocke. Man kann sie eindeutig
machen, indem man willkiirlich eine Anordnung auf der Menge P(k[X]) der
normierten irreduziblen Polynome festlegt, und, sollte ein Polynom mehrfach
vorkommen, die zugehdrigen Blocke der Grofle nach sortiert.

BEwEIS. Wir beginnen mit der Fassung fiir ' € Endix V. Wie im Beweis
von Satz zur Frobenius-Normalform fassen wir V' als k[X]-Modul auf,
wobei X durch F' wirkt. Wir wissen bereits, dass V ein k[X]-Torsionsmodul
ist, da dimg V' < o0o. Anschlieend zerlegen wir V' mit dem Elementarteiler-
satz in eine direkte Summe von Moduln der Form V; = k[X]/ (Pfi), wobei
die P; € P(k[X]) normierte irreduzible Polynome seien.

Nach Ubung 4 von Blatt 5 besitzt ]k[X]/(Pf’) eine k-Basis B;, beziiglich
der F' durch den verallgemeinerten Jordan-Block M, (P;) dargestellt wird.
Wir setzen die Basen B; zu einer k-Basis B von V zusammen. Dann wird F
beziiglich B durch die angegebene Matrix dargestellt. Damit ist die Existenz-
aussage bewiesen.

Zur Eindeutigkeit iiberlegen wir uns, dass ein invarianter direkter Sum-
mand V; von V mit einer Basis B;, beziiglich der F|y, durch einen Jordan-
block My, (P;) mit P; € P(k[X]) dargestellt wird, als k[X]-Modul zu k[X]/(Pfi)
isomorph ist. Jetzt folgt die Eindeutigkeitsaussage aus der Eindeutigkeitsaus-
sage im Elementarteilersatz.

Wir haben im Beweis von Satz gesehen, dass dim (k[X]/(P)) = deg P
fiir jedes Polynom P gilt. Also hat der Summand V; die Dimension
dim V; = deg Pf" =/{;deg P; ,

und es folgt die Dimensionsformel. Die Formeln fiir das charakteristische Po-
lynom und das Minimalpolynom ergeben sich aus Folgerung und aus

Bemerkung .

Sei jetzt A € M, (k) gegeben, dann fassen wir A als Endomorphismus von k"
auf. Dabei fassen wir die Basis B als Basisabbildung B: k™ — k™ auf, siche
Bemerkung und erhalten so die gesuchte Matrix B € GL(n,k). O



180 6. ENDOMORPHISMEN UND NORMALFORMEN

6.37. Bemerkung. Wir vergleichen die Frobenius-Normalform mit der allge-
meinen Normalform.

Die allgemeine Normalform ist in zweierlei Hinsicht , feiner“ als die Frobe-
nius-Normalform: Zum einen benutzt sie den Elementarteilersatz, der V' nach
Bemerkung in eine direkte Summe von méglichst vielen zyklischen k[X]-
Untermoduln zerlegt, wihrend die Frobenius-Normalform den Satz iiber inva-
riante Faktoren benutzt, der eine entsprechende Summe mit méglichst weni-
gen Summanden liefert. Insbesondere sind die einzelnen Blocke in der allge-
meinen Normalform eher kleiner, und damit ,einfacher®, als in der Frobenius-
Normalform. Damit kommen wir unser Forderung vom Anfang des Kapitels
also wesentlich néher.

Zum anderen benutzt die allgemeine Normalform fiir die einzelnen Summan-
den V; = k[X]/(P*) den verallgemeinerten Jordanblock M;(P), der eine untere
Block-Dreiecksgestalt hat. Wie in Ubung 5 von Blatt 4 und Beispiel er-
sichtlich, kann man anhand dieser Gestalt die Existenz einer Folge F-invarianter
Unterrdume ablesen, die gegeben werden durch

{0} = ker(P(F|y,)") = im(P(F|v,)") G-+ &

C ker(P(Fly,)") = im(P(F|y,)") =V; .

Wir lernen also weitaus mehr iiber die Struktur von V und F, und erfiillen
damit auch Forderung weitaus besser.

Auf der anderen Seite lisst sich die Frobenius-Normalform mit einem ef-
fektiven Algorithmus bestimmen. Zur Berechnung der allgemeinen Normalform
miissen wir die invarianten Faktoren aus der Frobenius-Normalform in Prim-
faktoren zerlegen, was im Allgemeinen nicht durch einen effektiven Algorithmus
erreicht werden kann.

Wir konnen eine Matrix A € M, (k) auch als Matrix iiber jedem anderen
Korper auffassen, der k als Teilkorper enthélt. Beispielsweise ist eine Matrix mit
rationalen Koeffizienten auch eine reelle oder gar komplexe Matrix. Aufgrund
der Eindeutigkeitsaussage im Satz dndert sich die Frobenius-Normalform
nicht, wenn man zu einem gréfleren Korper iibergeht. Das bedeutet umgekehrt,
dass die Frobenius-Normalform automatisch eine Darstellung einer gegebenen
Matrix mit Koeffizienten aus einem méglichst kleinen Teilkérper von k sucht.
Auf der anderen Seite kann A iiber einem gréfleren Korper eine feinere allge-
meine Normalform haben, siche Ubung. Man kann also zwei Matrizen in allge-
meiner Normalform iiber verschiedenen Korpern nicht ohne weiteres ansehen,
ob sie von derselben Matrix iiber einem gemeinsamen Grundkorper stammen.

6.38. Bemerkung. Wir betrachten jetzt den Spezialfall, dass das charakteri-
stische Polynom xr komplett in Linearfaktoren zerfillt. Wegen Folgerung [5.22
passiert das auf jeden Fall dann, wenn der Grundkorper k algebraisch abge-
schlossen ist, wegen des Fundamentalsatzes [I.61] also insbesondere fiir k = C.

(1) Nach dem Elementarteilersatz zerfallt V' als k[ X]-Torsionsmodul
in die (X — A)-Torsionsuntermoduln Torx_» V. Wir nennen H,V =
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Toryx_»V den Hauptraum zum Eigenwert A. Es folgt
H\V =Torx_ 2V ={veV |esgibt ke Nmit v.(X —\)"=0}
={veV|esgibt ke Nmit (F— Xidy)*(v)=0}.

Insbesondere ist ' — A idpg, v |, v nicht invertierbar, falls HyV # {0},
also ist A nach Lemma ein Eigenwert von F'.

(2) Nach dem Satz finden wir eine Basis vom Hauptraum U, zum
Eigenwert A, beziiglich der Fp,y durch eine Block-Diagonalmatrix
aus Jordan-Blocken zum FEigenwert A besteht. Da jeder Jordan-
Block J(A, £) eine untere Dreiecksmatrix ist, ist diese Matrix ebenfalls
eine Block-Diagonalmatrix.

(3) Mit (1) und (2] finden wir insgesamt eine Basis von V, beziiglich der F’
durch eine untere Dreiecksmatrix der Form

A1 0 .. 0
1>\1~.:
. 0 0
0 1
A 0 .. 0
1)‘k
0 . 0
0 1)

dargestellt wird. Eine solche Matrix heifit ,in Jordan-Normalform,“
oder kurz Jordan-Matriz.

Wir erinnern uns an den Begriff der ,, Trigonalisierbarkeit“ von Endomor-
phismen und Matrizen aus Definition [5.3] Der folgende Satz ist analog zum
Satz iiber Diagonalisierbarkeit.

6.39. Satz (Trigonalisierbarkeit, Jordan-Normalform). Es sei V' ein endlich-
dimensionaler k- Vektorraum und F € Endy V. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent.

(1) Der Endomorphismus F ist trigonalisierbar.

(2) Das charakteristische Polynom xp zerfillt vollstindig in Linearfakto-
ren.

(3) Das Minimalpolynom pp zerfillt vollstindig in Linearfaktoren.

(4) V' zerfillt in eine direkte Summe von Hauptriumen zu Eigenwerten
von F.

(5) Der Endomorphismus F ldsst sich beziiglich einer geeigneten Basis als
Jordan-Matriz schreiben.

Dabei ist die Jordan-Matriz in bis auf die Reihenfolge der einzelnen Jordan-
Blocke eindeutig, die zugehdrige Basis jedoch nicht.

Analoge Aussagen gelten fiir quadratische Matrizen iber k.

BEWEIS. Wir zeigen hier nur die Aussagen iiber Endomorphismen.
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Zu (1) = (@) sei F dargestellt durch eine Dreiecksmatrix A € M, (k).
Wir wenden Folgerung auf die Dreiecksmatrix X - E, — A an und
erhalten die Zerlegung

n
Xr(X) =det(X - B, — A) = [[(X - au) -

i=1

Zu ,[2) = (@)* benutzen wir Folgerung [5.31] zum Satz von Cayley-
Hamilton, wonach pp | xp, und Bemerkung (2), woraus folgt, dass mit x
auch pup vollstdndig in Linearfaktoren zerfallt.

Zu ,(3) = “ schreiben wir wieder V' als k[X]-Torsionsmodul, so dass X
wie F wirkt. Nach dem Elementarteilersatz zerfillt V in eine direkte Sum-
me von Moduln vom Typ k[X]/(P*) mit P € P(k[X]) und P | up. Wenn up
in Linearfaktoren zerfallt, ist ein lineares Polynom, also gilt P = X — A fiir ein
geeignetes A € k. Damit kénnen wir wie in Bemerkung zeigen, dass V
in eine direkte Summe von Hauptraumen zerfillt.

Den Schritt ,,([ ) = (5)* haben wir in Bemerkung @), gezeigt,
und ,,(p) = “ folgt, da die Jordan-Matrix aus Bemerkung eine
untere Dreiecksmatrix ist. ]

Wir listen einige Folgerungen aus diesem Satz und dem Satz [6.36] iiber die
allgemeine Normalform auf.

6.40. Folgerung. FEs sei k ein Korper, V ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum und F € Endy V.

(1) Es sei k algebraisch abgeschlossen, zum Beispiel k = C, dann lisst
sich F' durch eine Matriz in Jordan-Normalform darstellen.

(2) Wenn F trigonalisierbar ist, dann ist die allgemeine Normalform iden-
tisch mit der Jordan-Normalform, und daher eine Dreiecksmatrix.

(3) Wenn F diagonalisierbar ist, ist die allgemeine Normalform identisch
mit der Jordan-Normalform, und auch wieder eine Diagonalmatriz.

Die Punkte (2) und zeigen, dass die allgemeine Normalform tatséchlich
fiir diagonalisierbare oder trigonalisierbare Matrizen im Sinne unser Forde-
rung am Anfang des Kapitels die einfachste Darstellung findet.

BEWEIS. Punkt folgt aus Satz da xp nach Folgerung [5.22] in Li-
nearfaktoren zerfillt.

Nach Satz [6.39] lidsst sich ein trigonalisierbarer Endomorphismus F in
Jordan-Normalform A bringen. Da die Jordan-Normalform ein Spezialfall der
allgemeinen Normalform ist, liefert die allgemeine Normalform fiir F' aufgrund
der Eindeutigkeitsaussage in Satz [6.36] automatisch die Jordan-Matrix A, die ja
selbst auch eine Dreiecksmatrix ist, also gilt .

Wenn F sogar diagonalisierbar ist, folgt analog aus der Eindeutigkeitsaus-
sage in Satz dass die allgemeine Normalform Diagonalgestalt hat, denn
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jede Diagonalmatrix ist in Jordan-Normalform, also erst recht in allgemeiner
Normalform. Also gilt . O

Zum Schluss des Kapitels skizzieren wir zwei Anwendungen der Jordan-
Normalform im Zusammenhang mit Analysis.

Es sei k = R oder C, und es sei (pn)nen eine Folge in k. Eine Potenzreihe
in einer Variablen X ist ein Ausdruck der Form

o0
P(X)=) p. X",
n=0

vergleiche Definition Im Unterschied zu einem Polynom ist es erlaubt, dass
beliebig viele p; von 0 verschieden sind.

In der Analysis definiert man den Begriff der Konvergenz einer Potenzreihe
an einer Stelle x € k; das Gegenteil davon ist Divergenz. Man zeigt dann, dass es
einen Konvergenzradius p € [0, 00| in Abhéngigkeit von den Koeffizienten (py,)n,
gibt, so dass

lz| < p = P(x) konvergiert, und
|z| > p == P(x) divergiert.
Im Fall |z| = p ist sowohl Konvergenz als auch Divergenz moglich.

Ahnlich wie in Proposition ist es moglich, Matrizen A € M, (k) in Po-
tenzreihen einzusetzen. Es sei C = B~1- A- B € M,,(C) die Jordan-Normalform
iiber C von A. Die Rechnung

P(A) =) pu(B-C-B "= p,B-C"- B!
=0 =0

=B- <anc”> B '=B.-P(C)-B™!
=0

zeigt, dass P(A) genau dann konvergiert, wenn P(C) konvergiert.

Als néchstes iiberlegt man sich, dass man jeden Jordanblock einzeln behan-
deln kann, da

n

J(M1,41) 0 J(A, )" 0
0 J()\k, Kk) 0 J()\k7€k)"
In Ubung 3 von Blatt 6 haben Sie gezeigt, dass
A 0\" () A" 0
LA @At @A

0 1A P P A (s PUS I (P
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Da die Binomialkoeffizienten langsamer wachsen als die Potenzen r" fiir alle r >
1, kann man zeigen, dass P (J ()\,E)) konvergiert, wenn |[A\| < p, und divergiert,
wenn |A| > p. Im ersten Fall gilt sogar

a P 0
Py = | TN P
ﬁp{f—l)()\) %Pl()\) &P()\)

Wir fassen zusammen.

6.41. Proposition. FEs sei P eine Potenzreihe tiber k = R oder C mit Kon-
vergenzradius p > 0 und A € M, (k). Wenn alle Eigenwerte von A vom Betrag
kleiner als p sind, dann konvergiert die Reihe P(A). Hat ein Eigenwert grifieren
Betrag als p, dann divergiert sie. (Il

Es ist also nicht einmal nétig, die Eigenwerte exakt zu bestimmen. Es reicht,
den Betrag der Nullstellen des charakteristischen Polynoms xr gegen p ab-
zuschétzen. Das kann in Spezialfillen deutlich leichter sein. Auch die Jordan-
Normalform selbst taucht in der Formulierung der Proposition nicht auf.

6.42. Beispiel. Der Arcustangens ist die Umkehrfunktion der Funktion
sin us
tan= "2\ {@n+1) 7 |nez} —c
an = — \ (2n + )2 n
und wird dargestellt durch die Reihe
| S
arctan(X):X—gX +5X —?X +...

mit Konvergenzradius 1. Das heift, fiir alle z € C mit |z| < 1 konvergiert

1 1 1
z—§z3+gz5—?z7—|—...

gegen den Wert arctan z.

Wir betrachten speziell die Matrix

37
A:<\/§ _16>
27 - ]~
V3

Thre Eintridge sind so grof}, dass man erst einmal nicht glaubt, dass die Rei-
he arc tan(A) konvergiert. Wir bestimmen das charakteristische Polynom von A
und erhalten

X-3L 16 2 1 1)°
X) = det V3 :X2—X+:<X—> :
xr(X) e( 27 X+35§> 33 3
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Da der einzige Eigenwert von A gleich - < 1 ist, konvergiert die Rei-

3
he arctan(A). In der Tat ist
= (F (5 D)0
2 3V3 1 5 -2 V3
1
V3 4 arctan% 0 3v3 —4
d tan(A) = . .
. arctan(A) (2 3v3 arctan’\}g arctan% -2 V3
(VB4 (G 0 [(3V3 —4
S\ 2 33 \8 I -2 V3
—12

9[ 37r \[w
ey *—9\f '

Dabei haben wir benutzt, dass
V3 _ 1
tan——sm—/cos— 2/ —

: 1 _ =« — — 92
somit arc tan A6 und dass arctan’(z) = 1+ —, somit arc tan’ B 1

Wir kommen zu einer zweiten Anwendung der Jordan-Normalform. Diesmal
geht es um die Losung von gewdhnlichen linearen Differentialgleichungssyste-
men mit konstanten Koeffizienten. Dabei sei eine Matrix A € M, (R) gegeben.

Gesucht sind Funktionen f1, ..., fr,: R — R, so dass gilt
fi bil

*) =4
fa f

Nach dem Satz von Picard-Lindel6ff gibt es zu jedem Anfangsvektor v € R™
und zu jedes Startzeit tp € R eine eindeutige Losung

I (4) e

von @ mit f(tp) = v. Diese Losung ist auf ganz R definiert und beliebig oft
differenzierbar. Auflerdem ist das Differentialgleichungssystem zeitunabhéngig,
das heif}t, fiir alle s € R erhalten wir weitere Losungen

f(-+s)eL mit t— f(t+s) e R".
Unter einer Fundamentallosung versteht man eine Abbildung F: ¢ —
M, (R) mit F'(0) = E,, so dass fiir alle v € R” die Abbildung
t— F(t)-veR"”

eine Losung von (E[) mit Anfangswert v bei t = 0 ist. Die Fundamentallosung
erfiillt die Gleichung

Fl(t)=A-F(t)
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mit F(0) = E,. Wegen des Satzes von Picard-Lindeloff existiert sie und ist
eindeutig bestimmt. Dann ist fiir alle ¢ty die Abbildung

t—s F(t—ty) -veR"
die eindeutig bestimmte Lésung von @, die zur Zeit ty den Wert v annimmt.

Als Ansatz wihlen wir F(t) = exp(tA). Die Exponentialreihe hat Konver-
genzradius p = oo, wegen Proposition konvergiert exp(tA) also fiir al-
let € R. Fiir t = 0 gilt

exp(0A)=A°=E, .

Auflerdem erwarten wir, dass

%exp(tA) = A-exp(tA) .

Im folgenden gehen wir zu Funktionen f: R — C {iber, damit wir mit
komplexen Matrizen und ihren Jordan-Normalformen rechnen koénnen. Es
sei B € GL(n,C) invertierbar, und es sei f € L eine Lésung von (), dann
ist g= B - f: R — C" eine Losung des Differentialgleichungssystems

¢g=B-f=B-A-f=(B-A-B™).g.

Sei F' eine Fundamentallésung von (E[), dann ist entsprechend B - F(t) - B~1
eine Fundamentallésung des obigen Systems. Wir koénnen also die Jordan-
Normalform von A einsetzen, um die Fundamentallésung fiir @ zu bestimmen.

Fiir festes t gilt

d

%etm =tel”,

Fiir einen Jordanblock J(\, ¢) erhalten wir also
& et 0
totA 1 A
Le ae
exp(tJN0) = " o

Z*l. ‘

ﬁ e .. heth Leth

Man iiberpriift jetzt leicht, dass dann tatséchlich

L exp(t T 0) = T 1) -exp(t T1,0))

Da wir jede reelle Matrix iiber C in Jordan-Normalform bringen kénnen, erhal-
ten wir das folgende Ergebnis.

6.43. Proposition. Es sei A € M,(R). Dann ist
t — exp(tA)

die Fundamentallosung fiir das Differentialgleichungssystem (ED
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6.44. Beispiel. Solche Differentialgleichungssysteme kommen auch in der Phy-
sik gelegentlich vor. Sei beispielsweise u” +a u'+bu = 0 die Bewegungsgleichung
einer linear geddmpften Schwingung. Der Term au’ mit der Reibungskonstan-
te a > 0 beschreibt die Démpfung des Systems, der Term bw mit der Feder-
konstante b > 0 gibt die Riickstellkraft an. Wir setzen f; = u, fithren eine neue
Funktion fo = u' = f{ ein, und erhalten das Differentialgleichungssystem

()52 (- )

In physikalisch sinnvollen Situationen gilt ¢ > 0 und b > 0. Das charakteristi-
sche Polynom ist x4(X) = X2 4 aX + b, und wir unterscheiden drei Félle.

(1) Falls a® > 4b, hat A zwei reelle Eigenwerte —% =+ 7”22_46. In der Tat
erhalten wir fiir das urspriingliche Problem zwei linear unabhéngige
Losungen

a_ Va?—4b g+\/a274b>t

ui(t) = ei<2 2 )t und us(t) = €7<2 2

Alle anderen Losungen sind Linearkombinationen dieser Losungen. Im
physikalisch relevanten Fall @ > 0 und 0 < 4b < a? klingen beide
Losungen exponentiell schnell ab.

(2) Falls a? < 4b, sind die obigen zwei Eigenwerte komplex. Wir erhalten
zwei reelle Losungen

at (\/4b —a?

ui(t) =e 2 cos 5

at | (A —a?
t) und  ug(t) =€ 2 sin(b2a t) .

Diese Losungen sind Schwingungen mit der Frequenz V4b2_“2, deren

Amplitude im relevanten Fall ¢ > 0 exponentiell abklingt.
(3) Im Grenzfall a®> = 4b erhalten wir ebenfalls zwei linear unabhiingige
Losungen

_at _at
ui(t) =e 2 und ug(t) =te 2,

denn in der Tat gilt auch

_at at _at
u(t) = e 2oge 7,

_at g’t _at _at  (qg? _at
uy(t) = —ae 2+Te 2 =—ae 2—|—<—b>te 2

= —auh(t) —bus(t) .

Im Grenzfall klingt die Amplitude genauso schnell wie in ab, ohne dass
es zu Schwingungen kommt. Auflerdem klingen die Losungen in schneller
ab als die ,langsame® Losung u; im Fall . Daher versucht man in techni-

schen Anwendungen, zum Beispiel bei Stoddmpfern, moglichst nahe an den
Grenzfall heranzukommen.
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Wir geben noch die Fundamentallésung im Fall an. Es gilt
0 1 1 ¢ _a 2

[z 2) =6 &) (F 5)6 )
-7 —a 0 -7 - 0 -z

0 1 1 ¢ % 0 12

t = 2, ). . - a

o (% 2)=6 ) (5 )64

Nl

_at _at _at
e 2 —i—%te 2 te 2
== 2 at at at
a‘t —% —% at —%
—_—— 2 2 - 2
1 (& (& D) (&

Man iiberpriift leicht, dass man fiir t = 0 die Einheitsmatrix erhélt. In der ersten
Zeile stehen zwei Linearkombinationen der unter (3) genannten Losungen. In
der zweiten Zeile stehen jeweils ihre Ableitungen.



KAPITEL 7

Vektorrdume mit Skalarprodukt

In diesem Kapitel betrachten wir Vektorrdume iiber k = R, C oder H mit
Skalarprodukt. Wir haben bereits in Abschnitt tiber Euklidische Geometrie
gesehen, dass man mit Hilfe des Standard-Skalarproduktes Lingen und Win-
kel bestimmen kann. In diesem Abschnitt sehen wir, dass man auch Volumina
von einfachen geometrischen Objekten mit Hilfe des Skalarproduktes definieren
kann. Auch in der Physik spielen Skalarprodukte eine grofie Rolle.

Am Ende von Abschnitt haben wir gesehen, dass man mit Orthonormal-
basen besonders gut rechnen kann, insbesondere braucht man die Inverse der
Basisabbildung nicht umsténdlich auszurechnen. In diesem Kapitel konstruieren
wir systematisch Orthogonalbasen und entsprechende Basen fiir Vektorrdume
mit Skalarprodukt tiber C oder H, mit denen man entsprechend einfach arbeiten
kann.

Am Ende von Abschnitt 2.3] haben wir den Dualraum V* eines Vektor-
raums V kennengelernt. Wir fithren hier auch noch den sogenannten , Anti-
dualraum® ein und zeigen, wie beide {iber ein Skalarprodukt mit V' identifiziert
werden konnen, wenn V' endlich-dimensional ist.

Lineare Abbildungen, die ein Skalarprodukt invariant lassen, heiflen ,,linea-
re Isometrien“. Lineare Isometrien sind ein Spezialfall sogenannter , normaler
Abbildungen“. Wir zeigen, dass normale Abbildungen beziiglich geeigneter Or-
thogonalbasen durch spezielle Matrizen dargestellt werden kénnen. Dadurch
erhalten wir einen einfacheren Zugang zur Klassifikation von Isometrien Eukli-
discher Vektorriume, vergleiche dazu die Uberlegungen am Ende der Abschnit-

te [LL5 und [L.6

Im folgenden sei stets k = R, C oder H, wenn nicht anders angegeben.

7.1. Skalarprodukte

In Definition haben wir das Standard-Skalarprodukt auf dem Vek-
torraum R"” eingefiihrt als

n
(x,y) = Zxaya fiir alle z, y € R™ .
a=1

189
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Wir haben in und (3)) gesehen, wie man mit dem Skalarprodukt Langen
von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren definieren kann. Insbesondere ist

n
lo? = (@) = 3 a2 >0,
a=1

da die rechte Seite eine Summe von Quadraten ist.

Wenn wir diese Definition unverédndert auf C™ oder H" iibertragen, haben
wir ein Problem, denn fiir z € C gilt 22 € R mit 22 > 0 nur dann, wenn bereits z
eine reelle Zahl ist, also eine Zahl mit Im z = 0. Wir erinnern uns daher an die

Uberlegung, die zu Definition gefiihrt hat, siehe auch Bemerkung :
es gilt

Zoz=(@—y)z+y)=2>+3y>=|z]*>0 fiir alle z € C..
Vo6llig analog gilt nach Satz , dass
g-q=|q|*>0 fir alle g € H ,

dabei bezeichnet | - || in beiden Gleichungen die Euklidische Norm auf C =2 R?
beziehungsweise H = R,

7.1. Bemerkung. Wir fithren auch auf R eine ,, Konjugation“ ein durch
t=t fiir alle t € R .
Dann gilt fiir r, s € k = R, C und H gleichermaflen

(1) r+s=7+3s,

(2) TE=35T,

3) o,

(4) r=r > reRck,

(5) ror>0 und ror=0 <= r=0,

Aufgrund der Eigenschaften und nennen wir die Konjugation einen An-
tiautomorphismus von k, da sie die Reihenfolge der Faktoren in einem Produkt
umdreht. Wegen definieren wir den Absolutbetrag

Ir|=vVF-reR,

wie in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir k = R, beziehungsweise in
den Definition und fir k = C und H. Eigenschaften des komplexen
Absolutbetrages haben wir in Bemerkung zusammengestellt. Die entspre-
chenden Aussagen iiber den quaternionischen Absolutbetrag lassen sich analog
zeigen.

7.2. Definition. Es sei k = R, C oder H. Es sei V ein Rechts-k-Vektorraum
und W ein Links-k-Vektorraum. Eine Abbildung ¢: V' — W heifit (k-) semili-
near oder antilinear, wenn fiir alle u, v € V und alle r € k gilt

(L1) o(u+v) = p(u) + ¢(v) (Additivitit),
(L2) ov.r)=7- ) (Antihomogenitit).

Analog definieren wir anti- oder semilineare Abbildungen von einem Links- in
einen Rechtsvektorraum.
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Wir benuzten die obigen Begriffe, um Axiome fiir Skalarprodukte anzuge-
ben.

7.3. Definition. Es sei V ein Rechts-k-Vektorraum. Fine Abbildung S: V' x
V — k heifit Sesquilinearform, wenn fiir alle u, v € V die Abbildung
S(u, -): V =k mit v +— S(u,v) linear, und

1
(51) S(-,v):V—=k mit u+— S(u,v) antilinear ist.

Eine Sesquilinearform S: V x V — k heiit Hermitesche Form, wenn fiir
alle u, v € V gilt

(S2) S(v,u) = S(u,v) €k.

Eine Hermitesche Form S: V x V — k heifit positiv semidefinit oder
kurz S > 0, wenn
S(v,v) >0 fiir alle v € V.

Sie heif3t positiv definit oder positiv, kurz S > 0, wenn fiir alle v € V' gilt
(S3) S(v,v) >0 und S(v,v) =0 <= 0v=0.

Ein Skalarprodukt oder auch eine Hermitesche Metrik auf V ist eine posi-
tive definite Hermitesche Form ¢ auf V. Wir nennen (V, g) einen Euklidischen
Vektorraum, wenn k = R, einen unitdren Vektorraum, wenn k = C, und einen
quaternionisch-unitdren Vektorraum, wenn k = H.

Die lateinische Vorsilbe ,,semi“ bedeutet ,halb“. Eine semilineare Abbil-
dung erfiillt nur die Hélfte der Axiome, daher der Name. Die Vorsilbe ,,sesqui®
bedeutet ,,anderthalb®. Eine Sesquilinearform ist in einem Argument linear, im
anderen nur halb, also insgesamt nur anderthalbfach linear.

Man beachte, dass es fiir k = R keinen Unterschied zwischen semilinear und
linear und zwischen sesquilinear und bilinear (also linear in beiden Argumenten)
gibt, da die Konjugation auf R die Identitét ist. Genausowenig gibt es tiber R
einen Unterschied zwischen Hermitesch und symmetrisch (S(u,v) = S(v, u) fiir
alle u, v € V). Um eine einheitliche Notation zu haben, schreiben wir trotzdem
die Konjugation auch fiir k = R immer mit.

7.4. Bemerkung. Wir wollen uns iiberlegen, dass die Definitionen [7.2| und [7.3]
sinnvoll sind.

(1) Semilineare Abbildungen sind mit den Vektorraumaxiomen vertrig-
lich. Wir priifen insbesondere die Vertréiglichkeit mit dem Assoziativ-
gesetz (M1)). Fiir p: V — W wir oben und v € V, r, s € k gilt

gp((u.r).s) =5-pu.r)=5- (ugp(v))
=(5:7) - p(v) = (735) - pv) =p(v.(r-s)) .
Dabei haben wir die Eigenschaft der Konjugation aus Bemer-

kungund die Antihomogenitéat (L2) ausgenutzt. Die Vertréglichkeit
mit den anderen Axiomen zeigt man entsprechend.
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(2) Sei jetzt S eine Sesquilinearform auf V. Die Homogenitét (L2]) im zwei-
ten Argument ist mit der Antihomogenitit (L2) im ersten Argument
vertriglich, denn fiir u, v € V und r, s € k gilt

Stu.r,v.s)=7-S(u,v.s)=7-(S(u,v)-s)
= (7-S(u,v))-s=Su.rv)-s=Su.rv.s).

Ohne Antihomogenitét in einem der Argumente hitten wir fiir k = H
im mittleren Schritt Probleme bekommen, denn wir hétten r und s
zur selben Seite herausziehen und dann die Reihenfolge von r und s
im Produkt vertauschen miissen. Aber das ist nicht einzige Grund
dafiir, Sesquilinearformen zu betrachten.

(3) Wenn S Hermitesch und linear im zweiten Argument ist, folgt Semi-
linearitdt im ersten Argument. Wir iiberpriifen nur Antihomogenitét
mit der folgenden Rechnung: Fiir u, v € V und r € k gilt

S(u.r,v)=Sw,u.r)=Sw,u)-r=7-S,u)=7-S(u,v) .

(4) Der Hauptgrund dafiir, dass wir mit Sesquilinear- statt mit Bilinear-
formen arbeiten, ist der folgende. Wenn wir zweimal dasselbe Argu-
ment v € V einsetzen, gilt

S(v,v) = S(v,v) = S(v,v) €R

nach und Bemerkung . Insbesondere kénnen wir nun ver-
langen, dass S(v,v) > 0. Hétten wir S(u,v) = S(v,u) gefordert, so
erhielten wir fiir k = C ein Element in C, und die Relation ,,>* ist
auf C nicht definiert.
(5) SchlieBlich gilt fiir v € V und r € k noch, dass
Sw.rv.r)=7-Sw,v)r=F-r)-Svv)=|r*-S,v)
~—— ~~
(SN >0
wegen Bemerkung (B). Also bleibt die Eigenschaft S(v,v) > 0

erhalten, wenn man v mit einem Element aus k* = k\{0} multipliziert.

In Definition haben wir das Standard-Skalarprodukt auf R™ kennenge-
lernt. Wir wollen jetzt die Standard-Skalarprodukte auf C™* und H" konstruie-
ren. Dazu gehen wir einen kleinen Umweg iiber adjungierte Matrizen.

7.5. Bemerkung. In Definition haben wir bereits die adjungierte Ma-
trix A* € My, (k) zu einer Matrix A € M,, ,,(k) definiert durch

Af = (dji)i,j , wobei A= (aij)m- .
In Aufgabe 1 von Blatt 10 zur linearen Algebra haben wir bereits gesehen, dass
(1) (A-B)*=B* A" fir alle A € M, ,,,(k) und alle B € M,, ¢(k) ,

auBerdem gilt (A*)* = A. Somit hat die Bildung der Adjungierten &hnliche
FEigenschaften wie die Konjugation, siehe Bemerkung f.
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In Beispiel haben wir den Rechts-k-Vektorraum k" = M, ;(k) der
Spalten und den Links-k-Vektorraum M; ,, (k) der Zeilen definiert. Nach Be-
merkung , entspricht die Multiplikation mit Skalaren aus k genau
der Multiplikation mit 1 x 1-Matrizen. Dann ist die Abbildung

U1
(2) ek — Tk mit v=| 1 | — v = (01,...,0n)
Un
semilinear, denn fiir 1 x 1-Matrizen r ist 7* = 7, und nach oben gilt
(v.r)*=r" 0" =7-0".
Die Umkehrabbildung - *: "k — k" ist ebenfalls semilinear.

7.6. Beispiel. Seien u, v € k™ fiir k = C oder H, dann definieren wir das
komplexe und das quaternionische Standard-Skalarprodukt in Analogie zu De-

finition durch
n
(u,vy =u* v = Zﬂa'va € k=»M,(k).
a=1

Wir iiberpriifen die Axiome f. Seien etwa u, v, w € k™ und r, s € k,
dann gilt

(u.r+v.s,wy=(u.r+v.8)  w=(F -u"+5-0") w
=7-(u - w)+5 (v w)=7F(u,w)+5v,w),

und Linearitdt im zweiten Argument ist noch einfacher zeigen, somit ist (-, -)
sesquilinear. Aus oben folgt

(u,v) = (U -v)* =0v* - (W) =v"-u= (v,u),

also ist (-, -) Hermitesch. SchlieBlich gilt

n n
(v,v >:v*-v:26a-va:2\val2 >0
a=1 a=1
nach Bemerkung , und Gleichhheit ist nur moéglich, wenn alle v, = 0
sind, also wenn v = 0 € k™. Somit ist (-, -) auch positiv definit, also ein

Skalarprodukt auf k™.

7.7. Beispiel. Wir geben ein Beispiel aus der Analysis. Dabei sei V =
C*°([0,1]; k) der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf dem
Intervall [0, 1] mit Werten in k = R, C oder H. Die folgenden Konstruktionen
lassen sich auch auf anderen Intervallen an Stelle von [0, 1] durchfiihren.

(1) Das L?-Skalarprodukt ist definiert durch

17
(fr9)r2 —/O f)gt)dt ek .

Da f, g stetig sind, sind sie auf [0, 1] beschrénkt, so dass das Riemann-
Integral existiert. Das L?-Skalarprodukt ist offensichtlich sesquilinear,
Hermitesch und positiv semidefinit. Um zu sehen, dass es definit ist,
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sei f # 0. Also existiert ¢ € [0,1] mit f(t) # 0. Wegen Stetigkeit
existiert ein € > 0, so dass |f(t)| > € auf (t — e, +¢) N[0, 1], somit

1 min(1,t+¢)
<f,f>L2=/ IOk dtz/ EFRGEITS
0

max(0,t—e)

(2) Wir versuchen es mit

17
(f.0) = / P gt dt = (f' ) € k.

Diese Hermitesche Sesquilinearform ist nur positiv semidefinit, denn
fiir f = ¢ € k konstant gilt f'(¢t) = 0, somit (f, f)) = 0.

(3) Wir addieren die beiden obigen Produkte zum (ersten) Sobolev-
Skalarprodukt

(.9 ={f.9)r2 +(fd)1 €k.
Die Summe ist wieder positiv definit, denn fiir f #£ 0 gilt

<f7f>H1 = <f>f>L2+<f/7f/>L2 >0.
—_——— ~—
>0 >0
In Analysis lernen Sie, dass zwei Skalarprodukte (-, -); und (-, - )2 auf einem

endlich-dimensionalen Vektorraum V' vergleichbar sind, das heifit, es gibt eine
Konstante C, so dass

%<v,v>1 < (v,v)2 < C(v,0)1 -

Die obigen zwei Skalarprodukte auf C*°([0, 1];k) sind nicht vergleichbar. Zwar
gilt offensichtlich

<f7f>L2 < <f7f>H1 )
aber fiir die Folge f,(z) = 2™ gilt

1 1
2n 2n+1
nsyJn = dr =
(frs fn)r2 /Oa: T <2n 1:c >
1 n

1 2
P 2. 2n—2 n 2n—1
= d - - 4 = on 1

P _2n3+n2+2n—1
<fn7fn>H1 - <fn;fn>L2 + <fn7fn>L2 = (2n+ 1)(2%— 1) >

1 1

x:O_ 2n+1

I

2

und man sieht leicht, dass die Folge

((fnafn>H1> _(2n3+n2+2n—1>
<fnafn>L2 n_ 2n—1

unbeschrankt ist fiir n — oo.

Ab sofort verwenden wir fiir Skalarprodukte die Buchstaben g, h, ..., da
wir den Buchstaben B spéter wieder fiir Basen und Basisabbildungen benutzen
wollen.
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7.8. Definition. Es sei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann de-
finieren wir die Norm zum Skalarprodukt g durch

[olly = Vg(v,v) €R.

Im Falle k = R nennt man diese Norm auch die Euklidische Norm zum
Skalarprodukt g, vergleiche Definition .

7.9. Bemerkung. Es sei (V,g) ein Rechts-k-Vektorraum mit Skalarprodukt.
Dann gelten die Norm-Aziome

(N1) o], >0 und v, =0<=v=0 (Positivitit),
(N2) o rlly =Irl- vl (Homogenitiit),
(N3) o+ wll, <|vll, + [[wll, (Dreiecksungleichung),

fiir alle v, w € V und r € k. Jede Abbildung || - || : V — R, die (N1)—(N3)) erfiillt
heifit eine Norm auf V.

Da g nach positiv definit ist, folgt (N1)). Aus Bemerkung ergibt
sich unmittelbar (N2)). Fiir jede Zahl r € k gilt » + 7 € R wegen Bemer-

kung und (4]). AuBlerdem folgt
P+ 7P+ =72 = ()2 = (r = 7)) =207 + 27 = 4r”

so dass insbesondere r + 7 < 2|r| gilt. Dabei haben wir |7| = |r| benutzt, siehe
Bemerkung im Falle k = C. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,

siehe Satz und Satz unten, ergibt sich
lo + w]|* = g(v + w, v +w) = o]|2 + g(v, w) + g(w,v) + [[w];
2 2
< vllg +2g(v, w)| + llwll;
2 2 2
< vl + 2y llwlly + lwly = (vl + lwll,)”
Wurzelziehen liefert die Dreiecksungleichung (N3)).

7.10. Satz (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es sei (V, g) ein k- Vektorraum mit
Skalarprodukt. Dann gilt fir alle Vektoren v, w € V, dass

g (v, w)| < ol - fJwl] -

Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

BEWEIS. Wir passen den Beweis von Satz [L.53] an.
Fall 1: Es sei v = 0. Dann gilt
9(v,w) = g(0,w) =0 = [|0f], - [[wlly = vl - [[wlly -

Also gilt Gleichheit, und v und w sind offensichtlich linear abhéngig.
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Fall 2: Es sei v # 0, dann folgt HUH = g(v,v) > 0, und wir berechnen
9(v,

0<|lw—wv g(v,lgu)| :g<w V. 2),w—v.g(v’lzu)>
ol |, ol ol
g(v,w glv,w) glv,w g
= fof2 = L2 g, 1) — glaw, vy 20 | IO20) o 9(0-0)
ol L0 el e s e
=g(v,w) eRr

2
_ 2 |g('U, ’U)) |
= [Jwllg B
Yllg
Hieraus ergibt sich die Ungleichung durch elementare Umformungen.

Wenn Gleichheit gilt, dann folgt aus (S3)) (oder dquivalent aus (N1))), dass

9(v,w)
2
ol

O=w-—v. ,

insbesondere sind v und w dann linear abhéngig. Seien umgekehrt v und w
linear abhéngig, dann gilt w = v.r, da v # 0 nach Annahme. Wir erhalten also

2 2
lg(v,w)| = lg(v,v. )] = [I0l2 7| = el 17l = llelly - lorll . O

7.11. Bemerkung. Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann
erfiillt die Norm || - ||, fiir alle v, w € V die Parallelogramm-Identitit

2 2 2 2
(1) [o 4+ wllg + v = wlly = 2{lv][g + 2 [lwlly

wie man leicht nachrechnet.

Man kann das Skalarprodukt aus der Norm || - ||, zurlickgewinnen mit Hilfe
der Polarisationsformeln
@) g@ﬂg:%mv+w@—m—w@) falls k=R
®  gw) = (lo+wl?— o —wl?)
—iﬂw+wjmﬁw—ww@ falls k = C ,

(@ gww) =7 (w2~ o —wl?)

(ol — o —w i)

~ o+ w gl ~ o~ w . I2)

k

7 (lo+w k| = o —w. k) falls k = H .

Dariiberhinaus kann man zeigen, dass jede Norm auf einem k-Vektorraum V,
die die Parallelogrammidentitéit erfiillt, von einem Skalarprodukt auf V' her-
kommt, das man mit Hilfe der passenden Polarisationsformel berechnen kann.
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7.2. Skalarprodukte als Matrizen

In diesem Abschnitt stellen wir Sesquilinearformen auf endlich-dimen-
sionalen Vektorrdumen beziiglich einer Basis als Matrizen dar. Wir untersuchen
die Eigenschaften dieser Matrizen und geben Kriterien dafiir, dass eine solche
Matrix ein Hermitesches und positiv definites Skalarprodukt darstellt.

Die darstellende Matrix hat eine besonders einfache Gestalt, wenn die Basis-
vektoren alle Lange 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen. Solche
Orthonormalbasen haben wir bereits in Abschnitt [2.5] kennengelernt. Wir ler-
nen ein Verfahren kennen, das Orthonormalbasen mit speziellen Eigenschaften
produziert. In diesem Zusammenhang beweisen wir auch ein Kriterium dafiir,
ob eine Matrix positiv definit ist.

7.12. Definition. Es sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum mit
Skalarprodukt, und es sei B = (by,...,b,) eine Basis von V. Dann definieren
wir die Gramsche Matriz G € M, (k) von g durch

G = (g(bivbj))i,j € Mu(k) .

7.13. Beispiel. Wir schriinken das L2-Skalarprodukt aus Beispiel auf
dem Raum C*°(]0,1];k) auf den (n + 1)-dimensionalen Raum der Polynome P
vom Grad deg P < n ein. Als Basis wihlen wir die Polynome fo(z) = 22, ...,

fn(x) = 2™. Dann erhalten wir als Gramsche Matrix
1 1
x0> B <i+j+1>m

1T g+l
G=({fisfi);; = </0 -t dm)@.’j - <z+j+1

1 1

1 2 n+1

1 1 _1

— 2 3 n+2
1 1 . 1

n+1 n+2 2n+1

7.14. Definition. Eine quadratische Matrix A = (a;j);; = My, (R) heiit sym-
metrisch, wenn A = A, das heifit, wenn a;; = aj; fiir alle 4, j gilt. Eine qua-
dratische Matrix A = (ai;)i,; = Mp(k) heiit selbstadjungiert oder Hermitesch,
wenn A = A*, das heifit, wenn a;; = aj; fiir alle ¢, j gilt.

Eine Hermitesche Matrix A = (aj;);; = Mp(k) heifit positiv semidefinit,
wenn
¥ A-2>0 fiir alle z € k™.

Sie heifit positiv definit, wenn

¥ A-2>0 und z¥-A-x2=0 << =0 fiir alle z € k™ .

Die Definition von positiv (semi-) definit ist sinnvoll, da fiir eine Hermitesche
Matrix A gilt, dass

2rAr=a" A" (2")" = (¥ Ax)" =2x* Az €RCk
nach Bemerkung .



198 7. VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT

Wir beachten, dass die Begriffe ,, Hermitesch*, , selbstadjungiert* und ,,sym-
metrisch® fiir k = R gleichbedeutend sind. Wir werden im Folgenden auch
fiir k = R die Begriffe ,,Hermitesch* und ,selbstadjungiert” verwenden. Dabei
benutzt man , Hermitesch®“ eher fiir Matrizen, die Skalarprodukte darstellen,
und ,,selbstadjungiert® fiir Matrizen, die Endomorphismen darstellen.

7.15. Bemerkung. Es sei S eine Sesquilinearform auf einem endlich-dimen-
sionalen k-Vektorraum, und es sei B = (by,...,b,) eine Basis von V. Wie in
Definition [.12] betrachten wir die Matrix

A= (S(bp,by)),,, € Mn(k) .

Wenn S ein Skalarprodukt ist, handelt es sich dabei gerade um die Gramsche
Matrix.

(1) Die Matrix A legt S eindeutig fest. Denn seien v, w € V, dann existie-
ren Koordinaten (z,)p, (y4)q € k™, so dass

v:B(a:):pr.xp und w:B(y):qu.yq,
p=1 q=1

siehe Proposition [2.32] Da S eine Sesquilinearform ist, folgt

n n n
S(v,w) = S(pr . xp,qu . yq> = Z Zp S(bp,by)yg =2 Ay .
p=1 q=1 pg=1
Umgekehrt liefert die obige Formel zu jeder Matrix A € M, (k) eine
Sesquilinearform S auf V.
(2) Die Sesquilinearform S ist genau dann Hermitesch, wenn die Matrix A
Hermitesch ist. Da S(bg, bp) = S(bp, by), ist die Richtung ,,=* klar.
Zu ,<* seien v = B(z) und w = B(y) € V wie oben und A sei
Hermitesch. Aus folgt

S(w,v) =y" Az =y" A" (2¥)" = (2" Ay)" = S(v,w) .

(3) Sei S Hermitesch, dann ist S genau dann positiv (semi-) definit,
wenn A positiv (semi-) definit ist. Die Basisabbildung B: k" — V
ist bijektiv, also gilt S(v,v) > 0 wegen genau dann fiir alle v € V,
wenn

z* Az = S(B(z), B(z))

fiir alle z € k™ gilt. Entsprechend gilt S(v,v) = 0 genau dann nur
fir v = 0, wenn x*Ax = 0 nur fiir z = 0 gilt. Spéater lernen wir noch
ein etwas griffigeres Kriterium fiir positive Definitheit kennen, bei dem
wir * Az nicht fir alle z € k™ testen miissen.

(4) Zum Schluss betrachten wir noch das Verhalten der darstellenden Ma-
trix A unter Basiswechsel. Dazu seien B = (b1,...,b,) und C =
(c1,...,¢,) Basen von V. Dann existiert eine Matrix M = (mpq)p,q €

GL(n,k), so dass

n
Cq = E bp . Mpq ,
p=1
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siche Bemerkung Es sei A wie oben die darstellende Matrix zur
Basis B, dann erhalten wir zur Basis C' die darstellende Matrix

(S(eprcq)), ( <Zb mTp,Zb msq>>

<Zmrp (b, bs) m8q> = M*AM .
p,q

r,s=1 )

p.q

Sei v = C(s) mit s € k™, dann folgt

U—Zcq 5q = Zb CMpg - Sq = prxp,
pyq=1 p=1
wobel x = M - s € k™. In der Tat gilt fir v = C(s) = B(z) und w =

C(t) = B(y) mit x = M s und y = M t, dass

Sw,w)=a"Ay=(Ms)"A(Mt)=s"(M"AM)t .

Das Standardskalarprodukt (-, -) auf k™ aus Beispiel wird beziiglich
der Standardbasis durch die Einheitsmatrix dargestellt: (e;, e;) = 6;;. Somit ist
die Standardbasis eine Orthonormalbasis fiir das Standardskalarprodukt, siehe
Definition [2.81] Wir wollen den Begriff der Orthonormalbasis jetzt auf beliebige
Vektorrdume mit Skalarprodukt ausdehnen.

7.16. Definition. Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Ein Tu-
pel (v1,...,v;) von Elementen von V heiit orthogonal oder auch (paarweise)
senkrecht, wenn

g(vi,v;) =0  fiir alle 4, j mit i # j .

Wenn (vy,...,v;) auflerdem eine Basis bildet, nennt man diese eine Orthogo-
nalbasis.

Dann heifit eine Basis B = (b1, ...,b,) von V eine Orthonormalbasis von V,
wenn

g(bi, bj) = 6ij

Eine Orthonormalbasis eines k-Vektorraums heifit manchmal auch unitdre
Basis (k = C), beziehungsweise quaternionisch-unitire Basis (k = H) .

7.17. Bemerkung. Es sei (V,g) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit
Skalarprodukt.

(1) Jedes orthogonale Tupel (vi,...,v;) mit v; # 0 fiir alle ¢ ist linear
unabhéngig, denn sei

k

O:va.rp,

p=1
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dann folgt fiir alle ¢, dass

k k

0= 9(“(}72% : TP) = Zg(vpvvq) “Tp = ||Uq”3 Tq -
p=1 p=1

Aus v, # 0 folgt quHg # 0, und somit 7, = 0. Also sind vy, ..., vy

linear unabhéngig.

Sei dim V' = n, dann bildet ein orthogonales n-Tupel von Vektoren eine

Basis, wenn keiner der Vektoren verschwindet, also eine Orthogonal-

basis. Das folgt aus und dem Basissétzen und von Steinitz,
siehe auch Aufgabe 2 von Blatt 11 zur Linearen Algebra I.

In Definition hatten wir die Koordinatenabbildung als Inverse der
Basisabbildung B: k™ — V eingefiihrt. Es sei B = (b1,...,by) eine
Orthogonalbasis, dann wird die Koordinatenabbildung B~1: V — k”
beschrieben durch die Formel

g(bhv)
B '(v) = :

g(bn,v)

denn sei v = B(x) mit z € k™, dann gilt

g(bp,v) = g<bp, Z by - xq> = Zg(bp, bg) xqg = ) .
q=1 qg=1

Eine #hnliche Aussage hat wir in Proposition bereits bewiesen.
Allerdings haben wir damals umsténdlich zeigen miissen, dass

v = pr.g(bp,v) ,
p=1

da wir die Steinitzsétze und damit auch ([2)) nicht zur Verfiigung hatten.

Im Folgenden bezeichnen wir das Erzeugnis von vy, ..., v, mit (vi,...,vp).

Fiir das Skalarprodukt verwenden wir wieder den Buchstaben g, um Verwech-
selungen zu vermeiden. Die Axiome — bleiben giiltig, wenn man g auf
einen Unterraum einschrankt. Insbesondere ist also g|<,,17_.,Up>x<vl7“_,vp) wieder
ein Skalarprodukt, das wir der Kiirze halber wieder mit g bezeichnen.

7.18. Satz (Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren). Es sei (V,g) ein

k- Vektorraum mit Skalarprodukt und (v1,...,vy) sei eine Basis von V. Dann
existieren eindeutig bestimmte Vektoren by, ..., b, € V, so dass fiir allep =1,
.., gilt:

(1) (b1,...,by) ist eine g-Orthonormalbasis von (vi,...,v,) CV, und
(2) es gilt g(bp,vp) € R und g(vp,by) > 0.

Dazu konstruiert man b, induktiv durch

~1
1 p
by =wp . —— , wobei wp = vp — g by - g(bg,vp) -
”prg ¢=1
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Insbesondere erhalten wir am Ende eine Orthonormalbasis (by,...,by,)
von (V,g). Fiir viele Anwendungen reicht das, aber manchmal mochten wir

die volle Stérke der Eigenschaften und ausnutzen.

BEwEIS. Wir beweisen den Satz durch Induktion. Fiir p = 0 ist nichts zu
zeigen.

Sei also p > 1, und seien by, ..., b,_1 bereits konstruiert. Wir beginnen mit
der Existenzaussage und definieren w, wie oben. Nach Voraussetzung liegen b1,
ooy bpo1 € (v, ..., vp—1), also folgt

p—1
wp = vp — qu . g(bg,vp) € (v1,...,vp) .
q=1
Da die v, linear unabhéngig sind, gilt

vp & (Ui, vp—1) = (b1,...,bp—1) ,

also auch w, ¢ (v1,...,vp—1), insbesondere w, # 0, so dass wir b, wie oben
definieren diirfen. Fiir ¢ < p — 1 berechnen wir
p—1
1 g(bg,vy) — g(bg, v
g(bg, bp) = 9<bq7vp - Zbr 'g(b’l‘avp)) | = (b Zh)w i (g, vp) =0.
r=1 Plig Plig
AuBerdem gilt ||b,|| = 1 nach Konstruktion, und die Vektoren by, ..., b, sind

nach Induktionsvoraussetzung orthogonal und normiert, also ist erfiillt.

Aus (1)) und der Konstruktion von b, folgern wir , denn es gilt
p—1
9(bp, vp) = g(bp,vp - qu . g(bqa”p)> = g(bp, wp) = prHg >0.
q=1
Damit ist die Existenz von b, mit den gewiinschten Eigenschaften bewiesen.
Wir kommen zur Eindeutigkeit. Da by, ..., b,—1 durch und bereits
eindeutig bestimmt sind, brauchen wir im Induktionsschritt nur noch die Ein-
deutigkeit von b, zu beweisen. Es sei also v € (vq,...,v,) ein weiterer Vektor,
so dass g(bg,v) =0 fiir 1 < ¢ <p, [[v], = 1 und g(v,vp) > 0. Wir stellen v in
der Orthonormalbasis (b1, ...,bp) von (vi,...,v,) dar als

P
V= E by . xq .
q=1

Dann folgt als erstes z, = g(by,v) = 0 fiir alle 1 < ¢ < p, so dass v = b, - zp. Es
folgt

|| = [ap] [1bpllg = [lvfl, =1
Da g(vp, bp) = g(bp,vp) > 0, gilt auBerdem
Zp 9(bp, vp) = g(bp - Tp, vp) = g(v,vp) >0,
also auch 7, > 0, und daher z;,, > 0. Aber die einzige Zahl z,, € k mit |z,| = 1,

zp € Rund z, > 0 ist 1. Also folgt v = by, und die Eindeutigkeit ist ebenfalls
gezeigt. ]
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Es sei A € M,(k) eine quadratische Matrix und r < n, dann schreiben
wir A, € M, (k) fiir den oberen linken r x r-Block

ap - Q1

Ar = ((apg)pa<r) =

arl - Qpp

In Folgerung haben wir gesehen, dass det A" = det A fiir alle qua-
dratischen Matrizen M, (k) gilt, wenn k = R oder C ein Korper ist. Da die
Konjugation mit den Rechenoperationen in k vertréglich ist, sieht man anhand
der Leibniz-Formel aus Satz dass det A = det A gilt. Insgesamt folgt dar-
aus

det A* =det Al =det A =det A .

7.19. Folgerung. Es sei A = (apq)p,q € Mn(k) eine quadratische Matriz. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Die Matriz A ist Hermitesch und positiv definit.

(2) Es gibt eine obere Dreiecksmatriz B mit reellen, positiven Diagonal-
eintrdigen, so dass A = B*B.

(3) Es gibt eine invertierbare Matriz B € GL(n,k) mit A = B*B.

Falls k = R oder C, sind die obigen Aussagen aufSerdem dquivalent zu

(4) Sylvester- oder auch Hurwitz-Kriterium. Die Matriz A ist Hermitesch,
und fir aller =1, ..., n gilt det A, > 0.

In der Analysis bendtigt man analog zu ein Kriterium fiir negative De-
finitheit. Dazu betrachten wir anstelle einer Hermiteschen Matrix A die Ma-
trix —A und sehen, dass

(U*AUSO und U*A’U:0<:H}:O)
— (=1)"det A, >0 firaller=1,...,n.

Achtung: Das Sylvester-Kriterium funktioniert nicht fiir positiv semidefinite
Matrizen. Beispielsweise sei
0 O

dann gilt det A1 = a11 =0 > 0 und det As = det A =0 > 0, aber die Matrix A
ist nicht positiv semidefinit, denn e Aes = —1.

BEWEIS. Zu ,,(l) = “ fassen wir A als Gramsche Matrix eines Skalar-
produktes

g(z,y) =2"Ay €k
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auf k™ auf. Wir konstruieren eine Orthonormalbasis (v1,...,v,) von V mit
dem Gram-Schmidt-Verfahren, beginnend mit der Standardbasis (eq,...,ep).
Es sei B € M, (k) die Basiswechselmatrix, so dass
n
eq = Z Up - bpg -
p=1

Dann ist B eine obere Dreiecksmatrix nach Satz , denn aus e, €
(e1,...,€q) = (v1,...,74) folgt by, = 0 fiir p > ¢. Die Diagonaleintréige sind
reell und positiv nach Satz ([2), denn

n

bgg = 9(vg,vq . bgq) = g(vq,va . bpq> = g(vg,eq) > 0.
p=1

Schliefllich gilt A = B*B nach Bemerkung @.

Der Schritt ,, = “ folgt fir k = R oder C, da B nach Folge-
rung positive Determinante hat und somit invertierbar ist. Uber H
iiberlegen wir uns stattdessen, dass Dreiecksmatrizen mit von 0 verschiede-
nen Diagonaleintragen mit dem Gauf-Verfahren [3.25) immer invertiert werden
konnen.

Zu ,, == “ iiberlegen wir uns, dass A Hermitesch ist, da
A*=(B*B)"*=B*(B")*=B*B=A.
Da B invertierbar ist, ist A positiv definit, denn

x*Ax = 2"B*Bx = (Bx)*(Bx) >0 und z*Ar=0<= Bxr=0<=2=0.

Es sei jetzt k = R oder C ein Korper, so dass wir Determinanten bilden
kénnen. Wir schlielen ,, (2) = “, denn fiir p, ¢ < r gilt

P

q r
apg = (Bep)*(Beg) = Z ZBSPbsq = Z BSPbsq )

s=1t=1 s,t=1
so dass A, = B} B,, und daher
det A, = det B} det B, = |det Br|2 >0,

da der obere linke r x r-Block B, von B aus dem gleichen Grund wie B oben
positive Determinante hat.

Zu ,(4) = “ beweisen wir durch Induktion iiber r, dass A, ein Skalar-
produkt auf k™ definiert. Fiir » = 1 ist das klar, da a;; = det A1 > 0.

Es sei also r > 1, und A, definiere ein Skalarprodukt auf k". Wir kon-
struieren wie oben eine Orthonormalbasis (vy, ..., v,) mit dem Gram-Schmidt-
Verfahren, beginnend mit der Standardbasis. Wir definieren

T
Wr41 = €r41 — va . (U;AerJrl) )
p=1
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so dass vy Aw,41 = 0. Da A Hermitesch ist, gilt ebenfalls wy ; Av, = 0 fiir al-
le p < 7. Dann bilden (v1,...,v,,w,4+1) eine Basis von (e1, ..., e,41). Essei Cyyg
die zugehorige Basiswechselmatrix, so dass
T
€q = Z Up - Cpg + Wr41 - Cpril -
p=1
Aus Bemerkung [7.15] - . 4)) folgt
()

1 0 0
Ar+1 = Cr+1Dr+1Cr+1 y wobei Dr—i—l = ) ,
: 1 0
0 -+ 0 wiAwr
somit

0 < det AT+1 |det Cr+1| T+1Awr+1
Man tiberpriift jetzt leicht, dass D,y positiv definit ist, und damit auch A1,
denn
¥ Arp1z = (Cry12)* Dyg1(Cryr )
Also beschreibt A, ebenfalls ein Skalarprodukt auf k’*!. Damit ist die Be-
hauptung bewiesen. O

7.20. Bemerkung. Wir geben noch eine geometrische Deutung der diversen
Konstruktion in den Beweisen von Satz und Folgerung

(1) Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt und U C V ein
Unterraum. Wir wéhlen eine Orthonormalbasis (ey, . . ., €5,) von U und
definieren eine Abbildung

m
p:V=U durch p(v Zep glep,v) €U .
p=1
Fiir alle u € U gilt p(u) = u, somit gilt p?> = p. Eine Abbildung mit
dieser Eigenschaft heifit Projektion.
Es gilt g(u,p(v)) = g(u,v) zunichst einmal fiir u = ey, ..., en,
wie man leicht nachrechnet. Da (e, ..., e, ) eine Basis von U bilden,
gilt g(u,p(v)) = g(u,v) sogar fiir alle u, mit anderen Worten

g(u,v —p(v)) =0 firallew € U und allev € V.

Aus diesem Grund nennt man p die orthogonale oder senkrechte Pro-
jektion von V' auf den Unterraum U. Man kann zeigen, dass p(v) der-
jenige Punkt in U ist, fiir den der Abstand [[v — p(v)||, minimal wird
(Ubung).

(2) Es sei jetzt k = R, und es sei A die Gramsche Matrix eines Skalarpro-
duktes g beziiglich einer Basis (v1,. .., v,) von V. Wir wollen durch In-
duktion iiber r motivieren, dass det A, das Quadrat des Volumens des
von den Vektoren vy, ..., v, aufgespannten r-dimensionalen Parallelo-
tops P, ist. Dabei erinnern wir uns an den Anfang von Abschnitt
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wo wir entsprechende Uberlegungen fiir Parallelotope maximaler Di-
mension r = n in R™ angestellt haben.

In Dimension » = 1 sollte das ,,Volumen“ des Vektors v, seine
Lénge sein. In der Tat gilt

det Ay = a1 = g(v1,v1) = ||U1||52; :

Sei jetzt » > 1. Dann hat das von vy, ..., v,41 aufgespannte
Parallelotop P,11 als ,,Grundfliche“ das Parallelotop P, vom Volu-
men vol(P,) = y/det A, nach Induktionsvoraussetzung, und als Hohe
den Vektor wy41 = vp41 — p(vr41), dabei ist p: V. — (v1,...,v,) die
orthogonale Projektion aus .

Wie im Beweis der Folgerung Schritt = , seier, ...,
e, eine Orthonormalbasis von (vi,...,v,), und Cy11 sei die dortige
Basiswechselmatrix. Dann hat C,4; die Blockgestalt

B, *
C?"+1:(0 1> .

Nach Induktionsvoraussetzung und (ED hat also die Grundfliche das
Volumen

vol(P,) = v/det A, = |det B,| = |det Cy41] .

Die Lénge der Hohe ist [wy41]l, = /w;; 1 Arwri1, und somit erhalten
wir mit (ED, dass

vol(Pyy1) = |det Cry1| - \/wiy  Awp 1 = y/det Ay .

Damit ist unsere Behauptung gezeigt, allerdings unter der Annahme,
dass man das Volumen mit Hilfe der Formel , Grundfliche x Hohe“
berechnen darf.
Einen alternativen Zugang zur Behauptung vol P, = /det A, fin-
den Sie in den Ubungen.
(3) Im R™ mit dem Standard-Skalarprodukt hat das von den Vektoren vy,
..., vy aufgespannte Parallelotop also das Volumen

Vet ({6, v6)pgzr) = \/det(w30)pasr)

Beispielsweise hatten wir in Bemerkung [1.69] eine geometrische Inter-
pretation des Kreuz- und des Spatproduktes gegeben. Dazu hatten wir
die Fliche des von u, v € R? aufgespannten Parallelogramms berechnet
als

|u x v|| = \/||U||2 o]l = (u,v)? = det (g: Zi EZ: Zj;) -

7.3. Dualrdume und adjungierte Abbildungen

Wir erinnern uns an die Definition des Dualraumes V* = Homy(V, k)
eine Links-k-Vektorraums V. Der Dualraum eines Links-Vektorraums ist ein
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Rechtsvektorraum und umgekehrt (wobei wir anstelle von *V oft einfach wie-
der V* schreiben). Elemente des Dualraumes heiflen auch Linearformen o € V*.
Linearformen auf V' sind also lineare Abbildungen «a: V — k.

7.21. Beispiel. Wir kennen Beispiele von Linearformen.

(1)

Fir p =1, ..., n ist die Abbildung ¢,: k™ — k mit e,(z) = 2P eine
Linearform. Fiir die Standardbasisvektoren eq, ..., e, gilt

epleq) = Opq

und man nennt (¢1,...,&,) die zu (ey, .. ., e,) duale Basis von "k, siehe
Bemerkung [2.72]

Allgemeiner sei V' ein Rechts-k-Vektorraum und B = (by,...,by,)
eine Basis. Die dazu duale Basis (31,. .., 3,) mit 8, =¢,0B~1: V - k
haben wir in Proposition konstruiert, so dass wieder

Bp(bq) = 5pq :

Wir betrachten den Raum C*°(]0, 1], k) der beliebig oft differenzierba-
ren, k-wertigen Funktionen auf dem Intervall [0,1]. Typische Linear-
formen auf C*°([0, 1], k) sind zum Beispiel

f'—)f(x()), f}—>f/(:L‘()),...

fiir zy € [0, 1], sowie Linearkombinationen solcher Linearformen.
Auch die Abbildung

fb—>/01f(a;)da:

ist linear. Allgemeiner betrachten wir das L?-Skalarprodukt aus Bei-
spiel . Die obige Linearform entspricht der Abbildung

1
(1, Y,0: C2([0,1],k) —> k mit f|—>(1,f>L2—/O 1. f(z)da

wobei 1 die konstante Abbildung x + 1 bezeichne. Wenn wir das L?-
Skalarprodukt mit der gleichen Definition auf beschrénkte und stiick-
weise stetige Funktionen erweitern, existiert fiir ein beschrinktes und
stiickweise stetiges g: [0, 1] — k die Abbildung

fr—(f9)r :/0 g(x) - f(x)dx .

Einschrinken auf f € C*([0,1],k) liefert wieder eine Linearform
auf C*°(]0, 1], k).

Wenn g stetig und differenzierbar ist, dann erhalten wir entsprechend
mit der Erweiterung des Sobolev-Skalarproduktes aus Beispiel
auf C'-Funktionen eine Linearform

gr— <f’g>H1 = <fzg>L2 + <f/ag/>L2 :
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(5) Es sei U C R™ offen und f: U — R eine C'-Funktion (total diffe-
renzierbar wiirde auch ausreichen). Dann ist die totale Ableitung an
der Stelle zp € U die lineare Abbildung df(zp): R — R, die jedem
Vektor v € R" die Richtungsableitung

o)) — tim 2000 = T
t—0 t
zuordnet. Die Koordinaten von df (z¢) beziiglich der dualen Basis €1,
..., &n von "R = (R™)* heiBen auch die partiellen Ableitungen von f.

Wir erinnern uns auch an anti- (oder semi-) lineare Abbildungen, siehe
Definition [7.2

7.22. Proposition. Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann
induziert g eine injektive antilineare Abbildung g: V — V* durch

v— g(v) e V* mit g(v)(w) = g(v,w) fir alle v, we V.

Dann heifit eine Linearform a € V* darstellbar beziiglich g, wenn es einen
Vektor v € V mit o« = g(v) gibt. Man sagt auch, dass v € V die Linearform «
darstellt.

BEWEIS. Es sei v € V, dann ist nach in Definition die Abbildung
g(v) =g(v,-): V =k
linear, also gilt g(v) € V*. Nach Definition ist V* ein Links-k-Vektorraum.
Aus folgt, dass g: V' — V* antilinear ist, denn fiir v, v, w € V und r, s € k
gilt
glu.r+v.s)(w) = g(u.r+v.s,w) =7 g(u,w)+5g(v,w) = ('Fg(u)—i—gg(v))(w) .
Zur Injektivitdt nehmen wir an, dass g(u) = g(v), das heiit, es gilt g(u)(w) =
g(v)(w) fiir alle w € V. Dann folgt
0= g(u)(u—v) = g(v)(u—v) = flu—o|7

also gilt u = v wegen , und g: V — V* ist injektiv. U

7.23. Beispiel. Wir wollen wissen, ob die Linearformen aus dem obigen Bei-
spiel darstellbar sind.

(1) Es sei (e1,...,e,) eine Orthonormalbasis, dann wird e, im Bei-

spiel durch den Vektor e, dargestellt, siche Proposition

und Bemerkung @).
(2) Im Beispiel (3) wird die Linearform

____
weﬂmmﬂmm

auf den stlickweise stetigen Funktionen durch ¢ dargestellt. Auf
dem Unterraum C*°([0,1],k) wird sie nur genau dann durch g dar-
gestellt, wenn g € C*°([0,1],k). Also gibt es viele Linearformen
auf C*°([0,1],k), die beziiglich des L2-Skalarproduktes nicht (das
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heifit, nicht durch C*°-Funktionen) darstellbar sind. Auch die Line-
arformen aus sind nicht durch C'°*°-Funktionen darstellbar.
(3) Wie oben ist die Linearform (g, - )1 aus auf C! beziiglich des
ersten Sobolev-Skalarproduktes durch g darstellbar. Auf C*°([0, 1], k)
ist sie genau dann darstellbar, wenn g € C*°(]0, 1],k). Wenn dariiber-
hinaus ¢/(0) = ¢/(1) = 0 gilt, ist (g, - ) sogar beziiglich des L2-
Skalarproduktes darstellbar, denn partielle Integration liefert

1 1
@ﬁmz%g@ﬂ@m+4¢®f@m

1
| @ @)

=

1 -
:Agwﬂwm+ﬂ@ﬂ®
=(9—9" 2.

(4) Die totale Ableitung df (z9) € "R = (R™)* aus Beispiel wird
beziiglich des Standardskalarproduktes auf R™ dargestellt durch den

Gradienten
IL (o)
grad f(zo) = (df (z0))* = :
aaxfn (wo0)

Um zu sehen, dass alle Linearformen auf einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum mit Skalarprodukt darstellbar sind, fithren wir als Hilfsmittel noch
einen weiteren Vektorraum ein.

7.24. Definition. Es sei V' ein Rechts-k-Vektorraum, Dann ist eine Antiline-
arform eine antilineare Abbildung v: V' — k. Wir definieren wir den Antidual-
raum von V als

V*={~:V = k| v ist k-antilinear } .
Analog definieren wir den Antidualraum eines Links-k-Vektorraums.

7.25. Bemerkung. Wir sammeln einige einfache Eigenschaften.
(1) Der Antidualraum V" eines Rechts-k-Vektorraums V ist wieder ein

Rechts-k-Vektorraum. Sei v: V' — k antilinear, und seien v € V und r,
s € k, dann definieren wir

(1)) = 4(0) -7 € k.
mit Definition [7.2] erhalten wir
(vy.r)(v.s)=7w.s).r=5-y@w).r=5-(y.r)(v) .

(2) Wir kénnen aus jeder Linearform o € V* eine Antilinearform v = a €
V" machen und umgekehrt, wobei

av) =a) ck.
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Das liefert eine antilineare Abbildung V* — V" mit einer antilinearen
Umkehrabbildung. Ahnlich wie in Bemerkung|7.4{ geht dabei die Links-
k-Vektorraumstruktur von V* in die Rechts-k-Vektorraumstruktur
von V" iiber und umgekehrt.

(3) Wir definieren eine Abbildung g: V — V" durch

g(w)(w) = g(v)(w) = g(v,w) = g(w,v)
fiir alle v, w € V. Aus Proposition folgt, dass g eine injektive
lineare Abbildung ist. Antilinearformen im Bild von g heiflen wieder
darstellbar.

Die Frage, welche Linearformen sich durch Elemente spezieller Funktio-
nenrdume darstellen lassen, ist ein wichtiges Thema in der Funktionalanalysis.
Das folgende Lemma ist ein elementarer Spezialfall des Rieszschen Darstellungs-
satzes.

7.26. Lemma. FEs sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k- Vektorraum, dann
sind die Abbildungen g: V — V* und g: V. — V* bijektiv, und wir erhalten
Umkehrabbildungen g~ ': V* =V und g~ *: ViV

Insbesondere ist jede Linearform und jede Antilinearform auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V beziiglich g darstellbar. Dieses Lemma erklért also

insbesondere die Beispiele und ().

Der Dualraum eines unendlich-dimensionalen k-Vektorraums ist (unter ge-
eigneten mengentheoretischen Annahmen) stets méchtiger als der Vektorraum
selbst, so dass ¢ fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume nie invertierbar ist.
Aus diesem Grund betrachtet man in der Funktionalanalysis stattdessen den
Raum der stetigen Linearformen beziiglich der zum Skalarprodukt gehorigen
Norm. Dadurch wird g auch fiir zahlreiche wichtige unendlich-dimensionale Vek-
torrdume mit Skalarprodukt invertierbar.

BeEwEIS. Es sei dim V' = n. Nach Proposition [2.79|ist V* ein n-dimensio-
naler Links k-Vektorraum. Nach Bemerkung ist V" ein n-dimensionaler
Rechts-k-Vektorraum. Die Abbildung g: V' — V' ist nach Proposition
und Bemerkung injektiv. Aus dem Rangsatz folgt, dass g ein
Isomorphismus ist. Aber dann ist auch g bijektiv. |

7.27. Bemerkung. Es sei (ep,...,e,) eine Orthonormalbasis von V, siehe
Satz Wir kénnen sie benutzen, um einen alternativen, konstruktiven Be-
weis von Lemma zu geben. Nach Beispiel werden die Vektoren der
dualen Basis (g1, ...,&,) durch die Vektoren ey, ..., e, dargestellt. Sei also

n
a:Zap~5p mit a€ "k,
p=1
dann wird « dargestellt durch den Vektor

n
v = E ep - ap ,
p=1
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denn fiir alle w € V gilt

afw) = anlap-ep(w) - anlap-g@p,w) :g(zw) -

Also gilt a = g(v) und analog & = g(v).

7.28. Definition. Es seien (V,g) und (W, h) Vektorrdume iiber k mit Skalar-
produkt. Eine lineare Abbildung F: V — W heifit adjungierbar, wenn es eine
Abbildung G: W — V gibt, so dass

9(G(w),v) = h(w, F(v)) firalleve Vund w e W .
In diesem Fall heifit G die zu F' adjungierte Abbildung, und wir schreiben G =
F*.
7.29. Bemerkung. Es seien (V,g), (W,h) und F': V — W wie oben.
(1) Falls F adjungierbar ist, ist die adjungierte Abbildung G von F' eindeu-

tig bestimmt. Denn sei H eine weitere adjungierte Abbildung von F',
dann gilt fiir alle w € W, dass

0 = h(w, F(G(w) - H(w))) = h(w, F(G(w) - H(w)))
= 9(G(w), G(w) — H(w)) - g(H(w), G(w) — H(w))
= [G(w) ~ Hw)|? ,

und somit G(w) = H(w) wegen der Eigenschaft des Skalarproduk-
tes g. Daher diirfen wir F™* fiir die Adjungierte Abbildung schreiben,
wenn Sie existiert.

(2) Die adjungierte Abbildung F*: W — V ist linear, denn fiir alle v € V
und alle u, w € W und alle r, s € k gilt

g(F*(u.r4w.s),v) = h(u.r+w.s, F(v)) = 7 h(u, F(v))+5h(w, F(v))
(F*(u),v) + 5g(F*(w),v) = g(F*(u) .7+ F*(w) . s,v) .

Indem wir v = F*(u.r+w.s) — F*(u).r — F*(w) . s wihlen, erhalten
wir

0=[F*(u.r+w.s) —F*(u).r—F*(w).st ,
und wegen gilt somit F*(u.r+w.s)=F*(u).r+ F*(w).s.
(3) Wenn G zu F adjungiert ist, ist auch F' zu G adjungiert, denn we-
gen gilt
h(F(v),w) = h(w, F(v)) = g(G(w),v) = g(v,G(w))

fiir alle v € V und w € W. Wegen gilt also F' = G* genau dann,
wenn G = F*, insbesondere folgt (F*)* = F.

7.30. Beispiel. Wir geben Beispiele adjungierter Abbildungen.

(1) Wir betrachten das Standardskalarprodukt auf den R&umen k™
und k™. Sei F': k" — k™ gegeben durch eine Matrix C' € M,, ,(k),
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dann wird die adjungierte Abbildung F™* gegeben durch die adjungier-
te Matrix, denn fiir alle z € k™ und alle y € k™ gilt

(F*(z),y) = (z, F(y)) = 2" Ay = 2" (A")"y = (A%2)"y = (A"z,y) .

(2)

Aus diesem Grund benutzen wir in beiden Fallen den Begriff ,,adjun-
giert®.

Etwas allgemeiner sei (ei,...,e,) eine Orthonormalbasis von (V,g)
und (f1,..., fm) eine Orthonormalbasis von (W, h). Wenn F: V — W
beziiglich dieser Basen durch eine Matrix A € My, (k) dargestellt
wird, dann wird F* durch A* dargestellt, denn fiir alle p =1, ..., m
und alleg =1, ..., n gilt

(ep, F*(fp)) = (F'(ep), fq) = (fo, F(ep)) = apq -

Wir betrachten wieder den Raum V = C°°([0,1];k) mit dem L?2-
Skalarprodukt. Multiplikation mit einer Funktion f € V' definiert eine
lineare Abbildung Die adjungierte Abbildung ist Multiplikation mit f,
denn

1 1 _
@mmzAmmmwmmzlﬂwmmmwszma

Es sei V wie oben, und es sei f € V eine Funktion mit f(0) = f(1) = 0.
Dann betrachten wir den Differentialoperator F' € End(V') mit

Flg)=1f-¢

und bestimmen den adjungierten Differentialoperator durch partielle
Integration als

1 [
(F*(g). 1)1 = (9. F) = | 5@ F(@) () da
0
1
B E Jo
= <(fg)/7h>L2 = <fg/+f,gvh>L2 .
Wenn wir in einfach nur den Ableitungsoperator F(g) = ¢’ be-
trachten, zeigt eine analoge Rechnung, dass F' nicht adjungierbar ist,
da sich die Randterme (g(z) h(x))!izo nicht durch ein Integral be-
schreiben lassen. In der Analysis umgeht man dieses Problem, indem
man den Begriff des adjungierten Operators etwas anders definiert und

dann Randbedingungen stellt wie etwa g(0) = g(1) = 0, um keine
Randterme mehr zu erhalten.

- (@f(x) h(x))‘io—/ (9 1) () h(z) dz

Die adjungierte Abbildung ist eng verwandt mit dem folgenden Konzept.

7.31. Definition. Esseien V und W Vektorrdume iiber einem Kérper k, und es
sei F': V — W eine lineare Abbildung. Die zu F duale Abbildung F*: W* — V*
ist definiert durch

F*B=pBoFecV* fiir alle 8 € W* .
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Man beachte, dass die duale Abbildung im Gegensatz zur adjungierten Ab-
bildung immer existiert und nach Definition eindeutig bestimmt ist. Wir ver-
wenden fiir beide die Bezeichnung F*, man muss also aufpassen, welche der
beiden Abbildungen jeweils gemeint ist: F*: W* — V* ist die duale Abbildung,
F*: W — V die adjungierte. Aus diesem Grund verwenden manche Autoren
fiir duale Moduln, Vektorrdume und Abbildungen das Symbol -’ oder -V

7.32. Bemerkung. Wir sammeln ein paar elementare Eigenschaften. Seien
dazu U, V und W Vektorraume.

(1) Es gilt stets idj, = idy+, denn aoidy = o € V* fiir alle a € V*.

(2) Seien F': V. — W und G: U — V linear, dann gilt (F oG)* = G*o F™*,
denn

(FoG)'B=B0oFoG=G"(BoF)=G"(F(p)).

(3) Die duale Abbildung ist linear. Das lasst sich nachrechnen, da k auf 5 €
W* durch (r - 8)(w) = r - f(w) wirkt.

(4) Es seien B = (v1,...,v,) und C' = (wi,...,w,) Basen von V bezie-
hungsweise W, und es seien B* = (¢1,...,¢,) und C* = (¥1,...,%y)
die dualen Basen von V* und W*. Es sei F': V. — W beziiglich der
obigen Basen dargestellt durch die Abbildungsmatrix A = M,, ,(k),
dann gilt

¢p( =1p <Z Wy . arq) = Z Yp(wr) - arg = apq
r=1

firallep=1,...,mundalle ¢ =1, ..., n. Dabei geht der Vektor v =
B(x) in den Vektor C'(Ax) iiber, wobei x € k™.
Es sei jetzt n € "k eine Zeile. Fiir die duale Matrix rechnen wir

P(C () (w) = (an ) o :<an (o)) o)
- ;np = (Z >t ) (0) = (B (1)) o)

p=1q=1
Die duale Abbildung wird durch also dieselbe Matrix A dargestellt,
allerdings werden jetzt Zeilen in k" von rechts mit A multipliziert.

Mit Hilfe von Lemma kénnen wir einen Zusammenhang zwischen der
adjungierten Abbildung und der dualen Abbildung herstellen.

7.33. Proposition. Es seien (V,g) und (W, h) Vektorrdume iber k mit Ska-
larprodukt und F:V — W set linear. Wenn F' adjungierbar ist, kommutiert
das Diagramm

WV
hl i"
W sy
Insbesondere ist F' immer adjungierbar, wenn V endlich-dimensional ist.
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Man beachte, dass die beiden waagerechten Pfeile lineare Abbildungen sind,
wéhrend die senkrechten Pfeile antilinear sind. Somit sind beide Wege von W
nach V* durch antilineare Abbildungen gegeben.

Die letzte Behauptung erklért insbesondere die Beispiele und .
Die Beispiele und (|4)) zeigen, dass die zusitzliche Bedingung dim V' < oo
nicht notwendig ist.

BEWEIS. Es seien v € V und w € W, dann folgt

g(F*(w))(v) = g(F*(w),v) = h(w,F(v)) = h(w)(F(v)) = F* (h(w))(v) .

Da das fiir alle v € V gilt, folgt g o F* = F* o h, wobei links die adjungierte
und rechts die duale Abbildung gemeint ist. Damit ist die erste Behauptung
bewiesen.

Wenn g invertierbar ist, kénnen wir die adjungierte Abbildung als g~ 'oF*oh
schreiben. Nach Lemma gilt das, wenn V endlich-dimensional ist. O

7.34. Definition. Es seien V und W Vektorrdume iiber k, es sei F': V — W
linear, und S sei eine Sesquilinearform auf W. Dann definiert man die mit F
zuriickgeholte Sesquilinearform F*S auf V' durch

(F*S)(u,v) = S(F(v), F(w)) fiir alle u, v e V.

Wir haben jetzt die Notation F* mit einer weiteren Bedeutung versehen.
Aus dem Zusammenhang muss man jeweils erkennen, wofiir F* gerade steht.

7.35. Bemerkung. Die ersten drei der folgenden Eigenschaften rechnet man
leicht nach.

(1) Die Form F*S ist wieder sesquilinear ([SI)).

(2) Wenn S Hermitesch ist, dann ist auch F*S Hermitesch (S2).

(3) Wenn S auflerdem positiv semidefinit ist, dann ist auch F* positiv
semidefinit.

(4) Wenn S positiv definit und F' injektiv ist, dann ist auch F*S ein
Skalarprodukt, denn dann gilt

(F*S)(v,v) = S(F(v),F(v)) =0 <= Fv)=0 <= 0v=0.

In diesem Fall heiffit F*S auch das zuriickgeholte Skalarprodukt. Auf
die Injektivitdt von F kann man leider nicht verzichten, denn fiir al-
le v € ker F' gilt (F*S)(v) = 0.

(5) Es seien (v1,...,v,) und (wi,...,w,,) Basen von V und W. Sei A €
My (k) die Abbildungsmatrix von F, und sei S dargestellt durch
die Gramsche Matrix G, dann wird F*S dargestellt durch die Ma-
trix A*GA, denn

m m m
(F*S)(vp,vg) = S(Z Wy . arp,zzwS . asq> = Z Qrp Grs Gsg -
r=1 s=1

r,s=1
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7.36. Bemerkung. Genauso kénnen wir eine Sesquilinearform S auf W mit
einer antilinearen Abbildung F': V' — W zuriickholen durch

(F*S)(u,v) = S(F(v), F(u)) fiir alle u, v € V.

Durch das Vertauschen der Argumente stellen wir sicher, dass F*.S wieder ses-
quilinear ist. Die Punkte f aus Bemerkung [7.35| gelten analog.

Zum Beispiel sei (V,g) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalar-
produkt, dann ist die antilineare Abbildung ¢: V' — V* invertierbar, und wir
kénnen das Skalarprodukt g mit der Inversen Abbildung ¢g~! auf V* zuriickho-
len. Dieses Skalarprodukt nennen wir das zu g duale Skalarprodukt g* auf V*.
Sei dazu (eq,...,e,) eine Orthonormalbasis von V', dann ist (e1,...,&,) =

(g(e1),...,g(en)) die duale Basis von V* nach Beispiel (1. Somit gilt

((g_l)*g) (ep,eq) = 9(9_1(511)79_1(519)) = g(eg; ep) = Opq
also ist die duale Basis einer Orthonormalbasis wieder eine Orthonormalbasis.
Im Allgemeinen sei A die Gramsche Matrix von g, dann kann man zeigen,
dass ¢* durch die Inverse Matrix A~! dargestellt wird.

7.37. Bemerkung. Es seien (V,g) und (W, h) Vektorrdume iiber k mit Ska-
larprodukt. Wir nennen eine lineare Abbildung F': V — W eine isometrische
Einbettung, wenn F*h = g gilt. In diesem Fall gilt also fiir alle u, v € V, dass

9(u,v) = (F*h)(u,v) = h(F(u), F(v))  und o], =[|F(v)ll, -
Insbesondere ist F' immer injektiv.

Seien (vi,...,v,) und (wi,...,wy,,) Orthonormalbasen von V' und W, und
sei A € M, »(k) die Abbildungsmatrix von F. Wegen Bemerkung gilt
dann

E,=A"E,A=A"A.
Falls n = m ist, ist A insbesondere invertierbar, und es gilt A~! = A*. In diesem
Fall nennen wir F' eine lineare Isometrie.

7.4. Normale Endomorphismen

In diesem Kapitel betrachten wir bestimmte Endomorphismen von endlich-
dimensionalen k-Vektorrdumen mit Skalarprodukt und zeigen, dass sie sich
beziiglich einer geeigneten Orthonormalbasis durch besonders einfache Matri-
zen darstellen lassen. Diese Resultate haben zahlreiche Anwendungen, unter
anderem in Analysis, Geometrie und Physik.

7.38. Definition. Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt und es
sei F' € Endg (V') adjungierbar. Dann heifit F

) selbstadjungiert, wenn F* = I

) schief, wenn F* = —F,

) normal, wenn F* o F = F o F* und

) lineare Isometrie, oder isometrischer oder auch unitdrer Automorphis-
mus, wenn F invertierbar ist mit F~! = F*.
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7.39. Bemerkung. Man sieht leicht, dass selbstadjungierte und schiefe En-
domorphismen und isometrische Automorphismen allesamt normal sind. Stellt
man F' wie oben beziiglich einer Orthonormalbasis als Matrix A € M, (k) dar,
so gilt jeweils A* = A, A* = —A, A*A = AA*, beziehungsweise A~! = A*.

7.40. Satz (Hauptsatz iiber normale Abbildungen). Es sei (V,g) ein endlich-
dimensionaler komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt und F € EndcV.
Dann existiert genau dann eine unitire Basis von (V,g) aus Eigenvektoren
von F, wenn F normal ist.

Insbesondere sind normale Endomorphismen iiber C immer diagonalisier-
bar; die Aussage im Satz ist aber noch etwas stirker, da wir sogar eine unitire
(also eine Orthonormal-) Basis erhalten. Die Darstellung als Diagonalmatrix
ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Eintrige nach Satz In der Funk-
tionalanalysis heiffit der entsprechende Satz auch der ,, Spektralsatz fiir normale
Operatoren®.

BEWEIS. Zu ,—* sei (e1,...,e,) eine Orthonormalbasis aus Eigenvekto-
ren von F'. Nach Proposition [5.4| wird F' beziiglich dieser Basis durch eine Dia-
gonalmatrix A dargestellt. Nach Beispiel wird F* durch A* dargestellt,
und A* ist auch eine Diagonalmatrix. Man sieht leicht, dass A*A = AA* gilt,
somit ist F' normal.

Wir beweisen ,,<—=%“ durch Induktion iiber die Dimension n von V. Im
Fall n = 0 ist nichts zu zeigen. Es sei also n > 1. Da C algebraisch abge-
schlossen ist, hat das charakteristische Polynom xr eine Nullstelle A. Es sei v
ein Eigenvektor von F zum Eigenwert A. Dann ist v auch ein Eigenvektor von F™*
zum Eigenwert X\, denn

1E* (0) = v Al

g((F* = Xidy)(v), (F* = Xidy)(v))
g((F = Xidy)(F* — Xidy)(v),v)
g((F* = Xidy)(F — Aidy)(v),v) = 0

Es sei
W={weV|glvw =0}
das orthogonale Komplement vom Vektor v, dann ist W C V ein Untervektor-

raum, sieche Ubungen. Der Unterraum W ist sowohl unter F als auch unter F*
invariant, denn sei w € W, dann folgt

9(v, F(w)) = g(F*(v),w) = g(v. p,w) =0
und g(v, F*(w)) = g(F(v),w) = g(v. A\, w) =0,
somit liegen mit w auch F(w) und F*(w) wieder in W.
Insbesondere ist F*|y gleichzeitig die adjungierte Abbildung zu Fly
beziiglich des auf W eingeschrinkten Skalarproduktes, und F'|y ist nach wie

vor normal, also existiert nach Induktionsannahme eine unitére Basis vo, ...,
vy, von W aus Eigenvektoren von F|y. Wir diirfen [lv]|, = 1 annehmen. Dann
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ist (v,v,...,v,) eine unitidre Basis von V aus Eigenvektoren von F', und wir
sind fertig. O

Uber den reellen Zahlen verhalten sich normale Abbildungen etwas kompli-
zierter. Man iiberpriift, dass Matrizen der Form

*) ()

normal sind, denn

(306 D5 )6 Gy

Das charakteristische Polynom (X —a)?+b? hat jedoch keine reellen Nullstellen,
falls b # 0. Nach Lemma hat die obige Matrix also keine Eigenvektoren.

7.41. Folgerung. Es sei (V,g) ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum
mit Skalarprodukt und F € Endgr V. Dann ezistiert genau dann eine Ortho-
normalbasis von (V,g), beziiglich der F' durch eine Block-Diagonalmatriz aus
1 x 1-Blécken und aus 2 x 2-Blocken der Gestalt @ mat b > 0 dargestellt wird,
wenn F normal ist. In diesem Fall ist die Matriz bis auf die Reihenfolge der
Blocke eindeutig.

BEwEIS. Die Richtung ,,=—“ folgt wie im Beweis von Satz durch Nach-
rechnen.

Zu ,,<="* wihlen wir zunéchst eine beliebige Orthonormalbasis von V' und
stellen F' durch eine normale Matrix A € M, (R) dar. Dann betrachten wir A
als normale komplexe Matrix, also als normalen Endomorphismus von C" mit
dem Standardskalarprodukt. Der Beweis geht wieder durch Induktion iiber n.

Wir finden einen gemeinsamen Eigenvektor v von A zum Eigenwert A und
von A* zum Eigenwert A\. Wenn X reell ist, konnen wir v € R” C C" wiihlen
wegen Lemma [5.33] Danach betrachten wir das orthogonale Komplement W
von v und machen weiter wie im obigen Beweis.

Wenn A nicht reell ist, betrachten wir den Vektor © € C™ und rechnen nach,
dass
Av=Av=Av=v.A=7.]\,
so dass ¥ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A # ) ist. Dabei haben wir
benutzt, dass A = A, da A eine reelle Matrix ist. Wir schreiben A = a + bi
mit a, b € R und v = w + vt mit v, w € R™, und erhalten

7

Au= 3 (A5~ Av) = 5 (BA— )
= 5 ((w—wi)(a = bi) — (w+ui) (a+bi)) = wa+ub,

T T T
= % ((w —wi)(a = bi) + (w + ui)(a+ bi)) = wa —ub .
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Wir nehmen an, dass b = Im A > 0, andernfalls vertauschen wir die Rollen
von v und . Dann hat A auf dem von u und w aufgespannten Unterraum U
beziiglich der Basis (u,w) gerade die Gestalt ().

Als né#chstes iiberlegen wir uns, dass v und v aufeinander senkrecht stehen,
da sie Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind, und somit wie im
Beweis von Satz der Vektor v im orthogonalen Komplement von v liegt.
Wir nehmen an, dass [[v[|, = [|7]|, = 2, dann gilt

2 ; . 2 2 )
2 = |lvlly = g(w + i, w + i) = [lwllg + [ll; + (9(w, u) — g(u, w)) i
0 = g(w — ui,w + ui) = |[wlly — [Jv][§ + 2g(w, u)i.

Da u, w reell sind, sind auch alle einzelnen Skalarprodukte rechts reell. Hieraus
folgt g(u,w) = 0 und Hu||§ = ||wH3 = 1, so dass u, w eine Orthonormalbasis
von U bilden. Wie im Beweis von Satz [7.40] ist das orthogonale Komplement

W={zeC"|g(wz2)=g(uz)=0}={zeC"|g(v,z) =g(v,2) =0}
invariant unter ' und F*, und wir kénnen den Beweis wie oben fortsetzen.

Wir erhalten also eine Blockmatrix aus 1 x 1-Blocken, die genau den reel-
len Nullstellen von x g entsprechen, und aus 2 x 2-Blocken der Gestalt (E[), SO
dass a * bi echt komplexe Nullstellen von yr sind. Somit kénnen wir die ge-
suchte Matrix aus den komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms
ablesen, was die Eindeutigkeitsaussage beweist. O

Da die Quaternionen nicht kommutativ sind, ist der Begriff des Eigenraums
nicht sinnvoll, sieche Ubung 4 von Blatt 1. Dennoch erhalten kénnen wir normale
Abbildungen auch iiber den Quaternionen charakterisieren.

7.42. Folgerung. Es sei (V,g) ein Rechts-H-Vektorraum mit Skalarprodukt
und F' € Endy V. Dann existiert genau dann eine quaternionisch unitire Basis
von 'V, beziiglich der F' durch eine Diagonalmatriz mit Eintrdgen der Form a+bi
mit b > 0 dargestellt wird, wenn F' normal ist. Diese Matriz ist eindeutig bis
auf Reihenfolge der Fintrdge.

BEWEIS. Die Richtung ,,=—* {iberpriift man wieder durch Nachrechnen.

Wir beweisen ,,<=* wieder durch Induktion iiber n = dimyg V. Dazu be-
trachten wir C = R+ iR C H als Teilkorper und fassen V fiir einen Moment als
komplexen Vektorraum auf. Wir erhalten ein komplexes Skalarprodukt, indem
wir die j- und k-Komponenten von g vergessen. Beziiglich dieses Skalarproduk-
tes ist F' als komplex lineare Abbildung immer noch normal mit der selben
adjungierten Abbildung F™*. Also existiert wie oben ein simultaner Eigenvek-
tor v zum Eigenwert A\ = a + bi € C von F und zum Eigenwert A = a — bi
von F*. Wenn b > 0 gilt, dann ist das orthogonale Komplement

W={weV|gvw)=0cH}

ein invarianter quaternionischer Unterraum der Dimension n—1, und wir fahren
fort wie im Beweis von Satz
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Falls b < 0, betrachten wir den Vektor v . j. Es gilt
Flo.j)=F@).j=v.((a+bi)j)=v.(jla—bi))=(v.j). A

und genauso F*(v.j) = (v.j).A. Anstelle von v betrachten wir also v . j und
machen weiter wie oben und erhalten die gesuchte quaternionisch unitére Basis.

Zur Eindeutigkeit tiberlegen wir uns, dass das charakteristische Polynom x p
von F' als Endomorphismus iiber dem Kérper C aufgrund der obigen Uberlegung
in Faktoren der Form

(X = N)(X =X = (X —a)?+0?

zerféllt. Dadurch sind die Diagonaleintrége bis auf ihre Reihenfolge eindeutig
festgelegt. O

Wir koénnen ,,¢“ in der Darstellung a 4 bi auch durch j, k£ oder einen belie-
bigen anderen imaginédren Einheitsquaternion q ersetzen. Dadurch dndern sich
die Matrix und die zugehorige Basis, aber nicht die Paare (a,b) in a + bg. Im
Beweis arbeiten wir dann mit einem Teilkorper R + gR = C.

Wir kommen jetzt zu wichtigen Spezialfillen normaler Abbildungen.

7.43. Folgerung (Hauptachsentransformation). FEs sei (V,g) ein endlich-
dimensionaler k-Vektorraum mit Skalarprodukt und F € Endy V. Dann exi-
stiert genau dann eine Orthonormalbasis von V, beziiglich der F durch eine
Diagonalmatriz mit reellen Eintrigen dargestellt wird, wenn F selbstadjungiert
15t.

Aus den obigen Ergebnisses folgt dann auch die Eindeutigkeit dieser Diago-
nalmatrix bis auf die Reihenfolge der Diagonaleintrige. In der Funktionalana-
lysis heifit der entsprechende Satz auch der ,,Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Operatoren“.

BeEweis. Die Richtung ,,=—* ergibt sich wieder durch Nachrechnen.

Zu ,,<—* wenden wir Satz oder eine der Folgerungen [7.41] oder an.
Da F selbstadjungiert ist, ist auch die Matrix A € M, (k), die wir so erhalten,
selbstadjungiert. Im Fall k = R ist ein 2 x 2-Block vom Typ |f| nur dann selbst-
adjungiert, wenn b = 0 gilt. In den Fillen k = C oder H muss A = \ fiir jeden
Diagonaleintrag A € k gelten, und wegen Bemerkung folgt A € R. O

7.44. Beispiel. Wir betrachten einen physikalischen Korper K im R?, der sich
ohne Einfluss duflerer Krifte bewegt. Dabei nehmen wir an, dass der Schwer-
punkt fiir alle Zeiten im Nullpunkt liegt. Dann dreht sich der Kérper um sich
selbst.

Um diese Drehung zu beschreiben, betrachtet man zu einer festen Zeit ¢ den
Trigheitstensor Fy: R — R3 mit

Fi(v) = /K pt(p)p x (v x p)d°x
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wobei K; C R? den Kérper zur Zeit t und p;(x) seine (Massen-) im Punkt x
bezeichne. Dabei bezeichne die Richtung von v die Drehachse und |jv| die
Drehgeschwindigkeit, dann beschreibt v x p die tatséchliche Geschwindigkeit
im Punkt p, und pi(p)p X (v X p) den Beitrag zum Drehimpuls. Insgesamt
ist Fi(vy) also der Drehimpuls zur Zeit ¢, wenn v; wie oben die Drehung zur
Zeit t beschreibt.

Die Abbildung F; ist selbsadjungiert. Am einfachsten iiberlegt man sich das
fir den Integranden: fiir alle w € R3 gilt

(px (v xp),w) = (p,p){v,w) — (p,v){p,w) = (v,p X (w X p))

nach Satz (). Also existiert eine Orthonormalbasis (e1(t), ea(t), es(t)
von R? aus Eigenvektoren von F;. Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
sind alle Eigenwerte Ay < A < A3 positiv, falls der Korper sich in jeder Raum-
richtung ausdehnt.

Die Richtungen der Eigenvektoren heiflen die Hauptachsen des Korpers K.
Bei einem achsenparallelen Quader sind das beispielsweise gerade die Koordina-
tenachsen. Wenn sich der Korper zu einer festen Zeit um eine der Hauptachsen
dreht, dann tut er das fiir alle Zeit. Dreht er sich hingegen um eine andere Achse,
dann verdndert sich die Drehachse selbst im Laufe der Zeit; der Korper scheint
zu taumeln. Es gibt jedoch einen konstanten Drehimpulsvektor L = Fy(v;) € R3,
so dass die Drehachse zu jedem Zeitpunkt in Richtung Ft_l(L) zeigt.

7.45. Folgerung. Es sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum,
und S sei eine Sesquilinearform auf V. Dann ezistiert genau dann eine g-
Orthonormalbasis von V', beziiglich der S durch eine Diagonalmatriz mit reellen
Eintrdgen dargestellt wird, wenn S Hermitesch ist.

Wie in Folgerung sind die Diagonaleintriige bis auf ihre Reihenfolge
eindeutig.

BEwEIS. Die Richtung ,=—“ ergibt sich aus Bemerkung .

Zu ,<—* fassen wir zunédchst S als antilineare Abbildung S: V — V* wie in
Proposition[7.22|auf. Da wir nichts iiber die Definitheit von S wissen, kénnen wir
allerdings nicht schlieBen, dass S injektiv ist. Sei ¢g~': V* — V die antilineare
Umkehrabbildung aus Lemma dann setzen wir F = ¢ 'o S € Endy V, so

dass
S(v,w) = (go F)(v)(w) = g(F(v),w) fir alle v, w e V.

Da S Hermitesch ist, ist F' selbstadjungiert, und Folgerung liefert eine
Orthonormalbasis (eq, .. ., e,) aus Eigenwerten von F'. Man iiberlegt sich leicht,
dass F und S beziiglich (eq,...,e,) durch die selbe Matrix dargestellt werden,
also durch eine Diagonalmatrix mit reellen Eigenwerten. ([

7.46. Beispiel. Ein Brillenglas ist eine gekriimmte Fliche. Die Wirkung des
Glases auf Lichtstrahlen hingt von der Kriimmung ab. Wenn wir das Glas in
einem Punkt p flach auf den Tisch legen, kénnen wir eine Seite des Glases
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als Graph einer Funktion f: U — R mit U C R? darstellen. Wenn f minde-
stens zweimal stetig differenzierbar ist, beschreibt die zweite Ableitung bei p die
Kriimmung an der Stelle p. Nach dem Satz von Schwarz ist die zweite Ableitung
an der Stelle p eine reelle symmetrische Bilinearform (also eine reelle Hermite-
sche Sesquilinearform) f”(p): R? — R, und die Kriimmung in Richtung v € R?
wird gegeben als

"(p)(v,v) fiir alle v € R? mit |jv]| =1 .

Nach Folgerung koénnen wir f”(p) beziiglich einer Orthogonalbasis (v1, v2)
des R? als Diagonalmatrix mit Eintragen xi, ko schreiben. Dann nennt man x1
und ko die Hauptkrimmungen im Punkt p, und vy, vo die Hauptkrimmungs-
richtungen. Wir diirfen x; < k9 annehmen. Bei einem gewohnlichen Brillen-
glas sollten die Hauptkriimmungen und die Hauptkriimmungen iiber das ganze
Glas in etwa konstant bleiben. In diesem Fall muss der Augenarzt dem Optiker
die Kriimmungen (als Werte in Dioptrien) und eine Hauptkriimmungsrichtung
mitteilen. Die andere Hauptkriimmungsrichtung ergibt sich, da beide senkrecht
aufeinander stehen.

7.47. Folgerung (Singulire Werte). Es seien (V,g) und (W,h) endlich-
dimensionale k- Vektorriume mit Skalarprodukten, und es sei F': V. — W line-
ar. Dann existieren Orthonormalbasen von V und von W, so dass F beziiglich
dieser Basen dargestellt wird durch eine Matrix der Form

ap 0 0
0 .
agr 0 0

0 0 0

0 0 0 0

mit eindeutig bestimmten reellen Eintrdgen ax > -+ > argp > 0.

Diese Folgerung ist eine Verfeinerung des Rangsatzes |3.13] in dem anstelle
von Orthonormalbasen beliebige Basen erlaubt sind. Die Normalform hier sieht
duBlerlich der Smith-Normalform sehr dhnlich.

BEWwEIS. Die Abbildung F*F: V — V ist offensichtlich selbstadjungiert
und hat nicht-negative Eigenwerte, denn die zugehorige Hermitesche Bilinear-
form

S(u,v) = g(u, (F* oF)(v)) = h(F(u),F(U)) = (F*h)(u,v)

ist positiv semidefinit nach Bemerkung . Die Hauptachsentransformati-
on|[7.43|liefert eine Orthonormalbasis (v1, ..., vy,) aus Eigenvektoren von F* o F'
zu den FEigenwerten A;, ..., A,; dabei sortieren wir die Basisvektoren so,
dass Ay 2> -2 >0=XAy1 == .
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1
Jetzt betrachten wir die Vektoren wy = F(v1). A, ..., we = F(vg) . A,
_1
Da die Faktoren A, * reell sind, folgt

) — ME@) ) gty (FE)w)) o

VA Vg
Nach Bemerkung sind die Vektoren wy, ..., wy linear unabhéngig. Also
ergénzen wir mit dem Basiserginzungssatz [3.3| zu einer Basis von W, die wir
mit dem Gram-Schmidt-Verfahren in eine Orthonormalbasis (w1, ..., wy)
tiberfiithren. Beziiglich der so konstruierten Basen hat F' die angegebene Abbil-
dungsmatrix, wobei a, = \/E firallep=1,...,f=1rgF.

=

S

= Opq -

E

Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich, indem man aus der gegebenen Abbil-
dungsmatrix die Abbildungsmatrix von F*F ableitet und die Eindeutigkeits-
aussage aus Folgerung [7.43] benutzt. O

7.48. Bemerkung. Die singuldren Werte geben also an, wie stark die Abbil-
dung F' die Langen in unterschiedlichen Richtungen verzerrt. Wenn wir bei-
spielsweise eine Gummifolie als Fliche im Raum betrachten, dann kénnen wir
das als eine Abbildung f: U — R3 mit U C R? betrachten. Es sei p € U, dann
gibt die Ableitung F = df(p): R? — R? an, wie f am Punkt p die Richtungen
im R? in den R3 abbildet. Die singuliren Werte a; > as geben das Maximum
und das Minimum der Léngenverzerrung an. Nach Folgerung [7.47] stehen die
zugehorigen Richtungen immer senkrecht aufeinander.

Die singuldren Werte aq, ..., ar p heiflen manchmal auch verallgemeinerte
Eigenwerte von F. Diese Bezeichnung ist etwas ungliicklich, da fiir eine Ma-
trix A die Eigenwerte von A mit den verallgemeinerten Eigenwerten, also den
Eigenwerten von A* A, nichts zu tun haben miissen. Als Beispiel betrachte einen
Jordan-Block M;(\) € My(k) der Grosse ¢ zum Eigenwert A. Dann hat

M 4+1A 0

My = |
A+l oA
0 A N2

fiir ¢ = 2 die Eigenwerte \? + % + /A2 + %, und die singuldren Werte sind die

positiven Wurzeln davon.

Ahnliche Aussagen wie in Folgerung lassen sich auch fiir schiefe Endo-
morphismen F' € Endy V eines endlich-dimensionalen k-Vektorraums beweisen.
Dazu muss man wieder nur untersuchen, welche der moglichen Normalformen

in Satz und den Folgerungen und schiefe Endomorphismen be-
schreiben.

7.49. Folgerung. Es sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum mit
Skalarprodukt und F € Endyg V. Dann ezistiert genau dann eine Orthonormal-
basis von V', beziiglich der F' dargestellt wird
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(1) durch eine Block-Diagonalmatriz aus 1 x 1-Blocken 0 und 2 x 2-Blicken
vom Typ @ mit a =0 fallsk =R,

(2) durch eine Diagonalmatriz mit rein imagindren Eintrdgen fallsk = C,
beziehungsweise

(3) durch eine Diagonalmatriz mit FEintrdgen der Form bi mit b > 0

falls k = H,

wenn F schief ist.
BEWEIS. Analog zum Beweis von Folgerung O

Besonders interessant ist der Fall, dass F' eine Isometrie ist. Aus Kapitel
kennen wir Spiegelungen und Drehungen.

7.50. Folgerung. Fs sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum mit
Skalarprodukt und F € Endy V. Dann existiert genau dann eine Orthonormal-
basis von V', beziiglich der F' dargestellt wird

(1) durch eine Block-Diagonalmatriz aus 1 x 1-Blécken £1 und 2 x 2-
Blocken vom Typ @ mit a®> +b%> =1 fallsk = R,

(2) durch eine Diagonalmatriz mit Fintrdgen vom Betrag 1 falls k = C,
beziehungsweise

(3) durch eine Diagonalmatriz mit Eintrigen der Form a+bi vom Betrag 1
mit b >0 falls k = H,

wenn F' eine lineare Isometrie ist.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Folgerung [7.43 g

7.51. Bemerkung. In Aufgabe 2 von Blatt 14 zur linearen Algebra I und
Bemerkung haben wir die Untergruppen

On)={AeM,R)|A"-A=E,}
und SO(n)={AcO(n)|detA=1}
der Gruppe GL(n,R) kennengelernt. Die Elemente von O(n) sind dadurch cha-
rakterisiert, dass sie das Standard-Skalarprodukt erhalten, somit ist die ortho-

gonale Gruppe O(n) die Gruppe der linearen Isometrien des R"™. Gleichzeitig
ist O(n) auch die Gruppe der Basiswechselmatrizen zwischen Orthonormalba-

sen, siche Proposition und Bemerkung .

Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) ist die Gruppe der orientierungser-
haltenden Isometrien. Gleichzeitig ist sie die Gruppe der Basiswechselmatrizen
zwischen gleich orientierten Orthonormalbasen.

Analog betrachten wir die unitdre und die spezielle unitire Gruppe
Un)={AecM,(C)|A*-A=E,}
und SUn)={AecU(n)|detA=1}.
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Die unitére Gruppe U (n) ist die Gruppe der linearen Isometrien des C" mit dem
Standardskalarprodukt, und gleichzeitig die Gruppe der Basiswechselmatrizen
zwischen unitiren Basen. Fiir Elemente A € U(n) gilt

1 = det(A*A) = |detal® ,

und das Beispiel (e'') € U(1) zeigt, dass alle komplexen Zahlen vom Betrag 1 als
Determinante einer unitdren Matrix auftreten kénnen. Da wir Orientierungen
fiir komplexe Vektorrdume nicht eingefiithrt haben, ist SU(n) einfach nur die
Untergruppe der Isometrien mit Determinante 1.

Uber den Quaternionen definieren wir nur die (kompakte) symplektische
Gruppe
Sp(n) = { A € M, (H) ‘ A" A=E,}

der linearen Isometrien des H"” mit Standardskalarprodukt, beziehungsweise der
Basiswechselmatrizen zwischen quaternionisch unitéren Basen. Da die Quater-
nionen nicht kommutativ sind, gibt es keine Determinante, und wir definieren
nur diese eine Gruppe.

7.52. Bemerkung. Wir haben wieder eine Reihe von Normalformen kennen-
gelernt und auch ein paar Anwendungen gesehen.

(1) Sei (V,g) ein n-dimensionaler k-Vektorraum mit Skalarprodukt, dann
ist fiir jede Orthonormalbasis B von V die Basisabbildung ein Isomor-
phismus B: k™ — V, so dass B*g gerade das Standardskalarprodukt
auf k™ ist. Insbesondere ist die Dimension eine vollstdndige Invarian-
te fiir endlich-dimensionale k-Vektorrdume mit Skalarprodukt, &hnlich
wie in Bemerkung fiir endlich-dimensionale Vektorrdume.

(2) Essei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Wir betrachten zwei
Endomorphismen F', G € Endy V' als metrisch dquivalent, wenn es ei-
ne lineare Isometrie U € Auty V' gibt, so dass G = U~'FU. Somit
sind F' und G genau dann #dquivalent, wenn es Orthonormalbasen B
und C' gibt, so dass F' beziiglich B die gleiche Darstellung hat wie G
beziiglich C'. Dann haben wir in Satz und den Folgerungen
eine Normalform fiir normale Endomorphismen kennengelernt.
Spezialfille haben wir in den Folgerungen [7.43] [7.49 und be-
trachtet. Fiir selbstadjungierte Matrizen beispielsweise erhalten wir als
vollsténdige Invariante die Dimension dim V' und das Tupel der nach
Grofle geordneten reellen Eigenwerte.

Man beachte, dass nicht nur die Auswahl der betrachteten Endo-
morphismen spezieller ist als in Kapitel @ sondern auch die Aquiva-
lenzrelation.

(3) Wir nennen zwei lineare Abbildungen F', G: V. — W zwischen Vek-
torrdumen metrisch dquivalent, wenn es lineare Isometrien P € Auty V'
und @@ € Autg W gibt, so dass Q o ' = G o P, siehe Folge-
rung In diesem Fall liefert Folgerung eine Normalform,
und (dim,dim W,rg F) bildet zusammen mit dem Tupel der nach
Grofle geordneten singuldren Werte eine vollstédndige Invariante.
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7.53. Bemerkung. Es sei F' € Endr(V) eine Isometrie eines endlich-dimen-
sionalen Euklidischen Vektorraums (V, g).

(1)

Geméf der Orthonormalbasis aus Folgerungzerlegen wir V in eine
direkte Summe von Unterrdumen, die paarweise zueinander senkrecht
stehen. Dann operiert F' auf den eindimensionalen Unterrdumen Uj
mit Eigenwert 1, also als +idy,, das heifit als Identitét oder als Spie-
gelung.

Auf den zweidimensionalen Eigenrdumen V; wirkt V' durch eine
Matrix vom Typ @ mit a® + b2 = 1 und b > 0. Also finden wir einen
Winkel ¢ = arccosa € [0, 7], so dass

a —b\ [cosp —singp
b a) \sing cosp)

Diese Matrix beschreibt eine Drehung des Raumes V; um den Winkel ¢
und heifit daher auch einfach Drehmatriz.

Geméf3 Definition heifit F' genau dann orientierungserhaltend,
wenn det ' > 0. Nach Folgerung ergibt sich die Determi-
nante als das Produkt der Determinanten der einzelnen Blocke. Ein
1 x 1-Block +1 hat Determinante 41, wéhrend eine Drehmatrix stets
Determinante a?+b? = cos? ¢+sin? ¢ = 1 hat. Somit ist eine Isometrie
genau dann orientierungserhaltend, wenn die Anzahl der Spiegelungen
in , also die Dimension des —1-Eigenraumes, gerade ist.

Wenn V eine feste Orientierung trégt, versuchen wir, in Folgerung|7.50
eine orientierte Basis anzugeben. Das geht immer, wenn +1 Eigen-
wert ist, da wir dann das Vorzeichen des zugehorigen Eigenvektors frei
wéihlen koénnen. In einem Drehblock legt jedoch die Wahl des Win-
kels ¢ € (0, 7) eine Orientierung fest. Wenn wir also nur Drehmatrizen
zu Winkeln ¢; € (0,7) haben, miissen wir unter Umsténden einen
Winkel ¢ durch —¢ ersetzen. In diesem Fall konnen wir sagen, dass F
entgegen dem mathematischen Drehsinn wirkt. In der Ebene ist eine
Drehung im mathematischen Drehrsinn eine Drehung gegen den Uhr-
zeigersinn, und umgekehrt.

7.5. Affine Riume

Wenn wir bei einem Vektorraum den Nullpunkt , vergessen®, erhalten wir
einen affinen Raum. In Definition hatten wir bereits affine Unterrdume
von Vektorrdumen kennengelernt. In diesem Abschnitt wollen wir affine Rdume
etwas abstrakter einfithren und auch als metrische Riume betrachten.

Fiir den Anfang betrachten wir wieder beliebige Schiefkorper k.

7.54. Definition. Es sei V ein k-Vektorraum. Ein affiner Raum iiber V ist
eine Menge A, zusammen mit einer Abbildung +: A x V — A, so dass gilt:

(1)
(2)

fiir alle a € A und alle v, w € V gilt (a +v) + w =a+ (v + w),
zu je zwei Punkten a, b € A existiert genau ein v € V mit b = a + v.
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Die Dimension von A ist gerade die Dimension von V.

Es sei B ein weiterer affiner Raum iiber einem k-Vektorraum W. Eine Ab-
bildung F': A — B heifit affin, wenn es eine lineare Abbildung L: V — W gibt,
so dass

F(a+v)=F(a)+ L(v)
fir alle a € A und alle v € V. In diesem Fall nennt man F auch lineare
Abbildung tiber L.

Eine nichtleere Teilmenge C' C A heifit affiner Unterraum, wenn es einen
Untervektorraum U C V gibt, so dass fiir alle ¢ € C' und alle v € V der
Punkt ¢ + v genau dann in C' liegt, wenn v € U. Man nennt C' dann auch
affinen Unterraum dber U. Zwei affine Unterrdume heiflen parallel, wenn sie
iiber dem gleichen linearen Unterraum von V' liegen.

7.55. Beispiel. Wir kennen schon einfache Beispiele.

(1) Jeder Vektorraum ist ein affiner Raum iiber sich selbst. Die affinen
Unterrdume im Sinne von Definition sind genau die affinen Un-
terrdume im obigen Sinne. Sei F': V' — W eine affine Abbildung iiber
der linearen Abbildung L: V' — W, dann folgt

A(v) = A0 +v) = A(0) + L(v) fir alleve V.
Also haben affine Abbildungen zwischen Vektorrdumen stets die Ge-
stalt
A(v) = L(v)+w,
wobei L linear ist Umgekehrt ist jede Abbildung dieser Form affin.

(2) Es sei V' ein Vektorraum und U C V ein Unterraum. Dann ist je-
der zu U parallele affine Unterraum A selbst ein affiner Raum iiber
dem Untervektorraum U. Beispielsweise ist die Losungsmenge eines
inhomogenen Gleichungssystems ein affiner Raum iiber der Lésungs-
menge des zugehorigen homogenen Gleichungssystems, siehe Proposi-

tion .

7.56. Bemerkung. Wir sammeln ein paar elementare Eigenschaften.

(1) Fiir jeden Punkt a € A ist die Zuordnung v — a + v eine Bijektion
von V nach A. Die Umkehrabbildung schreiben wir als Subtraktion

—AXA=V,

so dass b—a = v genau dann, wenn b = a+v. Eine andere Bezeichnung
ist ab =b— a.

(2) Es sei A ein affiner Raum {iiber einem k-Vektorraum V. Wenn wir
einen Ursprung o € A wihlen, kénnen wir A und V identifizieren,
indem wir a € A mit dem Vektor a — o € V und v € V mit dem
Punkt a + v € A gleichsetzen.

Wir setzen wieder k = R, C oder H und erinnern uns an den Begriff einer
Norm auf einem k-Vektorraum, siche Bemerkung In Definition haben
wir speziell die Norm || - ||, zu einem Skalarprodukt g auf V' eingefiihrt.
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7.57. Definition. Es sei A ein affiner Raum iiber einem k-Vektorraum V
und || - || eine Norm auf V. Dann definieren wir die affine Metrik d: Ax A — R
zu || - || auf A durch

d(a,b) = [la —b|| fir alle a, be A .

Wenn |- || = [|-||, die Euklidische Norm zu einem Skalarprodukt g auf V' ist,
nennen wir d, = d eine Euklidische Metrik auf V. Ein affiner Raum mit einer
Euklidischen Metrik heifit auch Euklidischer Raum (A, d).

Eine affine Abbildung F: A — B zwischen Euklidischen Riumen (A, d)
und (B, e) heifit (affine) isometrische Einbettung, wenn

e(F(a), F(b)) = d(a,b) fiir alle a, b€ A,

und (affine) Isometrie, wenn sie dariiberhinaus invertierbar ist.

Obwohl es hier nicht gefordert haben, ist es fiir Studium Euklidischer
Réume (A, d) am sinnvollsten, anzunehmen, dass der die zugrundeliegenden
Vektorrdume reell sind, also iiber k = R zu arbeiten. Mehr dazu spéter.

7.58. Beispiel. In der Schule haben Sie die Geometrie der Euklidischen Ebe-
ne (R2,d,) studiert, wobei d, zum Standard-Skalarprodukt auf R? gehért. Ana-
log kann man Euklidische Réume (R", d,) beliebiger Dimension betrachten. Wir
nennen d, spéter die Standardmetrik.

In der klassischen Newtonschen Mechanik geht man davon aus, dass uns ein
dreidimensionaler Euklidischer Raum umgibt. In diesem Raum ist weder ein
Ursprung festgelegt (obwohl er von manchen Leuten auf der Erde, von anderen
im Mittelpunkt der Sonne oder gar im Mittelpunkt der Galaxie gesehen wird),
noch gibt es ausgezeichnete Richtung (wenn wir einen festen Punkt auf der
Erde als Ursprung wéhlen, konnten wir als Richtungen zum Beispiel ,,Norden“,
,» Westen“ und ,,oben“ wihlen, aber diese Wahl hingt dann von der Wahl unseres
Ursprungs ab).

Auf der anderen Seite gibt es in der klassischen Mechanik die Vorstellung,
dass es eine Kuklidische Metrik d unabhéngig vom Bezugspunkt gibt. Selbst,
wenn sich der Ursprung entlang einer Geraden mit konstanter Geschwindigkeit
bewegt, soll sich an dieser Metrik nichts &ndern. Die zweite dieser Annahmen
wird in Einsteins spezieller Relativitdtstheorie durch die etwas komplizierteren
Lorenzschen Transformationsformeln ersetzt. In der allgemeinen Relativitéts-
theorie schliellich wird aus dem ,,flachen“ Euklidischen Raum eine gekriimmte
Raumzeit.

7.59. Bemerkung. Wir kénnen Euklidische Rdume als metrische Rdume be-
trachten.
(1) Eine Metrik auf einer Menge M ist eine Funktion d: M x M — R, so
dass fiir alle a, b, ¢ € M die folgenden Axiome gelten:
(D1)  d(a,b) >0 und d(a,b)=0<=a=0b (Positivitit),
(D2)  d(b,a) = d(a,b) (Symmetrie),
(D3)  d(a,c) <d(a,b) +d(b,c) (Dreiecksungleichung).
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Dann nennt man (M, d) einen metrischen Raum.

Fiir eine affine Metrik zu einer Norm || - || auf V' folgen diese Axiome
jeweils aus den entsprechenden Axiomen (NI))-(N3) fiir || - |.

Auf der anderen Seite kommt nicht jede Metrik auf A von einer
Norm, beispielsweise gehort zu keiner Norm die ,,diskreten Metrik*

d(a,b) = 0 falls a =5, und
7711 sonst.

Also ist nicht jede Metrik auf einem affinen Raum eine affine Metrik.
Das lésst sich auch dadurch erkldren, dass die Homogenitiit zum
Beweis der Symmetrie nur fiir die Skalare +1 benutzt wird.

Es sei d = dg eine Euklidische Metrik auf A. In der Dreiecksungleichung
gilt Gleichheit genau dann, wenn es reelle Zahlen r, s > 0 gibt, die nicht
beide verschwinden, so dass

b—a)r=(c—bseV.

Somit zeigen beide Vektoren ,in die gleiche Richtung“. Zur Be-
griindung schreiben wir v = b — a und w = ¢ — b € V und betrachten
den Beweis der Dreiecksungleichung in Bemerkung [7.9] wonach

2 2 2
[+ wllg = [[vlly +2Re g(v, w) + [lwllg
2 2
< lvllg + 21g(v, w)[ + [Jwllg
2 2 2
< llolly + 2 llllg lwlly + lwlly = (vl + lwlly)” -

Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung[7. 10| wird aus der zweiten Un-
gleichung genau dann eine Gleichung, wenn v und w linear abhéngig
sind. Wir wollen annehmen, dass r € k mit w = v.r existiert, ansonsten
vertauschen wir die Rollen von v und w. Dann gilt

Re(g(v,v.7)) = Re(r) g(v,v) < |r] g(v,v)
>0

und Gleichheit gilt genau dann, wenn r eine nichtnegative reelle Zahl
ist. Mit s = 1 erhalten wir die obige Behauptung.

Eine Isometrie zwischen metrischen Réumen (M, d) und (N, e) ist eine
invertierbare Abbildung F': M — N, so dass

e(F(a),F(b)) = d(a,b) fir alle a, b€ M .

Es seien wieder (A4, d) und (B,e) Euklidische Rdume iiber k. Wenn
es eine Isometrie F': A — B gibt, kann man daraus folgern, dass F
linear iiber R ist. Der Beweis ist nicht ganz einfach und benutzt unter
anderem .

Die Abbildung F muss jedoch nicht k-linear sein, falls k = C
oder H. Aus diesem Grund ist es vom Standpunkt der metrischen
Geometrie (also der Geometrie von Mengen M mit einer Metrik d wie
in (1)) nicht besonders sinnvoll, Euklidische Réume iiber C oder H zu
betrachten.
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7.60. Proposition. Es seien (A,d,) und (B,dy) endlich-dimensionale Eukli-
dische Rdume der gleichen Dimension tber k- Vektorrdumen (V,g) und (W, h)
mit Skalarprodukten. Dann gibt es eine affine Isometrie F: A — B.

Mit anderen Worten ist die Dimension eine vollstindige Invariante fiir
endlich-dimensionale Euklidische Ridume iiber einem festen Korper k bis auf
affine Isometrie, und (k",dy) ist eine zugehorige Normalform, wenn d, die Eu-
klidische Metrik zum Standard-Skalarprodukt bezeichnet. Im Falle k = R ist
die Dimension wegen der obigen Bemerkung sogar eine vollstdndige
Invariante endlich-dimensionaler Euklidischer Rdume bis auf Isometrie.

BEwEIS. Wir wihlen jeweils einen Ursprung o € A und p € B und identifi-
zieren A und B mit den zugrundeliegenden k-Vektorrdumen (V, g) und (W, h)

mit Skalarprodukten wie in Bemerkung (). Wegen Bemerkung

gibt es eine lineare Isometrie L: V' — W. Dann definieren wir F': A — B durch
F(a)=p+L(a—o).

Diese Abbildung ist eine affine Isometrie, denn fiir alle a, b € A gilt

dp(F(a), F(b)) = ||F(a) = FO)ll, = llp + L(a+ 0) = p — L(b + o)l
= [[L(a=b)ll, = [la = b, = dg(a,0) . DO

7.61. Bemerkung. Die Fuklidische Gruppe oder auch (Euklidische) Bewe-
gungsgruppe E(n,k) ist die Gruppe der affinen Isometrien von (k™,d), wobei d
die Standardmetrik sei. Fiir k = R schreiben wir kurz E(n) = E(n,R).

(1) Nach Beispiel konnen wir jedes Element F' € E(n,k) schreiben
als

v w+ Av mit A € My (k) .
Da F' eine Isometrie ist, muss fiir alle v € k™ gelten, dass

[Av]] = [|F'(v) = F(0)]| = d(F(v), F(0)) = d(v,0) = [|v]| .

Mit Hilfe der Polarisationsformeln aus Bemerkung — folgt
daraus (Au, Av) = (u,v) fir alle u, v € k™, so dass A € U(n,k)
mit U(n,k) = O(n), U(n) bezichungsweise Sp(n), je nachdem ob k =
R, C oder H. Umgekehrt sieht man leicht, dass die obige Abbildung F
eine affine Isometrie, also eine Bewegung ist, wenn A € U(n,k) gilt.

(2) Wir schreiben F' = (w, A) fiir die obige Abbildung F. Wenn wir zwei
solche Abbildungen F' = (w,A) und G = (=, B) verketten, erhalten
wir

(FoG)(v) =w+ A(z + Bv) = (w+ Az) + ABv

also gilt (w, A) o (z, B) = (w+ Az, AB). Somit werden die Matrizen in
den zweiten Eintrdgen der Paare multipliziert, wahrend die Vektoren
im ersten Eintrag erst addiert werden, nachdem der zweite Vektor von
links mit der Matrix aus dem ersten Paar multipliziert wurde.

Das heifit, als Menge gilt E(n,k) = k™ x U(n,k), aber fiir die
Verkniipfung o wird die Wirkung von U(n,k) auf k™ benutzt. Man
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nennt daher F(n,k) das semidirekte Produkt von k™ und U(n,k) und
schreibt entsprechend
E(n)=R" xO(n),
E(n,C)=C"xU(n)
und E(n,H) =H" x Sp(n) .
(3) Fiir den Fall k = R oder C kénnen wir auch die Untergruppen
SE(n) =R" xSO(n) C E(n)
und SE(n,C) =C" xSU(n) C E(n,C)

betrachten. Dann ist SE(n) die Gruppe der orientierungserhaltenden
Bewegungen.

Wir wollen jetzt eine moglichst geometrische Beschreibung von affinen Iso-
metrien geben. Zusammen mit den Normalformen fiir Isometrien auf Folge-
rung konnen wir hieraus leicht eine Normalform fiir affine Isometrien her-
leiten.

7.62. Satz. Fs sei (A,d) ein affiner Raum iber einem endlich-dimensionalen
k-Vektorraum (V,g) mit Skalarprodukt. Es sei F: A — A eine affine Isome-
trie dber einer linearen Isometrie L. Dann existiert ein Punkt o € A und ein
Vektor x aus dem Figenraum U von L zum Eigenwert 1, so dass

Fa)=o0+z+ L(a—o).

Der Vektor x € U ist eindeutig durch A bestimmt. Der Punkt o kann beliebig
gewdhlt werden aus einem affinen, F-invarianten Unterraum B C A iber U,
auf dem F' durch Addition von x wirkt.

Wir nennen B die Achsenmenge von F, und alle parallel affinen Geraden
der Form
{a+x.r‘r€k}CB

mit a € B heiflen Achsen von F.

BeweEeis. Wir wéhlen zunéchst einen beliebigen Punkt als Ursprung, identi-
fizieren A mit V wie in Bemerkung[7.56] (2) und schreiben F(v) = y+L(v) wie in
Beispiel . Essei U C V der Eigenraum zum Eigenwert 1 und W C V das
orthogonale Komplement von U. Wie im Beweis von Satz sind U und W
invariant unter L, und L|y = idy.

Wir schreiben y = (z,2) € U & W = V. Die Abbildung idw —L|w ist
invertierbar, denn 1 ist kein Eigenwert mehr von L|y. Wir bestimmen g € W
so, dass ¢ — L(q) = z. Dann setzen wir o = (p,q) € U & W = A fiir ein
beliebiges p € U. Fiir alle v = (u,w) € U @ W =V folgt

(*) Flo+v)=(z,2)+Lp+uqg+w)=(z+p+uz+ L+ L(w))
=(z+p+uqg+Lw)) =0+ (z,0) + L(v) .
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Wir wihlen also o als unseren neuen Ursprung und haben die gesuchte Darstel-
lung von F' gefunden.

Da F eine affine Abbildung iiber L ist, ist L durch F' eindeutig bestimmt.
Wir betrachten o' = o+ (p’, ¢') als neuen Ursprung und v = (u, w) mit p’, u € U
sowie ¢/, w € W. Dann betrachten wir den Vektor

¥ =F( +v)—0 — L(v)

=F(o+ @' +u,qd +w) —o— (¥, q) - L{u,w)

= (p/+u+x —p —u, L(¢ +w) — ¢ — L(w)) = (x,L(q’) — q’) )
Dann gilt

L(a") = (z, (Lo L)(¢') = L(¢) = (2, L(¢") — ¢') =2
genau dann, wenn
(idw —Llw) o (idw —L|w)(¢') = 0 .

Nach Konstruktion ist idy —L|w invertierbar, also gilt das genau dann,

wenn ¢’ = 0, das heifit, wenn 2’ = z ist und o € B. Damit ist die Eindeu-
tigkeitsaussage bewiesen. ]

Wir wollen mit Hilfe dieses Satzes Normalformen von Isometrien verstehen

7.63. Beispiel. Es sei A ein zweidimensionaler reeller Euklidischer Raum {iber
einem zweidimensionalen Euklidischen Vektorraum (V, g) und F eine affine Iso-
metrie von A {iber eine linearen Isometrie L von V. Es sei wieder U der Eigen-
raum von L zum Eigenwert 1. Wir stellen L wie in Folgerung dar und
unterscheiden folgende Fille.

(1) Es sei F orientierungserhaltend.

(a) Essei L =idy, dannist U = V, und B = A ist die Achsenmenge.
Falls x = 0 ist, ist F' = id4 die Identitét, ansonsten ist F'(a) =
a + x eine Verschiebung.

(b) Ansonsten ist L eine Drehung, also ist U = {0} und daher x = 0.
Die Achsenmenge B besteht aus einem einzigen Punkt o, und F
ist eine Drehung um o.

(2) Wenn F nicht orientierungserhaltend ist, sind die Eigenrdume zu den
Eigenwerten =1 nach Bemerkung jeweils eindimensional, also
ist die Achsenmenge B eine Gerade. Falls x = 0, ist I’ die Spiegelung
an dieser Geraden, ansonsten eine Gleitspiegelung.

7.64. Beispiel. Sei A jetzt ein dreidimensionaler reeller Euklidischer Raum
und V, F, L und U C V wie oben.

(1) Es sei F' orientierungserhaltend.
(a) Es sei L =idy, dann ist U = V, und wie oben ist F' entweder die
Identitdt oder eine Verschiebung.
(b) Ansonsten ist L eine Drehung, und U ist eindimensional. Also ist
die Achsenmenge B eine Gerade. Falls x = 0, ist F' eine Drehung
um die Gerade B, ansonsten eine Schraubung.
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(2) Wenn F' orientierungsumkehrend ist, ist der Eigenraum von L zum
FEigenwert 1 mindestens eindimensional.

(a) Wenn L einen zweidimensionalen Eigenraum zum Eigenwert 1
hat, ist die Achsenmenge B eine Ebene. In diesem Fall ist F eine
Spiegelung an B, falls x = 0, ansonsten eine Gleitspiegelung.

(b) Wenn L in der Darstellung aus Folgerung durch einen Ei-
genwert —1 und einen Drehblock beschrieben wird, erhalten wir
eine Drehspiegelung. Die Achsenmenge enthélt nur einen Punkt o.
Dabei wird zunéchst an einer Ebene durch o gespiegelt, anschlie-
Bend um die Gerade durch o senrecht zu dieser Ebene gedreht.

(c) Einen Spezialfall davon erhalten wir, wenn der Eigenwert —1 Mul-
tiplizitat 3 hat. In diesem Fall enthélt die Achsenmenge ebenfalls
nur einen Punkt o, und F ist eine Punktspiegelung an o.

7.6. Bilinearformen und quadratische Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Hermitesche Sesquilinearformen, die
nicht notwendig positiv definit sind. Ein Beispiel dafiir ist die Lorentz-Metrik
in der speziellen Relativitétstheorie.

7.65. Definition. Es sei S eine Hermitesche Sesquilinearform auf einem k-
Vektorraum V. Der Ausartungsraum oder Kern von V ist definiert als

kerS={veV|S(wv)=0firalleweV}.

Seine Dimension heifit auch die Nullitit no(S) von S. Wenn ng(S) = 0 gilt,
heifit S nicht ausgeartet, sonst ausgeartet.

Ein Unterraum U C V heifit positiv (negativ) beziiglich S, wenn S|y =
S|uxu positiv (negativ) definit ist. Er heifit maximal positiv (mazimal negativ),
wenn kein Unterraum W C V mit U & W positiv (negativ) ist. Wir bezeichnen
die Dimension eines maximalen positiven (negativen) Unterraums mit n(S),
dann heiit n_(S) auch der Indez von S.

Wir werden spéter sehen, dass ny(S) und n_(S) nicht von der Wahl des
maximalen Unterraums abhéngen, und dass dim V' = ny(S) + n_(S) + no(S).

7.66. Beispiel. Das Lorentz-Produkt auf k™! ist die Hermitesche Sesquiline-
arform zur Matrix

-1 0 --- 0
0 1
: . .0
0o --- 0 1
wobei man die Standardbasisvektoren der Einfachheit halber mit eg, ..., e,
durchnummeriert. Ein Vektor v € k™ heifit zeitartig, wenn S(v,v) < 0 (Bei-
spiel: eg), raumartig, wenn S(v,v) > 0 (Beispiel: ey, ..., e,), und lichtartig,

wenn S(v,v) = 0 (Beispiel:. eg £+ e; mit ¢ > 1). Man beachte, dass S nicht
ausgeartet ist, und dennoch Vektoren mit S(v,v) = 0 existieren kénnen.
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Das Lorentz-Produkt hat Index 1, denn der von eg erzeugte Unterraum
ist maximal negativ, und es kann keinen negativen Unterraum der Dimensi-
on > 2 geben: Seien v, w € k™! linear unabhingig, dann gibt es eine Line-
arkombination v . r + w . s # 0, deren nullte Koordinate verschwindet, also
folgt S(v.r+w.s,v.r+w.s)>0.

7.67. Satz (Sylvesterscher Trégheitssatz). Es sei S eine Hermitesche Sesqui-
linearform auf einem endlich-dimensionalen k-Vektorraum V', dann existiert
eine Basis, beziiglich der S durch eine Gramsche Matriz der Form

1 0

0 0
dargestellt wird. Die Anzahlen der Eintrige 1, —1 und 0 sind gerade ny(S),
n_(S) und no(S).

Man nennt das Tripel (ny,n_,ng) auch die Signatur der Hermiteschen Ses-
quilinearform. Wenn S nicht ausgeartet ist, heifit das Paar (n4,n_) oder auch
die Differenz ny —n_ die Signatur von S. Die Signatur (n4,n_,ng) bildet eine
vollstandige Invariante fiir k-Vektorriume mit Hermitescher Sesquilinearform.
Sei A die obige Matrix, dann ist k™ mit S(z,y) = * Ay die zugehorige Normal-
form.

BEwEIS. Die Existenz der Basis B lédsst sich auf zweierlei Weisen zeigen.
Zunichst, indem man ein beliebiges Skalarprodukt g auf V wéhlt und dann
Folgerung anwendet. AnschlieBend ersetzt man die Basisvektoren v; #

ker S durch e; = v; . ﬁ (beachte, dass S(v;,v;) € R). Beziiglich dieser

Basis hat die Gramsche Matrix von S die gewiinschte Gestalt. Dieser Beweis
ist nicht konstruktiv, da Satz und die anschlieBenden Folgerungen nicht
konstruktiv sind.

Alternativ wéhlt man zunéchst eine Basis e,,—ny+1, - . . , €, von ker S mit dem
GauB-Verfahren und fixiert ein Komplement W C V vom Kern. Dann wihlt
man eine Basis vy, ..., vp—p, von W. Als nédchstes konstruieren wir induktiv
Vektoren ey, ..., e,—pn, mit einem modifizierten Gram-Schmidt-Verfahren.

Seien dazu e, ..., ep,—1 bereits konstruiert und S(egq, v,) = 0 fir alle ¢ < p
und alle p < r < n—ny. Falls S(vp, vp) = 0, existiert v, mit » > p und S(vp, v,) #
0, da vy ¢ ker S. Fiir ¢t € k betrachte den Vektor v, 4+ v,t, dann gilt

S(vp + vpt, vp + vpt) = 2Re (S (vp, vr) t) + It S(vp, vp) -



7.6. BILINEARFORMEN UND QUADRATISCHE FUNKTIONEN 233
Fiir hinreichend kleine ¢ # 0 ist 2[S(vp, v,)t| > [t2 S(vy,vy)|. Wenn wir also
fiir ¢ ein kleines reelles Vielfaches von S(vp,v,) wéhlen, folgt
S(vp +vpt,vp +0,t) #0 .
Wir ersetzen v, durch v,+wv,t, dann gilt nach wie vor S(eq, v,) = 0 fiir alle ¢ < p.

Da S(vp,vp) € R\ {0}, konnen wir jetzt

1
ep =UVp.
vV S (vp, vp)|
definieren. Anschliessend machen wir die Vektoren vp41, ..., vp—p, orthogonal

zu ey beziiglich S, indem wir v, fiir alle » > p durch
vy —ep . S(ep, ep) S(ep,vr)
N——
=+1
ersetzen. Falls p < n — ng, ersetzen wir p durch p 4+ 1 und machen weiter.

Zum Schluss sortieren wir die Basisvektoren so um, dass die Diagonalein-
trage in der gewiinschten Reihenfolge dastehen. Wir erhalten eine Diagonalma-
trix A wie in (). Die Eindeutigkeit von ng = ng(S) = dimker S ist klar.

Zur Eindeutigkeit von ny sei U C V ein positiver Unterraum. Falls n, <
dim U, finden wir aus Dimensionsgriinden einen Vektor v € Vi = (e1,...,en, )
mit S(u,v) = 0 fiir alle v € U, also v € UL NV, insbesondere U @ (v) positiv
und U daher nicht maximal positiv.

Sei umgekehrt dimU > n4, dann betrachte V_ & Vo = (en, 41,...,€n).
Aus Dimensionsgriinden existiert v € U N (V- & Vp), also gilt S(u,u) < 0,
und U ist nicht positiv. Also hat ein maximaler positiver Unterraum gerade
die Dimension ny = n4(S). Analog hat ein maximaler negativer Unterraum
Dimension n_ = n_(95). O

7.68. Bemerkung. Es sei V ein n-dimensionaler k-Vektorraum mit einer
Hermiteschen Sesquilinearform S. Nach Sylvesters Trigheitssatz [7.67] diirfen
wir V' = k"™ annehmen, wobei S durch die obige Diagonalmatrix (ED gegeben
wird. Es sei p = n4.(S) und ¢ = n_(5). Wir interessieren uns fiir die Unter-
gruppe der Automorphismengruppe GL(n,k), die die Form S erhalten, also

G={FeGL(nk)|F*S=S}.

(1) Falls p 4+ ¢ = n gilt, ist S nicht ausgeartet. In diesem Fall heifit die
entsprechende Gruppe U(p, ¢; k), beziehungsweise

O(p,q) =U(p,¢;R)
U(p,q) =U(p,¢;C)
und Sp(p,q) = U(p,q; H) .

Im Falle k = R oder C haben wir Determinanten zur Verfiigung und
definieren

I
S

SO(p,q)
und  SU(p,q)

(p,q) N SL(n,R)
U(p,q) N SL(n,C) .

—
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Es besteht eine gewisse formale Analogie zu den Gruppen aus Bemer-
kung beispielsweise gilt

cosht sinht
S0(1,1) = { (sinht cosht> ’t € R} ’

SO(2) = { (Cf)w _Slw> te R} .
sinp  cosgp
Fiir diese Gruppen ist jedoch das Analogon zu Folgerung [7.50] im
Allgemeinen nicht mehr richtig. Dazu betrachten wir fiir 0 # ¢ € R die

Matrix
Ao <1+tz t > € My(C) .

t 1—-1ti

Man rechnet nach, dass

L/l 0\, (1 0
(o 1) a0 )

so dass A € U(1,1). Es gilt sogar det A = (1 — ti)(1 + ti) — 2 = 1,
also A € SU(1,1). Das charakteristische Polynom von A ist

xa(X)=X2-2X+1=(X-1)?,

aber da A # FE», ist der 1-Eigenraum nicht zweidimensional, und somit
ist A nicht diagonalisierbar.

(2) Sei jetzt S ausgeartet. Dann haben Elemente F' der obigen Gruppe G
die Blockgestalt

F= <é, g) € M (k)

mit A € U(p,q¢;k), C € My, ptq(k) beliebig, und D € GL(ng,k).
Das liegt daran, dass F'(kerS) C kerS gelten muss, wéhrend sich
umgekehrt das Skalarprodukt S(F(v), F'(w)) nicht &ndert, wenn man
zu F(v) oder F(w) beliebige Elemente des Kerns hinzuaddiert.

Wir lassen in der Definition von Sesquilinearformen die Konjugation weg
und erhalten den Begriff der Bilinearform. Im Moment kénnen wir jeden belie-
bigen Korper k zulassen.

7.69. Definition. Es sei k ein Kérper und V ein k-Vektorraum. Eine Abbil-
dung B: V xV — k heifit Bilinearform, wenn fiir alle u, v € V die Abbildungen
B B(u,-): V—=k mit v+~ B(u,v) und

(B1) B(-,v): V -k mit wu+ B(u,v)

linear sind. Eine Bilinearform heifit symmetrisch, wenn fiir alle u, v € V gilt
(B2) B(v,u) = B(u,v) € k.
7.70. Bemerkung. Wegen Bemerkung sind Bilinearformen iiber nicht

kommutativen Schiefkérpern nicht sinnvoll definiert. Daher haben wir oben nur
Korper zugelassen.
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(1) Uber R sind Hermitesche Sesquilinearformen und symmetrische Bili-
nearformen das gleiche. Insbesondere beschreibt der Triigheitssatz [7.67]
von Sylvester alle reellen symmetrischen Bilinearformen

(2) Jede symmetrische Bilinearform auf einem n-dimensionalen C-Vektor-
raum wird beziiglich einer geeigneten Basis durch eine Matrix der Ge-

stalt
1 0

0 0
dargestellt. Die Anzahl der Nullen auf der Diagonalen ist gera-
de no(B) = dimker B, dabei ist ker B analog zu Definition de-
finiert.
Zum Beweis gehen wir analog vor wie im zweiten Beweis des
Trigheitssatzes Beim Normieren ersetzen wir allerdings einen
Vektor v, mit B(vy, vp) # 0 durch

1
B(vp, vp)
so dass jetzt stets B(ep,ep) =1 gilt.

(3) Da H nicht kommutativ ist, kénnen wir keine Bilinearformen iiber H
definieren.

7.71. Definition. Es sei k ein Kérper und V ein k-Vektorraum. Eine Abbil-
dung q: V — k heift quadratische Funktion, wenn eine symmetrische Bilinear-
form B auf V, eine Linearform o € V* und eine Konstante ¢ € k existieren, so
dass

€p = Up .

I

q(v) = B(v,v) + a(v) +c.
Wir nennen q nicht ausgeartet, wenn B nicht ausgeartet ist. Die Nullstellen-
menge () einer quadratischen Funktion heiffit auch Quadrik oder Hyperfliche
zweiten Grades.

FEine quadratische Funktion ¢ ist so etwas wie ein Polynom vom Grad <
2 in einer Variablen aus dem Vektorraum V, und die Quadrik Q = ¢~!(0)
ist ihre Nullstellenmenge. In der Analysis lernt man im Fall k = R, dass die
Nullstellenmenge eine glatte Hyperfliche ist, wenn 0 ein reguldrer Wert von ¢
ist. Man beachte, dass es entartete Félle gibt, in denen @) nicht glatt oder noch
nicht einmal eine Hyperfliche ist, siehe Beispiele [7.74] [7.75] In diesen Féllen
ist 0 kein regulérer Wert von q.

Im Folgenden miissen wir durch 2 teilen kdnnen, daher erinnern wir uns an
die Charakteristik x(k) eines Korpers aus Definition

7.72. Satz. Es sei k ein Kérper der Charakteristik x(k) # 2, es sei V ein
k-Vektorraum und q quadratische Funktion auf V. Dann existiert eine inver-
tierbare affine Abbildung F: V — V', eine symmetrische Bilinearform B auf 'V,
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ein Komplement W von U = ker B, eine Linearform o € U* und c € k, so dass

(go F)(u+w) = B(w,w) + a(u)+c  fir alleu € ker S und w e W .

BEWEIS. Sei q(v) = B(v,v)+(v)+b0 fiir eine symmetrische Bilinearform B,
eine Linearform S € V* und eine Konstante b € k. Wir wihlen ein Komple-
ment W von U = ker B, sodass V = U®W. Wir definieren @« € U* und v € W*
durch

Blu+w) = a(u) + y(w) fiir alle w € ker B und w € W .

Ahnlich wie in Proposition fassen wir B|y als linearen Isomorphis-
mus B: W — W* mit B(w) = B(w, -) auf. Dann existiert z = B~(y) € W
mit 2B(z,w) = y(w) = f(w) fiir alle w € W. Es sei F': V — V die Verschie-
bung F(v) =v —z. Fiir v =4+ w mit u € U und w € W gilt dann

(o F)(v) =B(w—z,w—2x)+ a(u) +y(w—2x)+b
= B(w,w) + a(u) — 2B(z,w) + v(w) + b+ B(z,z) — v(z)
= B(w,w) + a(u) + ¢
mit ¢ = b+ B(x,z) — v(x). O

Im Beweis haben wir als affine Abbildung also nur eine Verschiebung
gewdhlt, um eine quadratische Ergénzung durchzufiithren. Im Falle k = R oder C
und V = k™ wiirden wir zusétzlich noch einen linearen Isomorphismus dazu-
schalten, so dass die Form B auf k™ durch eine der speziellen Formen aus
Bemerkung oder dargestellt wird, und so dass entweder @ = 0
oder o = ¢, gilt.

Um die Gestalt von Q@ = ¢~*(0) € V im Falle k = R darzustellen, neh-
men wir an, dass B tatséchlich durch die Matrix (EI) wie im Tragheitssatz
von Sylvester dargestellt wird und die Signatur durch das Tripel (n4,n_,ng)
gegeben ist. Auflerdem definieren wir noch folgende Mengen:

VT = (e1,---veny)

V™ ={(enit1s---1n—ng) »

§5t={veV"|Bwv) =1},

ST ={veV |Bwv)=-1},
und U' = {en—ngt1s---n-1)

dann sind ST, S~ gerade die ,,Einheitssphiren“ im positiven beziehungsweise
im negativen Unterraum, und U’ = ker o C U = ker B falls o # 0.

7.73. Folgerung. FEs sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, es
sei B eine symmetrische Bilinearform auf V, und W = VT @V~ C V ein
Komplement von U = ker S. Fs seien a € U*, ¢ € R und

q(u,w) = Blw,w) + a(u) + ¢ fir allew € ker S und w e W .
Dann hat Q = q~1(0) eine der folgenden Gestalten.

(1) Falls a =0, gilt Q =U x Q', und
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(a) fallsc=0 ...
(i) und ny =0 oder n_ =0, ist Q' = {0},
(ii) und ny, n— > 1, ist Q" ein Doppelkegel
Q = {(v+r,v_r) } vy €St €S, undOSreR} :
(b) fallsc>0 ...
(i) und n_ =0, ist Q' =0,
(i) und n_ # 0, wird Q" durch V* x S~ parametrisiert, wobei

Q' ={ (vy,v_\/c+ B(vy,vq)) ’ vy €VTundv_ €S}

(¢) falls ¢ < 0 hat Q" eine entsprechende Gestalt wie in (1.b), aber
mit den Rollen von VT und V™~ wvertauscht.
(2) Fallsa # 0: Q = ker axI', dabei ist T der Graph der nicht-ausgearteten
quadratischen Funktion

w+— —(B(w,w) + ¢)
tiber W =V, & V_.

BEWEIS. Man {iiberzeugt sich, dass die Fallunterscheidung in der Folgerung
vollstéindig ist. Es reicht also, Fall fiir Fall zu betrachten. Wir betrachten auf V+

die Norm |jvy|| = /EB(vs,v4).

Im Fall (1) hiingt ¢(u,w) nicht von u ab, also sei
Q={weW]|q0,uw) =0},
dann gilt (u,w) € @ genau dann, wenn w € @', also gilt Q = U x Q’. Ab sofort
betrachten wir also nur noch die nicht-ausgeartete quadratische Form
¢ (w) = qlw(w) = B(w,w) + ¢
auf W.
Im Fall (1.a) ist ¢ = 0. Falls (1.a.i) mit n_ = 0 vorliegt, folgt B(w,w) > 0,

und ¢'(w) = B(w,w) = 0 gilt genau dann, wenn w = 0 (B|w xw ist also positiv
definit). Analoges gilt fiir —¢/, falls ny = 0 gilt.

Im Fall (1.a.ii) sei w = (vyr,v_r) € VI @V~ = W mit vy € ST und r > 0,
dann folgt
¢'(w) = Joil* r? = o-|* 2 =0,
da |Juy|* = |lv_||* = 1 nach Annahme, also (vyr,v_r) € Q'. Sei umgekehrt w =
(wy,w_) € Q' C VT @V~ dann folgt
0= q'(w) = fwp|* — fw-|*,

also diirfen wir r = ||w4| = |Jw—|| setzen. Falls wy = w_ = 0, diirfen wir vy €
S* beliebig wihlen; das geht, da ST # () falls ne > 1. Andernfalls setzen
wir v4 = wy L € §* und erhalten w = (v4r, v_r) wie oben.

Im Fall (1.b) ist ¢ > 0. Im Fall (1.b.i) folgt ¢/(w) > 0 fiir alle w € W,
also Q' = 0.
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Im Fall (1.b.ii) gilt entsprechend w_ # 0 fiir alle w = (w4, w_) € @', und
es folgt
2 2
o[ = [lw]["+ ¢,
also erhalten wir fiir jeden Vektor v, € V' und jede Richtung v_ € V™ eine
eindeutige Losung (v4,v_r) € Q' mit

r= e+ os -

Im Fall (1.c) ersetzen wir ¢’ durch —¢’ und machen wie in (1.b) weiter.
Dabei tauschen V' und V'~ ihre Rollen.

Im Fall (2) gilt ng > 1, und wir diirfen wie oben gesagt annehmen, dass o =
e™. Fiir einen Vektor
v=(vy,v_,u e h) EVT OV U @ (e,)
gilt also ¢(v) = 0 genau dann, wenn
h=—B(w,w) —c= Jlo_|* = [los|* —c.

Fiir jede Wahl von (vi,v_,u') gibt es also genau eine Zahl h € R, so
dass (vy,v—,u',e,h) € @, und h hingt nicht von v’ € U’ = kera ab. Also
hat @ die angegebene Gestalt. O

7.74. Beispiel. Es sei Q C R? eine Quadrik. Es sei ¢: R? — R eine quadrati-
sche Funktion in der obigen Normalform. Wir schreiben v = (z,y) € R2. Wir
geben im jeden einzelnen der Félle aus Folgerung die Gestalt von @ an.

Im Fall (1.a.i) ist @ = {0} ein Punkt. Falls ng = 0, ist auch @ ein Punkt.
Andernfalls erhalten wir eine Gerade Q = Q' x R, falls ng = 1, oder den
gesamten R? = Q' x R2, falls ng = 2.

Im Fall (1.a.ii) folgt ny = n_ =1 und ny = 0. Die Quadrik @ besteht aus
den beiden Geraden y = x und y = —z.

Im Fall (1.b.i) ist Q = Q' = 0.
Im Fall (1.b.ii) gibt es drei Moglichkeiten. Falls n_ = 2 und n_ = ng = 0,
ist
Q={(zy) € R? }x2+y2:c}
ein Kreis. Falls n_ =1 = n4 und ng = 0, besteht

Q={(z,y) |ly=%tVec+a?}

aus den zwei Asten einer Hyperbel. Falls n_ = 1 = ng und ny = 0, besteht @Q
nur aus den zwei Geraden y = +4/¢, da S° nur aus den zwei Punkten +£1 € R
besteht.

Der Fall (1.c) liefert die gleichen geometrischen Figuren wie (1.b).

Im Fall (2) sei a(z,y) =y, so dass @ der Graph einer quadratischen Funk-
tion ¢': R — R ist. Wir unterscheiden drei Fille. Falls ng = 2, ist ¢’ konstant,
und @ eine zur z-Achse parallele Grade. Falls n,. =1 =ng und n_ =0, ist

Q={(z.y) |y=—c—2"}
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eine nach unten offene Parabel. Fall n_ = 1 = ng und ny = 0, ist () entspre-
chend eine nach oben offene Parabel.

Man nennt alle diese Figuren auch Kegelschnitte, da sich die meisten (alle
bis auf die leere Menge, den gesamten R? und die zwei parallelen Geraden)
als Schnitt eines Doppelkegels im R3 mit einer Ebene darstellen lassen. Man
erhélt umgekehrt jede Quadrik im R? aus einem der obigen Beispiele durch eine
invertierbare affine Abbildung. Wenn diese Abbildung keine affine Isometrie ist,
kann sich das dadurch bemerkbar machen, dass aus dem runden Kreis eine
Ellipse, aus der Hyperbel mit rechtem Winkel zwischen den Asymptoten eine
Hyperbel mit einem anderen Asymptotenwinkel, aus der Einheitsparabel eine
Parabel anderer Gréfle, und aus zwei sich rechtwinklig schneidenden Geraden
zwei sich unter einem beliebigen Winkel # 0 schneidende Geraden werden.

7.75. Beispiel. Wir betrachten zum Schluss Quadriken im R3. Dabei listen
wir aber nur noch die verschiedenen auftretenden Formen und in Klammern
die Tripel (n4,n_,ng) auf.

Im Fall (1.a.i) erhalten wir einen Punkt ((3,0,0) oder (0,3,0)), eine Gerade
((2,0,1) oder (0,2,1)), eine Ebene ((1,0,2) oder (0,1,2)) oder den gesamten R3
((0,0,3)).

Im Fall (1.a.ii) erhalten wir einen Doppelkegel ((2,1,0) oder (1,2,0)) oder
zwei sich schneidende Ebenen ((1,1,1)).

Im Fall (1.b.i) erhalten wir die leere Menge ((3,0,0), (2,0,1), (1,0,2)
oder (0,0,3)).

Im Fall (1.b.ii) erhalten wir eine Kugel ((0,3,0)) ein einschaliges Rotati-
onshyperboloid ((1,2,0)) einen Zylinder, also das Produkt aus einem Kreis und
einer Geraden ((0,2,1)), ein zweischaliges Rotationshyperboloid ((2,1,0)), das
Produkt aus einer Hyperbel und einer Geraden ((1,1,1)) oder zwei parallele
Ebenen ((0,1,2)).

Der Fall (1.c) liefert wieder die gleichen Flichen wie (1.b).

Im Fall (2) erhalten wir ein Rotationsparaboloid ((2,0,1) oder (0,2,1)), ein
hyperbolisches Paraboloid ((1,1,1)), ein Produkt aus einer Parabel und einer
Geraden ((1,0,2) oder (0,1,2)), oder eine Ebene ((0,0,3)).

Allgemeine Quadriken im R3 entstehen aus den obigen durch invertierbare
affine Abbildungen. Wenn wir nur affine Isometrien zulassen wollen, kénnen wir
die zugrundeliegende symmetrische Bilinearform B nicht auf die Normalform
aus dem Sylvesterschen Trégheitssatz bringen, aber wegen Folgerung
immerhin auf Diagonalgestalt. Hieraus folgt zum Beispiel, das ein Ellipsoid
immer drei aufeinander senkrechte Hauptachsen hat, also bis auf eine affine
Isometrie von der folgenden Form ist:

Q:{(x,y,z)G]Rs‘ax2+by2+022:1} mit a, b, ¢ > 0.

Dieser geometrische Sachverhalt ist ein weiterer Grund, das Hauptergebnis aus
Abschnitt ,Hauptachsentransformation“ zu nennen.






Notation

(|

YT X -~ COfNN =M

5
e

241

X?

H,

Aut |

Z/n,

k>,

aln,

geT,

> i1
(ai)iel»

Al 46
Ziel’ 48
(E), [48
dij , |49
R 150
(DR, b1
R, |51
() b

Tn
€15---5€n,
"R,
(T‘l,...,T‘n),
€ly--+5En,

Homp , pHom ,
Isog , grlso,
EndR s REnd s

Autr , pAut,

M*,*M,




QIP.QIP.
ord, P, m
XA(X)7XF(X)7
UZ(A) 5 Ji(F)a

NOTATION

kgV , [143]

233

233

U(p, g

O(p,q), SO(p
U(p,q), SU(p
Sp(p,q) , [233




	Einleitung
	Kapitel 1. Zahlen
	1.1. Mengen und Abbildungen
	1.2. Natürliche Zahlen
	1.3. Ganze und Rationale Zahlen
	1.4. Etwas Euklidische Geometrie
	1.5. Komplexe Zahlen und die Geometrie der Ebene
	1.6. Geometrie des Raumes und Quaternionen

	Kapitel 2. Vektorräume und Moduln
	2.1. Gruppen, Ringe, Körper
	2.2. Moduln und Vektorräume
	2.3. Lineare Abbildungen
	2.4. Unterräume und Quotienten
	2.5. Matrizen

	Kapitel 3. Vektorräume über Körpern und Schiefkörpern
	3.1. Basen
	3.2. Dimension und Rang
	3.3. Lineare Gleichungssysteme

	Kapitel 4. Determinanten
	4.1. Volumina und Determinantenfunktionen
	4.2. Die Determinante
	4.3. Orientierung reeller Vektorräume

	Kapitel 5. Eigenwerte
	5.1. Eigenvektoren
	5.2. Polynome
	5.3. Das Charakteristische Polynom und das Minimalpolynom

	Kapitel 6. Endomorphismen und Normalformen
	6.1. Euklidische Ringe und Hauptidealringe
	6.2. Die Smith-Normalform und invariante Faktoren
	6.3. Primfaktorzerlegung in Hauptidealringen
	6.4. Der chinesische Restsatz und der Elementarteilersatz
	6.5. Allgemeine und Jordan-Normalform

	Kapitel 7. Vektorräume mit Skalarprodukt
	7.1. Skalarprodukte
	7.2. Skalarprodukte als Matrizen
	7.3. Dualräume und adjungierte Abbildungen
	7.4. Normale Endomorphismen
	7.5. Affine Räume
	7.6. Bilinearformen und quadratische Funktionen

	Notation

