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Die Differentialgeometrie ist Geometrie mit Methoden der Analysis. Man erweitert den Begriff
der Differenzierbarkeit auf Mannigfaltigkeiten. In der Riemannschen Geometrie tragen Mannigfal-
tigkeiten zusétzlich Riemannsche Metriken. Fiir diese Riemannschen Mannigfaltigkeiten existieren
verschiedene Kriimmungsgrofien. Weiterhin lassen sich Geodéatische (lokal kiirzeste Verbindungs-
kurven zwischen zwei Punkten) durch eine bestimmte Differentialgleichung zweiter Ordnung be-
schreiben. Dies fiihrt zu Fragestellungen nach Zusammenhéingen zwischen Topologie der Mannig-
faltigkeit, Kriimmung und dem globalen Verhalten von Geodétischen. Ziel der Vorlesung ist es, die
oben genannten Begriffe einzufithren, und ein paar dieser Zusammenhénge herauszuarbeiten.

In der Vorlesung werden wir die beiden folgenden Themengebiete behandeln.

(1)

Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Wir definieren den Begriff der Riemannschen Man-
nigfaltigkeit, und lernen verschiedene Kriimmungsbegriffe kennen. Auflerdem betrachten
wir Uberlagerungen und die Fundamentalgruppe. Danach erinnern wir uns an die Bo-
genldnge von Kurven auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten und betrachten Variationsfor-
meln fiir die Bogenldnge. Dabei sehen wir, dass kiirzeste Kurven zwischen zwei Punkten
einer bestimmten Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigen. Das fithrt uns auf den
Begriff der Geodétischen. Im Rest der Vorlesung betrachten wir das globale Verhalten von
Geodétischen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Zunichst benutzen wir Geodétische,
um Normalkoordinaten und Exponentialabbildung einzufiihren. Die Frage, ob Geodatische
global existieren, fithrt auf den Begriff der geodétischen Vollstandigkeit.
Vergleichssiétze. Das globale Verhalten von Geodétischen auf einer vollstdndigen Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit wird von ihrer Kriimmung bestimmt. Wir werden sehen, dass
Mannigfaltigkeiten nichtpositiver Schnittkriimmung asphérisch sind, d.h., eine universelle
Uberlagerung besitzen, die diffeomorph zum R" ist. Auf der anderen Seite haben vollsténdi-
ge Mannigfaltigkeiten, deren Ricci-Kriimmung grofler als eine positive Konstante ist, stets
beschréinkten Durchmesser und endliche Fundamentalgruppe. Danach setzen wir das Vo-
lumenwachstum geodétischer Bélle in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit in Beziehung
zu ihrer Ricci-Kriimmung. Zum Schluss beweisen wir einige Ungleichungen fiir geodétische
Dreiecke in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit.



KAPITEL 1

Riemannsche Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel fithren wir zunéchst die grundlegenden Definitionen differenzierbarer und
Riemannscher Mannigfaltigkeiten ein. Anschlieflend lernen wir die zwei Variationsformeln fiir die
Bogenlinge und Geodétische kennen. Die geodétische Exponentialabbildung liefert uns nicht nur
geodétische Normalkoordinaten, sondern auch den Begriff der geodétischen Vollstandigkeit. Am
Ende dieses Kapitels geben wir noch einen Uberblick iiber die Fundamentalgruppe und Uberlage-
rungen von Mannigfaltigkeiten.

1.1. Mannigfaltigkeiten

DEFINITION. Eine Teilmenge M C R™ heifit m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R",
wenn es zu jedem Punkt z € M eine Umgebung U von z, eine offene Teilmenge V' C R™ und
einen C*-Diffeomorphismus p: U — V mit

UNM = ' (VAR™ x {o}))
gibt. ¢ heifit Karte von M.

BEISPIEL. S™ C R"*! ist n-dimensionale C*° Untermannigfaltigkeit. Eine groBe Klasse von
Untermannigfaltigkeiten liefert der Satz vom reguldren Wert. Hierbei heifit y € R™ reguldrer Wert
von f: U C R* — R™ (U offen), falls Df(z) = f'(z): R® — R™ surjektiv ist Vo € f~1({y}).

SATZ. Es sei U C R"™ offen, k > 1 und yo € R™ ein requlirer Wert von f € C*(U,R™). Dann
ist f1({yo}) eine (n —m) dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

1.1. BEISPIEL. Gl(n,R), SL(n,R), O(n) und SO(n) sind C*° Untermannigfaltigkeiten des R,

Wir ersetzen jetzt den Begriff der Untermannigfaltigkeit durch das abstraktere Objekt der
Mannigfaltigkeit.

1.2. DEFINITION. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorff-Raum M mit abz&hl-
barer Basis, so dass jeder Punkt p € M eine offene Umgebung U C M besitzt, die zu einer offenen
Teilmenge des R™ hom6omorph ist.

1.3. BEMERKUNG. Es folgen einige weitere Definitionen und Eigenschaften:

(1) Ein Hausdorff-Raum ist ein topologischer Raum, in dem je zwei verschiedene Punkte
disjunkte offene Umgebungen besitzen.

(2) Eine abzdihlbare Basis eines topologischen Raumes X ist eine abzéhlbare Menge B offe-
ner Teilmengen von X, so dass jede offene Menge als Vereinigung von Mengen U € B
geschrieben werden kann.

(3) Ein Homéomorphismus ¢:  — y von topologischen Rdumen ist eine stetige Abbildung,
fiir die eine stetige Umkehrabbildung existiert.

(4) Eine (n-dimensionale) Karte von M ist ein Homéomorphismus ¢: U¥ — V¥, wobei U¥ C
M und V¥ C R” offen seien. Eine Karte um p € M ist eine Karte p: U¥ — V¥ mit p € U¥.
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(5) Ein (n-dimensionaler) Atlas von M ist eine Menge A von Karten von M, so dass die
Definitionsbereiche der Karten ganz M {iberdecken. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist somit ein Hausdorfl-Raum mit abzihlbarer Basis, der einen n-dimensionalen Atlas
besitzt.

(6) Aus der ,Invarianz des Gebietes* folgt, dass die Dimension eine Invariante ist. Wenn ein
topologischer Raum einen m- und einen n-dimensionalen Atlas besitzt, folgt also m = n.

(7) Seien schlielich ¢, ¢ Karten in einem Atlas A, dann heifit die Abbildung

Yot pU?NUY) = (U NUY)

! eine offene Teilmenge des R" auf

1

ein Kartenwechsel im Atlas A. Man beachte, dass ¢op™
eine andere homoéomorph abbildet. Man kann also fragen, ob der Kartenwechsel ¢ o ¢~
ein C*-Diffeomorphismus ist.

1.4. DEFINITION. Sei k € NU{oo}, und sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Ein C*-Atlas
auf M ist ein Atlas A auf M, dessen Kartenwechsel ¢ o ¢~ ! fiir alle ¢, 1 € A Ck-Diffeomorphismen
sind.

Ein C*-Atlas heifit mazimal, wenn er in keinem anderen C*-Atlas echt enthalten ist.

Eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit ist ein Paar aus einer n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit M und einem maximalen C*-Atlas von M. Eine C>°*-Mannigfaltigkeit heifit auch differenzierbare
Mannigfaltigkeit.

1.5. BEMERKUNG. Man kann leicht zeigen, dass jeder Ck-Atlas A von M in genau einem maxi-
malen C*-Atlas A enthalten ist, ndmlich in

{ Y: UY — V¥ Karte von M } ¥ o o~ ! ist CF-Diffeomorphismus fiir alle ¢ € A} .

Es reicht also, einen beliebigen C*-Atlas auf M anzugeben. In der Praxis méchte man oft so wenig
Karten wie notig benutzen.

In diesem Sinne liefern zwei C*-Atlanten A und A’ von M die gleiche C*-Mannigfaltigkeit, wenn
sie in dem gleichen maximalen Atlas enthalten sind. Das gilt genau dann, wenn die Kartenwechsel 1o
¢! fiir alle p € A und ¢ € A’ C*-Diffeomorphismen sind.

1.6. BEISPIEL. (1) R” ist n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit fiir alle k& mit Atlas {idgn}.
Genauso ist jede offene Teilmenge U C R" eine C*-Mannigfaltigkeit mit Atlas {idy}.
(2) Die n-dimensionale Kugel S” = {z € R"™ | |z| = 1} ist eine n-dimensionale C*-

Mannigfaltigkeit fiir alle k. Die stereographischen Projektionen an den Punkten +e,;
bilden einen Atlas {¢, ¢} mit

I I
1

1F zpp1
Tn41 In

O+ S \ {ien_H} — R" s

Die Umkehrabbildungen werden gegeben durch

2
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also erhalten wir als Kartenwechsel zum Beispiel
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Es ist jetzt leicht zu sehen, dass dieser und alle anderen Kartenwechsel C°°-Diffeomorphis-
men sind.

1.7. BEMERKUNG. (1) Sei 0 <1 <k, und sei (M, .A) eine C*-Mannigfaltigkeit, dann ist M
trivialerweise auch eine C'-Mannigfaltigkeit, wobei der maximale C*-Atlas automatisch zu
einem (im allgemeinen nicht maximalen) C!-Atlas wird.

(2) Die Umkehrung ist nicht trivial: sei 1 < I < k, und sei (M, .A) ein C'-Mannigfaltigkeit.
Nach einem Resultat von Whitney enthilt A einen CF-Atlas, ja sogar einen Atlas mit
reell analytischen Kartenwechseln, siehe [GKM], §1.1.1. Wir werden solche reell analy-
tischen Mannigfaltigkeiten jedoch nicht weiter betrachten, da C*°-Mannigfaltigkeiten fiir
alle folgenden Konstruktionen genau das richtige Mafl an Flexibilitit bieten.

(3) Nicht jede toplogische (also C°-)Mannigfaltigkeit M trigt einen C*-Atlas mit & > 1, und
wenn doch, kann es verschiedene, nicht diffeomorphe C*-Strukturen auf M geben, bei-
spielsweise 28 verschiedene solche Strukturen auf S”, oder iiberabzihlbar viele auf R?.

Wir wollen auch Untermannigfaltigkeiten betrachten.

1.8. DEFINITION. Sei (N, .A) eine n-dimensionale C¥-Mannigfaltigkeit. Eine m-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit von N ist eine Teilmenge M C N, so dass zu jedem p € M eine Karte ¢ € A
mit

p: U¥ - VP CR" und MNU? = 1 (VN (R™ x {0}))

existiert. Eine solche Karte ¢ heifit Untermannigfaltigkeitskarte von M in N.

1.9. BEMERKUNG. (1) Jede C*-Untermannigfaltigkeit M von N ist selbst eine C*-Mannig-
faltigkeit. Dazu versehen wir M zunichst mit der Unterraumtopologie, dann erbt M die
Hausdorff-Eigenschaft und eine abzihlbare Basis von N. Als C*-Atlas wihlen wir

{oluenn: UPNM — V? N (R™ x {0}) C R™ | ¢ ist Untermannigfaltigkeitskarte } .

(2) Insbesondere ist jede C*-Untermannigfaltigkeit des R™ eine C¥-Mannigfaltigkeit. Die Um-
kehrung ist ein weiterer Satz von Whitney: jede m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit M
ist diffeomorph zu einer Untermannigfaltigkeit des R™. Dabei kann n = 2m + 1 gewéhlt
werden (sogar n = 2m, falls M kompakt ist), siche [GKM], §1.1.6.

1.10. DEFINITION. Seien (M, A), (N, A’) zwei C*-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung F': M —
N heiflt Ck-differenzierbar, wenn sie stetig ist und die Abbildungen

F‘P7¢ — 1/] o F o 80_1|¢(U¢QF71U’¢)): QO(UW n F_I(Uw)) — Vw

fiir alle Karten ¢ € A und ¢ € A’ von der Klasse C* ist. Sie heifit C*-Diffeomorphismus, falls die
Umkehrabbildung existiert und ebenfalls C*-differenzierbar ist.

Sei I C R ein Intervall, dann heifit eine C*-differenzierbare Abbildung +: I — M auch eine C*-
Kurve in M. Eine C*-differenzierbare Abbildung f: M — R heifit auch eine C*-Funktion auf M.

In Zukunft werden wir statt (M, .A) einfach nur noch M schreiben. Wir schreiben C*¥(M, N) fiir
die Menge der C*-differenzierbaren Abbildungen von M nach N, und C*(M) = C¥(M,R) fiir den
Vektorraum der C*-differenzierbaren Funktionen auf M.

1.11. BEMERKUNG. Die C*-Mannigfaltigkeiten bilden die Objekte einer Kategorie, deren Mor-
phismen von M nach N gerade durch C¥(M, N) gegeben sind.

Der Raum C*(M) trigt eine Algebren-Struktur, gegeben durch punktweise Multiplikation von
Funktionen,

(f-9)®) = fp) 9p) .

5



1.12. BEISPIEL. Fiir spiteren Gebrauch konstruieren wir sogenannte ,, Abschneidefunktionen®,
die nahe eines festen Punktes p € M konstant 1 sind und auflerhalb einer etwas gréfieren Umgebung
von M verschwinden.

Betrachte dazu zunéchst ¢ € C*°(R) mit

e~ fiir r > 0, und
I(r) = .
0 fir r <0.

Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar, und es gilt

d(r)>0 <= r>0.

Sei jetzt p € M, und sei ¢ Karte um p, 0.B.d.A. mit ¢(p) = 0. Wahle 0 < a < b so, dass By,(0) C
V¥, wobei
Bi(z)={yeR"||lz—y|<r}.
Der Uberblick bezeichnet den topologischen Abschluss, also By(0) = {y € R” | |y| < r}. Dann
definiere eine Abschneidefunktion p € C*°(M) durch

U6 — le(q)]) .
fiir ¢ € U¥, und
p(q) = ¢ b —le(g)]) + I(le(q)| — a)
0 sonst.
Es folgt
1 und 0.

Plo-m = Pl 15,0 =

Insbesondere ist der Trdger von p gerade
supp(p) == {q € M [ p(q) # 0} = o~ 'By(0) -

Als néchstes definieren wir das Tangentialbiindel. Zun#chst wollen wir Tangentialvektoren auf
drei verschiedene Arten darstellen und uns iiberlegen, dass wir jedesmal die gleichen Objekte er-
halten. Eine beliebige Karte ¢ schreiben wir als

s01

=11 |:U?—=V¥CR",
spn

dann heiBen die Funktionen ¢': U¥ — R die Koordinatenfunktionen von .

1.13. DEFINITION. Sei M eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit & > 1, und sei p € M.
(1) Ein algebraischer Tangentialvektor in p ist eine R-lineare Abbildung 9: C¥(M) — R mit

O(f -9)=0f-g(p) + f(p)-9g  fiir alle f, g € C*(M).
(2) Ein physikalischer Tangentialvektor (v,), in p ordnet jeder Karte ¢ von M um p einen
Vektor v, € R™ zu, so dass

n .
. a(wl o ¢_1) .
i _ J
Uy = Z Ozd Yo
j=1
fiir alle Karten ¢, 9 um p und alle i =1, ..., n gilt.
(3) Ein geometrischer Tangentialvektor in p ist eine Aquivalenzklasse von Kurven v: I — M

mit 0 € I C R und v(0) = p unter der Aquivalenzrelation
ne~e = (o) (0) = (por2) (0)

fiir eine Karte ¢ von M um p.



In ist es egal, welche Karte ¢ wir wihlen, denn vy ~ 79 gilt fiir eine bestimmte Karte ¢
genau dann, wenn es fiir alle Karten um p gilt.

Die algebraische Definition ist sowohl die eleganteste als auch die am schwierigsten zu verste-
hende.

1.14. PROPOSITION. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, sei p € M, und sei ¢ eine Karte um p.
FEine Abbildung 0: C*°(M) — R ist genau dann ein algebraischer Tangentialvektor in p, wenn es
einen Vektor V€ R™ gibt, so dass

Of =Vop(foo™ ) =dyp(fop H(V).
Man beachte, dass diese Proposition falsch ist fiir C¥-Mannigfaltigkeiten mit k < oo ([GKMI],
§1.1.3).

BEWEIS. ,,<=“ ist klar.
Zu ,,=“ zunichst ein paar Voriiberlegungen. Aus der Produktregel folgt fiir die konstante
Funktion 1, dass
01=0(1-1)=01-141-01=201 = 01=0.
Wegen R-Linearitét folgt fiir die konstante Funktion p — r € R, dass
or=r-01=0. (1.1)

Sei nun f beliebig, und sei ¢ Karte um p. O.B.d.A. gelte ¢(p) = 0 und B1(0) C V¥. Dann
konstruieren wir zwei Abschneidefunktionen p1, p2 € C*°(M) wie in Beispiel mit

|

Pile-1B, (0) =1, suppp1 = ¢ ' B1(0) ,
4

p2lo-1p, =1 und supp p1 = ¢ B3 (0) .
5(0) 1
Es folgt, dass p1 = p1 - p2, also

dp1 = 0(p1- p2) = Op1 - p2(p) + p1(p) - Op2 = Op1 +0p2 = Ip2=0.

Da wir zu jeder Abschneidefunktion ps um p wie in Beispiel eine Abschneidefunktion p; um p
mit pa|supp(p) = 1 finden kénnen, gilt dp = 0 fiir jede Abschneidefunktion p um p und jeden
algebraischen Tangentialvektor 0 im Punkt p.

Insbesondere gilt

p-f)=plp)-0f +0p- f(p)=0f . (1.2)

Also hiingt 0f nur von dem Verhalten von f in einer kleinen Umgebung von p ab.

Sei jetzt ¢ eine Karte um p mit ¢(p) = 0, und sei p eine Abschneidefunktion mit supp(p) C U¥.
Wir definieren Funktionen f;: M — R mit supp f; C U%,

(Fo™)(0,...,0,4% ..., 4™) — (fo™H(0,...,0,4 T ... y")

fi(@) = pla) - v

a(f(;y(f)(O,...,O,y’H,...,y") fiir y* = 0.

fiir alle ¢ € U¥ und y = ¢(q) € V. Insbesondere gilt
_O(fop (=)
filp) = o
Man iiberzeugt sich leicht, dass f; von der Klasse C* ist (wire f € CF(M), so wire im allgemei-
nen f; € C*=1(M), und der Beweis briiche hier zusammen). Aus y' = ¢'(q) folgt

falls y; # 0, und

(1.3)

=0 '

p-f=1m) p+> ¢ fi
i=1
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auf ganz U¥.
Wir setzen die Funktionen pp’: U¥ — R auf ganz M fort. Aus (1.1), (1.2) und (I.3)) erhalten

wir jetzt

of =0(p* - f)=f(p)- 90>+ > _ ((p¥) - f3)

=1
O —1
—Z( i(0) + (p)(0) ;) = ZW )
=0
=do(f o " )(vy),
mit
d(ppt)
Vp = : . O
d(pp™)

1.15. SATZ UND DEFINITION. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit mit k > 1, dann existiert eine
natirliche Bijektion zwischen den Mengen der physikalischen und der geometrischen Tangentialvek-
toren in p. Wir identifizieren beide Mengen und sprechen fortan nur noch vom Tangentialraum T}, M
von M im Punkt p. Dieser Raum tragt eine natirliche Vektorraumstruktur aufgrund von Definiti-

Fiir alle k ist die natiirliche Abbildung von T,M in den Raum der algebraischen Tangentialvek-
toren injektiv, fir k = oo sogar bijektiv. In diesem Fall identifizieren wir alle drei Mengen.

BEWEIS. Wir rekapitulieren hier die ,, Ubersetzungsvorschriften zwischen den drei Begriffen, da
wir spéter hdufiger zwischen den verschiedenen Interpretationen hin- und herwechseln wollen. Den
formalen Beweis, dass die angegebenen Abbildungen jeweils wohldefinierte Bijektionen (Injektionen)
sind, iiberlassen wir als Ubung.

Sei zunéchst 0 ein algebraischer Tangentialvektor in p, dann erhalten wir einen physikalischen
Tangentialvektor v in p durch die Zuordnung

v, = 00" = 0(p- o)
fiir eine geeignete Abschneidefunktion p. In der Tat kann man wie in Proposition [1.14] zeigen, dass
n A
T T
L=0(' Lol = . o’ .
vy =0 ep T ogl) jzl 007 o) O

Sei umgekehrt ¢ eine Karte von M um p, dann definieren wir Richtungsableitungen bei p durch

0wl
oL )= 2 o).

Sei nun v = (v,), ein physikalischer Tangentialvektor, dann erhalten wir einen algebraischen Tan-

gentialvektor
0:= v —
Aufgrund der Transformationsvorschrift in Definition ist es egal, welche Karte ¢ wir zur
Konstruktion von 0 heranziehen.
Sei wieder v ein physikalischer Tangentialvektor. Wir wihlen eine Karte ¢ um p und erhalten
eine Kurve

Yo: (—€,6) = U?¥ mit Yo(t) = <p_1(t - V)
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fir ¢ > 0 hinreichend klein. Aufgrund der Transformationsvorschrift in Definition (2) sind
die Kurven +,, fiir alle Karten ¢ um p paarweise dquivalent im Sinne von Definition (3), wir
erhalten also einen geometrischen Tangentialvektor [v,].

Sei umgekehrt « eine Kurve mit v(0) = p, dann definiert

vy = (p07) (0)
einen physikalischen Tangentialvektor in p unabhéngig von v € [v].
Sei wieder 7 eine Kurve mit v(0) = p, dann erhalten wir einen algebraischen Tangentialvektor 0
mit
af = (for)(0)
Fiir die umgekehrte Abbildung gehen wir den Umweg iiber physikalische Tangentialvektoren.

Schliefflich zur Vektorraumstruktur: Die algebraischen Tangentialvektoren bilden einen Vektor-
raum mit den Verkniipfungen

01+ 02)(f) =01f +0of und (r-0)(f)=r-(0f) fir aller e R .

Analog bilden die physikalischen Tangentialvektoren einen Vektorraum mit

(v4+w)y = vy, + Wy, und (r-v)e=1-(vy) fir aller e R .
Die obigen Operationen sind vertridglich mit der Transformationsvorschrift in Definition
und den obigen Bijektionen. O

1.16. PROPOSITION UND DEFINITION. Sei M eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit At-
las A. Die Vereinigung

T™™ = | T,M = {(p,v) |pe M,ve T,M }
peEM

tragt eine Topologie, so dass A = {dy | @ Karte von M} einen 2n-dimensionalen C*~1-Atlas
auf TM definiert, wobei

do: U .= U T,M — VI .= VP x R mit (p,v) — (@(p),v@ )
peU?

Die Mannigfaltigkeit TM heif$t das Tangentialbiindel von M, die C*~1-Abbildung
m:TM — M mit (p,v) = p
heift die (FuBpunkt-) Projektion.
BewEIs. Die Topologie auf T'M wird wie folgt definiert: Eine Teilmenge U C T'M heif3t offen,

wenn zu jedem Vektor (p,v) € U eine Karte dy um (p, v) mit ¢ € A existiert, so dass dp(UNU)
R?" offen ist. Man iiberpriift leicht, dass

(1) dadurch tatséchlich eine Topologie definiert wird,
(2) die angegebene Topologie Hausdorffsch ist,
(3) eine abzdhlbare Basis besitzt,
(4) und nicht vom Atlas A, sondern nur vom dazugehorigen maximalen Atlas abhéngt.
Man muss auch zeigen, dass {dcp ‘ Y € A} einen Atlas bildet. Die Kartenwechsel haben die
Gestalt

(dp o (dip) ™) (w,0) = (Yo ™) (), da(tp 0 971 (v)) -
Da 1) o o~ ! eine C*-Abbildung ist, ist d(v o ¢~ ') eine C¥~'-Abbildung, und das gleiche gilt dann
auch fiir di o (dp)~!. Somit haben wir einen C¥~1-Atlas fiir TM konstruiert. O
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Sei jetzt F: M — N eine C*-Abbildung zwischen C*-Mannigfaltigkeiten mit k& > 1. Dann
induziert F' eine Abbildung dF': TM — T N. Wir geben drei Konstruktionen dieser Abbildung an.
Fiir p € M definieren wir zunéchst dpF': T, M — Tp(,)N.

(1) Falls k = oo und 0 € T, M ein algebraischer Tangentialvektor ist, dann definiere
(dpF(9))(f)=0(f o F) fir alle f € C°(N) .

(2) Sei ¢ Karte von M um p und ¢ Karte von N um F(p), und sei v € T, M physikalischer
Tangentialvektor. In der Notation von Definition definiere

(dpF(U))¢ = dF‘p’ww(p) (Uap) S TF(p)N .

(3) Sei schlieflich v: I — M eine Kurve mit v(0) = p und [y] der dazugehdrige geometrische
Tangentialvektor. Dann definiere

dpF([7]) = [F o] € Tpp) N -

In den Konstruktionen und ist wieder Wohldefiniertheit zu beweisen. Insgesamt definieren
wir schliellich

dF: TM — TN durch dF(p,v) = dpF(v) fiir alle (p,v) € TM .

1.17. SATZ UND DEFINITION. Sei F: M — N eine CF-Abbildung zwischen C*-Mannigfaltig-
keiten mit k > 1. Dann definieren die drei obigen Konstruktionen dieselbe faserweise lineare CF~1-
Abbildung dF: TM — TN, das Differential von F.

Die Zuordnung M +— TM und F — dF definiert einen Funktor von der Kategorie der C*-
(C>®-) Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der CF~1- (C>-) Mannigfaltigkeiten.

BEWEIS. Man sieht leicht, dass die obigen drei Konstruktionen wohldefiniert und mit den Abbil-
dungen aus dem Beweis von Satz vertriglich sind. Hieraus folgt, dass f die gleiche Abbil-
dung d,I': T,M — Tr,) N fiir alle p € M, und damit auch die gleiche Abbildung dF': TM — TN
definieren.

Um zu zeigen, dass dF von der Klasse C*~! ist betrachten wir beliebige Karten ¢ von M und
von N. Nach Definition und obiger Konstruktion erhalten wir

AP (2, 0,) = (dip o dF o (dp) ") (x,v,) = (dip 0 dF) (p,v)
= (F?%(2),dF*" ,(vy))
mit z = ¢(p) und v, = dp(v). Somit ist dF' in den Karten dyp von T'M und di) von T'N durch die
Abbildung
AR dV = (Fe¥ dFev) . Ve - Yy
gegeben. Da F%¥ von der Klasse C* ist, ist dF?¥ von der Klasse C¥~1, also ist dF eine C*~1-
Abbildung.
Funktorialitéit folgt aus
(1) didys = idgyy fiir alle Ck-Mannigfaltigkeiten M, und
(2) (Kettenregel) d(F o G) = dF o dG fiir alle C*-Mannigfaltigkeiten L, M, N und alle Abbil-
dungen F: M — N und G: L — M.

Diese Aussagen iiberlassen wir dem Leser als Ubung. g

1.18. DEFINITION. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit mit Tangentialbiindel 7: TM — M und £ <
k — 1. Ein C'-Vektorfeld auf M ist eine C’~-Abbildung X: M — TM, so dass m o X = idjs. Der
Raum aller C%-Vektorfelder auf M wird mit X¢(M) oder mit T(T'M) bezeichnet.
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Mit anderen Worten: Ein Vektorfeld X ordnet jedem Punkt p € M einen Vektor X, € T,M zu,
denn (70 X)(p) = 7(X,) = p. Diese Abbildung ist von der Klasse C* im Sinne der Definitionen m
und

1.19. BEISPIEL. (1) Sei ey, ..., e, die Standardbasis des R™. Dann erhalten wir Vektor-
felder ey, ..., e, auf der C*°-Mannigfaltigkeit R". Fiir x € R" realisieren wir den Vek-
tor e;|, € T,R™ geometrisch durch die Kurve

t—x+t-e;,
physikalisch durch den Vektor
(€ilp)ia = €
in der Karte id: R™ — R", und algebraisch durch die Richtungsableitung

(2) Sei p: U — V¥ C R” eine Karte von M, dann ist U¥ C M eine n-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit. Im Beweis von Satz haben wir Vektorfelder 8%;1, sy, 22 €

) awn
XF=1(U%) definiert. In der Karte ¢ erhalten wir einfach

0 0
dpo—-—o _1>x:d(_1m,. >:x,ei.
(00 5z o)) = do( @ | L, ) = )

1.20. BEMERKUNG. (1) X*(M) ist ein reeller Vektorraum, da sich Vektorfelder mit Skala-
ren aus R multiplizieren und punktweise addieren lassen.
(2) XY(M) ist ein C*(M)-Modul, dabei sei
(fX)p=(f-X)p=f(p) - Xp e LM

fiir alle f € C4(M), X € X*(M) und alle p € M. Da C¥(M) C C*(M), ist X*(M) erst recht
ein C*(M)-Modul.
(3) Man kann Funktionen nach Vektorfeldern ableiten und erhilt eine Ableitung d: C*+1 (M) x
XHM) — CH(M) mit
df(X):==X(f),  mit  dpf(X)=X,(f) €R

fiir alle f € C**Y(M), X € XY(M) und alle p € M. Hierbei haben wir benutzt, dass jeder
(physikalische oder geometrische) Tangentialvektor wie im Beweis von Satz einen
algebraischen Tangentialvektor, also eine Richtungsableitung definiert. Es gilt dann die
Produktregel

X(f-9)=X(f)-g+f-(X(9) firalle f, g e CH(M) und alle X € X°(M) .
(4) Die beiden Verkniipfungen aus und hingen wie folgt zusammen:
(f-X)(g)=f-(X(g) fiiralle f € CYM), g e C* (M) und alle X € X(M) .

1.21. BEMERKUNG. Eine Derivation auf einer k-Algebra k ist eine k-lineare Abbildung
D:A— A
die eine Produktregel erfiillt:
D(f-9)=Df-g+ f Dy fiir alle f,ge A .

11



Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, so kann man wie im Beweis von Satz zeigen, dass der C*° (M )-
Modul X*°(M) isomorph zum C*>°(M)-Modul der Derivationen auf C*°(M) ist (vergleiche Bemer-
kung (3)). Entscheidend ist die Beobachtung, dass fiir alle p € M gilt

(D(f - 9))(p) = (Df)(p) - 9(p) + f(p) - (Dg)(p) ,

somit ist D, = D(-)(p) ein (algebraischer) Tangentialvektor am Punkt p. Wir erhalten also eine
»algebraische“ Beschreibung von Vektorfeldern.

1.22. BEMERKUNG. Sei X € Xf(M) ein Vektorfeld und ¢ eine Karte von M, dann erhalten wir
eine C%-Abbildung
dpoXop L VP 5 V¥ = V¥ x R"
mit
z = (2, (Xpm1()p) =t (2, Xp(2)) -
Wir nennen X, : V¥ — R"™ das Vektorfeld X in den Koordinaten .
Seien X&, ooy Xy V¥ — R die Komponenten der Funktion X, dann erhalten wir mit den
Vektorfeldern aus Beispiel , dass

n
Xlpe = (X0 )-
i=1
Als C*(U¥)-Modul ist X*(U¥) also frei mit der Basis 8%17 e %. Auf beliebigen C*-Mannigfaltig-
keiten ist X¢(M) im allgemeinen jedoch kein freier C*(M)-Modul.
Wir berechnen X, wie folgt:

ot

NS v 09" N, ANplop™)
Hloo(e) = 2 Xp o) 55 =3 (K o9) TG =Ko,
also ‘ 4
X, = (X|e(p) op™!
und
X|U¢:ZX’UW(SD7’)'6TDZ~

i=1

Es gibt auch eine ,,geometrische* Beschreibung von Vektorfeldern mit Hilfe von Fliissen. Hierbei

16st man eine zum Vektorfeld X € X¢(M) assoziierte gewohnliche Differentialgleichung auf M und

erhélt dadurch eine Schar von Integralkurven auf M, deren Geschwindigkeitsvektor an jeder Stelle
gleich X ist.

Wir wollen jetzt eine Lie-Algebren-Struktur auf X°°(M) einfiihren. Die Lie-Klammer ist spéter

wichtig bei der Definition des Levi-Civita-Zusammenhangs und bei der Definition des

Riemannschen Kriimmungstensors.

1.23. DEFINITION. Eine Lie-Klammer auf einem k-Vektorraum V ist eine Abbildung
[, ] VXV =V
mit den Eigenschaften
(1) Linearitdt: [au + bv, w] = alu, w] + b[v, w] fiir alle a, b € K und u, v, w € V;

(2) Antisymmetrie: [u,v] = —[v,u] fur alle v, w € V;
(3) Jacobi-Identitdt: fir alle u, v, w € V gilt

[ [o, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,0]] = 0.
Das Paar (V,[-, -]) heiBt dann eine Lie-Algebra.
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Aus und folgt Bilinearitét.

1.24. BEISPIEL. Auf den Raum M, (K) der n x n-Matrizen tiber einem Korper k ist eine Lie-

Klammer definiert durch
[A,B] = AB— BA.

Die Jacobi-Identitét folgt aus der Assoziativitéit des Matrixproduktes. Eine analoge Definition funk-
tioniert auf jeder assoziativen Algebra.

Die obige Lie-Klammer auf M, (k) ldsst sich auf einige interessante Unterrdume wie die Réu-
me 0(n) C M,(R) der schiefsymmetrischen oder u(n) C M, (C) der antiselbstadjungierten Matrizen
einschrénken.

Wir beginnen mit einer ,algebraischen“ Beschreibung der Lie-Klammer auf Vektorfeldern.
Sei M eine glatte (also C*°-) Mannigfaltigkeit, und seien X, Y € X(M). Wir definieren den Operator
[(X,Y]: C®(M) = C*(M)  durch  [X,Y](f) = X(Y(f)) - Y(X(f))

fiir alle f € C*°(M). Aus der Produktregel in Bemerkung folgt
(X Y](f-9)=...
= (X, Y](f) -9+ f- (X, Y](9)) -

Nach Bemerkung ist [X, Y] wieder eine Derivation auf M, also ein Vektorfeld.

In Karten geben wir dieses Vektorfeld unten an. Wir wollen nun eine allgemeinere Beschreibung
der Lie-Klammer auf C*-Mannigfaltigkeiten geben. Wenn X ein Vektorfeld auf M ist, und F: M —
N differenzierbar, dann ist dF'(X) eine Abbildung M — T'N, aber kein Vektorfeld auf N. Daher
folgende Definition.

1.25. DEFINITION. Sei F': M — N eine C*-Abbildung zwischen C*-Mannigfaltigkeiten. Zwei
Vektorfelder X € X*~1(M) und Y € X*~1(N) heiflen F-verwandt, wenn das Diagramm

™ —Y TN

x| [v
M 25 N,
kommutiert, d.h., wenn d, (X)) = Y, fiir alle p € M gilt.
1.26. BEISPIEL. Sei M eine Mannigfaltigkeit, sei ¢ eine Karte von M, und sei X € X*~1(M)
ein Vektorfeld auf M, dann erhalten wir eine Abbildung X,: V¥ — R" wie in Bemerkung

Wir fassen X, als Vektorfeld auf V¥ auf. Dann sind die Vektorfelder X |y¢ auf U¥ und X, auf V%
¢-verwandt. Oder noch etwas schéner: Die Vektorfelder X, und X sind ¢~ !-verwandt.

1.27. SATZ UND DEFINITION. Zu jeder C*-Mannigfaltigkeit mit k > 2 existiert eine Lie-Klam-
mer [+, -]: XF (M) x XF-Y(M) — XK=2(M) mit folgenden Eigenschaften.
(1) Fir alle X, Y € X¥=Y(M) und alle Funktionen f € CK(M) gilt
[X,Y](f) = X(Y(f)) - Y(X(f) € C"*(M)..

(2) Sei M = R™ und seien X, Y Vektorfelder auf R", aufgefasst als C*-Abbildungen X,
Y:R" - R", dann gilt

[X,Y] = X(Y)-Y(X): R" - R"

wobei X (Y') die komponentenweise Ableitung von' Y nach X bezeichne.
(3) Sei F: M — N eine Ck-Abbildung und X, Y € X*=1(M) seien F-verwandt zu V., W €
XFY(N), dann ist [X,Y] auch F-verwandt zu [V, W].
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(4) Falls k > 3, so gilt die Jacobi-Identitdt
(X, Y, Z)| + [V, [Z, X)) + [Z,[X, Y]] =0 € X*=3(M)  fir alle X, Y, Z € X*1 (M) .

Falls k = oo, so bildet (X°°(M),[-, -]) eine Lie-Algebra. Wir nennen [-, -] auch im Fall £ < co
eine Lie-Klammer auf X¥~!(M), auch wenn die Werte im Algemeinen nicht wieder in X*~1(M)
liegen.

BEwEIs. Wir folgern die Emdeutlgkelt aus und (3)). Wir benutzen dazu die ,,physikalische
Darstellung®“ in Bemerkung und die Uberlegung in Belsplel 6, Wenn [X, Y] existiert ist das
Vektorfeld

(X, Y], = [X,, Vo] = Xo(Yy,) — Yo(X,) € XF72(V) (*)

zu [X,Y] ¢~ l-verwandt. Damit ist [X,Y]|ye eindeutig bestimmt. Somit ist [X, Y] auf jedem Kar-
tengebiet festgelegt, also eindeutig.

Zur Existenz miissen wir zeigen, dass die obigen Konstruktionen zu verschiedenen Karten ¢,
1) zusammenpassen, das heifit, dass [X,,Y,] und [Xy, Y] zum gleichen Vektorfeld auf U, N Uy,
verwandt sind. Man iiberlegt sich, dass das dquivalent ist dazu, dass

[XQO’YSD”@(U‘PﬁUw) und [XwaHw(Umw)

1 o p~l-verwandt sind.

Allgemeiner sei F': U — V eine C*-Abbildung zwischen offenen Teilmengen U C R™ und V C
R™, und X, Y € X*1(U) seien F-verwandt zu V, W € X*~1(V). Wir definieren [X, Y] und [V, W]
durch und zeigen, dass dann [X,Y] zu [V, W] verwandt ist. Mit den Definitionen (1), des
Differentials und Definition [[.25] erhalten wir

v, W]F(x> = Vi) (W) = We@)(V) = (dF(Xs)) (W) — (dFu(Y2)) (V)
Xo(W o F) — Yy(V o F) = Xp(dF oY) — Yy(dF o X)

9 [(OF o o (OF .
7 7)) _ J __ . X!
X'(z) oz’ <8$3 ¥ ) Z Yi(z) Oz (axi X >

i,j=1

: O*F . OF 9YJ TN O*F . OF 9X"\ (%%
i) - Y7 _ i) [ -2 . X7 .
(=) <<9:L‘i8:1:j YOt o ol Ox ) Z Y@ (8xj3xi Xt ozt Oxd >

ij=1

I
IMS

1

2

<
Il

1

.

Il
=

5J

I
Ms

OF , OYd ;. 0X7\
X <X o Y aﬁ) =dF,([X,Y].) .

~.

0, J

Dabei haben wir den Satz von Schwarz benutzt, wonach zweite partielle Ableitungen im R™ kom-
mutieren. Mit der obigen Uberlegung folgt jetzt die Existenz eines globalen Vektorfeldes [X,Y]
auf M.

Um zu beweisen, sei F': M — N eine C*-Abbildung, ¢ sei Karte von M und 1) sei Karte
von N. Wegen @ sind die Vektorfelder

Xo. Yollor—1w,)) = X, Yplpr1w,))  und  [Vy, Wy| = [V, W]y,

verwandt unter der Abbildung 1) o F o ¢~!. Da das fiir alle Paare von Karten (¢, ) gilt, ist [X, Y]
zu [V, W] F-verwandt.
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Fiir C*-Vektorfelder X, Y auf U C R™ folgt aus der Produktregel und dem Satz von Schwarz
aus der Analysis II, dass

ot~ o 20) 1 22)

,j=1

== (X(Y) = Y(X))(f) .

Also gilt auch .
Mit folgt sofort, da
(XY 2]l + [V, [Z2, X]] + [Z, [X, Y]])(f)
= XY (Z(1) - X(2X¥ () -Y(Z(X()+ 2 (X(f)£---=0. O

Aus @ erhalten wir auch eine explizite Formel fiir die Lie-Klammer in Karten. Aus X|ye =
E?:l(X; °0p)- % und Y entsprechend folgt

n
. . o
X Vloe = (X7 = Yo(X0)) 00) - 55
i=1
n . .
S (0P ) o
“ ¥ Oxd Y Oxd Dt
1,7=1
1.28. BEISPIEL. Sei ¢ eine Karte von M. Die Koordinatenvektorfelder 6%1, cee % sind (-
verwandt mit den Standardbasisfeldern eq, ..., e, auf V¥ C R", nach der Konstruktion der ai
in Beispiel ist das ein Spezialfall von Beispiel Da [e;, ej] = 0, folgt mit Satz ,
dass
o 0
—, = | =0 X(U¥).
[C’W C’W] )

Insbesondere kénnen wir zweite Ableitungen beziiglich einer festen Karte ¢ fiir alle f auf M defi-
nieren durch
0*f 0 of o0 of O?(fop™t)
Dot 0pl Ot Dol dpl Dt Qat Ol
Mit anderen Worten: die Ableitungen nach Koordinatenvektorfeldern zu einer festen Karte vertau-
schen. In diesem Sinne gilt ein ,Satz von Schwarz“ auch auf Mannigfaltigkeiten.
Umgekehrt kann man zeigen: Seien X, ..., X,, Vektorfelder auf M, deren Lie-Klammern auf
einer Umgebung U von p € M verschwinden, so dass X1, ..., X, ) eine Basis von T, M bilden,
dann existiert eine Karte ¢ mit U¥ C U, so dass X;|ye =

ocp.

o)
357
1.29. BEMERKUNG. Auch fiir die Lie-Klammer gelten P:oduktregeln, namlich
FXY]=FIXY]=Y(HX  wd [X fY]=X(/)Y + [[X,Y]
fiir alle f € C*=1(M) und alle X, Y € X*~1(M). Zum Beweis berechne etwa
(X, fY](h) = X(fY(h)) — f Y (X(R))
=X(NHY(h)+ fXY(h) - fFY(X(h) = (X(N)Y + f[XY])(h) .

Indem man h = !, ... ©" wihlt, erhiilt man die Komponenten von [X, fY] und X (f)-Y +f-[X,Y]
beziiglich einer Karte ¢, und damit Gleichheit der Vektorfelder. Alternativ benutze die Injektivitét
der natiirlichen Abbildung von 7,M in den Raum der algebraischen Tangentialvektoren in p.
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1.2. Riemannsche Metriken

In diesem Abschnitt definieren wir Riemannsche Metrik und leiten daraus den Riemannschen
Kriimmungstensor ab. Der Kriimmungstensor ist die entscheidende lokale Gréfle der Riemannschen
Geometrie. In spéteren Abschnitten werden wir uns globale Eigenschaften Riemannscher Mannig-
faltigkeiten ansehen; einige dieser Eigenschaften lassen bereits aus der Riemannschen Kriimmung
ableiten.

Zur Motivation: in der linearen Algebra ergeben sich geometrisch Begriffe wie Liéngen von
Vektoren und Winkel zwischen Vektoren in einem R- (oder C- oder H-) Vektorraum V' aus einem
Skalarprodukt auf V. In der Riemannschen Geometrie definieren wir entsprechend Skalarprodukte
auf allen Tangentialriumen einer Mannigfaltigkeit M.

1.30. DEFINITION. Sei M eine C¥-Mannigfaltigkeit mit & > 1. Eine (C*~'-) Riemannsche Me-
trik g auf M ordnet jedem p € M ein Skalarprodukt g, auf dem Vektorraum 7,,M zu, so dass fiir
je zwei Vektorfelder X, Y € X*~1(M) die Funktion

g(Xv Y) mit (g(Xv Y)) (p) = gP(XIUY;J)
von der Klasse C¥~! ist. Eine Riemannsche (C*-) Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, g) aus einer
Ck-Mannigfaltigkeit und einer Riemannschen Metrik g auf M.
Eine Riemannsche Isometrie von (M, g) nach (N, h) ist ein Diffeomorphismus F: M — N
mit F*h = g, d.h., fiir alle p € M und alle v, w € T, M gilt
9(v,w) = (Fyh) (v, w) = h(dpF(v), dpF(w)) -
Sei ¢ eine Karte von M, dann heifit die Funktion g¥: V¥ — M, (R) mit

o 0
9% = (95(2))i; = <gw1(m><aw’aw>>, .
2y

die Darstellung von g in der Karte ¢. Das Inverse der Matrix gy = (g;-?- (2))i,; wird mit (gfg (%))
bezeichnet.

Man iiberlegt sich leicht (etwa mit Hilfe von Abschneidefunktionen), dass die gg';- genau dann
fiir alle Karten ¢ von der Klasse C¥~! sind, wenn g selbst von der Klasse C¥~1 ist.

1.31. BEISPIEL. Der n-dimensionale Euklidische Raum ist definiert als (R™, g°*¥!) mit gl =
(-, ) fiir alle z € R™.

Zur Konstruktion Riemannscher Metriken kénnen wir eine Partition der Eins verwenden. Sei
dazu A ein C*-Atlas auf M. Eine C*-Partition der Eins zum Atlas A ist eine Familie (p;);er von C*-
Funktionen auf M mit folgenden Eigenschaften:

(1) Zu jedem i € I existiert eine Karte ¢; € A, so dass supp(p;) C U¥".

(2) Jeder Punkt in M besitzt eine Umgebung, auf der fast alle p; verschwinden.
(3) Es gilt p; > 0 fiir alle i € I auf ganz M und

D pi=1.

el
Wegen ist die Summe in endlich. Eine solche C*¥-Partition der Eins existiert auf jeder C*-
Mannigfaltigkeit, wobei k € NU {oco}.

Auf jeder Teilmenge V¥ C R™ haben wir die Euklidische Metrik (-, -) aus Beispiel Auf M
definieren wir g durch

gp(v’w) = E pi(p)<vs0ww90i>
i€l
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fir alle p € M und v,w € T,M. Wegen ist jeder Summand wohldefiniert, wegen ist die
Summe lokal endlich und daher g von der Klasse C¥~!, und wegen (3] ist gp positiv definit fiir alle p €
M. Also trigt jede C*-Mannigfaltigkeit mit & > 1 eine Riemannsche C*¥~!-Metrik, fiir dim M > 1
gibt es sogar iiberabzéhlbar viele verschiedene.

Weitere Riemannsche Mannigfaltigkeiten erhalten wir zum Beispiel als Riemannsche Unterman-
nigfaltigkeiten.

1.32. PROPOSITION. Sei M C N eine C*-Untermannigfaltigkeit mit k > 1. Dann ist T,M ein
linearer Unterraum von T,N fiir alle p € M.

BEWEIS. Sei ¢: U¥ — V¥ eine Untermannigfaltigkeitskarte von M in N um p € M wie in
Definition Dann ist p|genn: UP N M — VP NR™ eine Karte von M. Vom , physikalischen*
Standpunkt aus erhalten wir

M < T,N
dsO|U<li J{dsﬁﬂ 0
R™ Cc R" .

1.33. DEFINITION. Sei M C N eine C*-Untermannigfaltigkeit der Riemannschen Mannigfaltig-
keit (NN, g). Dann ist die induzierte Riemannsche Metrik g = g|rar auf M gegeben durch g, = g|7,m
fiir alle p € M. Eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit von (N, g) ist ein Paar (M, g), wobei M C
N Untermannigfaltigkeit und g die induzierte Metrik ist.

Man iiberpriift leicht, dass ¢ dann wieder eine Riemannsche C*~1-Metrik ist.

Nach dem Satz von Whitney aus Bemerkung ist jede Mannigfaltigkeit diffeomorph zu
einer Untermannigfaltigkeit A/ C RY und trigt daher die induzierte Metrik. Wir erhalten also
einen weiteren Beweis fiir die Existenz Riemannscher Metriken auf M.

1.34. BEMERKUNG. Es gilt der Satz von Nash: Jede m-dimensionale Riemannsche Mannig-
faltigkeit ist isometrisch zu einer Riemannschen Untermannigfaltigkeit des n-dimensionalen Fukli-
dischen Raumes, fiir n hinreichend grofi. Dieser Satz ist weitaus schwieriger zu beweisen als der
analoge Satz von Whitney fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten aus Bemerkung

1.35. BEISPIEL. Die runde n-Sphire ist die Riemannsche Untermannigfaltigkeit (S™, g*P") des
Euklidischen Raumes (R™*1, g®®¥1) mit S™ ¢ R"*! wie in Beispiel

Um ¢°P" beziiglich der stereographischen Projektionen ¢ auszudriicken, bilden wir zwei Vek-
toren v, w € R™ mit Hilfe von dy(p%") nach T,-1(,)S™ C T,R™ ™ = R"*! ab und berechnen dann
ihr Kuklidisches Skalarprodukt. Wir haben diese Rechnung fiir den Fall n = 2 in der elementaren
Differentialgeometrie durchgefiihrt. Das Ergebnis war

g (v,w0) = (d(x o (v), AL )a(w)) = . 5 (v, w).

(Jo* + 1)
1.36. BEISPIEL. Auch der hyperbolische Raum aus der elementaren Differentialgeometrie hat

ein n-dimensionales Analogon. Das Poincarésche Ballmodell des n-dimensionalen hyperbolischen
Raumes hat die Gestalt (B(0), g™P), mit
4
hyp —
92" (0, w) = ————(v,w) .
: (1 —[a]7)?
Als néchstes betrachten wir den Levi-Civita-Zusammenhang einer Riemannschen Mannigfaltig-

keit.
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1.37. DEFINITION. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit mit & > 2. Ein (C*~%-) Zusammenhang
auf T'M ist eine Abbildung

V:XF2(M) x 2N M) — 2F2(M) mit (X,Y) = VY
mit folgenden Eigenschaften:
(1) C*=2(M)-Linearitit im ersten Argument:
VixigvZ = fVxZ +gVyZ  firalle X, Y € X*72(M), Z € X*¥'(M) und f, g € C* (M),
(2) R-Linearitdt im zweiten Argument:
Vx(rY +s2) =rVxY +sVxZ  firalle X € ¥*2(M), Y, Zec X* Y (M) und aller, s € R ,
(3) Ck=1(M)-Derivativitit im zweiten Argument:
Vx(fY)=X(f)- Y+ fVxY  firalle X € ¥*2(M), Y € ¥ 1(M) und alle f € C*~1(M) .
Ein Zusammenhang leitet also ein Vektorfeld nach einem anderen ab.

1.38. BEISPIEL. Sei U C R" offen, seien X, Y: U — R™ Vektorfelder auf U. Die komponenten-
weise Ableitung

VxY = X(Y)

definiert offensichtlich einen Zusammenhang auf TU = U x R™. Dieser Zusammenhang hat die
folgenden Eigenschaften:

X, Y]=X(Y)-Y(X) und X(¢"™(V,2)) =g (X (Y),2) + ¢ (Y, X(2)) .

Leider lasst sich auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit nicht so einfach ein Zusammenhang
angeben wie auf dem R". Wir werden stattdessen die beiden obigen Eigenschaften benutzen, um
zumindest auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten einen eindeutigen Zusammenhang zu definieren.

1.39. DEFINITION. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit mit & > 2. Ein Zusammenhang V auf T'M
heifit

(1) torsionsfrei, wenn
[(X,Y]=VxY - VyX € ¥*2(M) fiir alle X, Y € X(M), und
(2) Riemannsch oder metrisch beziiglich einer Riemannschen Metrik g auf M, wenn
X(g(Y,2)) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ) € C*2(M)  firalle X,Y, Z € X(M) .

Fin torsionsfreier, Riemannscher Zusammenhang beziiglich einer Riemannschen Metrik g heifit
Levi-Civita-Zusammenhang von (M, g).

Wir werden bald sehen, dass es auf jeder Riemannschen Mannigfaltigkeit genau einen solchen
Levi-Civita-Zusammenhang gibt. Vorher bendtigen wir jedoch noch ein wenig Technik. Wir verall-
gemeinern das Lemma von Riesz auf Vektorfelder.

1.40. LEMMA. Sei (M,g) eine Riemannsche CF-Mannigfaltigkeit, und sei a: XY (M) —
CY{(M) eine C*=1(M)-lineare Abbildung mit ¢ < k — 1. Dann existiert genau ein Vektorfeld X €
xXH(M), so dass

aY)=(X,Y)eClM)  firalleY e X*YM).
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BEWEIS. Sei ¢ eine Karte von M. Fiir jedes p € U¥ existiert eine Abschneidefunktion p €
CF(M) mit p(p) = 1 und mit Triger in U¥. Fiir alle Y € X*~1(M) folgt

(@(pY))(p) = p(p) ((Y))(p) = ((Y))(p) ,
also hingt a(Y)|pe nur von Y|pe ab. Aus Y =31 (Yo cp)ai% =30 V(e 8%%_ folgt

V)l :a(gw ) ) :gwwa(aii) |

Da g, nicht ausgeartet ist, existiert nach dem Lemma von Riesz fiir alle p ein eindeutig be-

stimmter Vektor
x5 =3 gitewa( | ) 2|
P — 7Y dptlp) Opilp’

2,7=1
so dass
- ] 9 ® ky
(5= Y altea5a] ) shle) Y () = anr)

i,5,k=1
und X, hiingt C‘-differenzierbar von p € U¥ ab.
Sei i eine weitere Karte, so folgt
(X = XY Vgerpe =a(Y)—a(Y)=0  firalleY e X* (M),

also gilt X¥ = X% auf UYNUY, und wir erhalten ein globales Vektorfeld X € X/(M) mit X |y = X¥
und

aY)=(X,Y)eC/(M) firalleY e X*1(M).
Aus dem gleichen Argument folgt auch die Eindeutigkeit von X. O

1.41. SaTz. Sei (M,qg) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann gibt es genau einen Levi-
Civita-Zusammenhang V auf TM. Es gilt die Koszul-Formel

29(VxY,Z) = X(g(Y,2)) + Y(9(Z, X)) — Z(9(X,Y))
BEWEIS. Wir beweisen zunéchst die Koszul-Formel. Dann folgern wir mit Lemma dass
fiir alle X, Y € X¥~1(M) genau ein Vektorfeld VxY € X*=2(M) existiert, das die Koszul-Formel
erfiillt. Zum Schluss zeigen wir, dass (X,Y) — VxY tatséichlich einen Levi-Civita-Zusammenhang

definiert. Wegen der Koszul-Formel ist dieser aber auch eindeutig.
Die Koszul-Formel ergibt sich sofort als Summe der Gleichungen

9(VxY,Z)+g(Y,VxZ) = X(9(Y,Z2)) ,

9(VyZ, X)+9(Z,VyX) =Y (9(Z, X)) ,
—9(VzX,Y) - g(X,VzY) = -Z(g(X,Y)),
9(VxY,Z) - g(Vy X, Z) = g([X, ] Z),
—9(VyZ, X) +g(VzY, X) = —g([Y, Z], X)

und  g(VzX,Y)-9g(VxZ2,Y)=9(Z2X]Y),

die sich daraus ergeben, dass V Riemannsch und torsionsfrei sein soll. Man sieht leicht, dass das
Vektorfeld VxY — falls es existiert — durch die Koszulformel eindeutig bestimmt ist.
Wir beweisen C*~2-Linearitit der Abbildung

Z—Xg(Y,2)+Y(9(Z2, X)) - Z(g(X,Y)) +9([X,Y]. Z2) — g([Y, Z], X) + g([Z, X],Y) .
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In der Tat gilt

XY, f2)+Y(9(f2, X)) = fZ(9(X,Y)) + g([X, Y], fZ) 9([Y; fZ] X)+9(lf2,X]Y)
=X(N 9, 2)+ XY, 2) +Y(f)9(Z2, X)+ [Y(9(Z,X)) = f Z(9(X,Y))
+f9((X,Y], 2) =Y (f)9(Z,X) = fo(IY. 2], X) - X(f)g(Z Y) +f9((2,X],Y)
= [ (X(9(Y,2)) +Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y)) + g([X. Y], Z) — g([V. Z], X) + 9([Z, X].Y)) .
Aus Lemma folgt die Existenz eines Vektorfeldes VxY', das der Koszul-Formel geniigt.
Analog zur obigen Rechnung beweisen wir
VixY = fVxY und Vx(fY)=X(f)Y + fVxY,

es folgt, dass (X,Y) — VxY ein Zusammenhang ist.
Aus der Koszul-Formel folgt auch

2AVxY,Z)+2(VxZ,Y)=2X (Y, Z)
und 2AVxY,Z) -2(VyX,Z) =2([X,Y], Z) ,
also ist V Riemannsch und torsionsfrei. Insgesamt existiert also der Levi-Civita-Zusammenhang

und ist durch die Koszul-Formel eindeutig festgelegt. O

1.42. BEMERKUNG. Es sei (M, g) Riemannsche Untermannigfaltigkeit des R™ mit der Eukli-
dischen Metrik. Seien X,Y € X(M), dann kénnen wir Y auffassen als Abbildung Y: M — RY
mit

p—Y(p) € T,M C T,RY =RV .
Es sei X(Y): M — RY die komponentenweise Ableitung. Dann wird der Levi-Civita-Zusammen-
hang auf M eindeutig festgelegt durch die Gleichung
9(VxY, Z) = (X(Y), Z)
fiir alle X,Y, Z € (M) (Ubung).

1.43. DEFINITION. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei ¢ eine Karte von M, und
sei V ein Zusammenhang auf T'M. Dann heiflen die Koeffizienten s‘Tfj: V¥ - Rin

0 - 0
Vyg—= Tk 0 ) —
255 =T 5

fir ¢, 5 =1, ..., n die Christoffel-Symbole von V beziiglich .

1.44. BEMERKUNG. Die Koordinatenfelder an der Stelle p € U¥ bilden eine Basis von T, M.
Auflerdem kann man fiir jedes p € U¥ mit Hilfe einer geeigneten Abschneidefunktion wie im Beweis
von Proposition[I.14]zeigen, dass (VxY), nur von X |y» und Y|y abhéngt. Daher ist die Definition
der “‘Tfj sinnvoll.

Der Zusammenhang V ist auf U¥ durch Angabe aller ”Ffj eindeutig beschrieben. Aus Defini-
tion folgern wir, dass fiir beliebige Vektorfelder X und Y auf M gilt:

VxY|pe = Z VX( <y( 3 ai >

i,k=1
QO

Z

Y(¢?) (°T}; 0 ))a.
zkl
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1.45. DEFINITION. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit k& > 3, dann heifit die
Abbildung R: X*=2(M) x X*=2(M) x Xk=Y(M) — Xk=3(M) mit

(X, Y, Z) — RX7yZ =VxVyZ -VyVxZ — V[Xy]Z
der Riemannsche Krimmungstensor von (M, g).

Wir wollen kurz erldutern, warum R ein ,, Tensor“ genannt wird. Der Einfachheit halber defi-
nieren wir aber nur (a,0)- und (a, 1)-Tensoren.

1.46. DEFINITION. Sei M eine differenzierbare C*-Mannigfaltigkeit mit & > 1, und sei a € Ny.
Ein (a,0)-Tensor der Klasse C! ist eine C*-multilineare Abbildung S: X¥~1(M)* — CY(M). Ein
(a,1)-Tensor der Klasse C! ist eine Ck-multilineare Abbildung S: X*~1(M)* — X!(M).

1.47. BEISPIEL. (1) Eine C!-Funktion ist ein (0, 0)-Tensor.
(2) Ein C'-Vektorfeld ist ein (0, 1)-Tensor.
(3) Eine Riemannsche Metrik ist ein symmetrischer (2, 0)-Tensor der Klasse C*~1.

1.48. LEMMA. Sei S ein (a,b)-Tensor mit b = 0 oder 1, seien X1, ..., X, € X*=Y(M), und
seip € M. Dann hingt S(X1,...,Xq)(p) nurvon Xi|p, ..., Xalp € Tp,M ab, wir erhalten also eine
R-multilineare Abbildung Sp: (T,M)* — R bzw. — T,M.

Da Tensoren also bereits punktweise multlinear sind, erhalten wir insbesondere C"-Multiline-
aritdt X" (M) — C"(M) bzw. X" (M) fiir alle 0 < r <.

BEWEIS. Sei ¢ eine Karte von M, dann existiert zu jedem p € U¥ eine Abschneidefunktion p
wie im Beweis von Lemma Aus Multilinearitét folgt

S(p X, p Xa)(p) = p(p)* S(X1, ..., Xa)(p) = S(X1, .-, Xa)(p)

also héngt S(p X1,...,p Xa)|ve nur von Xi|ye, ..., Xo|ve € X(U¥) ab.
Einschrinken auf U¥ ist also moglich und liefert

- 0 " G
_ 11 ia
S(X1,..., Xa)(p) = 5<i1§1pX1(90 )gwil,---,iilea(w )8¢ia)(p)
- ; ; ) )
:il Ei:lXLP(‘Pl)"‘Xa,p(SD ) S(8¢21’78§01a>(p) D

1.49. BEMERKUNG. Aus dem obigen Beweis folgt fiir einen (a,0)-Tensor S sofort

n

S(X1,. L Xdlve = > Xu(e™) - Xa(9™) - (¥Siy,ia 0 9)

i1y ia=1

mit ¥S;, ;. € CY(V¥) fiir alle Indexkombinationen. Einen (a, 1)-Tensor S kénnen wir noch weiter
zerlegen in

S(X1,. Xaloe = ) ZXl(sO“)-'-Xa(sﬁ’”)-(“"551,...@090)67@-

i1, ia=1 j=1

1.50. SATZ. Sei M eine Riemannsche CX-Mannigfaltigkeit mit k > 3. Dann ist R ein (3,1)-
Tensor der Klasse CF~3.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass Rxy Z in jedem Argument CF~llinear ist.
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Sei also f € CF (M) und X, Y, Z € X¥=1(M), dann folgt
RfX,YZ - VfXVYZ - VYVfXZ - v[fX,Y]Z
=fVXVYZ -Y(f)VxZ - fVyVxZ+VyxZ — fVixyZ
=fRxyZ.
AuBlerdem gilt offensichtlich
RxyyZ =—-RyyxZ =—fRyxZ=fRxyZ.
Fiir das letzte Argument miissen wir etwas mehr rechnen:
Rxy(fZ)=Vx(Y(/)Z+[VvZ)=Vy(X(/)Z+ fVxZ) - [X.YI(f)Z - fVixy)Z
=XY(NZ+Y(f)VxZ+X(f)VyZ+ fVxVyZ
~Y(X(f)Z-X(f)VvZ =Y (f)VxZ - fVyVxZ
—[X\YI(f)Z - fVixyZ
=fRxyZ. O
Der Riemannsche Kriimmungstensor enthélt sehr viel geometrische Information iiber die glo-
bale Gestalt der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Bevor wir geometrische GréBlen aus dem
Kriimmungstensor herauslesen kénnen, miissen wir erst seine wichtigsten algebraischen Eigenschaf-
ten verstehen.
1.51. SATZ. Der Riemannsche Krimmungstensor hat die folgenden Symmetrien.

(1) Schiefsymmetrie: Rx xZ = 0,

(2) erste Bianchi-Identitit: RxyZ + Ry zX + Rz xY =0,
(3) Metrizitit: g(RxyZ,Z) =0,

(4) Blocksymmetrie: g(RxyZ,W) = g(RzwX,Y)

fiir alle X, Y, Z, W € ¥=1(M).

Beachte, dass nach Lemma der 3-1-Tensor R und der 4-0-Tensor g(R. .-, -) genau die
gleiche Information enthalten. Aus (1) bzw. folgt wegen der Multilinearitdt auch

nyyZ + Ry,XZ = Rx+Y,X+yZ . RX7)(Z — RyyZ =0
und  g(RxyZ, W)+ g(RxyW,Z)=0.

BEWEIS. Wegen Lemma [T.48|reicht es, die Behauptungen in allen Karten ¢ einzeln zu beweisen.

Auflerdem diirfen wir X, Y, Z, W € {8%1’ ceey %} annehmen, da sich alle anderen Vektorfelder

aus diesen linear kombinieren lassen. Insbesondere verschwinden dann alle Lie-Klammern gem#f

Beispiel was die Rechnungen etwas vereinfacht.
Behauptung ist offensichtlich. Behauptung folgt aus der Torsionsfreiheit von V:

RxyZ+RyzX +RzxY =VxVyZ - VyVxZ+VyVzX —VzVy X +VzVxY - VxVzY
= VY[Z7X] + VZ[X>Y] + VX[Y> Z] =0

nach Wahl der Vektorfelder X, Y, Z.
Behauptung folgt, da V metrisch ist:
g(nyyZ, Z) = g(VXVyZ — VyVXZ, Z)
=X(9(VyZ,2)) —g(VyZ,NxZ) =Y (9(VxZ,Z)) + 9(VNxZ,Vy Z)
1
=5 (X(¥(9(2,2)) =Y (X(9(2.2)))) = [X,Y)(9(2.2)) = 0.
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Schliefllich folgt Behauptung rein algebraisch aus 7, denn
29(RxyZ,W) = —g(RyzX, W) — g(Rz xY, W) + g(Rxy Z,W)
= g(RyzW,X) + g(RzxW,Y) — g(RxyW, Z)
=—g(RzwY, X) —g(Rwy Z,X) —g(RxwZ,Y) — g(Rw,zX,Y) — g(Rx yW, Z)
=29(RzwX,Y) +9(Rwy X, Z) + g(RxwY,Z) + g(RyxW, Z) . O

=0

1.52. PROPOSITION. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei ¢ eine Karte von M.
Dann gilt
® ¢
erk — ligkl 9g;, n 995 99
E — v\ ozt Oxi  Ox

d¥rL, awrl n
und ({;ka _ axf 1k + Z SOFZ m _ @Fém SOI‘:Z) .

BEWEIS. Wir benutzen die Formel im Beweis von Lemma [1.40, um die erste Gleichung aus der
Koszul-Formel in Satz herzuleiten. Die zweite Formel ist dann eine einfache Konsequenz aus
der Definition von R und Bemerkung Bei beiden Rechnungen nutzen wir wieder aus, dass die
Lie-Klammern der Koordinatenfelder verschwinden. ([l

Nachdem wir den Kriimmungstensor definiert haben, wollen wir aus ihm drei weitere Kriim-
mungsgrofien ableiten.

1.53. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Kriitmmungstensor R, und
seipe M.

(1) Fiir jeden zweidimensionalen Unterraum E C T,M mit Basis (v,w) ist die Schnitt-
kriimmung definiert als

R
K,(E) = 9( R, 0) SER.
g(va v)g(w, w) - g(U, w)
(2) Sei ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von T,M, dann ist die Ricci-Krimmung auf T,M
definiert als
ric, (v, w) = tr(R Zg veir €, W) € R
(3) Die Skalarkrimmung von M ist definiert als
n n
scal(p) = Zric(ei, ei) = Z g(Re; e;€5,€i) ER .
i=1 ij=1
1.54. BEMERKUNG. (1) Wir miissen zeigen, dass die Schnittkriimmung wohldefiniert, das

heifit unabhéngig von der Basis ist. Man kann das durch Nachrechnen einsehen, oder aber
wie folgt: Nach Satz und sind fiir alle v, w € E die (2,0)-Tensoren

g(R. .w,v) und 9(Ryw, ): ExXxE—=R

Determinantenfunktionen (alternierende Formen maximalen Grades) auf E. Sei also A €
GL(FE), dann gilt fir die Basis (Av, Aw), dass

9(R Ay, awAw, Av) = det A g(R v, Aww, v) = (det A)2 9(Ry ww,v) .
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Eine entsprechende Formel gilt fiir den Nenner

’U|2 |,w|2 - <an>2 = (<'7U><'7w> - (',’LU><',U>)(’U,’(U) )
also ist K,,(E) von der Wahl der Basis unabhéngig.
(2) Man kann den Kriimmungstensor aus der Schnittkriimmung zuriickgewinnen (Ubung).
(3) Auch Ricci- und Skalarkriimmung sind wohldefiniert, wie man (etwa fiir die Ricci-Kriim-
mung) leicht iiberpriift: Sei etwa fi, ..., f, eine weitere Orthonormalbasis von T}, M, dann
existiert eine Matrix A € O(n) mit

n n
fi=> age; und > apai =6,
i=1 k=1
da A - A die Einheitsmatrix ergibt. Wir erhalten also

n

Zg ofifio ) = Y 9(Ruae,ajnes; w)

'7j7k_1

= Z azka]kg( v,e; €5, W Zg v,e;s iy W eER.

2,5,k=1

Eine analoge Rechnung liefert die Wohldefiniertheit der Skalarkriimmung.
(4) Wegen Satz ist ric ein symmetrischer (2, 0)-Tensor.

Wir werden der Schnitt- und Riccikriimmung im Laufe der Vorlesung im Zusammenhang mit
dem Verhalten von Geoditischen und Volumina von Béllen gelegentlich begegnen. Die Skalar-
kritmmung wird nicht auftauchen; sie spielt aber eine gewisse Rolle beim Studium von Differential-
operatoren auf Mannigfaltigkeiten.

1.3. Bogenlinge und Geoditische

In diesem Kapitel definieren wir die Bogenldnge von Kurven und den Riemannschen Abstands-
begriff auf Mannigfaltigkeiten. Wir sehen, dass kiirzeste Kurven zwischen zwei Punkten einer be-
stimmten Differentialgleichung geniigen, und nennen solche Kurven geodétische Linien.

Wir werden ab jetzt keinen Wert mehr auf die genaue Differenzierbarkeitsordnung legen. Au-
Berdem werden wir die Abkiirzungen

(v, w) = gp(v,w) — und o] = /gp(v,v)

fiir alle p € M und alle v, w € T, M verwenden, so lange Fupunkt p und Metrik g aus dem Kontext
klar sind. Wir erinnern uns an den Geschwindigkeitsvektor 4(t) = [y(- —t)] € T(;) M einer Kurve.

1.55. DEFINITION. Eine (parametrisierte) Kurve «v: I — M heifit reguldr, wenn +(t) # 0 €
TypM fir alle ¢ € I. Eine Parametertransformation fiir v ist ein Diffeomorphismus J: J — [
mit J C R, in diesem Fall heifit yo9: J — M eine Umparametrisierung von M.

Im Gegensatz zur elementaren Differentialgeometrie betrachten wir hier parametrisierte Kurven,
nicht parametrisierte Kurven bis auf Umparametrisierung.

1.56. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei v: I — M eine Kurve,
und sei [a,b] C I. Dann ist die Bogenlinge von Ylja,p) definiert als

b b
Lolag) = [ Wil de= [ fa (GO 0)de

Die Kurve v heifit nach Bogenlinge parametrisiert, wenn ||4(t)|| = 1 fiir alle ¢t € 1.
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1.57. BEMERKUNG. Im Euklidischen Raum hatten wir die Bogenlidnge einer Kurve als das Supre-
mum aller Lingen von approximierenden Polygonziigen definiert. Anschlielend haben wir gezeigt,
dass fiir (stiickweise) differenzierbare Kurven die Bogenlédnge durch obiges Integral berechnet wer-
den kann, siehe Abschnitt 2.1 der Vorlesung vom letzten Semester. Da die urspriingliche Definition
auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten nicht sinnvoll ist, verwenden wir hier den Integralausdruck.

Die folgenden Eigenschaften der Bogenlénge gelten auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit
denselben Beweisen wie in der elementaren Differentialgeometrie.

(1) Die Bogenlinge ist invariant unter Umparametrisierungen, also

L((fy o 19)|[a,b}) = L(’Y|[ﬁ(a),0(b)}) :

Wie in der elementaren Differentialgeometrie folgt das unmittelbar aus der Integraltrans-
formationsformel.

(2) Eine Kurve 7: I — M ist genau dann nach Bogenldnge parametrisiert, wenn fiir alle a,
b e I mit a < b gilt, dass

b
L(7|[a,b}) = / ldt=b—a.

(3) Jede regulire Kurve lisst sich nach Bogenlidnge umparametrisieren. Dazu wéhlen wir eine
Umparametrisierung 9: J — I mit

90 = [ Is)] ds,

to

dann ist ¢ o ¥: J — I nach Bogenlinge parametrisiert. Sei umgekehrt ¥': J' — I eine
weitere Umparametrisierung, so dass auch ¢ o1’ nach Bogenléinge parametrisiert ist, dann
existiert eine Konstante ¢, so dass ¥'(s) = ¥(c + s) fiir alle s € J'.

Wir wollen als néchstes die ,erste Variation“ der Bogenlinge berechnen. Gemeint ist dabei
die erste Ableitung der Bogenléinge einer differenzierbaren Familie von Kurven. Um die zugehorige
Rechnung durchzufiihren, brauchen wir Vektorfelder und Zusammenhénge lings Abbildungen.

1.58. DEFINITION. Sei F': M — N eine differenzierbare Abbildung, und sei 7: TN — N das
Tangentialbiindel von N. Ein Vektorfeld lings F ist eine differenzierbare Abbildung X: M — TN
mit 7o X = F. Wir bezeichnen den Raum dieser Vektorfelder mit X(F).

1.59. BEMERKUNG. Vektorfelder langs F': M — N haben dhnliche Eigenschaften wie gew6hn-
liche Vektorfelder, siehe Bemerkung

(1) Sei X € X(M) und Y € X(N), dann sind dF o X und Y o F: M — TN Vektorfelder
langs F'.
(2) Der Raum X(F) bildet ein C(M)-Modul mit

(fX)p = fp) Xp € TppyN

fir alle f € C(M), X € X(F) und alle p € M.
(3) Ableiten liefert eine Abbildung X(F) x C1(N) — C(M) mit

(X(f))p = Xp(f) = dfF(p) (Xp)

fiir alle f € CY(N), X € X(F) und alle p € M. Fiir alle f, h € C}(N) und X(F) gilt die
Produktregel

X(fh)=X(f) - (hoF)+(foF)-X(h)e C(M).
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(4) Sei 1 eine Karte von N, dann ist U := F~Y(UY) offen in M, da F als differenzierbare
Abbildung insbesondere stetig ist. Wie in Bemerkung sehen wir fiir alle X € X(F),
dass

=1 EC(U) N——
€X(Flv)

1.60. DEFINITION. Ein Zusammenhang lings F ist eine Abbildung V: X(M) x XY(F) — X(F)
mit den Eigenschaften
(1) C(M)-Linearitdt im ersten Argument,
(2) R-Linearitdt im zweiten Argument,
(3) CY(M)-Derivativitit im zweiten Argument:
Vx(fY)=X(f) Y+ fVxY  firalle X € X(M),Y € ¥}(F) und alle f € C'(M) .
Die Krimmung eines Zusammenhangs V ldngs F' ist definiert als

RxyZ =VxVyZ—-VyVxZ—Vixy|Z € X(F)  firalle X, Y € X'(M) und alle Z € X*(F) .

1.61. PROPOSITION UND DEFINITION. Sei VTN ein Zusammenhang auf TN, und sei F: M —
N differenzierbar, dann existiert genau ein Zusammenhang V¥ lings F, so dass

VE(Y o F)=VIN YV € X(F) (1)

fiir alle X € X(M) und alle Y € X(N). Er heifit der von VI induzierte Zusammenhang lings F.
Sei R™N die Kriimmung von VTN, dann hat VY fiir alle X, Y € XX(M), Z € X*(F) und allep € M
die Kriimmung

Ry Z|, = Rgﬁ(xp),de(Yp)Zp € Trp)N - (2)

BEwEIs. Wir beweisen zunéchst Eindeutigkeit. Sei p € M, sei ¢ eine Karte von N um F(p),
und sei U = F~1(UY). Mit Hilfe von Abschneidefunktionen auf M sehen wir, dass VLY, fiir
alle Y € X(F) nur von Y|y abhéngt. Aus Bemerkung und Definition folgt

n ‘ 9
Vil = V5 S v ) (4o F)
=1

_ ; (X (Y (")) (8?N o F) +Y (4 vdTg{X(fw) . )

Also ist V¥ eindeutig.

Zur Existenz iiberpriifen wir zuerst, dass obige Formel (ED fir jede Karte ¢ von N einen lo-
kalen Zusammenhang lings F| F-1(ue) mit der geforderten Eigenschaft definiert. Sei dann ¢ eine
weitere Karte von IV, dann stimmen aufgrund der obigen Eindeutigkeitsaussage die mit Hilfe von ¢
und v konstruierten Zusammenhinge auf F~1(U¥ N UY) iiberein. Also erhalten wir eine Abbil-
dung V' X(M) x X(F) — X(F) durch Zusammensetzen der lokalen Definitionen. Wir miissen
iiberpriifen, dass VI einen Zusammenhang lings F' mit der Eigenschaft definiert, aber diese
Rechnungen wollen wir hier nicht durchfiihren.

Behauptung rechnet man am einfachsten in lokalen Koordinaten nach. Sei dazu ¢ eine Karte
von M um p und v eine Karte von N um F'(p). Schreibe

OF O O\, (O N OWoF) (0
g = 2 (2 5 ) 0 (o 7) =2 75 (o)

i=1 =1
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dann gilt

0 ~O0@ioF) 0
VF — vIN _ Z vIN
<a¢a °F> SOy D" ( aw) °or

i=1 owt

Wir kénnen jetzt d1e Kriimmung berechnen und erhalten

0
et (o)
ag“ e awk

O oF o) - ('“)WOF )
=i X (Ve F) Vi, X (Vo)

Ip® j=1 ¢ 9¢ =1 o
GQWOF( YTy 0 ) 82WOF< ~n O )
= Vis oF
; 0" 0" \ 57 OUF Z Dt Db\ 5y Ok
WOF (WOF)<( TN oTN 0 TN oTN O > >
+ VINGTY TN g F
uzzl ek 8w1 aw oYk 8w 6«&1 ok ’
_ Zn: (' o F) 8(¢7 o F) (RTN 9 ) RN 9
o 9# 0" o0 307 OUF o g OUF

1.62. BEMERKUNG. Ab sofort sei stets V der Levi-Civita-Zusammenhang und V¥ der dadurch
induzierte Zusammenhang langs einer Abbildung F'. Wir haben die folgenden Eigenschaften.

(1) Torsionsfreiheit: es gilt
VE(dF oY) = VE(dF o X) = dF o [X,Y] € X(F)

fiir alle X, Y € X(M). Seien dazu ¢ und ¢ Karten von M bzw. N, dann ist wF ; symme-
trisch in 4, j wegen der Torsionsfreiheit von V. Wir sehen, dass

PWFoF) [ 0 "9t o F) Oy’ o F) 0
F F TN F
kZ EE (c‘wk ° ) DD R (VW o ° )
OF
=vr, =
X

da der obige Ausdruck symmetrisch in a und b ist. Hieraus folgt die allgemeine Formel
leicht mit der Produktregel fiir die Lie-Klammer aus Bemerkung [T.29]
(2) Der Zusammenhang ist auch metrisch:

X((Y,2)) = (VXY, Z) + (Y, VX Z)

fir alle X € X(M) und alle Y, Z € X(F). Falls Y = Vo F und Z = W o F mit V,
W € X(N) gilt, folgt das sofort aus

XY, 2)) = X((V,W) o F) = (VaroxV, Z) + (Y, VaroxW) = (VEXY, Z) + (Y, VL Z) .

Fiir beliebige Vektorfelder gehen wir vor wie bei der Konstruktion von V" im Beweis von

Proposition [I.61]
Im Falle einer Kurve F' =y sei stets
oy Oy
y = — d =V’ X
T ™ 29 © )
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Wir kommen nun zur ersten Variationsformel der Bogenlinge. Wir erinnern uns dazu an die Defi-
nition von Produktmannigfaltigkeiten aus den Ubungen, mit

T(M xN)=TM xTN .

1.63. DEFINITION. Sei F': M — N eine Abbildung. Eine Variation von F ist eine Abbil-
dung F: M x I — N, wobei I C R ein offenes Intervall mit 0 € I ist, so dass

F(p,0) = F(p) fir allep € M .

Wir schreiben F(p) = F'(p, s) fiir alle p € M und s € I. Das Variationsvektorfeld von F ist definiert

als
oF _ 0 _
V= =dFo_—ecX(F).
s ° Bs (F)
1.64. SAaTz (Erste Variation der Bogenlidnge). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit,
sei v: I — M nach Bogenlinge parametrisiert, und sei 7y: I x (—e,e) — M eine Variation von 7.
Dann gilt
d

dsls=0

b
Lwslian) = GO, V[, - / G5(0), V(1)) dt

Der erste Ausdruck gibt an, wie sehr sich die Kurve dadurch verkiirzt oder verldngert, dass
man Anfangs- und Endpunkt in Richtung der Kurve bewegt. Der zweite kommt daher, dass sich
die Kurve bei Variation in Richtung ihres Kriitmmungsvektors 4 verkiirzt. Eine dhnliche (und kom-
pliziertere) Rechnung haben wir im letzten Semester in Lemma 3.47 bei der Charakterisierung von
Minimalflachen durchgefiihrt.

BeEwEIs. Wir benutzen die Rechenregeln aus Bemerkung Wenn 7 von der Klasse C? ist
diirfen wir in das Integral hinein differenzieren, und erhalten

a1 ) = g VG, s),7(t, s)) dt
ES:O (’YS [avb])_/a %8:0 ’Y( 73)77( 75)

b2 V’L%,%(LO)
:/ < R >dt /<v7 al 87(750)>dt

ot 88 8t

(t, 0)> <g”(t 0), vzt Z’V>> dt

b
= (), V), — / G,V (t))dt . 0
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Wenn wir also Anfangs- und Endpunkt festhalten, verschwindet die erste Ableitung genau
dann fiir alle Variationen von -, wenn bereits die Differentialgleichung 4 = 0 gilt. Sollte es also eine
kiirzeste Verbindung von ~y(a) nach +(b) geben, so miisste sie diese Differentialgleichung erfiillen.

1.65. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine geodditische Linie oder
kurz Geodditische auf (M, g) ist eine Kurve ¢: I — M, die der Differentialgleichung ¢ = 0 geniigt.

1.66. BEMERKUNG. Man beachte, dass wir nun nicht mehr fordern, dass eine Geodétische ¢
nach Bogenldnge parametrisiert ist. Es gilt aber immerhin

0
p le@)I* = 2(é(t), é(t) =0,
d.h., Geodétische sind proportional zur Bogenlinge parametrisiert.
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1.67. BEISPIEL. Sei c: I — R™ Geodétische beziiglich der Euklidischen Standardmetrik, dann
ist ¢ = 0, somit ¢ konstant. Also existieren zg, v € R™ mit

c(t) =x0+tv.

1.68. FOLGERUNG. FEs sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und p,q € M. Wenn es eine
kiirzeste C?-Kurve 7: [a,b] — M mit y(a) = p und y(b) = q gibt, dann ist vy bis auf Umparametri-
sierung eine Geoddtische.

BEWEIS. Sei 7 eine Kurve in M mit y(a) = p und v(b) = ¢. Da die Bogenlidnge von v nach
Bemerkung nicht von der Parametrisierung abhéngt, diirfen wir annehmen, dass v nach
Bogenldnge parametrisiert ist.

Wir nehmen an, dass %(tp) # 0 fir ein ¢y € [a,b]. Aufgrund der Stetigkeit von % diirfen
wir t9 € (a, b) annehmen. Wihle eine Karte ¢: U¥ — V¥ um 7(ty), ein Intervall I C (a,b)Ny~1(U¥)
um ¢y und eine Abschneidefunktion p: [a,b] — R um ¢y mit supp p C I. Dann kénnen wir fiir e > 0
hinreichend klein eine Variation 7: [a,b] X (—¢,€) von ~ konstruieren, so dass vs(t) = ~(t) fiir
alle t € [a,b] \ I und

P(1s(8)) = e(v(1)) + s - p(t) - (3(1)),,
fiir alle ¢t € I. Es gilt also insbesondere vs(a) = p, vs(b) = ¢ fiir alle s, das Variationsfeld ist V' = p-¥,
und

b
/ (i(t)aV(t»dt:/p(t)<§(t)ﬁ(t)>dt>0-

T
Aus der ersten Variationsformel aus Satz folgt
d
% ‘5:0 L(")/S) <0 )
und daher L(v,) < L(v) fiir alle hinreichend kleinen s > 0. Also ist eine Kurve v mit 4(tp) # 0
niemals kiirzeste Verbindung ihrer Endpunkte. ([l

1.69. BEMERKUNG. Die Existenz einer kiirzesten Verbindung zwischen p und ¢ in M ist nicht
selbstversténdlich. Sei beispielsweise U C R™ offen und nicht konvex, dann gibt es Punkte, die sich
nicht durch eine kiirzeste Kurve verbinden lassen. Etwa gibt es in R™ \ {0} keine kiirzeste Kurve
von p nach —p, wobei p # 0.

1.4. Exponentialabbildung und Jacobifelder

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es durch jeden Punkt auf einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit in jeder Richtung eine maximale Geodétische gibt. Diese Tatsache benutzen wir, um die
Exponentialabbildung zu konstruieren. Anschlielend betrachten wir ihre Ableitung.

Wir beginnen mit der Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen gewohnlicher Differentialglei-
chungen und der differenzierbaren Abhéingigkeit von den Anfangsbedingungen.

1.70. DEFINITION. Es seien (M, dyy), (INV,dy) metrische Rdume. Eine Abbildung F': M — N
heifit Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante A (kurz A-Lipschitz), wenn

dn(F(p), F(q) < A-du(p,q)

fiir alle p, ¢ € M gilt. Sei X ein topologischer Raum, dann heifit F': M x X — N Lipschitz-stetig in
Richtung von M mit Lipschitz-Konstante A, wenn fiir alle x € X die Abbildung F(-,z): M — N
A-Lipschitz ist.

Wir nennen F': M — N lokal Lipschitz (bzw. F: M x X — N lokal Lipschitz in Richtung von
M), wenn fiir jeden Punkt p € M (p € M x X) eine Umgebung U von p und eine Konstante A
existiert, so dass F'|y die entsprechende Eigenschaft besitzt.
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1.71. BEMERKUNG. (1) Lokal Lipschitz-stetige Funktionen sind insbesondere stetig.
(2) Seien U C R™, V C R™ offen und F € C'(U;V); dann ist F lokal Lipschitz. Wenn

A = sup ||dFp|lop < 00,
peU

existiert und U konvex ist, ist A eine globale Lipschitz-Konstante fiir F'.
1.72. SATZ (Picard-Lindelsf). Es sei U C R™ offen, V.C U x R offen mit U x {0} C V,
und X : V. — R" sei stetig.

(1) Wenn jeder Punkt (p,t) € V eine Umgebung in V besitzt, auf der X (q,T) in q gleichmdfSig
Lipschitz-stetig ist, dann existieren Funktionen t_,t4: U — R U {%, 00} und eine stetige
Abbildung

FiW = {(pt) | pe Uit € (t_(p)st(p) } + U
mit F(-,0) =idy, (F(p,t),t) € V und

) = X(F(p.0),1) @

auf ganz W, und wenn t’_,t' und F': W' — U Abbildungen mit den gleichen Eigenschaften
sind, gilt t— <t , t/, <ty und F' =F |y.

(2) Wenn X € CH(V) fir 1 < k < oo gilt, dann gilt auch F € CF(W) fiir die Abbildung
aus (|1)).

BeEwEIS. Wir zeigen zunéchst lokale Existenz und Eindeutigkeit. Globale Existenz und Eindeu-
tigkeit lassen sich daraus leicht ableiten.
Sei zunéchst p € U, dann existieren r > 0, 0 < C < oo und 0 < ty < min{%, %}, so dass

( ) B27“( ) [ t07t0] cv,
‘X|B2T ><( to, to | < C’ und

(3) 5 ist Lipschitz-Konstante fiir X]mx{t} fiir alle t € [—to, to].

Aufgrund der Voraussetzungen in Aussage des Satzes lassen sich die Annahmen und
leicht erfiillen. Annahme folgt aus der Stetigkeit von X. Wir betrachten den Raum

C={Fe¢ CO(BT( ) x (—to,t0); Bar(p ) ‘ F(q,0) = q fiir alle ¢ € B,(p)}
mit der Supremumsmetrik. Fiir F € C, g € B,(p) und t € ( to, to) definiere

Q7 _q+/X Q7 ) d

Dann ist TF: B,(p) x (—to,t) — R stetig mit TF(q,0) = ¢, und aus und oben folgt
d(TF(q,t),p) < d(g,p) +to-C <2r
fiir alle ¢ € B,(p), t € (—to,10), so dass TF € C.
Der Operator T wirkt auflerdem kontrahierend auf C wegen , denn
(TF) - TEy)( / \X (Fi(g.7).7) — X (Folq. 7). 7)| dr

< to - |F1 Fole < ,‘Fl Fole -

Da By, (p) vollsténdig ist, ist auch C mit der Supremumsmetrik vollstéindig. Nach dem Fixpunktsatz
von Banach existiert also ein eindeutiger Fixpunkt F' von T" auf C. Fiir alle ¢ € B, (p), t € (—to, to)
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folgt
X T)dr = X (F(q,1)) .

Sei umgekehrt F”: BT(p) X (—to,to) — V eine Abbildung mit 8F —(q,t) = X(F'(q,t),t) fiir
alle (q,t). Aus ([2)) oben folgt im F’ C Ba,(p), somit F’ € C. Auﬁerdem gllt

t
0 =0+ [ XE@nndr=Fe0+ [ S endr =P,

also ist F’ ein Fixpunkt von T und somit F’ = F. Also ist der obige Fixpunkt F' die einzige Lésung
der Differentialgleichung (¥)) auf dem Definitionsbereich B, (p) x (—to, to).
Wir kommen zur Aussage , wieder zunfichst lokal und nur fiir kK = 1. Wir kennen bereits die

eindeutige Losung F. Die partielle Ableitung existiert und ist stetig wegen @ Es reicht also,
OF

die Existenz und Stetigkeit von §5 fiir ¢ = 1,...,n zu tiberpriifen.
Fiir ¢ € B (p) bestimmen wir zunéichst G: R” X (—to,to) = R™ mit G4(v,0) = v und

0G, 9Cq (1) = " 0X

ot oxJ
=1

8F (g, t) erfiillen (F¥), wenn F stetig differenzierbar ist. Die Funk-
tion (v,t) — dX(F(gi)’t) (v,0) ist L1pschitz—stetig in v mit Lipschitz-Konstante ||dX p,).0) die
stetig von ¢ und ¢ abhiingt, da X € C'(V,R"). Gegebenenfalls nach Verkleinern von t( existieren da-

her fiir alle ¢ € B,(p) Funktionen Gy ;: (—to,to) — R", die @ mit Anfangswert Gy ;(0) =e; € R

l6sen.

Wir wollen zeigen, dass %(q,t) = Ggi(t) fir alle (¢,t) € Br(p) x (—to,t0), und dass %
stetig ist. Sei dazu T wie im ersten Teil des Beweises, und Fy(q,t) = ¢, insbesondere ist Fy €
C N CYB,(p) x (—to,to); Bar(p)). Wie im Banachschen Fixpunktsatz ist der Fixpunkt F von T

gleichméfiger Limes der ,,Picard-Iterierten*

F,=T'FyeC.

= (F(g,1),1) - Gi(v. 1) , (%)

Fiir die Ableitungen erhalten wir

OF, 11 dq 0 /t
| _ % | X(F(q,7),
Dpi (¢,1) oz T g (Fu(q,7),7)dr
tn

OF}
=it / ax] Ao 7).m) Gor @) dr

so dass insbesondere

F, ecnC(Bu(p) x (—to, t0); Bar(p))

fiir alle n. Es gilt sogar ‘%I;’; (q,t)| <2firi=1,...,
wéhlen wir r, ¢, C' wie oben so, dass zusétzlich

(4) [[dXqllop < ﬁ fiir alle ¢ € Ba,(p).
Dann ist ﬁ Lipschitz-Konstante fiir d X, auf ganz R". Jetzt folgt durch Induktion {iber v, dass

oF,
‘ Y0 ’<|el|+/

OF _ Oq _
5a (0, 1) = 5.5 = e;. Dazu

dr<14+1=2.
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Analog dazu erfiillen die Losungen G ; von @ die Gleichung

LOG,. t N X

Goalt) = Goa@ + | 5@ ar —eit [ 375N (Pa.).7)- Gl (r)dr
0 0

Wir betrachten die Folge der Differenzen 2E% (¢,t) — G i(t), und erhalten

ozt
OF,+1 t 2 (16X 0X OF
oo (0:1) Gq,,<t>'_ /O ;( o0 Fo(@:7).7) = 5 (F(q,7), 7) ]W (g:7)
<2
0X OF)
‘W(F((LT)J) "W(QJ) — Gg,i(T) ) dr .
< 1

Fir

oF,
d, = max{ ‘axi(qyt) - Gq,i(w'

7’:177n7q€B7’(p)7‘t’ StO}

folgt daraus
dv
i1 < 2t - SplOX (£ 0.0 — OXiran ol + 7
q:t
Da dX stetig ist, ist dX auf dem Kompaktum Bs,(p) X [—to, to] gleichm&Big stetig. Zu jedem & >
0 existiert also ein § > 0, so dass

87X(x t)_aiX( 1| < <
927 BV T 55\ Into

fir alle z,y € Bop(p) mit | —y| < 6 und alle t € [tg,tp]. Da die Picard-Iterierten F), gleichmafig
gegen F' konvergieren, gibt es ein NV, so dass |F,(q,t) — F(q,t)| < J fiir alle ¢, t und alle v > N.

Firv>Ngilt 0<d,11 <e+ %, also insbesondere
d, — 2¢e
5 .

Hieraus folgt sofort, dass d, < 3¢ fiir alle hinreichend grolen v. Da das fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt
schlieBlich

dy+1 —2e <

lim d, =0.
V—r00
Wir haben also gezeigt, dass die stetigen Funktionen %i v gleichméBig gegen Gi(q,t) = Gg.i(t)

konvergieren. Hieraus folgt zunéchst die Stetigkeit der G;. Fiir festes (g, ) gilt

d v
7Fl/ iut = ;
ds (g+ seirt) oxt

Aus der gleichméBigen Konvergenz der Ableitungen folgt, dass die Grenzfunktion s — F'(q+ se;, t)
differenzierbar ist mit Ableitung

(q + S@i,t) .

F F,
disF(q+ se;, t) = %(qu se;, t) = Z/li_{go %(q+ sei, t) = g(q + se;, t) .

Also existieren die partiellen Ableitungen von F'(g,t) in Richtung ¢ und sind stetig, so dass insge-

samt F € CY(B,(p) x (—to,to); Bar(p)).-
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Wir zeigen Aussage fiir £ > 1 durch vollstdndige Induktion. Sei also fiir £ > 1 bereits
lokal wie oben bewiesen, sei X € C¥T1(V,R"), und sei F' € C¥(B,(p) x (—to,t0),U) eine Losung
von (ED Dann gilt zunédchst

oF
—(q,t) = X(F(q,1),t
8t (q7 ) ( (q7 )7 )7
also %—f € C*(B,(p) x (—to,t),U).
Es bezeichne G: B,(p) x R™ x (—tg,ty) — R™ die C*~'-Funktion mit

n

,OF
G(q,v,t) = dF{g(v,0) = Y v’ (a,1)

=1

dann erfiillt das Paar (F,G): B,(p) x R" x (—tg,t) — U x R" eine Differentialgleichung &hnlich
wie @ mit C¥-Koeffizienten, nimlich

a(g,tG) (q,v,1) = (X(F(q,t),t),i;1 v %(F(q,t),t) . %Zj@,t))
= (X(F(q,t)vt), gz(F(q,t),t)'Gj(q,v,tO .
i=1

Nach Induktionsvoraussetzung ist (F,G) eine C¥-Funktion, insbesondere also auch die Funktionen

oF
ox’
eventuell nach Verkleinern von r und t. Alle partiellen Ableitungen von F sind demnach C*-
Funktionen, also ist F' selbst eine C*T!-Funktion.
Es bleibt die globale Existenz und Eindeutigkeit sowohl in als auch in zu zeigen. Seien
dazu zunéchst fiir p € U die Funktionen f;: (t;—,t;+) — U mit ¢, < 0 < t;; fiir i = 1, 2 Lésungen
von (ED, also

(Q7t) = G(Qv €, t) )

fit) = X (fi(t),t)
mit Anfangswerten f1(0) = f2(0) = p. Angenommen, es gebe t € (t1—,t14) N (to—, toy) mit f1(t) #
f2(t), ohne Einschrankung ¢ > 0, dann sei
to = inf{t € (0,t14) N (0,t24) [ f1(£) # f2(D)} .
Wegen Stetigkeit gilt fi(to) = f2(to). Wir betrachten das ,verschobene Problem*
0
55 filto+ ) = X(fi(to +5),t0 +5)

mit Anfangswert fi(tg) = fa(to) bei s = 0. Wegen der lokalen Existenz und Eindeutigkeit exi-
stiert ¢ > 0, so dass die Losungen fiir s € (—¢,¢) eindeutig sind, also fi(to + s) = fa(to + s) fir
alle hinreichend kleinen s > 0, im Widerspruch zur Konstruktion von ty. Folglich sind einzelne
Losungen eindeutig. Wir erhalten eine maximale Losung frax auf der Vereinigung (t_,t4) aller
Intervalle, auf denen eine Losung f mit f(0) = p existiert, indem wir fiir jedes ¢ € (t_,t;) den
Wert einer solchen Losung, die bei ¢ definiert ist, auswéhlen. Dafiir schreiben wir

fmax:U{f: (t_,t+)—>V|t_ <0<t+7 f(O):pund f/(t):X(f(t)vt)} .

Indem wir dieses Argument fiir alle p € U durchfiihren, bestimmen wir ¢_, ¢, : U — RU{£o0},
die Menge W C U x Rund F = Fax: W — U. O
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1.73. BEMERKUNG. (1) Wenn die maximale Losung bei (p,t) € W existiert, existiert sie
auch in einer kleinen Umgebung. Also ist die Menge W C U x R offen, und die Funk-
tionen t_,ty sind ober- bzw. unterhalbstetig auf U. Mehr Regularitdt kénnen wir auch
im C°°-Fall nicht erwarten.

(2) Wenn (t—(p),t4+(p)) das maximale Definitionsintervall der Losung f,(t) = F(p,t) ist
und t_(p) > —oo bzw. t;(p) < oo, dann existieren die Grenzwerte

t\_l‘g_n(p)(F (p:t),t) baw. /lin(p)(F (p1),t)
nicht in V', denn andernfalls konnten wir die Losung vom Grenzwert als neuem Anfangs-
wert zur Zeit t4(p) aus noch ein Stiick fortsetzen, im Widerspruch zur Maximalitéit des
Intervalls (t_(p),t+(p)).

(3) Die Existenz und Eindeutigkeit einer globalen C*-Losung F: W — U impliziert, dass
die einzelnen Losungen f,: (t_(p), ¢+ (p)) — U eindeutig sind und C*-differenzierbar vom
Anfangswert p abhingen. Mit einem kleinen Trick kann man auch zeigen, dass die Losungen
CF-differenzierbar von den Koeffizienten X abhiingen. Der Fall £ = 0 ist ein Sonderfall,
da wir eine Lipschitz-Bedingung an X stellen miissen — fiir £ > 1 ist keine Lipschitz-
Bedingung an die k-fachen Ableitungen %‘;}lf mit |o| = k notig.

(4) Wenn die Koeffizienten X von @ nur stetig, aber nicht Lipschitz-stetig in Richtung von U
sind, existieren nach dem Satz von Peano zwar immer noch Losungen f: (t—,t1) — U mit
vorgegebenem Anfangswert f(0) = p; diese sind jedoch im allgemeinen nicht eindeutig.
Dementsprechend kénnen wir keine stetige globale Losung F': W — U erwarten (Ubung).

1.74. SATZ. Sei (M, g) eine Riemannsche C*-Mannigfaltigkeit mit k > 3. Dann existiert zu je-
dem p € M und jedem Vektor v € T,M eine eindeutige Geoddtische ¢ = c,: I — M mit maximalem
Definitionsbereich I C R, so dass ¢,(0) = p und ¢,(0) = v.

BEWEIS. Dieser Satz folgt aus dem Satz von Picard-Lindel6f. Um das einzusehen, schreiben
wir die Geodétischengleichung in lokalen Koordinaten ¢ von M um p = 7(v). Wie in Bemer-
kung [1.62] (1) erhalten wir

s e O "0 (ptoc) [ O " A(¢toc) d(¢l oc) ok 0
C(t)_vfiat_;aﬂ <3gpioc>+ Z 5 5 <( Fijo@)&pk>oc'

g k=1

Wenn wir Yc = @ oc: I — V¥ schreiben, ist lokal also das nichtlineare System gewdohnlicher
Differentialgleichungen zweiter Ordnung
n
PER(t) == Y PTH(Pe(t) P () P (t) firallek=1,...,n
i,j=1
mit den Anfangsbedingungen ¥c(0) = ¢(p) und ¥¢(0) = v, zu losen. Wir schreiben es als ein
System von Gleichungen erster Ordnung

n
S (oelt), we(t) = (“"C'@)?— ST (fe(t) () 2 (1) k) .

ij=1
Dieses System hat eine eindeutige maximale lokale Losung mit Definitionsintervall I,,, denn da k >
3, sind die Christoffelsymbole stetig differenzierbar.

Wir wollen aber eine maximale globale Losung konstruieren. Dazu betrachten wir alle Kur-

ven ¢: I — M, die der Gleichung ¢ = 0 mit der Anfangsbedingung v(0) = p und 4(0) = v
geniigen. Wie im letzten Schritt des Beweis von Satz sieht man leicht, dass je zwei solche
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Losungen ¢;: I; — R fiir 4 = 1, 2 auf I} N Iz {ibereinstimmen. Wir erhalten also eine eindeutige
maximale Loésung

cv:U{c:I—>M|0€ICRoﬁenesIntervall, c(0)=p,¢(0)=vund é=0}. O

Wir kénnen alle Geodétischen simultan betrachten. Sei dazu wieder ¢, die eindeutige maximale
Geoditische mit Startvektor ¢,(0) = v.

1.75. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Setze
Dexp = {v eTM { cp(t) ist fur t =1 deﬁniert} cTM
und definiere die (Riemannsche) Exponentialabbildung exp: Dexp — M durch
exp(v) = (1) .
Fiir p € M schreibe exp, = exp |7,a: T,M — M.
Zuniéchst miissen wir damit leben, dass eventuell Dey, # T'M gilt, spater werden wir nur noch
Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit Deyxp, = T'M betrachten. Als Beispiel betrachte eine kleine

konvexe offene Menge U C R"™, etwa U = Bj(0), mit der Euklidischen Standardmetrik g~
Geodétische werden offenbar gegeben durch

Cpw)(t) =p+tv
fiir alle p € U und alle v € T,U = R". Da U = B(0) konvex ist, erhalten wir
Dexp:{(p,v)‘p,p—i—veU};TU:UxR” und exp,(v) =p+uv .
1.76. BEMERKUNG. Es sei v € T,,M, dann gilt ¢,(t) = exp(tv) auf dem Definitionsintervall
I={teR|tv€ Dexp } -
Da exp(tv) = ¢4 (1), reicht es zu zeigen, dass cu(s) = ¢,(st), dass also s — v(s) = c¢,(st) eine

Geodétische mit Startvektor tv ist. Das gilt, denn 4(0) = ¢ ¢,(0) = tv und

Vi 4= Vcaé('t) (teu(-D)], =1V} o], = 2é,(st) = 0.

1.77. BEMERKUNG. Wir wollen die Ableitung der Exponentialabbildung bei 0, = (p,0) € T,M
betrachten; dazu benétigen wir den Tangentialraum T, T'M. Sei also M eine n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit, dann ist T M eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit nach Proposition Wir be-
trachten die Inklusionsabbildung ¢: T, M — T'M und die Projektion 7: TM — M aus Propositi-
on [1.16] Da 7 o ¢ die konstante Abbildung auf den Punkt p € M darstellt, folgt dm o de = 0. Aus

Dimensionsgriinden ist die Sequenz

0 — TWT,M —%— T, TM —Z— T,M —— 0
N—_——
~T,M

exakt, und da T, M ein Vektorraum ist, folgt ToT, M = T,,M.

Wir kénnen diese Sequenz sogar natiirlich spalten. Dazu betrachten wir zu v € T,M eine
Kurve v in M mit [v] = ~, dann ist die dazugehorige Kurve (t) = 0,(;) von Nullvektoren eine
Kurve in TM mit m o4 = ~, somit dn[y] = [y] = v. Es gilt also in natiirlicher Weise

Ty, TM = T,M & T,M .

1.78. SaTz. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann hat die Riemannsche Expo-
nentialabbildung die folgenden Eigenschaften.

(1) Ist M von der Klasse C* mit k > 3, so ist exp von der Klasse C*~2.
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(2) Fiir alle p € M ist exp, ein lokaler Diffeomorphismus in einer Umgebung V, C T,M
von 0, € T,M mit Differential

do, (exp,)(v) = v fir alle v € T,M .

(3) Fir alle p € M ist (m X exp): Dexp — M x M ein lokaler Diffeomorphismus in einer
Umgebung V' C Deyxp, von 0, € T,M mit Differential

do, (7 X exp) = (ﬁ i%) . To, TM = T,M & T,M — T,M & T,M .

BeEweis. Da die Koeflizienten des Differentialgleichungssystems im Beweis von Satz von
der Klasse C*~2 sind, folgt das gleiche fiir die Gesamtheit aller Lésungen mit variablen Anfangsbe-
dingungen, und wir erhalten ([1)).

Zu benutzen wir Bemerkung Mit ToT,M = T, M wie oben folgt

dolexp)(v) = 5| expy(t0) = 2] eolt) = 2(0) = 0.

Aus dem Umkehrsatz folgt die lokale Umkehrbarkeit in einer Umgebung von 0, in T,M, auf
der dexp,, invertierbar ist.

Zu benutzen wir Bemerkung und identifizieren Ty, TM mit (7,M)?. Fiir eine Kur-
ve Y(t) = 0, von Nullvektoren folgt

exp(Y(t)) = exp(0yp)) = ¥(t) = w(5(2)) ,

also dm(7(0)) = dexp(7(0)) = %(0). Das liefert die erste Spalte des Differentials, die zweite ergibt
sich aus . Die lokale Invertierbarkeit folgt wieder aus dem Umkehrsatz. ([l

Um das Differential der Exponentialabbildungen besser zu verstehen, betrachten wir jetzt
geodétische Variationen.

1.79. DEFINITION. Sei ¢ Geodétische auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Ein Vek-
torfeld V' liangs c heifit Jacobifeld, wenn es die Differentialgleichung
VoV V+Ryee=0
ot 0ot
erfiillt. Eine Variation ¢: I x (—¢,e) — M von ¢ heifit geoditisch, wenn alle Kurven ¢, = ¢( -, s)
Geodaétische sind.

1.80. BEMERKUNG. (1) Der Kriitmmungstensor R ist fiir C*-Mannigfaltigkeiten mit k > 3
definiert und stetig. In Koordinaten ist die Jacobigleichung ein lineares System gewohnli-
cher Differentialgleichungen zweiter Ordnung, erfiillt in diesem Fall also automatisch die
lokale Lipschitz-Bedingung aus dem Satz [[.72] von Picard-Lindelof.

(2) Zu jeder Geodétischen ¢ und a, b € R kénnen wir die geodétische Variation
&(t, s) = c(as + b(1 + s)t)
mit Variationsfeld 96
V= 56 = aé(t) + bt é(t)
S
betrachten. Insbesondere sind also ¢ und ¢ - ¢ nach dem folgenden Satz Jacobifelder.

Wir schreiben ) -
V=VLQVyLQV,
ot ot
und die Jacobi-Gleichung schreiben wir kiirzer als

V"‘RV’éC':O.
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1.81. SATZ. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: I — M eine Geoddtische, und
sei [a,b] C I. Ein Vektorfeld V lings c\[mb] ist genau dann Jacobifeld, wenn es eine geodditische
Variation ¢: I x (—e,e) — M wvon ¢ gibt, so dass V das Variationsfeld von ¢ ist.

BEWEIS. Zu ,<“ sei ¢ eine geodiitische Variation von c¢. Dann gilt V¢ % = ¢(t,s) = 0 fiir
alle (t,s) € I x (—e,&). Wir leiten nach s ab und erhalten ot

- = Oc - . Oc - oe - . Oc e -
0=Vy V% ==V V% 5 +RY 95 =V V%7 + Rt , 5 =V +Ryec,
55 w0t w50t Gomdt 5 mOs 5ot ‘

wobei wir zunéchst die Definition [1.60| von R® und dann die Torsionsfreiheit von V¢ in Bemer-
kung [I.62] ausgenutzt haben. Somit ist das Variationsvektorfeld einer geoditischen Variation ein
Jacobi-Feld.

Sei nun umgekehrt V' ein Jacobifeld, und sei ty € [a,b]. Realisiere zunéchst V' (¢y) durch eine
Kurve v in M mit ¥ = V(tg). Im Folgenden sei s der Parameter von 7. Bestimme dann ein
differenzierbares Vektorfeld W langs v mit

Vi, W= V() .
Js
Das ist moglich, da die obige Bedingung in Koordinaten gerade die erste Ableitung von W bestimmt.

Nach Satz existiert zu jedem s eine maximale Geodéatische c¢s: Iy — M mit cs(tp) = v(s)
und ¢é(tg) = W (s), und c,s(t) hingt C? von s und t ab. Da [a,b] C I kompakt ist und da cs
differenzierbar in s ist, konnen wir € > 0 so wihlen, dass [a, b] C I, fiir alle s € (—¢,¢). Wir erhalten
also eine Geoditische Variation ¢(t, s) = c¢s(t) fiir alle (¢,s) € [a,b] x (—e&,¢). Das Variationsfeld %
ist nach dem ersten Teil des Beweises ein Jacobi-Feld, uns es gilt

oc . oc : oc

—(to) = 4(0) = V(¢ und ~ V°© — =V —=V% W=V(t).
85( 0) =7(0) (to) 2 2. ot 2, (to)
In Koordinaten ist die Jacobigleichung ein lineares System gewohnlicher Differentialgleichungen

zweiter Ordnung, also hat es nach Picard-Lindelsf zu jedem Paar von Anfangswerten V (tg), V(t9) €

Te(1o)M eine eindeutige Losung. Daher folgt V' = %, also leistet die geodétische Variation ¢ das

gewiinschte. O

1.82. BEMERKUNG. Wir kénnen das Differential der Exponentialabbildung jetzt (etwas) besser
verstehen. Seien dazu p € M und v € T, M beliebig, dann kénnen wir einen Vektor w € T,,TM
wie oben geometrisch durch ein Vektorfeld W ldngs einer Kurve v auf M mit v(0) = p, W(0) = v
realisieren. Wir schreiben wieder

w = ((V W)(0),%(0)) € T,M x T,M =T, TM .
ds
Betrachte wieder die geodétische Variation

ety s) = cw(s)(t) = expys)(t - W(s))

mit Variationsfeld V' ldngs cg = ¢,. Dann ist V' das Jacobifeld langs ¢, mit den Anfangsbedingungen

V(0)=40)eT,M und V(0)= vg@ = vga—é = (V% W)(0) .
5t 0S as Ot Bs
Wir erhalten also 5 o6
c
(dy exp)(w) = %(expw(s) W(s)) = g(l,O) =V(1).

Um das Differential von exp zu verstehen, miissen wir also nur die Jacobigleichung mit den oben
angegebenen Anfangsbedingungen 16sen. Da die Jacobi-Gleichung im Gegensatz zur Geodétischen-
Gleichung linear ist, stellt das eine gewisse Vereinfachung dar.
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Wir wollen jetzt geodatische Normalkoordinaten definieren. Nach Satz ist exp, nahe
des Nullvektors 0, € T, M ein lokaler Diffeomorphismus.

1.83. DEFINITION. Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei p €
M. Sei V. C T,M eine Umgebung des Nullvektors 0, = (p,0) in T,M, so dass exp,: V. = U =
exp,, V ein Diffeomorphismus ist, und sei A: (T,M, g,) — (R", (-, -)) eine lineare Isometrie, dann
nennt man eine Karte der Form ¢ = Aoexp, LU — V% = A(V) Riemannsche Normalkoordinaten
von M um p.

Fiir Rechnungen am Punkt p haben Normalkoordinaten um p sehr schone Eigenschaften.

1.84. PROPOSITION. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei p € M. In Rie-
mannschen Normalkoordinaten p: U — V' um p gilt

892’;»
oxF

Insbesondere folgt Vi%‘p =0 fir alle i, j.
Dt

95(0,) = bij (0,) =0 und  “T}(0,) =0  firalei, j, k=1,...,n.

Man beachte, dass diese Aussagen in der Regel nur am Punkt p gelten. Wéren sie auch in einer
Umgebung richtig, so wire die Umgebung lokal isometrisch zum Fuklidischen R™.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt aus Satz , da dp,(exp,) = idr,p genau wie A eine
lineare Isometrie ist. Die zweite Aussage folgt aus der dritten, da

g’ n
8952 =er(%g(eie))) = Z(Sog(ﬂm'el, ej) + “gei, The)) =0.
=1

Zur dritten beachten wir, dass I‘fj wegen der Torsionsfreiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs V fiir

alle k in 7 und j symmetrisch ist. Da auBerdem radiale Geraden ¢ (t) = tv € V¥ fiir alle v € T,M
Geodatische beziiglich der Metrik ?g auf V¥ sind, folgt

0=2¢72(0) = 828(;:) + z": vl ol SDl“fj(Op) ep = Zn: vl ‘PFZ(Op)ek ,
ij k=1 ivj k=1
also ”F%(Op) = 0 fiir alle ¢, j, k durch Koeffizientenvergleich. O
1.85. BEMERKUNG. Man kann g;'} und @Ffj um 0, nach Taylor entwickeln. Die néchsten in-
teressanten Koeflizienten 8;Tr,}j(0p) und %(Op) hangen nur von den Koeffizienten Réj 1 (0p) der

Kriimmung ab (Ubung), fiir die hoheren Terme benétigt man auferdem auch die hoheren kovari-
anten Ableitungen des Kriimmungstensors.

1.86. SATZ (Zweite Variation der Bogenlinge). Seic: I — M eine Geodditische mit ||¢|| = 1 auf
einer Riemmanschen Mannigfaltigkeit (M, g), und sei ¢: I x (—e,e) — M eine Variation von ¢ mit
Variationsvektorfeld V. Setze

V=V-(Veéec,
dann gilt
d? b

b ~ ~
4o [ (00 - (Resevi)ar.

Leslon) = (V2 V2¢)

t=a
Fiir geodétische Variationen vereinfacht sich der obige Ausdruck weiter.
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BEWEIS. Da c eine Geoditische mit ||¢| = 1 ist, gilt
V=V —(V,8)c— (V&) — (V,&)e =V — (V,é)é
und o
(V,V) =V —(V,&)e,V = (V,&)e) = (V,V){¢,é) — (V, )2
Wir gehen wie im Beweis von Satz vor und berechnen

L It [y A i SR Y[ A A
ds?ls=o e T ggleo T 1G] dsls=0 J, — |cs|
JEARCALAGNL RV
— S L : 3 dt
a fr 5=0
bose LD N
:/a (<R§S’gtv,c>+at<VgsV,c>—|—<V,V>>dt
b b
:<vgv,é> ta+/ (V, V) = (Ryec, V) dt . O

1.5. Riemannsche Mannigfaltigkeiten als Metrische Rdume

In diesem Kapitel betrachten wir Riemannsche Mannigfaltigkeiten (M, g) als metrische Rédume.
Wir zeigen, dass kurze Teilstiicke von Geodétischen den Abstand zwischen ihren Punkten realisie-
ren. Auf diese Weise liefert uns die Exponentialabbildung spezielle Karten von (M, g) um p, die
geodétischen Normalkoordinaten, die sehr gut an die lokale Geometrie von M angepasst sind.

Wir definieren zunéchst den Abstand d zwischen zwei Punkten auf M und ziehen einige elemen-
tare Schlussfolgerungen. Anschlielend beweisen wir das Gaufl-Lemma, was uns lokale Information
iiber den metrischen Raum (M, d) gibt.

1.87. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Riemannsche Abstands-

funktion d: M x M — [0, 0] ist definiert als
d(p,q) = inf{ LY (a,0)) | v: I — M Kurve mit vy(a) = p und v(b) = ¢ fiir a < b}
fir alle p, ¢ € M. Fiir einen festen Punkt p € M schreiben wir d, = d(p, - ): M — [0, o0].

Nach Definition des Infimums ist der Abstand d(p,q) genau dann unendlich, wenn es keine
differenzierbaren Kurven von p nach ¢ gibt, das heifit, wenn p und ¢ in verschiedenen Wegzusam-
menhangskomponenten von M liegen.

1.88. BEMERKUNG. Nach Definition ist die Funktion d

(1) nicht negativ: d(p,q) > 0 fiir alle p, ¢ € M, wobei d(p,p) = 0 fir alle p € M;

(2) symmetrisch: d(p,q) = d(q,p) fiir alle p, ¢ € M, denn zu jeder Kurve v mit vy(a) = p,
v(b) = ¢ fiir a < b ist 4/ = y(— ) eine Kurve mit 7/(a’) = ¢ und v/(V/) = p fiir ' = —b
b = —a;

(3) und erfiillt die Dreiecksungleichung

d(p,r) < d(p,q) +d(q,r)

fir alle p, ¢, r € M, denn je zwei Kurven ~; von p nach ¢ und 2 von ¢ nach r lassen sich
zu einer Kurve + von p nach r verketten, und nach gliatten gilt fiir beliebige € > 0, dass

L(v) <L(m) + L(y2) + ¢,
und Bilden des Infimums auf beiden Seiten liefert die Behauptung.
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(4) Wenn es eine regulidre Kurve v von p = y(a) nach ¢ = v(b) mit

L(V]ja,p) = d(p,q)
gibt, dann ist v nach Folgerung bis auf Umparametrisierung eine Geodétische.

Sobald wir gezeigt haben, dass d(p,q) > 0 fiir p # ¢, wissen wir, dass d tatséichlich eine Metrik
auf M definiert.

Der folgende Satz ist der erste Schritt zum Verstdndnis des Abstandsbegriffs auf Riemannschen
Mannigfaltigkeiten.

1.89. SaTz (GauB-Lemma). Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M, und seien v,
w € TyM. Wenn wir v, w als Vektoren in T, T,M = T,M auffassen, dann gilt

(du(expy) (v), du(expy) (W) )y, = (V30 -

BeEWEIS. Es sei ¢ die Geodiitische durch p mit Startvektor v, dann gilt ¢(0) = p, ¢(0) = v,
c(1) = exp, v und ¢(1) = dy(exp,,)(v). Definiere eine Variation von ¢ durch

c(t,s) = cs(t) = exp,(t- (v + sw)) ,
dann folgt

dy(exp,)(w) = ('fs exp, (t - (v+ sw)) = gi

=V,

(1,0)
hierbei ist das Jacobi-Feld V eindeutig durch die Anfangswerte
e 0
- 0sOt  Os

V(0)=0 und V(0) (v+sw) =w
—_———
€T, M

bestimmt.
Aus der Jacobi-Gleichung folgt

%<V(t>,é<t>> = (V(), é(t)) = —(By )0 (t), (1) = 0
wegen Satz (3). Aufgrund unser Anfangsbedingungen gilt also

(V (1), é(8)) = (V(0),&(0)) = (v,w),p -
Desweiteren gilt (V(0),¢(0)) = 0 und

dt
also

Daraus folgt wie behauptet, dass
(du(expy) (v), du(expy) (W) oy, = (V(1),6(1)) = (v, w), . 0

1.90. FOLGERUNG. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zu jedem p € M existiert eine
Radius v > 0, so dass die Erponentialabbildung exp, auf B.(0,) C T,M definiert und injektiv ist,
und fiir alle v € B,.(0p) gilt

d(p, exp,v) = [lv]| .
Fiir alle g € M \ exp,(B(0p)) gilt d(p,q) > .
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BEWEIS. Die Existenz von r folgt bereits aus Satz m (2) tber die lokale Umkehrbarkeit
von exp, nahe 0, € T, M. Sei jetzt v € B,(0p). Dann ist ¢, nach Voraussetzung auf [0, 1] definiert,

und es gilt
1
Lievlpo,) :/0 léo (@) di = [|v]]

d(p, exp,v) < L(cylp,1) = [l -
Fiir die umgekehrte Abschitzung sei v: I — M eine Kurve mit y(a) = p und (b) = exp, v.

Wir wollen L(7|q,)) > [[v]| beweisen, dazu unterscheiden wir zwei Félle.
Falls y([a, b]) in exp,(B,(0,)) verléduft, bilden wir das Urbild unter exp und erhalten eine Kurve

= (—:-Xp;1 oy: [a,b] = B,(0,) C T,M .
Definiere eine Funktion f: [a,b] — [0,r) durch
fls) =1l

nach Bemerkung folglich

dann ist f differenzierbar auf der Menge

—{te [a, b] }’y #0}—{756 [a, b] ‘*y #p}.
Sei s € I’ und sei ¢y: (—r,r) = M die Geodéitische mit Anfangsbedingungen

)
17 ()l
Aus dem Gauf-Lemma und der Cauchy-Schwartz-Ungleichung folgt

af () a6,
(B0 - Ay - BT
= () el FsN)2 ) < ISP

Fiir die Lange von -y erhalten wir somit

L(Ylfan) 2 /] ()l ds = /1 ‘dii(;)

da f(a) = 0 und £(b) = [l].
Im zweiten Fall gilt v([a,b]) ¢ exp,(Br(0p)). Folglich existiert

c=inf{s € [a,b] | v(s) & exp,(Br(0p)) } € (a,b) .
Die obige Abschitzung liefert jetzt
L(Vlap) = L(Ylfag) =7 > lv]] -

cs(0)=p  und ¢s(0) =

ds > o],

In jedem Fall folgt also
L(Y|jap) = Llcolpo,n)) = llvll
also realisiert ¢, den Abstand d(p, exp,v) = ||v|| wie behauptet.
Die zweite Aussage folgt mit dem Argument zum zweiten Fall oben. O

1.91. BEMERKUNG. Wenn man diesen Beweis genauer anschaut, kann man auch noch folgendes
zeigen (Ubung). Sei p € M und r > 0 wie oben, sei q € exp,(B;(0p)), und sei v: I — M eine (nicht
notwendig regulére und eventuell nur stiickweise differenzierbare) Kurve mit v(a) = p, v(b) = ¢
und L(7jas) = d(p,q). Dann existiert v € T, M mit ||v|]| = 1 und eine streng monoton steigende
Funktion f: [a,b] — [0,d(p, q)], so dass y(t) = ¢, (f(t)) fur alle ¢ € [a, b].

41



Analog gilt allgemein (Ubung): Seien p ¢ € M, und sei y: I — M eine (nicht notwendig reguliire
und eventuell nur stiickweise differenzierbare) Kurve mit v(a) = p, v(b) = ¢ und L(7|a,) = d(p; q).
Dann existiert eine Geoditische ¢ und eine streng monoton steigende Funktion f: [a,b] — R,
so dass y(t) = c(f(t)) fir alle t € [a,b]. Dazu iiberlegt man sich, dass die entsprechende Aus-
sage zumindest auf hinreichend kurzen Teilintervallen [a;,b;] C [a,b] gelten, die ganz in einem
Ball exp,, (B, (p:)) verlaufen.

1.92. FOLGERUNG. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann definiert die Riemann-
sche Abstandsfunktion d eine Metrik auf M. Die metrische Topologie auf M stimmt mit der zu-
grundeliegenden Topologie der Mannigfaltigkeit tiberein.

BEWEIS. Aus der vorigen Folgerung [1.90| ergibt sich, dass d(p,q) > 0 falls p # ¢. Nach Bemer-
kung ist (M, d) also metrischer Raum.

Nun zu den Topologien. Sei U C M offen in der zugrundeliegenden Topologie von M, und sei p €
U. Sei r wie in Folgerung [1.90| gewihlt. In geodiitischen Normalkoordinaten ¢ um p ist ¢~ 1(U)
offen, denn exp,, ist nach dem Sat von Picard-Lindeldf stetig. Es folgt B-(0,) C ¢~ 1(U) fiir
ein € € (0,7), und nach Folgerung [1.90| gilt also auch B.(p) = exp,(B:(0,)) C U. Somit ist U offen
in der metrischen Topologie.

Sei andererseits U in der metrischen Topologie offen. Zu p € U existiert dann ein ¢ > 0
mit B:(p) C U. Wenn ¢ klein genug ist, liegt B:(p) im Kartengebiet von geodétischen Normalkoor-
dinaten um p. Dann ist B:(p) in der zugrundeliegenden Topologie von M offen. Mithin ist U eine
Vereinigung offener Teilmengen von M, also ebenfalls offen. U

1.93. BEMERKUNG. Wir schreiben fiir p € M ab sofort
Br(p) :==d;'[0,r)

und sprechen vom (metrischen) Ball um p mit Radius r. Falls exp, auf ganz B,(0,) definiert ist
und Diffeomorphismus auf das Bild ist, gilt

Br(p) - epr(BT(Op))
nach Folgerung [1.90] Den allgemeinen Fall behandeln wir in Proposition
Es folgt
B, (p) = d, '[0.7] .
Genauer gesagt gilt ,,C*“, da d, stetig ist, und ,,D* gilt, da fiir ¢ € M mit d(p, ¢) = r und eine Folge
von nach Bogenlinge parametrisierter Kurven «; mit ;(0) = p, v;(r;) = ¢ und r; N\ r gilt, dass:

1 1
lim d<'yi(r— ,>,q) < lim <ri —r+ > =0.
1—00 1 1—00 7

In geodétischen Normalkoordinaten um ¢ sieht man, dass ; (7’— %) gegen ¢ konvergiert, aber d(~; (r—
1),p) < r fiir alle ¢, also ; (r — %) € B, (p) fiir alle i und daher g € B,(p).

1

1.94. PROPOSITION. Es sei M Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und r € (0,00]. Falls die

Ezponentialabbildung auf ganz B,(0) C T,M definiert ist, gilt
Bo(p) = exp(B(0)) € M |

und zu jedem q € B,.(p) existiert v € T,M mit ¢ = exp, v und ||v|| = d(p, q).

Wir werden die Existenz von Geodétischen von p nach ¢ € B,(p) dadurch zeigen, dass wir
kiirzeste Verbindungen konstruieren.
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BEWEIS. Zun#chst iiberlegen wir uns, dass fiir alle s < r die Menge
S:-{qEB ‘q—exppvfuerUGTMmlt v =d(p,q) } ¢ M

derjenigen Punkte in B, (p), die mit p durch eine kiirzeste Geodétische verbunden werden kénnen,
kompakt ist. Die Menge A ist Bild der offensichtlich beschriankten Teilmenge

Vi :={v e By(0p) | d(p,exp,v) = ||v]| } c TM

unter exp. Diese Menge ist aber auch abgeschlossen, denn sei v € B;(0,,) Grenzwert einer Folge (v;)
in Vs, dann folgt
d(p,expp U) = hIH d(p7 €XPp Ui) = hm ||U’L” = ||UH
1— 00 71— 00

aus der Stetigkeit der Exponentialabbildung und der Abstandsfunktion. Folglich ist Vi kompakt,
und als Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung ist auch As = exp(V;) kompakt.

Es sei J C [0,7) die Menge derjenigen Zahlen s, so dass A; = Bs(p). Nach Folgerung
enthélt J ein Intervall [0, 6]. Nach Definition von A, liegt mit s bereits ganz [0, s] in J. Aus [0, s) € J
folgt auch s € J, denn jeder Punkt ¢ mit d(p,q) = s lésst sich durch eine Folge (¢;) von Punkten
in d(p,¢;) < s approximieren, also gilt ¢; = exp,v; fiir Vektoren v; € T,M mit |v]| = d(p, ¢).

Da B;(0,) kompakt ist, existiert ein Grenzwert v € T,M der Folge (v;) nach Ubergang zu einer
Teilfolge. Es folgt exp,v = g und |[v|| = s = d(p, q). Mithin ist J ein abgeschlossenes Teilintervall
von [0, 7).

Es sei also rg = sup J, und wir wollen rg = r beweisen. Falls ¢ < r ist, ist insbesondere ry < oo,
und By, (p) ist kompakt. Wir behaupten, dass es ein € € (0,7 — rg) gibt, so dass exp, [p_(o,) fiir

alle ¢ € By, (p) injektiv ist. Wire das nicht der Fall, so existierten Folgen von Vektoren (vz) (wz)
in TM|5 ) mit

v £ w; m(v;) = m(w;) , exp v; = exp w; und lim [jv;]] = lim ||w;]| = 0.
1— 00 71— 00

Die Folge 7(v;) besitzt einen Haufungspunkt g, da BTO( ) kompakt ist. Nach Satz 1st T Xexp in
einer Umgebung von Oy, in 7'M ein Diffeomorphismus, was der Existenz obiger Folgen widerspricht.

Falls g = sup J < r gilt, withle also € > 0 wie oben und q € By, +<(p)\ By, (p). Dann existiert eine
Folge nach Bogenlinge parametrisierter Kurven 7; mit ;(0) = p und ~;(¢;) = ¢, wobei t; \, d(p, q).
Nach dem Zwischenwertsatz existiert eine Folge von Punkten ¢; im Bild von ~; mit d(p, q;) = 0.
Wegen Kompaktheit konvergiert eine Teilfolge dieser Punkte gegen einen Punkt go mit d(p, qo) = 0.
Aus der Dreiecksungleichung folgt sofort

d(p,qo) + d(qo,q) = d(p,q) - *)

Nach Wahl von € > 0 und der Folgerung aus dem GauB-Lemma existiert eine kiirzeste Geodéti-
sche ¢y von qg nach ¢, und nach Wahl von 7y auch eine kiirzeste Geodétische ¢; von p nach qo.
Ohne Einschrinkung gelte ¢1(0) = ¢o = ¢2(0), dann betrachten wir (bei ¢t = 0 nicht notwendig
differenzierbare) Kurve
) = c1(t) firt <0, und
) ealt) fiir t > 0.

Wegen (ED ist ¢ eine kiirzeste Kurve von p nach ¢, nach Bemerkung [1.91] also eine Geodétische.
Insbesondere ist ¢ auch bei ¢ = 0 differenzierbar, das heiit, es gilt ¢1(0) = ¢2(0).

Es folgt ¢ € A, e fiir alle ¢ € Byy1-(p), mithin [0, + &) C J im Widerspruch zur Wahl
von rg. Hieraus folgt aber letztendlich, dass sich jeder Punkt in B,(p) mit p durch eine kiirzeste
Geodatische verbinden lédsst, und insbesondere gilt

m:exp(M)CM. O
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Wir haben also einen metrischen Raum (M, d) definiert, und fragen uns als néchstes, ob er
vollsténdig ist. Zur Erinnerung: Eine Folge (p;);en von Punkten in M heiit Cauchy-Folge, wenn zu
jedem € > 0 ein ng € N existiert mit d(p;,p;) < ¢ fiir alle 7, j > ng. Eine metrischer Raum (M, d)
heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in M konvergiert.

1.95. SaTz (Hopf-Rinow). Sei (M, g) eine zusammenhdingende Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Abstandsfunktion d, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) (M,d) ist vollstindig;

2) die Ezxponentialabbildung exp ist auf ganz TM definiert;
3) fiir ein p € M ist exp, auf ganz T,M definiert;

4) fir alle p € M und alle r > 0 ist By(p) kompakt;

5) fir ein p € M und alle r > 0 ist B,(p) kompakt.

Falls diese Aussagen gelten, folgt

(
(
(
(

(6) zu je zwei Punkten p, q € M existiert eine Geoddtische der Linge d(p,q) von p nach q.

Dass (6) zu den anderen Aussagen nicht dquivalent ist, sieht man einfachsten anhand eines
metrischen Balles U = B,.(0) C (R", g*"¥!), der zwar (6), aber nicht (1)-(5) erfiillt.

Bewers. Die Implikationen (2) = (3) und (4) = (5) sind trivial. Zu (2) = (4) und (3) = (5)
benutzen wir Folgerung wonach

B.(p) = exp, (Br(0p)) -

Als Bild einer kompakten Menge unter der stetigen Exponentialabbildung ist B,(p) dann ebenfalls
kompakt.
Nun zu (1) = (2). Wir fixieren p € M und v € T, M. Wir nehmen

tO::sup{t>0‘tv€DeXp}<oo

an und wéhlen eine Folge (t;);en positiver Zahlen mit ¢; * tg. Dann bilden die Punkte p; = ¢,(t;)
eine Cauchy-Folge in M; sei ¢ € M ihr Grenzwert. In Normalkoordinaten ¢ um ¢ ist ¢, eine
Geodétische, die fiir t 7 ¢y gegen 04 konvergiert. Mithin lésst sich ¢ zu einer radialen Geodétischen
durch g fortsetzen, und somit lisst sich c(tv) = exp,(tv) auch fiir ein t > t¢ definieren, im Wider-
spruch zur Wahl von ¢. Also gilt tg = oo, und exp,(tv) ist fiir alle ¢ definiert, also auch fiir ¢ = 1.
Insgesamt folgt Deyp, = T'M.

Zu (5) = (1) sei (¢i)ien Cauchy-Folge. Da M zusammenhéngend ist, existiert eine Kurve von p
zu jedem ¢;, also sind alle d(g¢;, p) endlich. Da (g;) Cauchy-Folge ist, existiert » > 0 mit d(q;,p) < r
fiir alle 7. Da B, (p) kompakt ist, hat die Folge (¢;) einen Héaufungspunkt, der dann auch Grenzwert
sein muss. Hieraus folgt die metrische Vollstandigkeit.

Schliellich zu (2) = (6). Es seien p, ¢ € M und r = d(p,q) < oo. Nach Folgerung [1.94
gilt ¢ € By(p) = exp,(B,(0,)). Sei also v € exp,'(¢g) mit ||v| < r, dann ist ¢, die gesuchte
Geoditische. O

1.96. DEFINITION. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) mit Abstandsfunktion d heifit
vollstindig, wenn der metrische Raum (M, d) vollsténdig ist.

1.97. BEISPIEL. Der euklidische Raum (R", g®'!), die Sphire (S™, g°P"), und der hyperbolische
Raum (H, g™P) := (B(0), ¢™P) aus den Beispielen [1.31} [1.35 und [1.36{sind vollstéindig (Ubung).

Wenn wir das globale Verhalten einer Riemannschen Mannigfaltigkeit studieren wollen, werden
wir fast immer annehmen, dass (M,g) vollstindig und zusammenhéngend ist. Ansonsten wer-
den viele Argumente nicht funktionieren. Als Beispiel erinnern wir uns an die Aussage, dass alle
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(metrisch) beschrinkte Mengen in M prikompakt sind, die wegen Satz zur Vollstéandigkeit
dquivalent sind. Wir wollen das prézisieren.

1.98. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Abstandsfunktion d, dann
ist der Durchmesser von (M, g) definiert als

diam(M, g) = sup{ d(p,q) | p,q € M } .

1.99. BrispiEL. Wahrend der euklidische und der hyperbolische Raum unendlichen Durch-
messer haben, gilt

diam(S™, g*P%) =
fir alle n > 1.
Zur Begriindung wéhlen wir p, ¢ € S™, dann liegen p und ¢ auf einem Groflkreis ¢, also einer

Geoditischen in S™. Sei ¢ nach Bogenlénge parametrisiert, dann gilt ¢(t) = c(t+27n) fiir alle n € Z.
O.B.d.A. sei also ¢(0) = p, ¢(r) = ¢ fiir r € [0,27). Es folgt

d(pv q) < min(L(C‘[O,r})a L(C|[r727r])) < min(r, 27 — T) <.

Auf der anderen Seite sieht man leicht, dass Antipoden p und —p genau den Abstand 7 haben.

Das bedeutet dann aber auch, dass jeder parametrisierte Grofikreis der Léange [ > 7 nicht mehr
die kiirzeste Verbindung zwischen seinen Endpunkten ist. Um dieses Phdnomen werden wir uns im
néchsten Abschnitt kiimmern.

Hier noch eine schéne Folgerung aus dem Satz von Hopf-Rinow.

1.100. FOLGERUNG. Sei (M, g) eine vollstindige zusammenhingende Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, dann ist M genau dann kompakt, wenn diam(M) endlich ist. [l

1.101. BEISPIEL. Also sind euklidische und hyperbolische Rdume nicht kompakt, wohl aber die
Sphéren.

1.6. Kiirzeste (Geodétische, Schnittort und konjugierter Ort

Wir wissen, dass kiirzeste Kurven zwischen zwei Punkten Geodétische sind, aber die Umkehrung
ist nicht immer richtig, wie wir anhand der Sphire in Beispiel gesehen haben.

Sei (M, g) wie immer eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir betrachten auf TM die Funk-
tion v — |lv]|?, die genau so oft differenzierbar ist wie T'M selbst. Da 1 ein reguléirer Wert ist,
ist

SM={veTM||v|*=1}

eine Untermannigfaltigkeit von T M, das Finheitstangentialbiindel oder auch Finheitssphdrenbiindel
von M. Wir schreiben S,M = SM NT,M, dann ist S,M eine runde Sphére im euklidischen
Vektorraum (7),M, g,).

1.102. DEFINITION. Sei (M, g) eine vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zu jedem v €
SM definieren wir

s(v) :=sup{t > 0| d(cu(t),cs(0)) =t} € (0,00] ,
dann heifit die Menge
C:={s(v)-v ’ v € SM mit s(v) <oo} CTM

der tangentiale Schnittort von (M, g). Fiir alle p € M heifit Cp, := CNT,M der tangentiale Schnittort
von p und

C(p) = exp,(Cp) C M
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der Schnittort von p in M. Schliellich heif3t

£ d(p,q) € (0,00]

p(p) vé?,,Ms(“) ant

der Injektivitdtsradius von p und

— inf = inf
P plgMp(p) ,f s(v) €0, 0]

der Injektivititsradius von M.

1.103. BEMERKUNG. Wenn wir r > 0 wie in Folgerung [1.90| wihlen, sehen wir sofort, dass der
Injektivitatsradius von p mindestens r betrigt, insbesondere gilt p(p) > 0 fiir alle p € M wie in der
Definition behauptet. Es gibt allerdings durchaus Beispiele von Mannigfaltigkeiten mit p(M) = 0.

1.104. BrispiEL. Auf dem Einheitstangentialbiindel der runden Sphire (S™, g°P?) ist die obige
Funktion s = 7w konstant nach Beispiel Es folgt C(p) = {—p} fiir alle p € S™, und der
Injektivitiatsradius ist p(p) = 7 = p(M).

Im euklidischen wie im hyperbolischen Raum ist jede Geodétische (also jede euklidische bzw.
hyperbolische Gerade) die kiirzeste Verbindung zwischen je zwei ihrer Punkte. In diesem Fall gilt
also s = oo und C)p, = () = C(p) fir alle Punkte p, und wir haben p(p) = oo = p(M).

Im allgemeinen ist die Funktion s nicht konstant, oft ist sie nicht einmal differenzierbar. Wir
wollen jetzt den Namen , Injektivitdtsradius® nédher beleuchten.

1.105. PROPOSITION. Sei (M, g) eine zusammenhdingende, vollstindige Riemannsche Mannig-
faltigkeit, und sei s: SM — (0,00| die Funktion aus Definition [1.102. Dann sind die folgenden
Abbildungen injektiv:

exp,, {tv‘veSpM,0§t<s(v)}—>M fiir allep € M
und exp><71':{tv’vGSM,0§t<s(v)}—>MxM.

Spéter werden wir sehen, dass die obigen Abbildungen sogar Diffeomorphismen auf ihr Bild
sind, aber dazu brauchen wir etwas mehr Technik.

BeEWwEIS. Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten, denn aus (exp x7)(v) = (exp x7)(w)
folgt sofort, dass v und w € T'M den gleichen Fuflpunkt haben.

Wir nehmen jetzt an, dass v, w € SM und t < s(v), u < s(w) mit exp,(tv) = exp,(uw) =: q €
M gegeben sind. Aus der Definition von s folgt, dass sowohl ¢, als auch ¢,, kiirzeste Verbindungen
sind, also

t= L(CU|[0,t}) =d(p,q) = L(Cw|[0,u]) =u.

Fiir jedes t' > t betrachten wir den Punkt ¢’ = exp,(t'v). Wir erhalten zwei Verbindungen der

Lénge t’ von p nach ¢/, ndmlich ¢, und die nicht differenzierbare Kurve

= cw(r)  fir r <t, und
o
7 cy(r) firr>t.

In Normalkoordinaten ¢: U¥ — V¥ um ¢ sind sowohl ¢, als auch ¢, radiale Geodétische,
die sich unter einem Winkel « treffen. Fiir jedes hinreichend kleine 0 < ¢ < ' — ¢ ersetzen wir
jetzt v durch die (ebenfalls nicht differenzierbare) Kurve ., die auflerhalb von (¢ — ¢,t + €) mit ~y
iibereinstimmt, und auf [t — €,¢ + €] in Normalkoordinaten eine gerade Strecke beschreibt. Nach
dem Gaufl-Lemma sind ¢ o ¢, und ¢ o ¢, euklidische Geraden in V¥. Es ist jetzt leicht zu sehen,
dass die Kurven ~. in der euklischen Metrik auf V¥ um ce kiirzer als « sind, wobei

c:2(1—c08%> >0.
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Nach Proposition stimmt ¢¥ in 0, mit der euklidischen Metrik g, auf T, M iiberein, und
die ersten Ableitungen von g¥ bei 0, verschwinden, also fillt auch die Lénge der Kurven v, in M
beziiglich g noch streng monoton fiir hinreichend kleine €. Aber damit sind weder ¢, noch v kiirzeste
Verbindungen von p nach ¢, es folgt s(v) < ¢’ fiir alle ¢/ > ¢, und somit ¢ > s(v) im Widerspruch
zur Annahme. Ein #hnliches Argument beweist auch t = u > s(w). O

1.106. BEMERKUNG. Sei v in SM, dann folgt
d(cy(t),cy(0)) <t fiir alle t > s(v) .

Insbesondere ist c,|[ 4 nicht mehr die kiirzeste Verbindung ihrer Endpunkte fiir £ > s(v).
Zur Begriindung sei ¢ > s(v). Nach Definition von s(v) existiert eine Zahl ty € (s(v),t), so dass

to = L(Cv|[0,to}) > d(Cv(O%Cv(to)) =:To,

also existiert eine kiirzere Verbindung ~o: [0,79] — M von p := ¢,(0) nach ¢ := ¢,(to) = Yo(ro).
Aber dann ist die zusammengesetzte Kurve v mit

() = Yo(t) falls ¢ < rp, und
N co(t+to — 1) falls t > rg

eine kiirzere Verbindung von p nach ¢,(t) als ¢, (und sie lisst sich zu einer Kurve glitten, die immer
noch kiirzer als ¢, ist). Ein genaues Studium der Funktion s: SM — (0, 00| verrdt uns also viel
iiber die kiirzesten Geodétischen auf einer Mannigfaltigkeit.

Bevor wir weitere Aussagen zur Funktion s und zum Injektivitdtsradius machen koénnen, defi-
nieren wir den verwandten Begriff des konjugierten Ortes und des konjugierten Punktes.

1.107. DEFINITION. Sei (M, g) vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit, und seien p € M
und v € S, M. Ein Vektor tv € T, M fiir t > 0 heifit zu p konjugiert, wenn es ein Jacobifeld Y # 0
langs ¢, mit Y (0) = Y (¢) = 0 gibt. Die Menge aller zu p konjugierten Vektoren in T, M heifit der
tangentiale konjugierte Ort von p. Das Infimum der Betriige von zu p konjugierten Vektoren heifit
der konjugierte Radius von p.

Das Bild des tangentialen konjugierten Ortes von p unter exp,, heifit der konjugierte Ort von p
in M, seine Elemente heiflen zu p konjugierte Punkte, und g heifit zu p konjugiert lings ¢, wenn c eine
Geodétische durch p = ¢(a) und g = ¢(b) ist, entlang der ein Jacobifeld Y # 0 mit Y (a) =Y (b) =0
existiert.

Aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen folgt leicht, dass die ¢ > 0, fiir die tv zu p
konjugiert sind, diskret in R liegen.

1.108. BEMERKUNG. Nach Bemerkung [I.82 wird das Differential von exp,, bei v € TM genau
durch Losung der Jacobi-Feld-Gleichung fiir Vektorfelder Y ldngs ¢, mit Y (0) = 0 gegeben. Insbe-
sondere beschreibt der konjugierte Ort zu p in T, M genau die kritischen Punkte von exp,, somit
ist exp,, auerhalb des konjugierten Ortes ein lokaler Diffeomorphismus.

1.109. BeispieL. Nach Ubung 1 von Blatt 5 gibt es keine konjugierten Punkte auf (R", gk
und (H™, g™P). Somit ist der konjugierte Radius hier co, genau wie der Injektivititsradius nach
Beispiel

Auf der Sphire (S™, g°P") hingegen werden Jacobifelder Y lings ¢, mit Y (0) = 0 fiir v € SM
gegeben durch Y (t) = sin(t) W fiir ein zu ¢é, senkrechtes, lings ¢, paralleles Vektorfeld W. Somit
sind genau die Vektoren mnv fir n € N\ {0} und v € S,M zu p konjugiert. Mithin ist = der
konjugierte Radius, und auch der Injektivitdtsradius nach Beispiel

Wir wollen jetzt den konjugierten Radius mit dem Injektivitédtsradius in Beziehung setzen.
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1.110. PROPOSITION. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei die
Funktion s: S — (0,00] wie in Definition gegeben. Sei p € M, dann ist kein Vektor tv
mit v € S,M und 0 < t < s(v) zu p konjugiert.

BEWEIS. Dieser Beweis verlduft dhnlich wie der von Proposition[I.105 Wir nehmen an, dass tov
zu p konjugiert sei fiir ein ¢y € (0, s(v)), und wollen zeigen, dass dann ¢ = ¢, fiir kein ¢; € (tg, s(v))
mehr kiirzeste Geodétische zwischen p und ¢(¢;) ist, im Widerspruch zur Definition von s(v).

Sei dazu Y # 0 ein Jacobifeld lings ¢ mit Y (0) = Y (¢9) = 0. Dann folgt Y'(¢y) # 0, denn
sonst wére ja Y = 0 nach Picard-Lindelof. Aus der Jacobigleichung folgt Y L ¢ auf ganz [0, ¢1].
Sei W ein beliebiges glattes Vektorfeld lings ¢ mit W L ¢ auf ganz [0, ¢1], und mit W (tg) = =Y (to)
und W(0) = W(t1) = 0. Wir fixieren n > 0 und konstruieren eine stetige Variation cs: [0, 1] X
(—e,e) = M von ¢, so dass

(1) die Einschrankungen cs|(o so)x(—e,e) Und Cs|g,41]x (=c,e) glatt sind;
(2) das Variationsfeld V' die folgende Gestalt hat:

Vi) {Y(t) +nW(t) fiir t € [0,%], und
T]W(t) fiir t € [to, tl];
(3) ¢5(0) = ¢(0) und cs(t1) = c(ty) fiir alle s € (—¢,¢) gilt.
Da ¢ = ¢y eine Geodétische ist, folgt
d d d ) )
| Lleslhon) = | _ Lleslow) + 2| _ Eleslion) = (& Vo + (& V)l = 0

aus der ersten Variationsformel aus Satz Wir benutzen jetzt die zweite Variationsformel aus
Satz Da V L ¢ auf ganz [0,¢1], erhalten wir auf [0, £p] zunéchst

d2
ds?

to
s=0 0

Llealoa) = (Vo Vi)l [T (¥ W[ = (Ryyeet. Y 400
={(V 5 V(ty), c(t Y.V +2 to
(V o Vito), lt0)) + (V.Y + 2070
=0 fiir t=0
to . . .o
4 / (ROW, W) — (V4 Ryst, Y+ 20W) — n? (Ruprac, W)
0 S————

=0
= <V@V(to),é(to)> — 2 ||V (to)||* + /to(m'/, W) — (Ryweé, W)) dt
Js 0

wegen der Jacobifeld-Gleichung, und da W (tg) = —Y (to). Auf dem Teilintervall [to, t,] gilt V = W,
und wir erhalten analog

d? ) o )
—7 | Llslion) = _<VQV(t0)7C(tO)> +772/ (W, W) — (Rwee, W))dt .
5% 1s=0 0s to
Addieren liefert
d? . 9 o [T )
Tl o Eedoen) = =2n ¥ o)+ 02 [ (081 = (Rt W)
Fiir > 0 hinreichend klein ist dieser Ausdruck negativ, folglich ist C‘[O,tl] nicht die kiirzeste
Verbindung von p nach ¢(t1). O

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Funktion s aus Definition [1.102]stetig ist. Dazu benédtigen wir
ein topologisches Lemma.
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1.111. LEMMA. FEs seien M, N lokalkompakte metrische Raume, A C M kompakt, und F: M —
N ein lokaler Homéomorphismus, so dass F| injektiv ist. Dann existiert eine offene Umgebung U
von A in M, so dass F|y ebenfalls injektiv ist.

Dann ist F|4 insbesondere ein Homéomorphismus auf sein Bild.

BeEwEIS. Andernfalls wire F'|y, fiir kein ¢ € N injektiv, wobei

Uiz{pEM

1
es gibt z € A mit d(p, x) < }
i

Also finden wir p; # ¢; € U; mit F(p;) = F(¢;) und z;, y; € A mit d(p;, x;), d(qi,vi) < % Da A
kompakt ist, konvergieren z; und y; nach Ubergang zu einer Teilfolge gegen p bzw. ¢ € A. Dann
folgt aber auch p = lim; o0 p;, ¢ = lim; o, g;, und

F(p) = lim F(ps) = lim Fla;) = F(a)

also p = ¢ wegen der Injektivitit von F|4. Da F lokaler Homéomorphismus ist, existiert eine
Umgebung V von p = g in M, auf der F' umkehrbar, insbesondere injektiv ist. Da fast alle p;, ¢;
in V liegen, folgt p; = q; aus F(p;) = F(g;) fiir fast alle 4, im Widerspruch zur Annahme p; # g;.
Also muss die gesuchte Umgebung U von A existieren. O

Fiir den folgenden Beweis wéhlen wir beliebige Riemannsche Metriken auf den Mannigfaltigkei-
ten SM und TM — da die Aussagen, die uns interessieren, topologischer Natur sind, ist es wegen
Folgerung [1.92] egal, welche Metriken wir benutzen.

1.112. LEMMA. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann ist die Funk-
tion s: SM — (0, 00] aus Definition stetig.

BEWEIS. Wir beweisen Folgenstetigkeit, die fiir metrische Rdume zur Stetigkeit dquivalent ist.
Sei also (v;)ien eine Folge in SM mit Grenzwert v, dann folgt lim; ,o m(v;) = p := 7w(v). Nach
Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert s; := s(v;) gegen so € [0, 00].

Falls s(v) < soo, wihle tg € (s(v),5x0), dann sind die Geoditischen cy, |y, fiir fast alle i
kiirzeste. Wegen der Stetigkeit der Abstandsfunktion d ist dann auch cv\[()’to] kiirzeste im Wider-
spruch zu Bemerkung und ¢y > s(v). Es folgt also bereits s(v) > sxo.

Falls s(v) > so0, withle g € (500, 5(v)). Dann sind die Geoditischen ¢y, (o 4, fiir fast alle i keine
Kiirzesten, und es gibt w; € SM und kiirzere nach Bogenléinge parametrisierte Geodétische ¢,
mit ¢y, (0) = ¢, (0) = 7(v;) und ¢y, (ti) = ¢y, (to), wobei t; < to. Sei K C M eine kompakte
Umgebung von 7(v), dann ist 77 'K C SM ebenfalls kompakt. Insbesondere existiert ein Grenz-
wert w = lim; oo w; € SM nach Ubergang zu einer Teilfolge, und es gilt m(w) = 7(v). Nach
nochmaligem Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert ¢; gegen ¢’ € [0, to].

Auf der anderen Seite ist nach Annahme c,lj, Kiirzeste, also ist insbesondere die Abbil-
dung 7 x exp auf A = [0, tp] - v injektiv. Wegen Propositiohat exp,, entlang von A = [0, o] -v
invertierbares Differential, und wie im Beweis von Satz (2) hat dann auch 7 x exp entlang
von A = [0,to] - v invertierbares Differential, ist also insbesondere ein lokaler Homéomorphismus
nach dem Umkehrsatz. Nach Lemma [1.111] existiert eine offene Umgebung U C T'M von A, so
dass (7 x exp)|y injektiv ist. Da fast alle Vektoren tgv; in U liegen, liegen also fast alle t;w; auler-
halb von U. Da TM \ U abgeschlossen ist, liegt dann auch ihr Grenzwert t'w € M \ U.

Somit existieren zwei kiirzeste Geoditische cylj s, und cylop) von p nach ¢, (to), was wegen
Proposition im Widerspruch zu ¢ty < s(v) steht. Es folgt s(v) > so, was die Stetigkeit
von s: SM — (0, 00) beweist. O

1.113. FOLGERUNG. Der Injektivititsradius wird durch eine stetige Funktion p: M — (0, 00)
gegeben. O
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1.114. FOLGERUNG. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei p € M. Dann sind die
Abbildungen

expp:{tv‘veSpM,O§t<s(v)}—>M fir allep € M
und expxm: {tv|veSM,0<t<s(v)} —MxM

auf offenen Teilmengen von T,M bzw. von TM definiert und Diffeomorphismen auf ihre Bilder;
diese sind offen und dicht in M beziehungsweise M x M.

BEWEIS. Dies folgt aus Bemerkung [1.108, den Propositionen [1.105] und [I.110] sowie Lem-
ma [1.112) ]

1.7. Riemannsche Uberlagerungen und Quotienten

In diesem Kapitel geben wir einige wichtige Konstruktionen von Mannigfaltigkeiten an. Die
meisten der folgenden Konstruktionen sind fiir weitaus allgemeinere Klassen topologischer Raume
sinnvoll, uns interessieren hier aber nur Mannigfaltigkeiten. Wir werden in diesem Abschnitt aus-
nahmsweise keine Beweise fithren, sondern nur die wichtigsten Ideen skizzieren. Achtung: Wir
werden aus diesem Kapitel nur einige wenige Definitionen und Resultate brauchen und es daher
tiberspringen. Sie kénnen alles nétige bei Bedarf hier nachschlagen.

1.115. DEFINITION. Eine Abbildung 7: N — M zwischen topologischen Mannigfaltigkeiten
heifit Uberlagerung, wenn zu jedem Punkt p € M eine Umgebung U C M von p, ein diskreter topo-
logischer Raum F und ein Homéomorphismus ®: 77U — U x F existiert, so dass das Diagramm

N 5 o0 2, UxF

|

kommutiert. Eine Uberlagerung zwischen C*-Mannigfaltigkeiten heiBt differenzierbar, wenn drg: TyN —
Tr(q)M fiir alle g ein Isomorphismus ist. Eine differenzierbare Uberlagerung zwischen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten p: (N, g) — (M, g) heit Riemannsch, wenn g = 7*g, d.h., wenn fiir alle ¢ € N
und alle v, w € T, M gilt, dass

9q(v,w) = gr(q)(dmgv, dmgw) .

1.116. BEISPIEL. Betrachte S' C C, dann ist die Abbildung p: R — S' mit ¢ + € eine
Uberlagerung. Sei etwa z = €' € S! der Punkt mit dem Winkel ¢ zur positiven reellen Achse,
dann ist p~1(2) = ¢+277Z. Wihle als Umgebung U = S'\{—z} = (¢p—7, ¢ +7), als Faser F = 277,
dann existiert eine Abbildung ®: p~*U — (p — 7, + 7) x Z mit ®~1(¢p,n) = 1 + 27 n, so dass
obiges Diagramm kommutiert. Wenn wir S' und R mit den Standardmetriken versehen, ist diese
Uberlagerung Riemannsch.

1.117. BEMERKUNG. Sei 7: N — M eine differenzierbare Uberlagerung.

(1) Dann ist auch dr: TN — TM wieder eine Uberlagerung.
(2) Sei g eine Riemannsche Metrik auf M, dann existiert genau eine Metrik g = 7*g auf N,
die 7 zu einer Riemannschen Uberlagerung macht.

Mit der folgenden Uberlegung kénnen wir spéter zeigen, dass bestimmte Abbildungen Riemann-
sche Uberlagerungen sind. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und F': N — M glatt, dann
bezeichne F*g die faserweise Bilinearform mit

(F*g)q(v,w) = g(dFy(v),dFy(w)) .
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Wenn F' eine Immersion ist, also dFy: Ty N — Ty M fiir alle ¢ € N injektiv ist, dann ist F*g eine
Riemannsche Metrik auf N.

1.118. LEMMA. Es seien (M, g) und (N,q) zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeiten
und F': N — M eine lokale Isometrie, fir alle ¢ € N st also dFy: TyN — TpM ein linearer
Isomorphismus mit F*g =¢g. Wenn N wollstindig ist, dann auch M, und F ist eine Riemannsche
Uberlagerunyg.

BEWEIS. Da F' eine lokale Isometrie ist, bildet F' Geodétische in N auf Geodétische in M ab.
Insbesondere gilt
Foexp=expodF: TN — M .

Sei jetzt ¢ € N und p = F(q) € M, dann ist
exp, = F oexp, o(dF)) ™ : T,M — M

aufgrund der Vollstandigkeit von N nach dem Satz von Hopf-Rinow auf ganz T}, M definiert,
also ist M ebenfalls vollstédndig.
Es seip € M und 0 < r < p(p). Setze U = B, (p) = exp,(B;(0,)). Wir wollen zeigen, dass

F'oy= | B, ()
q€F~1({p})
und dass die obige Vereinigung disjunkt ist.
Zu ,D“ sei ¢ € F71({p}) und y € B,(q). Wegen Vollstindigkeit von N existiert w € B,(04) C
T,N mit y = exp, w. Sei v = dFy(w), dann gilt

F(y) = F(exp, w) = exp,(v) € U,

da [|vf| = flw] <7
Zu ,C“ sei y € F71(U) mit # = F(y) € U. Es sei ¢ die kiirzeste Geoditische von p = ¢(0)
nach z = ¢(1). Setze w = (dFy,) "' (—¢(1)) und ¢ = exp, w, dann folgt

F(q) = Fexpy w) = expy(=¢(1)) = p
und d(q,y) < [lw|| = d(p,z) <, also y € B,(q) mit q € F~Y({p}). Somit gilt (¥ fiir alle p € M,
und F ist eine Uberlagerung. g

1.119. BEMERKUNG. Die Vollsténdigkeit von N im obigen Lemma ist eine notwendige Voraus-
setzung, insbesondere handelt es sich um ein metrisches, nicht um ein rein differentialtopologisches
Resultat. Betrachte etwa die Inklusion ¢ einer offenen Teilmenge () # N C R™ mit N # R", versehen
mit der euklidischen Metrik. Sie ist keine Uberlagerung, denn sei p € N\ N ein Randpunkt, dann
liegt jede Umgebung U teilweise, aber nicht ganz im Bild von «.

Um mehr Beispiele fiir Uberlagerungen zu erhalten, brauchen wir eine Quotientenkonstruktion
fiir Mannigfaltigkeiten.

1.120. DEFINITION. Sei I eine Gruppe mit neutralem Element e, und sei M eine Mannigfaltig-
keit.

(1) Eine Operation von I' auf M ist ein Gruppenhomomorphismus von I' in die Gruppe der
Homoomorphismen von M in sich; fiir v € I' schreiben wir oft nur kurz v: M — M.
(2) Der Quotient M /T von M nach I" ist die Menge der Orbiten

b ={v(p) | 7T}

fiir alle p € M, und die Abbildung 7: M — M /T mit p — [p| heiit Quotientenabbildung.
(3) Eine Operation heifit frei, wenn v(p) # p fiir alle p € M und alle v € T'\ {e}.
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(4) Eine Operation heifit eigentlich diskontinuierlich, wenn fiir alle p, ¢ € M Umgebungen U
von p und V von ¢ in M existieren, so dass v(U) NV = 0 fiir alle v € T mit v(p) # q.

(5) Sei M Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Operation heifit isometrisch oder Riemannsch,
wenn alle v € I' durch Isometrien operieren.

Man beachte, dass es fiir den Begriff ,,eigentlich diskontinuierlich* auch andere, aber dquivalente
Beschreibungen in der Literatur gibt.

1.121. BEisPIEL. Wir betrachten den euklidischen Raum M = R™ mit der Standardmetrik. Jede
Untergruppe I' C (R™, 4) operiert frei auf R™ durch Addition v(p) = p + ~ fiir alle v € . Genau
dann, wenn I' diskret ist, d.h., wenn jedes Element v € T' eine Umgebung U besitzt, die T \ {7}
nicht trifft, ist diese Operation eigentlich diskontinuierlich. Denn falls

ri= inf{d(p-l-%C_I) ’ VEF,p—i-V#q} >0
fiir je zwei p, ¢ € R™ gilt, wahle U = B (p) und V = B (¢), und T" operiert eigentlich diskontinu-
ierlich. Ansonsten existiert eine Folge (;) € I’ mit

lim d(p + vi,q) =0.
1—00
Aus der Dreiecksungleichung folgt
Lim d(vi,vig1) = lim d(p +7i,p+ 7i41) < lim d(p 4+, ¢) + lim d(g,p+7i41) =0,
1—00 71— 00 71— 00 71— 00

im Widerspruch zur obigen Annahme.

Man kann zeigen, dass jede diskrete Untergruppe I' C (R™,+) isomorph zu ZF ist, wobei
freie Erzeuger 71, ..., 7 in R™ linear unabhéngige Vektoren sind, insbesondere folgt & < n. Der
Quotient von M = R ist diffeomorph zu (S*)* x R"~*, Fiir k = n erhalten wir Tori T" = (S")". Ein
Spezialfall hiervon ist die Uberlagerung der S* in Beispiel Allerdings sind die Quotienten nach
verschiedenen isomorphen Untergruppen von (R™,+) im allgemeinen nicht paarweise isometrisch.

1.122. PROPOSITION. FEs sei M eine (differenzierbare) Mannigfaltigkeit und I' eine Gruppe, die
frei und eigentlich diskontinuierlich auf M operiert. Dann trigt der Quotient M /T die Struktur
einer (differenzierbaren) Mannigfaltigkeit, so dass die Quotientenabbildung w: M — M/T' eine
Uberlagerung ist.

Falls (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit ist, so existiert genau dann eine Metrik g auf M/T,
die w zu einer Riemannschen Uberlagerung macht, wenn T isometrisch auf (M, g) operiert.

BEWEIS. Zuniichst definieren wir die Quotiententopologie auf M/T: eine Menge U C M/T sei
genau dann offen, wenn 7~'U C M offen ist. Wenn M eigentlich diskontinuierlich operiert, folgt
sofort, dass M/I" wieder ein Hausdorff-Raum ist. Und sei (U;);en eine abzihlbare Basis von M,
dann iiberpriift man leicht, dass (7(U;));en eine abzihlbaere Basis von M /T ist.

Sei jetzt [p] € M /T, dann wéhlen wir U, V wie in der Definition von , eigentlich diskontinuierlich®
zu p = q. Anschliefend wéihlen wir eine Karte ¢ um p mit U¥ C U N V. Nach Konstruktion
gilt g(UP)NU¥ = 0 fiir alle v € T mit y(p) # p, d.h., fiir alle v € T\ {e}, da ' frei operiert.
Insbesondere trifft jeder I'-Orbit [g] die Menge U¥ hochstens einmal. Wir definieren

¢: U? =7(U%) = VP =V¥
durch ¢([q]) = ¢(q) fiir alle ¢ € U¥. Damit ist @ bijektiv. Sei W C U?, und sei W = o~ }(@(W)).
Dann folgt
') = v,
~yel'

und W ist genau dann offen, wenn W und damit (W) offen ist. Also ist ¢ eine Karte von M/T
um [p], und M/ ist eine topologische Mannigfaltigkeit.

52



Sei jetzt M differenzierbar, dann konstruieren wir wie oben Karten ¢ zu differenzierbaren
Karten von M. Die Kartenwechsel von M /I" kommen dann von Kartenwechseln von M, sind also
differenzierbar. Also ist M/T" eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Wir zeigen, dass 7 eine Uberlagerung ist. Zu [p] € M /T wihlen wir eine Karte ¢ wie oben. Es
folgt

U~ (U#)=r"1(U?) —— U? xT
~yel'
7T J{WULZ’

U%O _—— U(p )

also ist 7 eine Uberlagerung.
Sei schliellich g eine Riemannsche Metrik auf M, und sei p € M. Dann haben wir kommutative
Diagramme von Isomorphismen

T,M e TywyM

dmy (p) l dmy (p) l

Tip)(M/T) === T, (M/T)

fiir alle v € T'. Falls eine Metrik g auf M/T" existiert, so dass 7 Riemannsche Uberlagerung wird,
dann miissen insbesondere alle Elemente von I' Isometrien sein. Falls das so ist, liefert jeder Iso-
morphismus T,y M — T}, (M/T) die gleiche Metrik gp, auf 7}, (M/T'), und in Karten wie oben
sieht man leicht, dass so eine differenzierbare Riemannsche Metrik auf M/T" gegeben wird. g

Nicht jede Uberlagerung 7r:_.]\~4 — M kommt von einer Gruppenoperation auf M her, aber die
maximale zusammenhéngende Uberlagerung von M ist immerhin von diesem Typ. Um das besser
zu verstehen, benotigen wir auch noch den Begriff der Fundamentalgruppe.

1.123. DEFINITION. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit, und sei p € M.
(1) Eine Schleife in M am Punkt p ist eine stetige Kurve 7: [0,1] — M mit v(0) = (1) = p.
(2) Zwei Schleifen 7y, 1 am Punkt p heiflen homotop relativ zu p, kurz ~y ~ 71, wenn es eine
stetige Abbildung h: [0,1] x [0, 1] — M mit
h(t,i) = ~i(t) und h(i,s) =p

fiir alle s, t € [0,1] und alle ¢ € {0,1} gibt.
(3) Die Verkettung zweier Schleifen ~yg, v1 am Punkt p ist die Schleife yyy; mit

Y0(2t) fiir s € [07 %], und
(2t —1) fiir s € [5,1].

(om)(t) = {

(4) Die Fundamentalgruppe m (M, p) ist die Menge aller Schleifen in M am Punkt p bis auf
Homotopie, mit der Verkettung als Verkniipfung.

1.124. BEMERKUNG. Die Fundamentalgruppe 71 (M, p) ist tatséchlich wohldefiniert, und zwar
nicht nur fiir Mannigfaltigkeiten, sondern genauso fiir beliebige topologische Riume. Das folgende
ldsst sich leicht iiberpriifen.

(1) Seien g ~ ~{, und 1 ~ ] Paare homotoper Schleifen am Punkt p € M, dann folgt voy1 ~
7771~ Insbesondere ist die Verkniipfung auf m; (M, p) wohldefiniert.

(2) Die Verkettung ist assoziativ bis auf Homotopie, denn die Schleifen (yo7y1)7y2 und ~vo(y172)
sind bis auf Umparametrisierung gleich, und diese Umkehrung lésst sich durch eine Ho-
motopie realisieren.
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(3) Das neutrale Element ist die konstante Kurve [0,1] — {p} C M, und das Inverse zu [v] ist
die Homotopieklasse der riickwirts durchlaufenen Kurve y~1(t) = v(1 —t).

1.125. BEISPIEL. Betrachte den Einheitskreis S ¢ C. Es gibt einen Gruppenhomomorphis-
mus Z — 71(S%, 1) mit
n = Yn mit Yn(t) = ¥t ¢ S
fiir alle t € [0,1]. Somit ist 7, eine Kurve, die den Kreis n-mal in positiver Richtung durchlauft.
Man iiberzeugt sich leicht, dass es sich tatsédchlich um einen Gruppenhomomorphismus handelt.

Nicht ganz so einzusehen ist, dass es sogar ein Isomorphismus ist, es gilt also
m (81, 1) =2 7.

1.126. BEISPIEL. Es sei n > 2, dann gilt 71(S™,p) = {e}. Sei etwa p der Nordpol. Falls ~
eine Schleife am Punkt p ist, die den Siidpol —p nicht passiert, konnen wir die Schleife mittels
stereographischer Projektion in den R™ iiberfithren und dort auf den Nullpunkt zusammenziehen,
der ja dem Nordpol entspricht. Ein kleines topologisches Argument zeigt, dass jede Schleife am
Punkt p homotop zu einer Schleife ist, die den Siidpol nicht trifft.

1.127. BEMERKUNG. Sei F': M — N eine stetige Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten, und
seien p € M, g € N gegeben mit ¢ = F(p). Sei : [0,1] — M eine Schleife in M am Punkt p, dann
ist F o~ eine Schleife in N am Punkt ¢. Sei h: [0,1]> — M Homotopie zwischen v und 4/, dann
ist F o h eine Homotopie zwischen F o~ und F o~'. SchlieBlich gilt F o (yoy1) = (Fovo) - (F o).
Also existiert ein Gruppenhomomorphismus 71 F': w1 (M, p) — 71(N, q) mit

(] = [Feonl.

Sei Go L — M eine weitere Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten, so folgt m1(F oG) = m F o
m1G. Somit ist m ein Funktor von der Kategorie der punktierten Mannigfaltigkeiten (M, p) in die
Kategorie der Gruppen. Man kann zeigen: jede endlich présentierte Gruppe ist Fundamentalgruppe
einer kompakten punktierten Mannigfaltigkeit.

AuBlerdem iiberlegt man sich leicht, dass 71 F nur von der Homotopieklasse von F' unter allen
Abbildungen von M nach N abhéngt, die p auf ¢ abbilden.

1.128. BEMERKUNG. Sei M eine zusammenhidngende Mannigfaltigkeit, dann ist M insbesondere
wegzusammenhéingend. Seien p, ¢ € M, dann existiert also ein Weg p: [0,1] — M mit p(0) = p
und p(1) = q. Sei v eine Schleife an ¢, dann ist die Verkettung p o~ o p~! von Wegen eine Schleife
an p. Ahnlich wie bei der Konstruktion des Inversen in (M, p) iiberlegt man sich, dass

(pv00™ ") - (prip™") = p-(om) - p~"

gilt, somit erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus (M, p) — m1(M,q), der allerdings von
der Homotopieklasse des Weges p abhéngt. Den inversen Homomorphismus liefert der umgekehrte
Weg p~!. Wenn uns also die Fundamentalgruppe einer Mannigfaltigkeit M nur bis auf Isomorphie
interessiert, diirfen wir (M) schreiben — immer vorausgesetzt, dass M zusammenhéngend ist.
Allerdings kénnen wir jetzt nicht mehr iiber Elemente von 7 (M) sprechen.

1.129. DEFINITION. Eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit M heifit einfach zusammen-
héingend, wenn (M) = {e}.

Sei M eine zusammenhiingende Mannigfaltigkeit. Eine Uberlagerung m: M — M heiBt univer-
sell, wenn M zusammenhingend und einfach zusammenhéngend ist. Wenn M und M auBerdem
noch Riemannsche Metriken tragen und 7= Riemannsch ist, heiit = universelle Riemannsche Uber-
lagerung.

Wegen Bemerkung [1.128] ist diese Definition sinnvoll. Woher der Begriff , universelle Uber-
lagerung® kommt, wird im folgenden Satz klar.
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1.130. SATZ. Sei M eine zusammenhdingende (differenzierbare) Mannigfaltigkeit, sei p € M,
und sei I' = m (M, p) die Fundamentalgruppe.

(1) Dann besitzt M eine universelle Uberlagerung M — M. Die Gruppe T operiert frei und

eigentlich diskontinuierlich auf M, und es ezistiert genau ein Homdomorphismus (Diffeo-
morphismus) M /T — M, so dass das Diagramm

M:M

d |
M —=— M/T
kommutiert. Im folgenden sei p € 7= 1(p) fest gewdhlt.

(2) Sei F: My — M eine weitere Uberlagerung mit zusammenhdngendem Totalraum M,
sei p1 € F_l(p), und sei I'y = mF(m(Mi,p1)). Dann ezistiert genau eine Uberlage-
rung F: M — M, mit = FoF und F(p) = p1 und genau ein Homéomorphismus
(Diffeomorphismus) M /Ty — My, so dass das folgende Diagramm kommutiert.

M _ —— M
T

~ ~ F

M/Fl > M1 M .

(3) Es existieren Uberlagerungen I : ]\Zf/Fl — M und Fy: M —: ]\Zf/Fl mit m = Fy o F} zu
jeder Untergruppe I'y C T'. Wenn I'y Normalteiler von I’ ist, operiert /Ty auf M /T, und
es existiert ein Homdomorphismus (Diffeomorphismus) (M /T1)/(T/T1) — M.

BEWEIS. Wir geben hier nur eine kurze Beweisskizze. Ein ausfiihrlicher Beweis findet sich
in (fast) jeder Einfilhrung in die algebraische Topologie unter den Stichworten ,Fundamental-
gruppe“ und ,, Uberlagerungen®. Wir definieren M als Menge der Aquivalenzklassen [o] von Kur-
ven o: [0,1] — M mit ¢(0) bis auf Homotopie relativ zu den Endpunkten ¢(0) und o(1) =: 7([o]).

Sei ¢ = 7([o]), und sei ¢: U¥ — V¥ = B;(0) eine Karte um ¢ mit ¢(¢) = 0. Dann erhalten
wir eine Karte @j,) um [o] wie folgt. Zu r € U¥ betrachten wir den Weg p(t) = ¢~ !(t - ¢(r)) von ¢
nach r, und damit einen Punkt [op] € 7~ 1(r) € M. Es sei U?l"l die Menge aller dieser Punkte,
dann definieren wir

Plo: UP = VAL = V¥ durch  Gpi([op]) = (p o m)([op]) = ¢(p(1)) -

Man kann eine Topologie auf M konstruieren, so dass alle wie oben konstruierten Karten einen
(differenzierbaren) Atlas auf M bilden. Ahnlich wie im Beweis von Proposition sieht man
auch, dass 7: M — M eine Uberlagerung ist.

Die Mannigfaltigkeit M ist zusammenhingend, denn jeder Punkt [o] € M ist durch die Kur-
ve t + [o]j04] mit dem Ursprung p := [e] verbunden, wobei e die konstante Schleife am Punkt p

bezeichne. Wir betrachten jetzt eine Schleife x in M am Punkt p. Es sei 0 = mok die entsprechende
Schleife in M. Fiir alle t gilt

K(t) = [(m o k)|pq) = loljg] € M .

Da k eine Schleife ist, folgt [0] = k(1) = p = [e], mithin existiert ldsst sich ¢ in M durch eine
Homotopie h: [0,1]?> — M zusammenziehen mit

h(0,s) = h(1,s) = h(t,0) =p und h(t,1) =o(t) .
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Wir erhalten eine Homotopie h: [0,1]% — M mit

h(0,s) = h(1,s) =h(t,0) =5  und h(t,1) = k(t)

durch h(t, s) = [h(t, )j0,s]- Also ist jede Schleife in M am Punkt p zusammenziehbar.

Die Fundamentalgruppe I' operiert auf M wie folgt. Sei o [0,1] — M ein Weg von p nach g,
und sei v Schleife in M am Punkt p, dann ist yo ein weiterer Weg von p nach ¢. Dann héngt [yo]
offensichtlich nur von den Homotopieklassen von v und o (jeweils mit festgehaltenem Endpunkt)
ab, und wir erhalten eine Operation von I' = 71 (M, p) auf M. Zwei Wege ~vo und 7o sind genau
dann homotop relativ zu ihren Endpunkten, wenn ~ ~ «/, mithin ist diese Operation frei. Mit ein
bisschen mehr Arbeit sieht man, dass sie auch eigentlich diskontinuierlich ist.

Fir alle [y] € T gilt mo [y] = 7: M — M. Sei umgekehrt 7([o]) = 7([7]), dann existiert eine
Schleife v = 70~! am Punkt p, so dass [7]([o]) = [7], es folgt 7~!(¢) = I - [o]. Also lassen sich
die I-Orbiten auf M bijektiv den Punkten in M zuordnen, und man sieht leicht, dass das den
gesuchten Hom6éomorphismus M /T — M liefert (bzw. Diffeomorphismus, falls M differenzierbare
Mannigfaltigkeit ist). Damit ist (1) gezeigt.

Zu (2) benutzen wir die sogenannte ,eindeutige Liftungseigenschaft“ von Uberlagerungen, wo-
nach sich jeder Pfad ¢ in M von p nach ¢ zu einem Pfad o1 in M; mit Startpunkt p; € My liften
ldsst, d.h., es gilt 0 = Fooy. Die eindeutige Liftungseigenschaft impliziert auch, dass homotope Pfa-
de homotope Lifts haben, mithin ist die Abbildung F: M — M mit F([o]) = o1(1) € F~(q) C M,
wohldefiniert. Fiir eine Schleife v in M am Punkt p haben die Lifts von ¢ und <o nach M;
genau dann denselben Endpunkt, wenn - zu einer Schleife v, in M; liftet, aber genau dann
gilt [y] = mF([y1]) € mF(m1(Mi,p1)). Somit erhalten wir auch den gesuchten Homéomorphis-
mus (Diffeomorphismus) M /T’y 2 M, und (2) ist bewiesen.

Die Existenz von Fj: Ml —~ M /T'1 folgt aus Proposition und da jeder I';-Orbit in
einem I['-Orbit enthalten ist, existiert auch die Abbildung F}: M /T1 — M, und wieder kann man
sich {iberzeugen, dass es sich um eine Uberlagerung handelt. Wenn I'; ein Normalteiler von T ist,
dann bildet jedes v € T' jeden I'1-Orbit wieder auf einen I'{-Orbit ab, wir erhalten die gesuchte
I'/T1-Operation auf M /Ty, und es gilt (M/Ty)/(T'/T1) = M/T = M wie beim entsprechenden
Isomorphiesatz in der Algebra. O

1.131. BEMERKUNG. Aus (2) in Satz folgt mit den {iiblichen universellen Argumenten,
dass die universelle Uberlagerung 7: (M, p) — (M, p) bis auf eindeutige Homdomorphismen (bzw.
Diffeomorphismen) eindeutig bestimmt ist. Wir diirfen also in Zukunft von ,,der* universellen Uber-
lagerung von M reden.

Die Aussagen in (2) und (3) lassen sich wie folgt zusammenfassen: Die Kategorie der Un-
tergruppen von 71 (M, p) (mit den Inklusionen als Morphismen) ist dquivalent zur Kategorie der
zusammenhiingenden, punktierten Uberlagerungen von (M, p), deren Morphismen durch kommu-
tative Diagramme von Uberlagerungen

(My,p1) —— (Ma2,p2)

| |
(M,p) —— (M,p)

gegeben werden. Die Bestimmung aller zusammenhingenden Uberlagerungen von M ist jetzt zu
einem rein algebraischen Problem geworden.

Zum Abschluss geben wir eine Beschreibung der zusammenhéngenden Mannigfaltigkeiten mit
konstanter Schnittkriitmmung x € R an. Man beachte, dass die Schnittkriimmung fiir Riemannsche
Mannigfaltigkeiten der Dimension < 1 eine Funktion auf der leeren Menge ist.
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1.132. DEFINITION. Es sei k € R und n > 2, dann definieren wir den Modellraum (M, g") wie
folgt.
(1) Falls k = 0, sei (M7, g") = (R", g°K!).
(2) Falls k > 0, sei (M}},¢") = (S“ ) C R™*! die Sphire vom Radius ﬁ mit der vom

umgebenden Raum induzierten Metrlk

(3) Falls k <0, sei (M}, ¢") = (B(_K)_Q(O), g") C R™ mit

4
“o,w) = ————— {v,w) .
00 = s ()

1.133. PROPOSITION. Die Modellrdume (M,}, g") sind zusammenhdngende, einfach zusammen-
hdngende, vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnittkrimmung k. Sie
sind genau dann kompakt, wenn k > 0 gilt. Durchmesser, konjugierter Radius und Injektivitdts-
radius sind gleich

% falls k > 0, und

diam(M”) = p(M) =
(M) = p(M) {oo falls k < 0.

Bewers. Fiir k € {0,1,—1} erhalten wir wohlbekannte Rdume: den euklidischen Raum, die
Sphére und den hyperbolischen Raum, jeweils mit der Standardmetrik. Wir wissen aus den Bei-
spielen [1.97] [1.99] [T.109], [1.104] und [1.126] bereits, dass diese Rdume zusammenhiingend, einfach
zusammenhéngend und vollstéindig sind und den angegebenen Durchmesser und Injektivitétsradi-
us haben. Auflerdem ist nach Beispiel [I.101] die Sphére kompakt, die anderen beiden Rdume jedoch
nicht. Damit haben wir insbesondere den Fall x = 0 bereits bewiesen.

Wir betrachten x > 0. Mittels einer Streckung am Urpsrung in R"T! mit Streckfaktor K2
erhalten wir einen Diffeomorphismus F': S™ — S” . Wir kénnen die Metrik ¢g* auf die Standard-
sphére S™ zuriickholen und erhalten

1 _1
(F*g")a(v,0) = g (deF(v),dp F(w)) = 9:7%‘%(/(235, K 2y)

1 1 1
- </§72x,n72y> — <a:,y) giph( w) .
K

Anhand der Koszul-Formel aus Satz ist leicht zu sehen, dass F*g* und ¢°" denselben Levi-
Civita-Zusammenhang V haben. In Koordinaten gilt ndmlich

h h h
rpk L wow (9950 095 095\ 1~/ oph i agsp 995 8951) _ sphpk

Damit haben beide Metriken auch denselben Kriimmungstensor R. Falls v, w € T, S" linear un-
abhéngig sind, betrachte E = span(v,w) C T, M. Wir erhalten
() (E) = 9" (Ry ww,v) . PP (Ry 1w, v) .
g% (v,0) g"(w, w) — g*(v,w)*>  g~(v,v) g*(w, w) — g"(v, w)?

Da ¢g” und ¢°P" denselben Levi-Civita-Zusammenhang V haben, haben sie auch dieselbe Expo-
nentialabbildung. Nach dem Satz von Hopf-Rinow ist S™ also mit der Metrik F*¢g" ebenfalls
vollstéandig. Beachte aber: wenn ¢ eine beziiglich ¢°°" nach Bogenlinge parametrisierte Geodétische
ist, dann ist ¢ — ¢(y/kt) eine nach Bogenlénge parametrisierte Geodéttische beziiglich F™*g*.

Da F': (8™, F*g") — (S" 1:9 ) eine Isometrie ist, ist auch (M}, ¢") eine zusammenhéngende,

sph

einfach zusammenhangende Vollstandlge Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnitt-
kriimmung x. Der Fall x > 0 ist damit erledigt.
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Im Fall kK < 0 verfahren wir analog. Wir betrachten die zentrische Streckung F': B;(0) —

B mit Streckfaktor (—n)fé. Fiir die zuriickgeholte Metrik erhalten wir

(-2

(F"g")a(v, w) =

PR (EE EE
4

_1 _1 1 4 1
= (1 _|_,§‘(—/<5)7%13 2)2 <(_:"€) %’U,(_H) ;w> = —; m <’U,’lU> = —Eglxl}’p('u,w) .

Wie oben folgt, dass (B;(0), F*g") eine zusammenhéngende, einfach zusammenhéngende, vollstén-
dige, nicht kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung & ist, und
obendrein isometrisch zu (M2, g*). O

1.134. BEMERKUNG. Wenn wir die Metrik auf den Modellrdumen fiir £ > 0 in der stereogra-
i

phischen Projektion ¢4 : M\ {:l:/*i_% en+1} berechnen, erhalten wir dhnlich wie in Beispiel
die Metrik

4
Pt (v, w) = ————5— (v, w) .
Ix ( ) (1+x |:L"2)2 ( )

Fiir k = 0 liefert diese Formel eine reskalierte Euklidische Metrik. Wir sehen also, dass in geeigneten
Karten die Metriken der Modellrdume fiir alle k durch die gleiche Formel dargestellt werden.

1.135. BEMERKUNG. Auf einer Mannigfaltigkeit konstanter Schnittkriimmung x hat die Jaco-
bigleichung eine besonders einfache Gestalt. Dazu bestimmen wir zunéchst einmal einen Teil des
Kriimmungstensors R. Fiir einen Einheitsvektoren v, und « L v folgt

(Rawv,2) = w(||o]|* [|2]* = (v,2)%) = & ||* .

Seien jetzt x, y L v, dann gilt

(Rew ) = § (Revyot 2 1) — (Racyovz =) = (o 4 — 12— yl)) = (2,9)
Schliellich gilt noch (R, ,v,v) = 0, und daraus folgt endlich
R, vw=kKx.
Allgemeiner kann beweisen, dass
Ryyz =k ((y, 2) — (z,2)y) -

Sei jetzt X ein Jacobifeld lings einer nach Bogenlénge parametrisierten Geodétischen ¢ mit X L
¢und X 1 ¢, dann folgt aus obigem, dass

0=X+Rxec=X+rX.
Fiir w L ¢ wollen wir jetzt die Jacobifelder X, Y ldngs ¢ mit
X0)=Y0)=0 und X(0)=Y(0)=w
bestimmen. Dazu sei W ein paralleles Vektorfeld ldngs ¢ mit W(0) = w gegeben, dann gilt

X(t) =sa()W()  und V() = en(t) W(2)
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wobei die ,,verallgemeinerten Sinus- und Cosinus-Funktionen* definiert sind als

M fir ks >0

NG
sp(t)y =<t fiir Kk =0 und
inh(v/—kt
M fir k < 0, sowie
V—K
cos(y/kt) fiir k > 0,
ck(t) =$x(t) =41 fiir k = 0 und

cosh(v/—kt) fiir k < 0.
Diese Funktionen erfiillen die Differentialgleichung
FHrf=0  mit . 0)=5:0)=1 und . (0) = s.(0)=0.
Wir kénnen jetzt ein Beispiel fiir Satz geben.

1.136. SATZ. Sei M eine vollstindige, zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n mit konstanter Schnittkrimmung . Dann ist die universelle Riemannsche Uber-
lagerung von M isometrisch zu M.

BEWwEIS. Wir betrachten zunéchst den Fall x < 0 und fixieren o € M und p € M. Da p(M}}) =
0o, ist exp,: T,M;} — M.} ein Diffeomorphismus nach Folgerung Wir wihlen eine lineare
Isometrie ®: (T,M},g5) — (T,M,gp) und konstruieren eine Abbildung m: M} — M durch das
Diagramm

T,M" —2— T,M

exp, l lexpp

™

M —— M
Die zuriickgezogenen Metriken expy g™ und expy g auf T, M;? bzw. T),M haben die folgenden
Eigenschaften.
(1) Am Nullpunkt gilt (exp; g%)o, = g5 bzw. (exp;, g)o, = gp-
(2) Sei v Einheitsvektor beziiglich g bzw. g,, dann ist ¢,(t) = tv eine nach Bogenlénge
parametrisierte Geodétische beztiglich exp;, g bzw. exp,, g.
(3) Vektorfelder der Form X (¢) = tw langs ¢, sind Jacobifelder.

Aus diesen Eigenschaften lassen sich diese Metriken bereits vollsténdig rekonstruieren.

Seien etwa v, w € S, M, sei ¢,(t) = tv die radiale Geoditische mit Startvektor v, und sei W
das parallele Vektorfeld lings ¢ mit W (0) = w. Dann wird das Jacobifeld X ldngs ¢, mit X (0) =0
und X (0) = w nach Bemerkung gegeben durch

tw = X(t) = sx(t) W(t) ,

es folgt
(exp,, g)w (tw, tw) = s ()2 (W (), W (1)) = s5,.(t)? (w,w) ,

und allgemeiner fiir x, y 1 v, dass

(exp}) 9)ew(x,y) =
Ferner gilt noch
(exp,, )tw(v,v) =1 und (expp, 9)tw(v,2) =0,
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wodurch die Metrik expy g auf T),M bestimmt ist. Die entsprechenden Formeln gelten fiir expy g~,
und wir erhalten ein kommutatives Diagramm

* @ *
(ToMgv €XP, gn) —:—_> (TPMv epr g)

expol lexpp
(MP.g")  ——  (M,qg)
lokaler Isometrien, wobei exp, und ® sogar globale Isometrien sind.

Es bleibt zu zeigen, dass 7 eine Uberlagerung ist. Sei also ¢ € M beliebig, dann withlen wir U =
B,(q) fiir ein r € (0, p(q)). Es ist jetzt leicht zu sehen, dass

)= |J B(@=7 g} xB.(q)
gem—{q}
gilt, wobei der Isomorphismus passend zu Definition [1.115| gew&hlt werden kann.
Aus dhnlichen Argumenten wie oben (aber um G € 7~ 1(q)) folgt sofort

~—')> | B

ger—1{q}

Zu ,C“ sei s € U und § € 7 1(U). Dann existiert w € TyM mit |w|| < r und exp,w = gq.
Sei w = (dsm) "' (w), und setze § = exp; W € M, dann folgt § € 7~ 1(¢), mithin s € Uger-11q3 Br(@)-
Wiire schliellich die obige Vereinigung nicht disjunkt, dann wiirde ein Punkt 5 im Durchschnitt
zweier solcher Bille um ¢y, 2 € 7~ *(g) auf einen Punkt in M abgebildet, der durch zwei Geodétische
der Liange < r mit ¢ verbunden werden kénnte, im Widerspruch dazu, dass r < p(q). Damit ist der
Fall k < 0 erledigt.
Im Fall k > 0 verfahren wir &hnlich, betrachten jedoch jetzt das kommutative Diagramm

(B%(OO),epog”) —i% (B%(Op),exp;;g)

exp,, l lexpp

M 7 M
lokaler Isometrien, dabei ist der Radius Z= gerade der konjugierte Radius von M;’ und von M.
Fiir alle v € S, M und alle w L v folgt aus der Formel fiir die Jacobifelder tw in Bemerkung|1.135

wegen
sn(%) = \/1% sin(m) =0,

dass
(dﬁv expp) (w)=0, also (dexp,) (TS:;%) = {0} .

Somit bilden die obigen Exponentialabbildungen jeweils 9B = (0) auf einen zu o bzw. p konjugierten
. v
Punkt ab. Etwa gilt
exp, (S’£1> ={-o} Cc M" Cc R".
v

Insbesondere lédsst sich 7 so auf ganz M definieren. Um zu zeigen, dass m auch am Punkt —o glatt
ist, konnen wir zum Beispiel Normalkoordinaten um —o und 7(—o0) wihlen und mit den obigen
Abbildungen vergleichen. Dass 7w eine Uberlagerung ist, folgt jetzt mit dem gleichen Argument wie
vorher. ]
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1.137. BrISPIEL. Der reell projektive Raum RP™ ist Quotient der S® C R"! nach I' =
{1,—1} € O(n + 1). Falls n gerade ist, ist das der einzige Quotient der S™ nach einer freien,
eigentlich diskontinuierlichen, isometrischen Gruppenoperation.

Falls n = 2m — 1 ungerade ist, betrachte $?™~1
mathcalC™. Sei p eine natiirliche Zahl, und seien gy, ..., ¢, € {1,...,p—1} teilerfremd zu p. Dann
operiert die Gruppe

271 ak
P
Z/pZ =T = kelZ Cc U(m)

i qmk

2
e p

frei und eigentlich diskontinuierlich auf S?™~!. Der Quotient Ly.q,.. g, = S*™1/T heifit Linsen-
raum. Beispielsweise gilt RpPZm—1 — Lo.1,... 1. Dariiberhinaus gibt es aber noch weitere Quotienten.

Den Torus als Beispiel einer flachen Mannigfaltigkeit haben wir bereits in Beispiel [1.121] ken-
nengelernt.

1.138. BEIspIEL. Es gibt viele kompakte Flachen mit Schnittkriimmung x = —1. Zur Konstruk-
tion: zu je drei Zahlen a, ¢, e € (0, 00) gibt es genau ein rechtwinkliges Sechseck in der hyperbolischen
Ebene (B1(0), g™P) Wir verkleben zwei spiegelbildliche Sechsecke entlang der Seiten b, d und f und
erhalten eine hyperbolische ,,Hose®“, deren Rand aus drei Kreisen der Lingen 2a, 2¢ und 2e besteht.

Anschlielend kénnen wir 2k solcher Hosen mit passenden Mafien zu einer hyperbolischen Fliche
mit Eulerzahl 2k, das heifit, vom Geschlecht ¢ = k + 1 > 2 verkleben. Die Mafle der Hose und die
Drehwinkel beim Verkleben geben 6k unabhéngige Parameter. Somit gibt es einen (mindestens)
6(g — 1)-dimensionalen Raum kompakter hyperbolischer Flichen vom Geschlecht g. Man kann um-
gekehrt zeigen, dass jede Fliche vom Geschlecht g > 2 eine solche Zerlegung in ,,Hosen* zulésst. Da
alle diese Flachen homoomorph sind, haben sie isomorphe Fundamentalgruppen. Somit enthélt die
Isometriegruppe SO°(2,1) = PSU(1,1) eine 6(g— 1)-Parameter-Familie isomorpher Untergruppen,
die alle frei und eigentlich diskontinuierlich auf B;(0) operieren.
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KAPITEL 2

Vergleichssitze in der Riemannschen Geometrie

In diesem Kapitel werden wir sehen, wie die Kriimmung einer Mannigfaltigkeit ihre geometrische
und topologische Gestalt bestimmt.
2.1. Der Vergleichssatz von Rauch und einige Folgerungen

Als erstes untersuchen wir, wie das Wachstum von Jacobi-Feldern von oberen oder unteren
Schranken an die Schnittkriimmung abhéngt. Aulerdem sehen wir, dass Mannigfaltigkeiten nicht-
positiver Schnittkriimmung universelle Uberlagerungen haben, die diffeomorph zum R™ sind.

Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei die Indexform, die Bilinearisierung der rechten Seite der
zweiten Variationsformel aus Satz

2.1. DEFINITION. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei ¢: [0, L] — M nach Bo-
genlidnge parametrisierte Geodétische. Wir definieren Vektorrdume

X'(c)={VeX(c) | (V(t),é(t)) =0 fiir alle t € [0, L] }
und X'(c)={VeX()|V0)=V(L)=0}
Die Indexform I.: X'(c) x ¥'(¢) — R ist definiert durch

L
L(V.W) = /0 (V). W (8) — (Ry 0y eqnit). W(t))) dt

2.2. BEMERKUNG. Aufgrund der Symmetrien des Kriimmungstensors aus Satz ist die
Indexform eine symmetrische Bilinearform.

Die Indexform charakterisiert Jacobi-Felder.

2.3. LEMMA. Ein Vektorfeld V € X'(c) lings ¢ ist genau dann Jacobifeld, wenn es im Kern der
Indexform .|y ey x(c) liegt.

BEWEIs. Fiir V € X'(¢) und W € X"(¢) schreibe

L
1(V, W) :/0 (V) W(1)) = (Ry (1) e é(1), W(t))) dt

L
— V() W) / (V4 Ry oy et é(8), W (0)) dt

Hieraus folgt sofort die Behauptung. O

Eine einfache Folgerung aus der zweiten Variationsformel gibt Auskunft iiber das Vorzeichen
der Indexform.

2.4. PROPOSITION. Sei c: [0, L] eine nach Bogenlinge parametrisierte Geoddtische in einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit M. Es ist genau dann kein Punkt c(t) mit t € [0, L] lings ¢ zu ¢(0)
konjugiert, wenn die Indexform positiv definit auf dem Raum X"(c) ist.
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BeEwEIS. Um die Richtung “<=* zu zeigen, nehmen wir an, dass c¢(t) lings ¢ zu ¢(0) konjugiert
ist fiirein ¢t € (0, L]. Fallst = L, sosei V € x(c¢)\{0} das zugehorige Jacobifeld, dann folgt I.(V, V) =
0 nach Lemma Falls ¢ < L, so betrachte das Variationsfeld V € x”(c) aus dem Beweis von
Proposition Aus der dortigen Rechnung folgt I.(V, V) < 0. In beiden Féllen ist also I, nicht
positiv definit.

Falls umgekehrt ¢ keine konjugierten Punkte hat, setze p = ¢(0) und v = ¢(0). Nach Annahme
ist dy, exp,: TyM = Ty, T,M — Ty M invertierbar, also existiert zu jedem Vektorfeld V' € X”(c)
ein Vektorfeld W langs der Geraden von 0, nach Lv in T), M mit V (t) = (dy, exp,)(W (t)). Betrachte
die Variation

cs(t) = exp,(tv + s W(t))
mit Variationsvektorfeld

Oeg(t
) (s, )W (1) = V(1)
Wie im Beweis des Gauf-Lemmas [1.89) folgt L(cs) > L(c), mithin wegen Satz auch
?L(cs)
I(V,V >0,
( )= 832

also ist I. positiv semidefinit auf dem Raum X" (c).
Sei nun V € X”(c) ein Vektorfeld mit I.(V, V) = 0. Fiir jedes W € X(c) folgt dann

0< L(V+eW,V+eW) =2 I(V,W) + 2 I.(W, W)

fiir alle ¢ # 0, also I.(V,W) = 0. Nach Lemma ist V' ein Jacobifeld mit V(0) = V(L) = 0,
aber ¢(L) ist nach Annahme nicht konjugiert zu ¢(0), es folgt V' = 0, und I, ist damit auf X"(c)
positiv definit. O

2.5. SATZ (Rauch). Seien (M, g) und (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeiten der Dimension n,
seien ¢ und € nach Bogenlinge parametrisierte Geoddtische in M bzw. M, und sei L > 0 so gewdhlt,
dass kein Punkt ¢(t) mit t € (0,L) ldngs ¢ zu ¢(0) konjugiert ist. Wenn fir alle t € [0, L] gilt,
dass K(E) < K(E) fir alle Ebenen E C TyyM mit ¢(t) € E und alle Ebenen E C TyyM
mit &(t) € E, dann gilt

V@)l = ||V fir alle t € [0, L]

fiir all'e Jacobifelder V' lings ¢ und V lings @ mit V(0) = V(0) =0, (V(0),¢(0)) = (V(O), ¢0) =0
und [V 0)] = 70|

Kiirzer gesagt: wenn M kleinere Schnittkriimmung als M hat, wachsen vergleichbare Jacobi-
felder mit Startwert 0 in M schneller als in M, bis zum ersten konjugierten Punkt in M. In

Anwendungen wird in der Regel eine der beiden Mannigfaltigkeiten konstante Schnittkrimmung
haben.

BEWEIS. Wir beweisen die stirkere Aussage

d d _

1 > —1 t
L 1og V(D) = L 10g 70
fiir alle t € (0, L). Es gilt

D rog V)l = § Srog(vin, viny = T

Die Aussage des Satzes folgt hieraus, denn nach Voraussetzung gilt V (¢

erhalten also
d VOl _ IVl <d

(1))
V), V)
# 0 fiir alle t € (0, L), wir

)
at (7o) ~ 17 e oIV Ol = ©log |V II) 0,
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und nach L’Hospital gilt wegen ||V (0)| = ||V (0)|| = 0, dass

Vel _ Ivel _,
SOV V()

Hieraus folgt ||V (¢)|| > ||V (¢)| fiir alle ¢ € (0,L) und wegen Stetigkeit dann auch fiir t = L.
Insbesondere folgt V() # 0 fiir alle ¢ € (0, L].

Wir kénnen zum Beweis die Indexform einsetzen, denn da V', V' Jacobi-Felder sind mit V (0) =
V(0) =0, gilt

Vito).V(ta)) = VIO VOZ = [ (V@LV(0) + (V0. Ve)) ae
= [ VO = e e000. VD) di = Lo, (V) ()

fiir alle to € (0, L), und entsprechend fiir V.

Wir fixieren jetzt tp € (0,L) mit V(¢t) # 0 fiir alle t € [0,tp]. Nach Voraussetzung gilt
auch V(tg) # 0. Wir konstruieren parallele Orthonormalrahmen ey, ..., e, lings ¢ und é, ...
én lings ¢ wie in Aufgabe 2 von Blatt 7 mit

)

=
<

(o)
1V (to)]|

Dann erhalten wir eine Familie linearer Isometrien ®;: Ty,)M — TE(t)M mit $;(e;(t)) = €;(t) fir
alle t € [0, L] und alle i. Diese Familie ist parallel, denn fiir X = Y"1  a'e; € X(c) gilt

61(t0) = él(t(]) = en ==C, und

o
3

I
Ql

<

€i
; ot ot
=1

ot

Véa(¢0X)=V%<inéi>: ai-:qmvch.
ot i—1

Wir betrachten das Vektorfeld

o IVl o

1V (to)l

langs ¢, so dass
W(to) = HV(to)H él(to) = V(t()) .
Wegen der Parallelitit von @ gilt auflerdem

‘ _w oV un i :M oV
Ve TV WS Y

Allerdings ist W' nicht notwendigerweise ein Jacobi-Feld léngs c.
Da W —V € X"(¢l[g4,)), schliefen wir aus Proposition 2.4/ und Lemma dass

I W W) = Iy, (W =V, W =V) 421, (V.W=V)+I, (V.V) > I

0,tg]

>0 =0
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Jetzt konnen wir mit @ wie folgt abschéitzen.

d V), V(o)) 1 0 e . 2
dt =iy IV O =50 _||V(t0)||2/0 (IV@®)I? = K (span{V (t),e(®)}) [V (#)]?) dt
B ”(CI)Vl)(tO)HQ /OO(H(‘I) o V)(#)||* — K (span{V (¢),é(t)}) [[(® o V)(1)[|*) it
<R (span{W (1):4(1)})
§ ||W<1t>u | U@ - Kpangw @) e) W) ar
1 1 o )
= i o V) 2 [ B V) = 1l g [P0

Aus dem obigen Satz kénnen wir folgern, dass der Abstand zum ersten konjugierten Punkt bei
Mannigfaltigkeiten mit gréflerer Schnittkriimmung kleiner ist. Daraus kann man eine Durchmesser-
Abschitzung herleiten, und schlielich feststellen, dass die Fundamentalgruppe dann endlich sein
muss. Wir werden im n#chsten Abschnitt aber sehen, dass fiir derlei Aussagen bereits die Ricci-
Kriimmung ausreicht.

Wir betrachten jetzt dhnliche Diagramme wie im Beweis der Satzes allerdings bei va-
riabler Schnittkriimmung. Sei dazu ®: T,M — T;M eine lineare Isometrie und r > 0 hinreichend
klein, dann betrachten wir

T,M > B.(0,) —— B,(05) C T;M

exppl lexpﬁ (2.1)
M D> By(p) ——— B:(p) ¢ M

Fiir » < p(p) erhalten wir auf diese Weise eine Abbildung F': U — U. Falls die Schnittkriimmung
von M kleiner oder gleich der von M ist, ist diese Abbildung kontrahierend. Wir beginnen mit
einer Voriiberlegung.

2.6. FOLGERUNG. Seien (M, g) und (M, g) vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeiten, seien
Punkte p € M, p € M gegeben, sei r > 0 nicht gréfler als der konjugierte Radius von p in M,
und sei ®: T,M — T;M eine lineare Isometrie. Fir alle v € B,(0,) sei K(E) < K(E) fir alle
Ebenen E C Texp, oM und E cC Texpﬁ@(v))]\z. Sei vy: [a,b] = B;(0,) eine Kurve in T,M, dann gilt

L(exp, o) > L(expz o ®o7) .

Es wiirde hier reichen, Voraussetzungen nur an die Schnittkriimmungen derjenigen Ebenen
in Texp, oM bzw. Texpﬁ@(v))M zu stellen, die den Geschwindigkeitsvektor der Geodétischen c¢,
bzw. c(y) enthalten, aber wir wollen es mit der Allgemeinheit nicht {ibertreiben.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass

om0 2 [ Semyov o)

fiir alle ¢ € [a,b]. Wir fixieren also ¢ und betrachten die Geodétischen c: [0, ||y(t)]]] — M von p
nach exp,(y(t)) und ¢: [0, [|y(¢)[|] — M von p nach exp;(®(v(t))) mit

)=y () e =emg(2(F))
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Entlang dieser Geodétischen betrachten wir die Jacobifelder

X(s) = d s expp< s3(0) )

O @)
g (A GO0 Y s,
= w (o e ) her T ol
=Y(s)+ Z(s)

und analog

¢ sy(t) % ,
X(s)=d ,sy0 exp-(@( )) Y(s)+ Z(s) .
(g O\ @l
Dabei sind Y und Z_(Y und Z) nach dem Gauf-Lemma [1.89) _ 9| der vertikale und der tangentiale
Anteil von X (bzw. X). Wahrend

12(s)] = 2@ ®)

=Z()],
oI 12 (sl

gilt Y(0) = Y(0) = 0 und ¥ (0) = &(V(0)).
Da |[(t)|| < r kleiner als der konjugierte Radius von p in M ist, diirfen wir den Vergleichssatz
von Rauch anwenden und erhalten
Y ()l = Y (s)ll  fiir alle s € [0, [v(&)]] ,

also auch
IX I = 1Y ()P + 121 2 1Y I + 1 Z(s)I1F = 1X ()]

Fiir s = ||y(t)|| erhalten wir insbesondere
d

it ) = lldaey exp, (3] = [ X (VO]

exp,, ° ¥)(

> X (D] = s expp@GOD] = | Fepporeon] . O

Wir kommen nun zu der vor Folgerung [2.6] angedeuteten Aussage.

2.7. DEFINITION. Eine Abbildung F': (X,d) — (X,d) zwischen metrischen Riumen heifit kon-
trahierend oder eine Kontraktion, wenn fiir alle z, y € X gilt, dass

d(z,y) = d(F(z), F(y)) -
2.8. FOLGERUNG. Unter den Vorausseztungen von Folgerung sei auflerdem 0 < r < p(p).
Dann ist die Abbildung
;0d 1 Br(p) — Br(p
exp, 0 ® o exp, %(p) g(p)
wohldefiniert und kontrahierend.
BEWEIS. Sei F': B,(p) — B,(p) die obige Abbildung, vergleich ({2.1)). Dann ist F' wohldefiniert,
da exp,: B-(0p) — B;(p) wegen r < p(p) invertierbar ist.
Seien nun zwei Punkte g1, ¢2 € B: (p) gegeben, und sei c: [0,L] — B,(p) C M eine kiirzeste
Geodétische von g nach go. Aus der Dreiecksungleichung folgt

L=d(q1,¢2) <d(q1,p) +d(p,g2) <7,

wéhrend jede Kurve, die B, (p) verlédsst, lianger als r ist, siehe Beweis von Folgerung Somit
verlduft ¢ in B, (p).
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Also existiert eine Kurve v: [0, L] — B,(0,) C T, M mit c(t) = exp,(y(t)) fiir alle ¢ € [0, L]. Die
Kurve exp; o ® oy verbindet F'(q1) und F(g2). Wegen Folgerung [2.6| gilt

d(F(q1), F(g2)) < L(expz o @ o) < L(exp, o) = L(c) = d(q1,¢2) ,

mithin ist F' kontrahierend. O
2.9. BEISPIEL. Wir geben ein Beispiel dafiir, dass in Folgerung nur Bille vom Radius @
betrachtet werden diirfen. Dazu sei etwa M = RP™, und sei M = M die Sphére mit Radius ﬁ

und konstanter Schnittkriimmung x, wobei 1 < k < 4. Nach Ubung 4 von Blatt 9 ist p(p) = g fir
alle p € RP". Wihle v € S,M und § < L < ﬁ Dann gilt
d(cy(L), co(—L)) = d(co(L), co(r = L)) =7 — 2L,

wobei die kiirzeste Geodétische gerade durch c¢,|(z 1] gegeben ist.
Sei entsprechend p € M, und v € S;M;!. Da L < ﬁ, liegen die Punkte exp;(+Lv) in der
Hemisphére um den Punkt p, und die kiirzeste Geodétische dazwischen ist ¢z|[_p, 7). Also folgt

d(F(Cv(L))7F(CU(_L))) = d(éﬁ(L)’éﬂ(_L)) =2L>m—-2L= d(cv(L)’CU(_L)) )

und F' ist nicht mehr kontrahierend fiir Radien r > @ =7

2.10. BEMERKUNG. Wir interpretieren Folgerung als Vergleichssatz fiir kleine Dreiecke. In
Abschnitt werden wir dieses Argument ausbauen zum Vergleichssatz von Toponogov fiir
Dreiecke beliebiger Grofle.

Wir betrachten die Konstruktionsaufgabe SWS aus der elementaren Geometrie. Unter den
Voraussetzungen von Folgerungwéihlen wir Dreiecke in M und M, mit Ecken A, B, C und A =
F(A), B = F(B), C = F(C), wobei C = p und C = p gelte. Dann haben die Dreiecke AABC
und AABC den gleichen Winkel v bei C bzw. C und die gleichen Seiten a = d(B,C) = d(B,C) < §
und b =d(A,C) =d(A,C) < %, aber es gilt ¢ = d(A, B) > ¢ = d(A, B).

Das Argument aus dem Beweis von Folgerung ldsst sich noch ein bisschen verallgemeiern:
der obige Vergleichssatz gilt immer noch, falls a + b < r gilt, denn dann verlduft die Seite ¢ immer
noch ganz in B, (p).

Aus dem Vergleichssatz von Rauch folgt unmittelbar eine sehr starke Aussage iiber die Topologie
von Mannigfaltigkeiten mit nichtpositiver Schnittkiimmung.

2.11. SATz (Hadamard-Cartan). Sei (M, g) eine vollstindige, zusammenhdngende Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K < 0, und sei p € M. Dann ist exp,: T,M — M eine

universelle Uberlagerunyg.

BEWEIS. Wir setzen M = T,M und p = 0,. Da (T,M, g,) ein Euklidischer Vektorraum ist, gibt
es keine konjugierten Punkte in M. Aus dem Satz von Rauch folgt, dass Jacobifelder in M nicht
langsamer wachsen als in T}, M, insbesondere gibt es in M dann ebenfalls keine zu p konjugierten
Punkte. Nach Bemerkung ist also exp,, ein lokaler Diffeomorphismus.

Wenn exp,, ein lokaler Diffeomorphismus ist, dann ist die zurtickgeholte Metrik expj, g mit

(exp; 9o(w,y) = Gexp, o(dy expp(x)u dy epr(y))
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nirgends ausgeartet. Die Exponentialabbildung von (7,,M, exp; g) am Punkt 0, ist gerade die Iden-
titdt auf T, M = T, T, M, wie im folgenden Diagramm
T, T,M —% T,M

~

expo, l:id lexpp

. exp
(TyM,exp}g) —— (M,g) .

Dabher ist die Riemannsche Mannigfaltigkeit (7}, M, expy g) nach dem Satz von Hopf und Rinow
vollstéindig. Nach Lemma [1.118] ist exp daher eine Uberlagerung. Da T,M einfach zusammen-
héngend ist, ist exp,: T, M — M eine universelle Uberlagerung. O

2.12. BEISPIEL. Zu den Mannigfaltigkeiten mit nichtpositiver Schnittkriimmung gehoren etwa
die S1, die Tori T = (S')", sowie alle hyperbolischen Mannigfaltigkeiten, also z.B. die hyperboli-
schen Fliachen aus Beispiel [1.138] siehe dazu auch Satz([1.136

2.13. BEMERKUNG. Die Aussage des Satzes von Hadamard-Cartan ist stérker als sie auf den
ersten Blick aussehen mag. Sie besagt, dass eine vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit M mit
nichtpositiver Schnittkriimmung ein K (7, 1) ist, und damit bis auf Homotopiedquivalenz durch die
Fundamentalgruppe 71 (M, p) eindeutig bestimmt wird. Insbesondere lassen sich zahlreiche wichtige
topologische Invarianten allein aus m1(M,p) ausrechnen. Dazu gehort unter anderem die (Ko-)
Homologie von M mit beliebigen Koeffizienten, etwa auch die de Rham-Kohomologie. Wenn M
kompakt ist, legt die (Ko-)Homologie mit Koeffizienten in Z/27Z, und damit die Fundamentalgruppe,
die Dimension von M fest.

Zum Vergleich: die Sphéiren S™ mit n > 2 haben alle die gleiche Fundamentalgruppe {e} und
sind ebenfalls kompakt, aber ihre Dimensionen sind verschieden.

AuBerdem ist die Fundamentalgruppe stets unendlich, wenn M selbst kompakt ist. Denn
sei m: M — M die universelle Uberlagerung. Da ein kompaktes M endlichen Durchmesser hat,
folgt fiir R > diam(M) und p € M also

M=r"M)=n"Brp)= |J Ba®).
per—{p}
Aber exp; TpM ist sicher nicht in einer endlichen Vereinigung von Béllen mit endlichem Radius
enthalten, folglich ist 7=1{p} und damit auch 7 (M, p) unendlich.

2.2. Ricci-Kriimmung und Volumenvergleich

Wir betrachten jetzt die Ricci-Kriimmung einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Eine untere
Schranke an die Ricci-Kriimmung liefert uns eine obere Schranke an das Volumenwachstum von
Riemannschen Billen. Hieraus lassen sich interessante Volumen- und Durchmesser- Abschitzungen
ableiten.

Sei ric,, die Ricci-Kriitmmung von (M, g) am Punkt p. Wir schreiben

ric, > cgp = ric, (v, v) > ¢ gp(v,v) fir alle v € T,M
und ric > c¢g, wenn das fiir alle p € M gilt.

2.14. Satz (Bonnet, Myers). Sei (M, g) vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric >
(n—1) kg fir ein k > 0. Dann gilt diam(M) < % Insbesondere ist M kompakt und hat endliche

Fundamentalgruppe.

Somit ist die Situation hier bereits vollig anders als bei nichtpositiver Schnittkriimmung, siehe
Bemerkung [2.13]
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BEWEIS. Es sei ¢ eine nach Bogenlinge parametrisierte Geodatische in M, und es sei £ = %
Wir wollen zeigen, dass die Indexform I, , nicht positiv definit ist. Nach Propositi folgt
1.110

daraus némlich, dass c(t) zu ¢(0) konjugiert ist fiir ein ¢ € [0,¢]. Nach Proposition folgt,
dass C|[07 1) keine kiirzeste Geodétische ist fiir L > £. Wenn aber keine kiirzeste Geodétische linger
als ¢ sein kann, dann ist der Durchmesser von M hochstens 4.

Es seien eq, ..., e, eine Orthonormalbasis aus parallelen Vektorfelder lings ¢ mit ¢ = ej.
Fiir i = 2, ..., n betrachte Vektorfelder V; € X" (c|jg ) mit

Vi(t) = sin(v/k t) e;(t) .

Wir wollen zeigen, dass bereits I, nicht positiv definit ist. Dazu rechnen wir

l[0,]

Z cliog (Vi, Vi) = / Z H\/E cos(vVkt) et )H — <Rsin(\/ﬁt)ei7elelaSin(\/gt)ei>) dt
¢
= /0 ((n— 1)k cos(v/kt)* — sin(y/kt)? ric(er, e1)) dt
4
<(n-1) /i/ (cos(\/Et)2 - sin(\/ﬁt)Q) dt
0

Jci

=(n— 1)/{/0\/Ecos(2\/ﬁt) dt =

Da diam (M) endlich ist, ist M nach dem Satz von Hopf und Rinow kompakt. Sei 7: M —

M eine universelle Riemannsche Uberlagerung, dann erfilllt auch M die Voraussetzungen dieses
Satzes, ist also kompakt. Fiir p € M und § € 7~ 1(p) € M besitzt die Teilmenge

mHpt={~(p) |vem(M,p) } c M

keinen Héufungspunkt, da m (M, p) nach Satz|1.130| (1) eigentlich diskontinuierlich operiert. Da M
kompakt ist, muss 7~ {p} endlich sein. Da 71 (M, p) frei operiert, ist dann auch 71 (M, p) endlich. [

2.15. BEMERKUNG. Die Abschitzung im Satz von Bonnet-Myers ist optimal, denn fiir die Sphé-
re M} mit Schnittkrimmung x > 0 gilt
ric=(n—1)kg und diam(M}) = % .

Wir werden in Satz sehen, dass umgekehrt eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) mit ric >
(n—1)kg und diam(M) = % fiir ein kK > 0 bereits isometrisch zu M ist

Das Hauptaugenmerk in diesem Abschnitt richtet sich auf Volumina von Teilmengen in Man-
nigfaltigkeiten. Wir wiederholen die relevante Definition 3.24 aus dem letzten Semester.

2.16. DEFINITION. Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢: U¥ —
V¥ eine Karte, und sei h: M — [0, 00) eine Funktion. Falls h o o~ ! integrierbar ist, definieren wir
das (Volumen-) Integral von h iiber U¥ als

Jpavoly= [ (hoe ol = [ nie @) derte)

N[

dat ... da™ .

Dabei heiit dvol? = det(gf)% das Volumenelement von (M, g) in der Karte ¢.
Sei jetzt A = { @;: Uy — V; | i € I } ein Atlas von M und (1););cs eine untergeordenete Partition
der Eins, siche Abschnitt Wenn die folgenden Integrale existieren und ihre Summe konvergiert,
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dann heifit h: M — [0, 00) integrierbar und

hdvol, = / ;- hdvol
[ sl =3 [ vl
das (Volumen-) Integral von h iiber M. Fiir beliebige h: M — R schreibe h = ht — h~ mit h* =
max(0,+h): M — [0,00). Dann heifit h integrierbar, wenn ht und h~ integrierbar sind, mit

/ h dvol, = / ht dvol, — / h™ dvol, .
M M M

Sei schlieflich A C M eine Teilmenge und sei 14: M — {0,1} die Indikatorfunktion von A.
Falls 14 integrierbar ist, ist das (n-dimensionale) Volumen von A definiert als

vol(A) = / 1advoly .
M

Aus der Integraltransformationsformel folgt, dass | g hrdvoly weder vom Atlas noch von der
gewihlten Partition der Eins abhéngt.

2.17. BEMERKUNG. Wir erinnern uns an ein paar Rechenregeln aus der linearen Algebra.

(1) Auf den symmetrischen reellen n x n-Matrizen definiert (A, B) = tr(AB) ein Skalarpro-
dukt. Aus der Cauchy-Schwartzschen Ungleichung folgt

tr(A)? = (A, E,)? < (A, A)(Ep, B,) = n tr(A?)

fiir alle symmetrischen Matrizen A € M, (R).
(2) Sei A(t) eine Familie invertierbarer Matrizen. Aus

d (A(t) A7) = A(t) A(t) ™" + A(t) ﬁ(A(t)—l)

0=—
dt dt

folgt
d

a(A(t)_l) = —A@t)"L A®) - A@)TE.
(3) Sei A: I — GL,(R) eine Familie invertierbarer reeller Matrizen, wobei I C R. Es sei adj A
die Adjunkte von A, dann gilt

%det(A(t)) = tr(adj A(t) - A(t)) = det(A(t)) tr(A(t) "t A1) .

Im folgenden Satz wollen wir das Volumenelement in Normalkoordinaten abschéitzen. Fiir ein-
dimensionale Mannigfaltigkeiten sind Normalkoordinaten das gleiche wie Parametrisierungen nach
Bogenlidnge s, und das Volumenelement ist ds. Somit interessieren uns jetzt nur noch Mannigfal-
tigkeiten der Dimension > 2.

Die Ricci-Kriimmung ric(v,v) ist eine Art Mittelwert der Schnittkriimmung aller Ebenen F
durch den Vektor v. Wir kénnten erwarten, dass eine Schranke an die Ricci-Krimmung so etwas
wie eine Schranke an das ,,gemittelte“ Wachstum von Jacobi-Feldern liefert. Der folgende Satz zeigt,
dass das in gewissem Sinne sogar moglich ist.

2.18. SATz (Bishop). Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit n >
2, sei p € M, und sei c(t) = exp,(tv) eine Geodditische mit Startvektor v € SyM. Sei k(t) =

—Lric(é(t), é(t), und sei h € C*°(R) die Lésung der Differentialgleichung
h+kh=0 mit h(0)=0 und h(0)=1.

Ferner sei

N[ =

xp;, ! <=1
a(t) = det (9;)1% ) : so dass  dvoly " |, = a(t)da’ - da" .
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Dann gilt
n—1 a(t) h(t) 1 1
—~ < (n—-1)—= da t" t) < h(t)"
ot S alt) < h(t)
fiir alle t > 0 kleiner als die kleinste positive Nullstelle tg von a, also bis zum ersten konjugierten
Punkt auf c,. Falls in einer der beiden Gleichungen bei t Gleichheit gilt, so folgt K(E) = k(s) fiir
alle s € [0,t] und alle Ebenen E C T,y M mit ¢(s) C E.

BEWEIS. Entlang von ¢ betrachten wir parallele Vektorfelder ey, ..., e, € X(c) mit e, = ¢ so
dass e1(t), ..., en(t) fiir alle ¢ eine Orthonormalbasis von T, M bilden. Aulerdem betrachten wir
Jacobifelder V1, ..., V;,_1 € X¥(¢) mit den Anfangsbedingungen

Vi(0)=0 und  Vj(0) = ¢;(0)

firallei=1,...,n—1.
Wir definieren eine Familie von Matrizen A(t) = (ai;(t))i; € My—1(R), so dass

n—1
Vi(t) = aijei(t) .

i=1

Der Kriimmungstensor liefert eine Familie symmetrischer Matrizen

R(t) = (rij(t))ij = (Be,t),en(vyen(t), €5(t))ij € Mn_1(R) .

Da die Felder e; parallel sind, folgt aus der Jacobigleichung

n—1 n—1
0= V](t) + R\/j(t),en(t)en(t) = Z dij (t) e,;(t) + Z TikQkj €i(t) s

i=1 ik=1

durch Koeffizientenvergleich also

A+R-A=0  mit A(0)=0und A(0) = E, .
Wir wihlen e; = e1(0), ..., e, = e,(0) als Orthonormalbasis von T,M beziiglich g,, also

gilt e, = v. Nach Bemerkung gilt

. 1 1
diy expy(en) = ¢(t) = en(t) und diy expy(ei) = n diy exp,(te;) = 7 Vi(t)

fuiri=1, ..., n— 1. In Normalkoordinaten ¢ = exp,’ L gilt somit
1
Vi), Va(t)) M@)Vn1®) g\ 2
P . e
1
—1\ =
) =det(g.?" )% = det : : :
a( ) (gtv > (Vn_l(t),Vl(t)> (Vn—l(t):vn—l(t» 0
e e I A
0 1

= det(A(t)*A(t))% = 17" det(A(t)) .
Wir setzen B(t) = A(t) - A(t)~", dann gilt

d

p log det(A(t)) = tr(B(t))

nach Bemerkung (3). Die Matrizen B(t) sind symmetrisch. Denn sei ¢(¢y) nicht zu ¢(0) lings ¢
konjugiert, dann existieren Jacobifelder Wy, W,_1 mit W;(0) = 0 und W;(t9) = e;. Insbesondere
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sei A7! = (a¥);;, dann gilt

n—1 n—1

Wi(t) =) o’ (to) Vj(t)

j=1 J,k=1

I
Q
.
=
—~
~
~—
S
S
—~
~
(=)
~
@
<
—~
~
~—

Insbesondere schlieffen wir daraus, dass

bij(to) = (Wj(to), €i(to)) = (Wj(to), Wilto))

to . . ..
N /0 (W (1), W) + (W5 (), Wi(1))) dt

to . .
= [ O 50) = (Rurcr ). W0 e = bt
Wegen Bemerkung (2) erfiillt B die Riccati-Gleichung
B=A-A"1'-A.(A14A"YY = —rR- B%.
Wir bilden die Spur und wenden Bemerkung (1) an, das liefert
. B 2
t(B) = — tr(R) —te(B%) < —(n — 1)k — B

—— n—1"

=ric(¢,¢)

Wir beweisen jetzt die erste Aussage des Satzes. Dazu definieren wir eine Funktion

h(t) n—1 at)
t)=(m-1 - - .
FO = =1 5 "
Zu zeigen ist f(t) > 0 bis zur ersten Nullstelle von a(t).
Nach Proposition gilt beziiglich der Basis ey, ..., e, von T),M, dass

N 1 g 1
o exp, 2 . . i o
a(0) = det <gij v ) =1 und a(0) = 5 tr( e (Op)> =0.
Wegen h(0) = —k(0)h(0) = 0 liefert die Taylorentwicklung, dass
. : 1+0(t?) n-1 O(t)
1 t)=1 -1 — — =0.
Hm 1) t@)((” Jirow) T 1 110®)
Wie oben gesehen, gilt
n—1 a(t) d

P a(t) = alog(tn_l a(t)) = %logdet(A(t)) = tr(B(t)) ,

insbesondere )
h
f= (n—l)ﬁ—tr(B).

Mit Hilfe der Differential- (un-) gleichungen fiir tr(B(t)) und h erhalten wir jetzt

i d(m—n’“”—trw(t»)=<n—1>h“)h“) MO” (B

T dt h(t) h(t)2
tr(B(t))? ht)? h  tr(B)
Zin—l —(n—l)h(t)g——f(t)<h+n_1>-



tr(B)

—— als

Um diese Differentialungleichung besser zu verstehen, wollen wir die Funktion % +
gegeben annehmen. Beachte, dass wir aufgrund der Taylorentwicklungen
. 2.
h@yzmm+¢hmy+§hmy+0@%:t+0@%

und Mﬂ=ﬂ®+ﬂ®+iA@+0WF#&+OW)

das Verhalten dieser Funktion nahe 0 durch

ho tr(AA7Y) 2
E+ﬁ—z+0(t)>0

beschreiben kénnen. Sei ¢y € (0, 00] die kleinste positive Nullstelle von h oder von a, je nachdem,
welche zuerst eintritt. Dann gilt

lim <h + tr(B)) ~ lim % <10g h(t) + 08 det At) detA(t)) -

NO\Ah  n-—1 0 n—1
. (h tr(B) . d log det A(t)
d 1 - = lim —(logh(t) + ———= | = — falls ¢
un t}%<h+n—1> tl/lg)dt(og (t) + — 00 alls o < oo

Wir machen die folgenden Beobachtungen.

(1) Es konnte sein, dass f|(g,) = 0 gilt. In diesem Fall gilt im Satz Gleichheit.
(2) Falls f(t) > 0 fiir ein ¢ € (0, tp), so schreiben wir die obige Ungleichung in einer Umgebung
von t um als
dlog f(t) _ h  tr(B)
dd.  — h mn-—-1"
Man sieht leicht, dass lim, », log f(s) = —oo fiir t1 € (¢, to) nicht méglich ist, also folgt f >
0 auf (¢,tg). Also — wenn f ab einem ¢ positiv ist, bleibt es das bis zur Zeit t.
(3) Wir drehen das Argument unter (2) um. Wenn f(¢) < 0 fiir ein ¢ € (0,%g), so schreiben

wir .
dlog(~ (1) _ _h _tx(B)
dt -~ h n-1
Jetzt folgern wir, dass limg\ 4, log(—f(s)) = —oo fiir t; € (0,¢) nicht moglich ist, also
folgt f < 0 auf (0,¢). Da % + H;B# = 2 + O(t) fiir kleine ¢ positiv ist, kann log(—f(s))

fir s — 0 nicht gegen —oo konvergieren, also kann f nicht gegen 0 konvergieren — im

Widerspruch zu unser Anfangsbedingung.
Wegen gilt f > 0 auf [0,¢), was zu zeigen war.
Die zweite Behauptung des Satzes folgt aus der ersten, da
tnfl t tnfl t
fim L0 7 alt)
(=0 h(t)"=t 150 g1 (¢)n—1

und

n—1 n—1 1 . /
d [t aEt) _t aEt) n +aJ(t)_(n_l)@ <0
dt \ h(t)n—1 h(t)n—1 t a(t) h(t)
bis zur ersten Nullstelle von a oder von h. Es folgt, dass die erste Nullstelle von a nicht kleiner als
die erste Nullstelle von h sein kann, was die Abschitzungen beweist.
Falls bei 0 <t < tg in einer der beiden obigen Abschiitzungen Gleichheit gilt, so muss f|j 4 =0

wegen ([2)) gelten, und es folgt insbesondere tr(B(s))? = (n — 1) tr(B(s)?), woraus folgt, dass B(s)
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fiir alle s € [0,t] jeweils ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist. Wegen der obigen Differentialglei-
chung B = —R — B? gilt das dann auch fiir

R(s) = ((Rey(s),e(5)¢(5), €(8)))ig »
woraus sofort die Behauptung K (F) = k(s) fiir alle Ebenen E € T,,)M mit ¢(s) € E folgt. O

Dieser Beweis lisst sich etwas geometrischer formulieren. Die Funktion 7~ ! a(t) beschreibt ge-
rade das Volumenelement der Sphéire mit Radius ¢ um p in M im Vergleich zum Volumenelement
der Standardsphére — das liegt daran, dass der radiale Vektor ¢(¢) senkrecht auf dieser Sphire steht
und Linge 1 hat. Die Matrix B beschreibt den Weingarten-Operator und die zweite Fundamen-
talform dieser Abstandssphire — das erklirt, warum B symmetrisch ist. Also ist tr(B) genau die
mittlere Kriitmmung, und die Gleichung % log det(A(t)) = tr(B(t)) beschreibt die Volumenénderung
paralleler Flichen. An den eigentlichen Rechnungen #ndert diese Anschauung aber leider nichts.

2.19. BEMERKUNG. Der Satz von Bishop impliziert den Satz[2.14] von Bonnet-Myers, denn die
erste positive Nullstelle ¢y der Funktion a ist nach Bemerkung [1.108| gerade der erste konjugierte
Punkt langs der Geodéitischen c. Falls £ > 0 konstant ist, gilt

i t
h(t) = su(t) = sin(v/k 1) ‘
VE
Aus dem obigen Satz folgt tp < =, und daraus ergibt sich diam(M,g) < = wie im Beweis des
VE VE
Satzes 2.141

Wir geben jetzt eine weniger technische Anwendung der obigen Resultate.

2.20. SATZ (Bishop-Gromov). Es sei (M,g) eine n-dimensionale vollstindige zusammenhdn-
gende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric > (n—1)k g fir ein k € R. Es seip € M und p € M},

dann ist die Funktion
vol B, (p)

volB,.(p)

monoton nicht wachsend auf (0,00) mit Grenzwert 1 bei r = 0. Aus volB,.(p) = volB,.(p) folgt, dass
die Bille isometrisch sind.

Somit wachsen Bille in M langsamer als in der Vergleichsmannigfaltigkeit M,'. Beachte, dass
der Nenner nicht von p abhéngt.

BEWEIS. Es sei s: SM — (0, 00| die Funktion aus Definition [1.102] also
s(v) :=sup{t >0 d(cy(t),c,(0)) =t} € (0,00] .
Diese Funktion ist stetig nach Lemma [1.112] Fiir den Modellraum setzen wir

. {\% falls k > 0, und
oo  sonst.
Wegen des Satzes von Bonnet-Myers und Proposition gilt
s(v) <s  firalleve SM.
Betrachte die Teilmenge
V, ={tv|veS,M und 0 <t < min(r,s(v)) } C By(0,) C T,M .

Dann ist die Abbildung exp,: V; — B;(p) injektiv nach Proposition 1.105} und es gilt

exp, (V) C B.(p) C By(p) = exp, (V) .
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Hieraus schlieflen wir, dass

—1
volB,(p) = / det(gfg)(pp )dxl-udx" :/ o (|z]) dat - - - da”
. 7

[Ed]

min(r,s(v))
:/ / " La,(t) dt dvol jspn (V) -
S,M Jo

Hier ist ¢°P" die euklidische Metrik auf der Einheitssphire SpM, und a, ist die Funktion a aus
Satz[2.18 zur Geodiitischen ¢, mit Startvektor v € SP M. Im letzten Schritt sind wir von kartesischen
Koordinaten auf 7, M zu Polarkoordinaten {ibergegangen, daher der zusétzliche Faktor "1 aus
der Integral-Transformationsformel. Die Schreibweise dvol spn (v) gibt die Integrationsvariable an.

Fiir den Modellraum M, (x) gilt Gleichheit im Satz von Bishop, es folgt
n—1
_ Wt
(_l(t) — tl—n h(t)n_l — (S ( )) ,

t
somit

min(r,3)
volB,(p) = / / se(t)" " Ladt dvol jspn (v)
SyMn Jo

min(r,3) min(r,3)
= vol§™ ! / se(t)"Hdt = / / se(t)" L dt dvolgspn (v)
0 s,M Jo

denn s, 16st gerade die Differentialgleichung fiir A mit k(t) = x konstant.
Es seien k, und h, wie in Satz zur Geodétischen ¢, definiert. Es folgt k,(t) > x, und daher

d(&w hm0§4ﬂ_a@2 Rolt) | hu®)?

G\sn D) o)) " sn) @2 hu(t) T hu(D)?

Als Startwerte erhalten wir
lim 5(t) - fio (1) = lim
N0\ sk(t)  hy(t) t\0
Wie im Beweis des Satzes folgt

$u(t) o ho(t)

> d L (1) > hy(t) .

o) S ™ s (t) = ho(t)
fiir alle ¢ bis zur ersten Nullstelle von h,. Wegen Bemerkung gilt das insbesondere fiir alle ¢ €
(0, 5(v)).

Wir kombinieren das mit dem Satz [2.18] von Bishop und erhalten
d t"Lla,(t) d t"Lla,(t) d oy ()1

1+0(#?*) 1+0(?) 0
<t+O(t3)_t+O(t3)>_ '

= log W == log oG + 7 logm
sl ) hot) 0 ()
=5 T ay(t) (n—1) hy (1) =1 ho(t) (n=1) sk(t) =0
<0 =0
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bis zur ersten Nullstelle von a,, insbesondere fiir t € (0, s(v)). Insbesondere ist also t:};;”f? mo-

noton nicht wachsend in r.
Es reicht zu zeigen, dass fiir jeden Vektor v € S,M die Funktion

min(r,s(v)) . min(r,3) 1
= fu(r) ::/0 t" av(t)dt//o s(t)" ™ dt

monoton nicht steigt, denn dann gilt das gleiche auch nach Integration iiber S, M. Nach Bemer-
kung gilt im Falle k > 0, dass

vol B, (p) volM . ~ T
= firaller >5=—.
volB,(p)  volMp® Hrater = s NG

Insbesondere diirfen wir also r < § annehmen.
Wir betrachten die Funktion f,(r) zunéchst auf dem Intervall (0, s(v)]. Aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung folgt hier

dolr) _ <r”1ay(r) / st — ()" / ’"tnl%(t)dt> / ( / sl dt)2

- [t - e o /([ Sﬁ(t)"ldt>2 <0.

<0

Auf dem Intervall [s(v), 5] hingegen gilt

CUZY) = —s,(r)"! /OS(U) "L ay(t) dt/ (/OT se(t)"! dt>2 <0.

Damit ist die Ungleichung bewiesen.
Aus den Taylorentwicklungen von "1 a,(t) und s.(t)""! bei t = 0 folgt mit der Regel von
L’Hospital, dass
volB,(p) .. t" la,(t)
im ————= = lim ———=
™NO VolB,(p)  m\0 sk(t)"!
Wir betrachten jetzt den Gleichheitsfall volB,(p) = volB,(p) fiir ein » < 5. Aus der letzten
Abschitzung folgt r < s(v) fiir alle v € S, M, somit r < p(p). Dariiberhinaus gilt

n—1 at) _ g ) s
t ay(t) hoy () ho(t)  si(t)
Aus der zweiten Gleichheit schliefen wir k,(t) = & fiir alle t € [0,7], Aus der ersten Gleichheit folgt
wie im Beweis von dass K(E) = ky(t) = & fiir alle ¢ € [0,7] und alle Ebenen E € T, ;)M
mit ¢,(t) € E. Hieraus folgt, dass die Jacobifelder V' langs ¢, mit Startwert V(0) = 0 die gleiche

Lénge haben wie die entsprechenden Jacobifelder in M. Wie im Beweis von Satz [1.136| erhalten
wir eine Isometrie

=1.

~

T,M > B,(0,) —~— B,(0) C TyM"
exppl lexp;7 O
M > B.(p) —— B:(p) C M}

Man beachte, dass im Beweis dieses Satzes gleich drei unterschiedliche Abschitzungen zusam-
menkommen (die Spurabschéitzung aus Bemerkung die Abschéitzung des Volumenelementes
mit Hilfe der Riccati-Gleichung in Satz und die Abschétzung s(v) < ﬁ, unter anderem
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mit Hilfe von Proposition . Es ist fast ein kleines Wunder, dass alle diese Abschéitzungen
Zusamimenpassen.

Kommen wir jetzt zu einer interessanten Anwendung des obigen Satzes, dem Durchmesser-
starrheitssatz von Chen. Dieser behandelt wie versprochen den Gleichheitsfall im Satz von
Bonnet-Myers.

2.21. SATZ (Cheng). Es sei (M, g) eine n-dimensionale, vollstindige, zusammenhdngende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit n > 2 und ric > (n — 1)k g fir ein K > 0. Wenn diam(M) > %
gilt, dann ist (M, g) isometrisch zur runden Sphdre M} = ﬁ Snc R

BEWEIS. Setze R = = = diam(M}). Aus Satz folgt R = diam(M). Aus dem Satz
von Bishop-Gromov folgt
volM  volBg(p) <
volM™ ~ volBg(p) ~
fiir alle r und alle p € M, p € M.
Da M kompakt ist, existieren Punkte p, ¢ € M mit d(p,q) = R. Seien p, ¢ € M Antipoden

mit d(p, ) = R, dann gilt

vol B, (p)
vol B, (p)

0 = B.(p) N Br—+(q) = Br(p) N Br—+(q) -

Wir schlielen daraus, dass

volM
volM 2 volB, (p) + volBr—r(0) 2 v

(volB,(p) + volBr—y(7)) = volM .

=volMpn

vol By (p)
vol By (p)

wir den Limes r N\, 0 betrachten, sehen wir, dass volB,(p) = volB,(p) fiir alle r gilt. Nach dem Satz
von Bishop-Gromov sind B, (p) und B, (p) fiir alle r € (0, R) isometrisch, aus Stetigkeitsgriinden
also auch fiir » = R. Insbesondere sind auch M = Bg(p) und M = Br(p) isometrisch. O

Da in der obigen Ungleichung Gleichheit gilt, ist das Verhéltnis

von r unabhéngig. Indem

2.3. Fundamentalgruppe und kiirzeste geschlossene Kurven in kompakten
Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt wollen wir einige weitere topologische und geometrische Eigenschaften
von Mannigfaltigkeiten positiver Schnittkriimmung herleiten. Dabei nutzen wir aus, dass es in
jeder nicht einfach zusammenhéngenden kompakten Mannigfaltigkeit immer kiirzeste geschlossene
Kurven gibt.

2.22. DEFINITION. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine Schleife in M ist eine stetige Abbil-
dung 7: [0,1] — M mit v(0) = (1). Zwei Schleifen 7o, v1 heiflen (frei) homotop, wenn es eine
stetige Abbildung h: [0,1]2 — M gibt mit

h(t,i) = i(t) und h(0,s) = h(1,s)
fiir alle s, t € [0,1] und ¢ € {0,1}. Eine Schleife, die zu einer konstanten Schleife frei homotop ist,
heifit zusammenziehbar.

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann ist eine geschlossene Geoditische eine
Geoditische c¢: [0,1] — M mit ¢(0) = ¢(1) und ¢(0) = ¢é(1).

Diese Definition und das folgende Lemma funktionieren fiir beliebige topologische Rdume.

2.23. LEMMA. FEs sei M eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit und p € M. Dann gibt es eine
natirliche Bijektion von freien Homotopieklassen von Schleifen von M und Konjugationsklassen in
der Fundamentalgruppe m (M).
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BEWEIS. Zun#chst ist jede Schleife frei homotop zu einer Schleife am Punkt p. Dazu wihle
einen Weg o von 7(0) = (1) nach p und definiere frei homotope Schleifen v5 = a|[6,18]’yal[0,5} fiir
alle s € [0,1]. Dann ist g = «, und ~; ist Schleife an p.

Seien nun g, v; zwei Schleifen am Punkt p, und sei h: [0,1]> — M eine freie Homotopie
zwischen ihnen. Setze o(t) = h(0,t) = h(1,t), dann ist o eine Schleife an p, und man kann eine
Homotopie h zwischen v, und o~ 1yg0 konstruieren. Es folgt, dass [y1] = [¢]*[yo][o] € 71 (M, p).

Wenn umgekehrt 4o und ; Elemente ein und derselben Konjugationsklasse von 71 (M) repré-
sentieren, etwa [y1] = [0]7[y0][o], dann ist 4o frei homotop zu o~!ypo wie im ersten Schritt des
Beweises, und o~ 'vgo ist homotop zu 7. (Il

2.24. BEMERKUNG. Sei M zusammenhéngend. Ohne Angabe eines Basispunktes sind Elemente
in w1 (M) bis auf Konjugation wohlbestimmt nach Bemerkung Wir diirfen also von Konju-
gationsklassen in 7 (M) sprechen.

AuBlerdem sehen wir leicht, dass eine Schleife genau dann zusammenziehbar ist, wenn sie frei
zusammenziehbar ist. Wir diirfen hier also den Zusatz ,,frei“ weglassen.

Wir geben ein niitzliches Kriterium dafiir an, dass eine Schleife nicht zusammenziehbar ist.
Dazu beweisen wir jetzt doch noch einen wichtigen Satz iiber Uberlagerungen.

2.25. SATz (Homotopieliftungssatz). Es sei: M — M eine Uberlagerung, es seien F': N — M
und H: N x [0,1] — M stetige Abbildungen mit (m o F)(p) = H(p,0) fiir alle p € N.

N Lw
J{x{o} lw
Nx[0,1] —2— M.
Dann ezistiert genau eine stetige Abbildung H: N x [0,1] — M mit o H = H und H(p,0) = F(p).

BeEWwEIS. Wir betrachten zunéichst p € N. Zu jedem ¢ € [0, 1] existiert eine gleichmiBig iiberla-
gerte Umgebung U von H(p,t) € M wie in Deﬁnition insbesondere gilt also 7~ }(U) 2 U x X
fiir eine diskrete Menge X. Da [0, 1] kompakt ist, existieren endlich viele 0 = tg < t; < -+ < t, = 1,
gleichméfig iiberlagerte offene Mengen U; und diskrete Mengen X, so dass

H(p,t) e U; fir alle 1 <i <k und ¢ € [tj_1,t;]

und 7~ 1(U;) = U; x X;. Wegen Stetigkeit von H und Kompaktheit von [0, 1] existiert eine zusam-
menhéngende Umgebung V' von p, so dass

H(q,t) € U; fir alle g € V, alle 1 <i < k und alle ¢ € [t;_1,1;] .
Wegen Stetigkeit von F ist die zusammengesetzte Abbildung

vV Ll U) — Uy x Xi —— X

konstant, da V zusammenhéngend ist. Sei z; € X der Bildpunkt, dann definieren wir H |le[t07t1]
durch

H(g,t)= (H(q,t),v1) €U x X1 2 '(U1) C M fiir alle g € V und alle ¢ € [to, t1] -

Das liefert offensichtlich eine stetige Abbildung. }

Wir setzen dieses Verfahren induktiv fort, indem wir H fortsetzen durch
H(g,t)= (H(q,t), f;) eUix X;2a ' (U;) c M firalleg € V und alle t € [t;_1,1;] .
Nach endlich vielen Schritten haben wir H auf V x [0, 1] konstruiert.
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Diese Konstruktion ist eindeutig, denn sei ¢ € V/, und sei H' eine weitere lokale Fortsetzung
von F. Wegen Stetigkeit sind die Abbildungen

t—(gq,t)

[tifl,ti] N x [tifl,ti] ’EL—) 7T_1(Ui) 22U, x X, — X;

konstant, und es folgt H'(q,t) = H(q,t) fiir alle t € [0, 1] nach Induktion iiber i.

Da jeder Punkt p in M eine geeignete Umgebung V besitzt, so dass sich F|y auf V x [0, 1]
fortsetzen ldsst, und je zwei solche Fortsetzungen auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich tiber-
einstimmen, kénnen wir H also auch global definieren, und zwar auf genau eine Weise. g

2.26. FOLGERUNG. Jede Schleife v in M am Punkt p lisst sich zu einem Weg 7 in M liften,
wobei 7(0) € 7 1(p) beliebig gewdhlt werden kann.

BEWEIS. In der Notation von Satz ist N ein Punkt, H = ~ und der Anfangspunkt p € M
ist das Bild von N unter F. g

2.27. FOLGERUNG. Sei M eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit mit universeller Uberlage-
rung w: M — M. Sei4: [0,1] — M ein Weg, dessen Bild v = wo# eine Schieife in M ist, d.h., es
gilt my(0) = 7y(1). Dann ist v genau dann in M zusammenziehbar, wenn 4(0) = 7(1).

BewEis. Ubung. O

2.28. LEMMA. Es sei (M, g) eine kompakte, zusammenhingende Mannigfaltigkeit. Dann gilt

(1) Jede Schleife v der Linge L(vy) < 2p(M) ist zusammenziehbar.
(2) Jede freie Homotopieklasse nicht zusammenziehbarer Schleifen wird durch eine kiirzeste
geschlossene Geoddtische realisiert.

BEWEIS. Zu (1) sei p = 7(0). Fiir den Injektivitédtsradius gilt p(p) > p(M). Wie im Beweis von
Folgerung [1.90| verlduft eine Schleife der Lénge L(v) < 2p(M) ganz in B, (p), und wir erhalten
eine Homotopie

p(p

h(t,s) = exp, (s exp, (7(1))) -
Zu (2) sei vy eine beliebige nicht zusammenziehbare Schleife, dann setze
¢ =inf{ L(v') | ¥/ ist frei homotop zu v } .

Wegen (1) gilt £ > 2p(M). Wir kénnen eine Folge glatter, zu vy frei homotoper Schleifen (7;);en mit

lim L(v;) =4

1—00
wiéhlen; diese seien 0.B.d.A. proportional zur Bogenlénge parametrisiert. Insbesondere existiert eine
Konstante C' = max L(7;) mit

d(3i(s), (1)) < C min(ls — t],1 — |s — ¢])

fiir alle ¢ € N und alle s, t € [0,1].

Wir haben also eine Familie gleichgradig stetiger Abbildung in ein Kompaktum M gefunden.
Nach dem Satz von Arzela-Ascoli existiert ein Haufungspunkt in der C°-Topologie, insbesondere
konvergiert eine Teilfolge punktweise gegen eine Schleife v : [0, 1] — M mit

(Yoo (8); Yoo (t)) = € min(|s — £, 1 —[s — #])

fiir alle ¢ € N und alle s, ¢t € [0,1]. Da diese Schleife lokal kiirzeste Verbindung ihrer Punkte ist, ist
sie eine Geoditische. Da dies auch iiber den Punkt 75, (0) = 700 (1) hinweg gilt, ist v geschlossen.
Um zu zeigen, dass v, frei homotop zu + ist, wihle zunéchst ¢ so grof3, dass

d(Yoo(t),7i(t)) < p(M)
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fiir alle ¢ € [0, 1]. Dann existiert eine Homotopie durch kiirzeste verbindende Geodétische, d.h., wir
definieren h: [0, 1] — M durch

h(t,s) = XDy (¢) (s exp;;(t) ('yz(t))) .
Damit ist .o frei homotop zu «;, und somit auch zum urspriinglichen ~. ([l

2.29. BEMERKUNG. Mit dem obigen Lemma und dem Satz [2.11] von Hadamard-Cartan lésst
sich leicht zeigen, dass jede kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung K < 0
geschlossene Geodétische tragt (Ubung).

Als néchstes definieren wir den Begriff der Orientierung, den wir fiir die folgenden Resultate
bendtigen.

2.30. DEFINITION. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Zwei Karten ¢, 1) von M heiflen
gleich orientiert, wenn fiir alle p € U¥ N UY gilt, dass

det(d(y oo™ ") yp) > 0.

Ein orientierter Atlas von M ist ein Atlas A von M, in dem je zwei Karten gleich orientiert sind.
Falls so etwas existiert, heifit M orientierbar. Zwei orientierte Atlanten von M heiflen gleich ori-
entiert, wenn ihre Vereinigung wieder ein orientierter Atlas ist. Die Vereinigung aller zu einem
gegebenen Atlas gleich orientierter Atlanten heifit ein maximaler orientierter Atlas oder eine Ori-
entierung von M.

Ein lokaler Diffeomorphismus F': M — N zwischen orientierten Mannigfaltigkeiten heifit orien-
tierungserhaltend, wenn fiir alle Paare orientierter Karten ¢ von M und % von N und alle p €
U9 NEF~1(UY) gilt, dass

det(d(y o F o g0_1)¢(p)) >0.
Jeder Tangentialraum T, M lésst sich auf zwei Weisen orientieren, und eine Orientierung wihlt

in stetiger Weise an jedem Punkt eine dieser beiden Orientierungen aus; sie besteht aus allen
Basen (v1,...,v,) von T,M, fiir die (vf,...,vy;) eine positiv orientierte Basis des R™ ist.

2.31. DEFINITION. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Es sei o(7,,M) die Menge aller
Orientierungen von 7,,M, dann heif3t

m:io(TM) = | o(T,M) =M  mit (p,0)—p
peEM
die Orientierungsiiberlagerung von M.
Eine Schleife v in M heifit orientierbar, wenn sie sich zu einer Schleife in o(T M) liften ldsst.
2.32. BEMERKUNG. Sei M differenzierbare Mannigfaltigkeit, und sei 7: o(TM) — M die Ori-
entierungsiiberlagerung.

(1) Zunéchst einmal ist o(T'M ) tatséchlich eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, und 7 ist eine
zweibliittrige Uberlagerung von M. Sei etwa ¢ eine Karte von M, dann induziert ¢ fiir
alle p € U¥ eine Orientierung oy auf T, M, so dass dp¢: T,M — R" orientierungserhaltend
ist. Es sei —op die dazu entgegengesetzte Orientierung von T),M, dann folgt

U9 x{1,-1} =71 (U?)  mit (p,£1)— of € o(T,M).
Seien ¢, 1) gleich (verschieden) orientiert, dann erhalten wir
(U x{£1}) N (UY x {F1}) =0  bzw. (U x {£1}) N (UY x {£1}) =0,

und die Kartenwechsel auf M induzieren Kartenwechsel auf o(T'M). Also ist o(T'M) eine
orientierte Mannigfaltigkeit der gleichen Dimension wie M und 7 eine Uberlagerung.
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(2) Auf o(T'M) operiert die Gruppe {1, —1} durch Beibehalten bzw. Wechsel der Orientierung
an jedem Punkt von M; es folgt M = o(TM)/{1,—1}, und 7: o(TM) — M ist die
Quotientenabbildung.

(3) Wenn M orientiert ist, folgt o(TM) = M x{1, —1}, wobei (p, 1) der gewéhlten Orientierung
auf T,M entspricht. Wenn umgekehrt o(T'M) = M x {1, -1} gilt, wobei 7 zur Projek-
tion auf den Faktor M wird, dann lisst sich M orientieren, indem T, M mit der (p,1)
entsprechenden Orientierung versehen wird.

(4) Es sei «: [0,1] — M eine Schleife in M. Wir wihlen eine Basis (e1(0),...,e,(0)) und

setzen diese stetig fort zu einer Familie von Basen (e1(),...,en(t))icpo,) € X(7). Die
Orientierungen dieser Basen beschreiben einen Lift 4 von v nach o(T'M). Folglich ist ~
genau dann orientierbar, wenn (e1(0),...,e,(0)) und (e1(1),...,en(1)) gleich orientierte

Basen von T, )M sind.

2.33. LEMMA (Lemma von Synge). Es sei M eine zusammenhdingende, kompakte, n-dimensio-
nale Riemannsche Mannigfaltigkeit positiver Schnittkrimmung.

(1) Es sei n gerade. Wenn M orientierbar ist, ist M einfach zusammenhdngend, ansonsten
gilt m (M) = {1, -1}, und die Orientierungsiberlagerung ist eine universelle Uberlagerung.
(2) Wenn n ungerade ist, ist M orientierbar.

BEwEIs. Wir beweisen hier nur Teil (1). Teil (2) lésst sich mit dhnlichen Methoden zeigen
und ist daher eine Ubung. Zu (1) zeigen wir, dass M keine nicht zusammenziehbare orientierbare
Schleife enthlt.

Wenn M orientierbar ist, dann ist jede Schleife orientierbar, also auch zusammenziehbar, und
es folgt m (M) = {1}. Ansonsten hitte 71 (M) ndmlich mindestens eine nichttriviale Konjugations-
klasse, es wiirde also nicht zusammenziehbare Schleifen geben.

Wenn M nicht orientierbar ist, enthdlt M mindestens eine nicht orientierbare Schleife, also
existiert ein nicht orientierbares Element v € 71 (M ). Angenommen, 7' € 71(M) wiire ebenfalls nicht
orientierbar. Dann wire 4~ 14/ orientierbar, es folgt also v = ~/. Insbesondere gilt 71 (M) = {1, —1}.

Es sei jetzt c¢: [0,¢] — M eine orientierbare geschlossene Geodétische in M mit p = ¢(0) =
¢(f) und v = ¢(0) = ¢(¢). Parallelverschiebung ldngs ¢ definiert eine orientierbare, orthogonale
Abbildung P,: T,M — T,M mit P.(v) = v. Nach dem Satz {iber normale Abbildungen wird P, in
einer geeigneten Orthonormalbasis von T, M dargestellt durch eine Matrix der Form

cos p1 —sinyi
sinp1  cosyi

cos @, —sin @y
singy  cos

-1

1

Da det P. > 0, ist die Anzahl der Eintrdge —1 gerade, da dim 7},M gerade ist, also auch die Anzahl
der Eintrége 1. Nun ist aber v = ¢(0) ein Eigenvektor, also gibt es einen weiteren Eigenvektor w 1 v
zum Eigenwert 1.

Wir setzen w zu einem parallelen Vektorfeld W € X'(¢) lings ¢ fort. Da P.(w) = w, folgt W (0) =
W (£). Sei nun ¢, eine Variation von ¢ mit Variationsvektorfeld W. Da ¢ geschlossene Geoditische
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ist, folgt

d
— L(cs) =0.
dsls=0 (C ) 0

Die zweite Variationsformel aus Satz [[.86] liefert

2 ¢
% L(cs) = /0 (HK@,H2 — K(span{e(t), W()}) lle)* [W(0)]*) dt < 0.
=0 >0

s=0

Insbesondere ist die geschlossene Geodétische ¢ nicht die kiirzeste Kurve in ihrer freien Homoto-
pieklasse. Nach Lemma [2.23| gibt es aber in jeder freien Homotopieklasse nicht zusammenziehbarer
Schleifen eine kiirzeste geschlossene Geoditische. Folglich kann es keine nicht zusammenziehbaren,
orientierbaren Schleifen in M geben. O

2.34. BEMERKUNG. Man sieht leicht, dass RP™ genau dann orientierbar ist, wenn n ungerade
ist. Die Linsenrdume aus Beispiel [[.137] zeigen, dass im ungerade-dimensionalen Fall die Fundamen-
talgruppe zwar endlich ist wegen des Satzes [2.14] von Bonnet-Myers, aber beliebig viele Elemente
enthalten kann.

Auf die Voraussetzung K > 0 kann man nicht verzichten: Indem man das Riemannsche Produkt
eines der obigen Beispiele mit S' oder RP? bildet, erhélt man Gegenbeispiele, in denen allerdings
nur noch K > 0 gilt.

Wir wollen das obige Argument zu einer unteren Abschéitzung fiir den Injektivitédtsradius aus-
bauen. Im Gegensatz zum Satz von Bonnet-Myers erhalten wir dadurch eine untere Schranke fiir
die Grofle der Mannigfaltigkeit. Zunéchst einige Voriiberlegungen.

2.35. PROPOSITION. FEs sei (M, g) kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ezistiert ent-
weder eine geschlossene Geoditische der Linge 2p(M), oder Punkte p, ¢ € M wund eine kiirzeste
Geoditische von p nach q der Linge p(M), entlang der p zu q konjugiert ist.

BEWEIS. Es gilt p = p(M, g) = infyesar s(v), und da SM kompakt ist, wenn M kompakt ist,
wird das Infimum bei v € T, M mit p € M angenommen. Es sei ¢, die Geodétische mit Startvektor v
und ¢ = ¢,(p). Falls pv € T,M zu p konjugiert ist, sind wir fertig.

Anderfalls gibt es eine weitere kiirzeste Geodétische ¢, # ¢, von p nach ¢ nach Ubung 4 von
Blatt 9. Falls pw € T, M zu p konjugiert ist, sind wir wieder fertig. Wir wollen zeigen, dass ¢, und ¢,
ansonsten gemeinsam eine geschlossene Geodétische bilden. Ware das nicht so, dann wiirden sich
die beiden Geodéitischen in p oder in ¢ in einem Winkel < 7 treffen, etwa in ¢. Dann gibt es einen
Vektor u € Ty, M mit

(év(p),u) <0 und (Cw(p),u) <O0.
Nach Voraussetzung ist exp, nahe pv und nahe pw lokal invertierbar. Fiir kleine € > 0 existieren
also Kurven v, w: (—¢,e) — T, M mit

v(0)=wv, w(0) =w und exp,(pv(s)) = exp,(pw(s)) = exp,(su) .
Aus der ersten Variationsformel aus Satz folgt
o) < dpexpy(su) <p  und  [lpw(s)] < dp,exp(su)) < p

im Widerspruch zur Definition des Injektivitétsradius.

Folglich miissen sich ¢, und ¢, bei ¢ im Winkel 7 treffen. Wir vertauschen oben die Rollen
von p und ¢ und sehen, dass sich cv\[Q o] und cw|[07p] auch bei p im Winkel 7 treffen, und daher nach
Umparametrisierung eine geschlossene Geodétische der Lénge 2p(M) bilden. O

2.36. BEMERKUNG. Die kiirzesten geschlossenen Geodétischen auf einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit heiflen auch Systolen.
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(1) Der Injektivitétsradius der runden Sphére ist m. Geodétische zwischen Antipoden kénnen
sich in beliebigen Winkeln treffen. Das ist moglich, da Antipoden entlang jeder Geodéti-
schen konjugiert sind.

(2) Sei M kompakt mit nichtpositiver Schnittkriimmung. Nach dem Satz von Hadamard-
Cartan gibt es keine konjugierten Punkte, also wird der Injektivitdtsradius stets durch
die Systolen realisiert. Da die universelle Uberlagerung keine geschlossenen Geodétischen
enthiélt, schlieen wir aus Folgerung dass die Systolen nicht zusammenziehbar sind,
also durch die Fundamentalgruppe bedingt sind.

2.37. SAaTz (Klingenberg). Es sei (M, g) eine kompakte, orientierbare Riemannsche Mannigfal-
tigkeit gerader Dimension mit Schnittkrimmung 0 < K < k. Dann gilt

diam(M) > p(M) > NGE

BeEwEIS. Wir nehmen an, dass R := p(M) < ﬁ gilt. Nach dem Satz von Rauch ist exp,

fiir alle p auf ganz Bgr(0,) lokal invertierbar. Nach Proposition wird der Injektivitédtsradius
also durch eine geschlossene Geodétische c: [0,1] — M der Liange 2R reprisentiert.

Wie im Beweis des Lemmas von Synge existiert eine Variation von ¢ durch Schleifen c;
mit ¢y = ¢, die fiir 0 # s € (—¢,¢) kiirzer als ¢ sind. Insbesondere gilt d(cs(0),cs(t)) < R = p(M)
fiir alle s # 0 und alle ¢ € [0, 1]. Nach Folgerung existiert eine Abbildung

®:[0,1] x ((—&,e) \ {0}) = {veTM | |lv]| <R} mit (7xexp)(P(t,s)) = (cs(0),cs(t)) -

Da die Abbildung 7 x exp auf der kompakten Menge {v € TM | |[v|| < R} wegen R < %

lokal invertierbar ist, existiert eine Konstant C' mit
|(dyexp™)(w)]| < C |Jw]| fiir alle v € TM mit [[v|| < R und alle w € Ty, M .

Andernfalls gébe es eine Folge von Vektoren w; € T, M C T, M mit |lv;|| < R, |lwi]| = 1
und |[|(dy,; exp)(w;)|| — 0 fiir ¢ — oo, diese Folge hétte wegen Kompaktheit einen Grenzwert uo, €
Ty.o M mit ||veo|] < R, ||tuco|| = 1 und (d,_, exp)(uso) = 0 im Widerspruch zur lokalen Invertierbar-
keit.

Hieraus folgt

LiiJ
|59 <c el se <o

fiir alle s € (—¢,¢) \ {0} und alle ¢ € [0, 1], da auch ||¢s(t)]| fir s € [-5, 5] universell beschrénkt ist.
Nach Arzela-Ascoli konvergiert eine Folge von Kurven ®( -, s;) fiir s; — 0 gegen eine geschlossene
Kurve ¢: [0,1] — T, M mit exp, op = c.

Das steht im Widerspruch dazu, dass ¢ als Lift einer Geodétischen mit ¢(0) = 0, durch eine
radiale Gerade gegeben sein muss. Hieraus folgt p(M) > ﬁ, und die Aussage diam(M) > p(M)

sollte klar sein. OJ

2.38. BEMERKUNG. Die runde Sphére zeigt, dass Gleichheit moglich ist. Insbesondere ist obiger
Satz in gewissem Sinne komplementir zum Satz von Bonnet-Myers. Insgesamt gilt fiir gerade-
dimensionale, orientierbare Mannigfaltigkeiten also

™ ™
— < p(M,g) < diam(M,g) < —— .
= < 0(Mg) < diam(M,g) <
Es gibt keine interessante Starrheitsaussage. Beispielsweise erfiillt CP™ fiir n > 2 die Kriimmungs-
bedingung 1 < K < 4, und es gilt p(CP") = diam(CP") = 7.

Die Bedingung K > 0 ist nétig, um das Lemma [2.33| anwenden zu konnen. Fiir K = 0 bei-
spielsweise kann man Tori mit beliebig kleinem Injektivitdtsradius konstruieren.

0< kg <K<K —
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Die Linsenrdume aus Beispiel [1.137] zeigen, dass die Abschiitzung im ungerade-dimensionalen
Fall nicht moglich ist, denn ihr Injektivitatsradius % wird fiir grofle p beliebig klein.

2.4. Der Winkelvergleichssatz von Toponogov

In diesem Kapitel beweisen wir, dass Winkel beliebiger Dreiecke mit kiirzesten Seiten in vollstéin-
digen Mannigfaltigkeiten der Schnittkriimmung K > k nie kleiner sind als die eines Vergleichsdrei-
ecks mit gleichen Langen in M,}. Fiir kleine Dreiecke konnten wir das als Ubung 2 von Blatt 13 aus
der Folgerung aus dem Satz von Rauch herleiten. Die Verallgemeinerung auf beliebige Dreiecke
erfordert wieder ein paar globale Uberlegungen. Wir werden sie im niichsten Abschnitt benutzen,
um von manchen Mannigfaltigkeiten zu beweisen, dass sie homdomorph zur Sphére sind.

2.39. DEFINITION. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein (geoddtisches) Drei-
eck Acicacs in M besteht aus drei Geodétischen ¢y, ¢a, ¢3: [0,1] — M mit den Eckpunkten p;yo :=
¢i(1) = ¢;+1(0) € M, wobei Indizes modulo 3 betrachtet werden. Es hat die Seitenlingen ¢; und
die Winkel ~; € [0, 7] mit

&' = L(Ci) = HCzH und Yi = Zpi (—éi+1<1),éi+2(0)) .
Ein geoditisches Dreieck Acicacs heiit minimal oder kiirzestes, wenn ¢; = d(p;+1, pi+2) fir alle i.

2.40. BEMERKUNG. (1) Es reicht im allgemeinen selbst bei einem kiirzesten Dreieck nicht,
nur die Eckpunkte py, p2, p3 anzugeben, da es zwischen ihnen mehrere kiirzeste Geodétische
geben kann.

(2) In einem kiirzesten Dreieck gilt die Dreiecksungleichung ¢; < ¢;1+¢; 2, in einem beliebigen
geodétischen Dreieck kann sie aber verletzt sein.

Wir haben im letzten Semester bereits kiirzeste Dreiecke in den Rdumen M fir k € {1,0, —1}
betrachtet. Fiir beliebige x behelfen wir uns mit Skalierungsiiberlegungen wie im Beweis von Pro-
position 3; den Seitencosinussatz in M” haben wir in den Ubung 1 von Blatt 13 kennengelernt.

Wir formuheren jetzt den Satz von Toponogov, der einen &lteren Satz von Alexandrov ver-
allgemeinert. Der Beweis wird den Rest dieses Abschnitts in Anspruch nehmen. Groéflen im Ver-
gleichsdreieck in M} werden mit dem gleichen Symbol bezeichnet wie die entsprechenden Groéflen
im Originaldreieck in M und zusétzlich mit einem Querstrich versehen.

2.41. SATz (Alexandrov, Toponogov). Es sei (M, g) vollstindige Mannigfaltigkeit mit Schnitt-
krimmung K > k, und es sei Acicocs ein Dreieck in M mit kiirzesten Seiten ¢y und ¢z, und
mit b3 < €1+ £y, und 3 < % falls k > 0. Dann existiert ein Vergleichsdreieck A¢i¢ac3 in M) mit

den gleichen Seitenlingen 0; = ; und Winkeln 7, < v1 und Yo < 7a.

Wenn alle drei Seiten kiirzeste Geodétische sind und das Vergleichsdreieck bis auf Isometrie
eindeutig bestimmt ist, erhalten wir offensichtlich auch noch 73 < 3.

2.42. BEISPIEL. Wir betrachten Beispiele von Dreiecken, um die obige Aussage zu verstehen.

(1) Auf dem Zylinder R?/Z x {0} betrachte ein Dreieck mit den Eckpunkten p; = [x1,¥1],
p2 = [z2,y2] und p3 = [0,0] mit 0 < z1 < z3 und x1, o — 2z und 1 — 293 < % Dann ist
die Seite ¢; von po nach ps kiirzer als die eines Dreiecks mit den gleichen Koordinaten
in R?, folglich ist der Winkel im Vergleichsdreieck kleiner, und das selbst bei konstanter
Schnittkriimmung K = . Wir kénnen also nicht wie im Satz von Rauch die Unglei-
chungszeichen bei Voraussetzung und Abschéitzung umdrehen. Fiir ,kleine“ Dreiecke gilt
so eine Abschéitzung immerhin, siehe Aufgabe 1 von Blatt 10.
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(2) Wir wollen jetzt nur noch verlangen, dass ¢; und cy kiirzeste Geodétische sind. Dazu
betrachten wir etwa auf RP? ein Dreieck, dass sich auf S? wie folgt beschreiben lisst.
Wiihle auf dem Aquator zwei Punkte pq, p2 im Abstand d < 5. Es sei p3 ein Punkt auf
der Nordhalbkugel mit

T—d T
5 < d(p1,p3) = d(p2,p3) < R

Wir betrachten die Bilder dieser Punkte in RP? und wéhlen fiir ¢;, ¢o die jeweils kiirzesten
Geodatischen, fiir ¢ hingegen die Geodétische der Lénge m—d. Dann sind die Winkel ~1, o
stumpf. Im Vergleichsdreieck kénnen die Winkel 71, 7, beliebig klein werden fiir d(p1, p3) =
d(p2,p3) — ”T_d. Auf der anderen Seite kann es passieren, dass 73 > 3. Wir werden sehen,
dass das daran liegt, dass c3 keine kiirzeste Geodétische ist.

(3) Es sei jetzt M = S™ = M die runde Sphére mit K = x = 1. Es seien ps und p3 =
—po Antipoden und p; € S™ ein beliebiger weiterer Punkt. Dann bilden die Seiten co
und c3 zusammen einen Halbkreisbogen, insbesondere gilt v; = 7. Fiir ¢; diirfen wir einen
beliebigen Halbkreisbogen zwischen ps und p3 wéhlen, dann folgt 70 = 3 und ¢ = 7 =
ly 4+ f3. Jede andere Wahl von c; liefert ein Vergleichsdreieck, dessen Winkel bei ps, ps3
durchaus kleiner als v9 = 3 werden kénnen. Wir werden also im Satz von Toponogov bei
der Wahl des Vergleichsdreiecks unter Umsténden etwas aufpassen miissen.

Wir beginnen mit einigen Hilfsaussagen, bevor wir weiter unten den Satz beweisen.

2.43. BEMERKUNG. Es sei (M, g) vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit, K C M kompakt

und r > 0. Wir erinnern uns an die Taylorentwicklung der Metrik g®*Pr " in Normalkoordinaten
um p aus Proposition Fir p € K und v, w € T, M mit 0 < ||v|| < r betrachte den Ausdruck

exp71
1o exp, w] = [lwll| ) go " (w,w) ~ lel] _ el VI 00 — el _

2 2 2
[[o]]* [lwll [[o]] [lwll [[of | lw]

(Ilv]1%)
fiir kleine v; dieser Ausdruck ist also auch fiir sehr kleine v beschrinkt.
Aufgrund der Kompaktheit der Menge
{(pv) eTM |pe K, veT,Mmit |v]<r}
existiert also eine Zahl ¥ mit
2

|||do exp, w|| = [Jwll| < 9]Jv]|* [Jw]

fir alle p € K und v, w € T,M mit |jv|| < r. Daraus schlieBen wir folgendes.
(1) Fiir alle 0 < e <7, alle p € K und alle Kurven ~: [0, 1] — B.(0,) gilt
| L(exp, o) = L(7)| < €20 L(v) .

Dazu integrieren wir obige Abschétzung iiber ~.
(2) Essei p € M und g; eine Folge von Punkten in M, die gegen p konvergiert, und es seien v;,
w; € Ty, M Folgen von Vektoren, die fiir i — oo gegen 0, konvergieren. Dann folgt

d(expg, (vi), expg, (wy)) = [lvi — will,, (L+O((Jvsll + [[will)?))

indem wir (1) zum einen auf die Strecke von v; nach w; in Tj,, M anwenden, und zum
anderen auf die kiirzeste Verbindung in M, die einen Ball um ¢; mit Radius [jv;|| + ||w;]|
nicht verlésst, siche Bemerkung [2.10
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2.44. PROPOSITION. Es sei Acicacg ein Dreieck in M mit einer kiirzesten Seite co, wobei ps3
nicht auf der Seite cs liege. Es seit; € (0,1) eine Folge mit t; \, 0 fiiri — oo, es seien b;: [0,1] — M
kiirzeste Geoditische von ps nach q; = c3(t;), und es sei «; der Winkel bei q; im Dreieck Aclbic;),][ti’l].
Dann konvergiert die Folge o; gegen einen Winkel coo < 1.

Auf der anderen Seite konnen die einzelnen «; durchaus grofler sein als der Winkel 1, wie man
an einem Bild leicht erkennt.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass kein Hiufungspunkt o, der Folge a; grofler als ~y; ist. Sei
etwa a ein Héufungspunkt, dann kénnen wir eine Teilfolge i; auswéhlen, so dass die Winkel a;
gegen a und die Geodéitischen b;; gegen eine kiirzeste Geodétische b von p3 nach p; konvergieren.
Indem wir cg durch by, ersetzen, sehen wir, dass a, der grofite Hiufungspunkt sein muss, aber das
gilt natiirlich fiir jeden Héufungspunkt, also kann es nur einen Haufungspunkt geben. Da alle ¢;
im kompakten Intervall [0, 7] liegen, folgt, dass a; gegen ao, konvergiert.

Wir fixieren eine grofie Konstante 1 < 7 € R. Fiir i — oo konvergiert L(b;) — fo > 0
und ¢; — p1, folglich gilt 7d(p1, q;) < L(b;) fiir alle hinreichend grofien i. Wir konstruieren Punkte

r; auf b; mit d(ri,q;) = 7d(p1, ¢)
und s; auf co mit d(si,p1) = d(ri,p1) -

Fiir ¢ — oo kénnen wir Bemerkung auf die Urbilder von p1, 7; in Ty, M unter exp,,
anwenden, und erhalten mit dem Cosinussatz der euklidischen Geometrie, dass

d(p1,si)* = d(p1,7:)?
= d(p1,q)? + d(gi,m:)* — 2d(p1,¢;) d(gi, ) cos(m — a;) + &; d(gi, ;)
=d(p1, qi)2 (1 + 724+ 27 cosay + 5i72) ,

wobei g; — 0 fiir i — oo.
Genauso verfahren wir mit den Urbildern der Punkte ¢; und s; in T, M unter exp;ll, und
erhalten

d(gi,si)? = d(p1,¢)* + d(p1, 8i)* — 2d(p1, q;) d(p1, si) cosy + € d(pr, s;)*

)"+
= d(p1,¢:)* + d(p1,4:)* (1 4+ 7% + 27 cosa; + &;7°) (1 +¢})
—2d(p1,¢)* cosm V1472 + 27 cosq; + g;72

:d(pl,qi) (2—|—7’ + 27 cosa; — 2 cos Y1 \/1—1—724-27 COSO&Z—F&?HTQ),

wobei € und &7 weitere Nullfolgen sind.
Mehrfaches Anwenden der Dreiecksungleichung liefert

d(p1,7i) +d(ri, p3) = d(p1,p3) = d(p1,si) + d(si, p3) = d(ri, p3) > d(si,p3)
d(qi, si) + d(si,p3) > d(qi, p3) = d(gi, i) + d(ri, p3) ,
also  d(qi,si) > d(gi,ri) + d(ri,p3) — d(si, p3)
> d(gi,ri) = Td(p1, gi) -

Wir kombinieren das mit der obigen Gleichung und erhalten

d(p1,q)* (2+ 72 427 cosay — 2 cosy1 V1 + 72+ 27 cosa; + €T 2) = d(qi, si) > 72 d(p1, q;)*
Nach Division durch 27 folgt im Limes ¢ — 0, dass

1 1 2
+cosaoo—cosvl\/1+2+cosai20
T T T
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fiir alle 7 € R. Im Limes 7 — oo gilt wegen ~;, as € [0, 7] also
COS Qi = COS Y1 = Uoo <7 . O

2.45. BEMERKUNG. Den meisten elementargeometrischen Uberlegungen hier liegt der Seitenco-
sinussatz fiir M zugrunde. Im Dreieck A¢;éacs in M gilt je nachdem, ob k > 0, kK = 0 oder k < 0,
dass

COS(\/EZ;),) = cos(\/Efl) COS(\/EEQ) +sin(\/ﬁzl) sin(\/ElE) cos Y3 ,
C=0 0% 20,05 cosvs ,
bzw. COSh(\/TH23) = cosh(ﬁgl) cosh(ﬁ@) — sinh(mzl) sinh(ﬁ@) cos s ,
sieheiUbung 1 von Blatt 12. In jedem Fall hiangt die Seitenlénge Zgibei festgehaltenen Léngen A
und ¢ streng monoton vom Winkel 43 ab, aufler im Fall x > 0 und ¢; = % oder ¥y = ﬁ

Wir koénnen ein (kiirzestes) Vergleichsdreieck in M™ mit vorgegebenen Seitenlingen f1, fo, /3
im Fall k¥ < 0 konstruieren, wenn diese Zahlen alle Dreiecksungleichungen erfiillen. Im Falle £ > 0

benotigt man zusétzlich noch die Annahme
- - - 2
b+l 403 < — .
1+t + 43 < Tk

Aus ihr folgt mit der Dreiecksungleichung auch

Zl + by + 43 s - T — T
< — = T <— ly < — d l3 < — .
b= 2 = Ve = Pk
Diese Folgerungen besagen, dass kiirzeste Geodétische nicht linger als diam M} = ﬁ sein konnen.

Analog folgt aus

- - - 2w

/ / I3 < —

1+ €2+ £3 \/E
auch B - B - B -
< —, by < — und 3 < —

VE VE vk’
und in diesem Fall ist das Vergleichsdreieck bis auf Isometrie eindeutig.

Zur Begriindung der obigen Behauptung betrachten wir den Fall x = 1. Falls ¢; = 0, so
folgt ¢y = ¢3 € [0, 7]; falls ¢, = m, dann folgt ¢3 = m — {5 € [0, 7]; analoges gilt, falls ¢5 € {0, 7}
oder {3 € {0, 7}, alle diese Sonderfélle passen zu den obigen Bedingungen.

Ansonsten seien /1, {9 € (0,7), dann konnen wir das Dreieck A¢;éacs konstruieren, sobald den
Winkel 43 bestimmt haben. Nach obigem gilt

cos ¥5 — cos ¥ cos Uy

COS Y3 = P
sin ¢y sin /s

Das ist losbar, wenn die rechte Seite in [—1, 1] liegt, wenn also
:]:(COSZQ, — costq COSZQ) < gin f; sin fo ,
d.h., wenn cos(f1 + £2) < cosl3 < cos(fy — {3) .

Aufgrund der Symmetrien der Cosinusfunktion und da ¢y, fs, f3 € [0, 7], ist die erste Ungleichung
dquivalent zu

U3 < 01+ 0y und U3 <21 — 01 — Uy,
und die zweite zu
by >y — 1t und b3 >ty — Ly,
aber das sind genau die oben genannten Bedingungen im Falle x = 1.
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2.46. BEMERKUNG. Wir betrachten zwei aneinanderstoende Dreiecke in M2 mit den Eckpunk-
ten p, g, s beziehungsweise g, 7, s. Es gelte d(p, q)+d(q,r) <d(p,s)+d(s,r), und Lpgs+ Lsqr < .
Elementargeometrische Uberlegungen liefern folgendes.

(1) Es gilt auch Zpsq + Zgsr < 7. Im Falle k < 0 wiirden andernfalls ¢ und s auf der
gleichen Seite der Geodétischen durch p und r liegen, und das steht im Widerspruch zur
Annahme d(p, q) + d(q,7) < d(p, s) + d(s,r). Im Falle k > 0 iiberlegt man sich zunéchst,
das die kiirzeste Geodétische von p nach r auf der selben Seite der Geodétischen durch p
und ¢ liegt wie r und umgekehrt, und zwar da Zpgs+ Zsqr < w. Anschlieffend argumentiert
man weiter wie im Fall k < 0.

(2) Es sei ' € M? ein Punkt mit d(r',s) = d(r,s) und d(r',p) = d(p,q) + d(¢q,r). Dann
gilt Zqps > Zr'ps und Zqrs > Zpr's. Um die erste Aussage zu zeigen, betrachten wir
zunichst den Punkt r” auf der Fortsetzung der Geoditischen durch p, ¢ mit d(q,r”) =
d(q,r), mithin d(p,r"”) = d(p,r’). Aus dem Seitencosinussatz und der Voraussetzung an
die Winkel bei ¢ folgt d(r”,s) > d(r, s). Wiederum aus dem Seitencosinussatz folgt

Zqps = Zr'"ps > Lr'ps .

Die zweite Aussage folgt analog, wenn man die Punkte p und 7’ gemeinsam so um s dreht,
dass v’ auf r zu liegen kommt.

Im Beweis werden die obigen Uberlegungen und Proposition benutzt, um den Satz von
Toponogov von zwei Teildreiecken auf das ganze Dreieck zu iibertragen. Dazu sei Acjcocs wie im
Satz gegeben, insbesondere sind ¢y, co kiirzeste Geodétische. Es sei p’ = ¢3(t) fiir t € (0,1), es sei a’
eine kiirzeste Geoditische von p’ nach p3, und es sei b’ Limes einer Folge kiirzester Geoditischer
von p3 nach c3(t;), wobei ¢; \ t. Es seien o/, ' die Winkel bei p’ in den Dreiecken Aa'cacsljo g
und Acy ezl q)-

Wir setzen die Vergleichsdreiecke Apgs und Agrs in M2 wie oben aneinander. Die obigen
Voraussetzungen sind erfiillt, denn nach den Voraussetzungen im Satz und Proposition
gilt

d(p,q) +d(q,r) = L(csljo,) + Lcslj,y) = €3 < l1 + le = d(r,s) + d(p, s)
und Ipgs+ Zsqr <o +p' < 7.
Das oben konstruierte Dreieck mit den Ecken p, r’, s ist das Vergleichsdreieck fiir Acjcaocz. Wenn

fiir Ad’ cacsljo, und Acit/ csle,1) der Satz von Toponogov gilt, dann folgt aus den obigen Uber-
legungen insbesondere

Y1 = ZLr'ps > ZLgps >
und Ao = Lpr's > Lqrs > s .

Uber die Winkel 73 und 73 kénnen wir jeoch keine Aussage machen.

Im folgenden Beweis sind alle Kurven durch [0, 1] parametrisiert, solange nicht anders ange-
geben. Gelegentlich tritt % als obere Schranken fiir gewisse Groflen auf, falls k > 0. Im Fall k < 0
werden keine oberen Schranken benétigt. Um den Beweis ibersichtlicher zu halten, legen wir hiermit

fest, dass ﬁ = oo falls k < 0.

BEWEIS des Satzes [2.41l Im Verlauf des Beweises werden wir der Reihe nach immer ,, grofiere®
Dreiecke betrachten.

(a) Kleine Dreiecke, vgl. Ubung 2 von Blatt 12. Es sei Acjcacs ein Dreieck in M, so dass ein
Vergleichsdreieck A¢;cacs in M mit den gleichen Seitenldngen existiert. Es sei A¢;c,cs in M ein
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weiteres Dreieck mit p} = p1, py = p2 und
L(cy) = L(ez)  und 41 := Zp,(—65(1),¢3(0)) =71 -
Wir nehmen an, dass Acjcocs in folgendem Sinne klein bei py ist: die Seite ¢ ist kiirzeste und es

existiere eine sternformige Menge U C T, M mit —¢2(1), ¢3(0) € U, auf der exp,, lokal invertierbar
ist, und eine lineare Isometrie

®: T, M — Ty, M,! mit D(—é9(1)) = —5(1) und D (c3(0)) = c3(0)
so dass ¢] ganz in exp;, (®(U)) verlduft. Diese ,kleinen® Dreiecke konnen bereits bedeutend grofier
sein als die aus Ubung 2 von Blatt 12, da hier der konjugierte Radius von p; und nicht der Injek-
tivitédtsradius die entscheidende Rolle spielt.
Hierzu ist folgendes zu bemerken.

(1) Nach dem Satz[2.5| von Rauch ist die Entfernung von p; auf einer Geodétischen bis zum er-
sten konjugierten Punkt hochstens so grofl wie in M,?. Folglich ist exp;, auf ®(U) ebenfalls
lokal invertierbar, es folgt

Uc B0,
was die Ausnahmefille L(c,) = ﬁ und L(és) = % in Bemerkung aussschlieft.
(2) Im Modellraum M ist exp,, auf ®(U) injektiv, es existiert also eine eindeutige Kurve

expgl1 0c:[0,1] = ®(U) C Tp, M} .

(3) Diese Kurve verlduft in dem von —c&, (1) und ¢3(0) aufgespannten, maximal zweidimensio-
nalen Unterraum von T}, M. Insbesondere hingt die Kurve

¢ = exp,, 0@ ' oexpylod;: [0,1] - M
nicht von der Wahl von & ab.
Im Dreieck A¢;&,cs gilt wegen Folgerung dass

L(d) > L(expp1 od 1o expgll oE’l) > L(c1) = L(¢1)

denn wir hatten ¢; als kiirzeste Geodiitische vorausgesetzt. Da bei konstanten Seitenléngen L(c,)
und L(c3) die Liange L(¢)) nach Bemerkung streng monoton steigend vom Winkel 4] bei p;
abhéngt, folgt

N<Nn=m-
(b) Lange, schmale Dreiecke. Wir betrachten ein Dreieck Acjcocs in M vom Umfang

L(e1) + Lica) + L{es) < \2/7% .
Wie in Proposition seien ¢; = c3(t;) Punkte mit ¢; \, 0, also ¢ — p; fir i — oo. Wir
diirfen daher annehmen, dass 03|[07m fiir alle ¢ eine kiirzeste Geodétische ist. Weiterhin seien a;
kiirzeste Geodiitische von ¢; nach p3, die wie im Beweis der Proposition [2.44] gegen eine kiirzeste
Geoditische ax, von p; nach ps konvergieren. Wir nehmen auflerdem an, dass a.o(t) = c2(1 —1) fiir
alle t € [0,1]. Denn andernfalls kénnten wir ¢z durch a.(1 — -) ersetzen, wodurch der Winkel 7,
nach Proposition [2.44] nicht durch einen gréferen Winkel ersetzt wird.

Jetzt wollen wir zeigen, dass fiir alle hinreichend groflen ¢ alle Winkel im Dreieck Aaich;),][O’ti]
nicht kleiner sind als die entsprechenden Winkel in einem Vergleichssdreieck mit den gleichen Sei-
tenldngen in M,?. Dabei unterstellen wir insbesondere, dass ein eindeutiges Vergleichsdreieck exi-
stiert. Das ist aber der Fall, denn im Dreieck Acia;(1 — -)cs|y 1) sind a; und ¢; kiirzeste, also gilt
die Dreiecksungleichung

L(es|it)) = d(es(ty), p2) 2 L(er) — L(ai) -
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Aus der Dreiecksungleichung fiir das urspriinglich Dreieck Acjcocs schlieffen wir

L(eslo,) = Lles) = Lieslyy) < Ller) + Licz) — L(er) + L(ai) = L(cz) + L(ai)
27
und  L(a;) + L(c2) + L(es|jpy) < Llc1) + L(eslyy) + L(ca) + Liesljog) < NG
falls k > 0. Die anderen beiden Dreiecksungleichungen folgen wie oben, da a; und co kiirzeste
Geodétische sind. Wegen Bemerkung existiert also ein bis auf Isometrie eindeutiges Vergleichs-
dreieck Adiégégﬂ. zu Aaicacs|(o -
Die Vereinigung K der Seiten ¢z, ¢3 und aller a; ist kompakt, es folgt p := infpex p(p) > 0.
Fiir € > 0 klein genug gilt

Pi=c(l-e)€Bg(p)  wnd  gf=ai(e) € Be(a) -

AuBerdem konvergiert ¢} — p’ fiir i — oo. Es sei ¢, die kiirzeste Geodétische von p’ nach ¢}; diese
ist fiir alle (hinreichend grofien) i eindeutig.

Da co und alle a; kiirzeste Geodétische sind, ist p’ wegen Proposition langs co weder zu py
noch zu p3 konjugiert, und ¢} lings a weder zu p3 noch zu ¢;. Folglich existiert ein & > 0 mit
folgenden Eigenschaften:

(1) an allen Punkten in Ty M im Abstand < ¢’ von exp;,1 (c2) ist exp,, lokal invertierbar;
(2) an allen Punkten in Ty M im Abstand < ¢’ von expc;l(ai) ist exp,/ lokal invertierbar; und

(3) an allen Punkten in T),, M im Abstand < ¢’ von exp, ' (c2|jo,1—e) UU; ailfc,1)) ist exp,, lokal
invertierbar.

Fiir alle (hinreichend grofen) ¢ sind daher die folgenden Schliisse moglich.

Das Dreieck mit den Ecken p’, ¢/ und ps ist klein um jeden seiner Punkte im Sinne von
Schritt (a), folglich sind seine Winkel nicht kleiner als die entsprechenden Winkel in einem Ver-
gleichsdreieck in M mit gleichen Seitenléingen. Das gleiche gilt fiir das Dreieck mit den Ecken p;,
¢; und p'. Damit sind nach Bemerkung die Winkel bei p; und ps im Dreieck mit der Sei-
te co und gegeniiberliegender Ecke ¢, ebenfalls nicht kleiner als die entsprechenden Winkel in einem
Vergleichsdreieck in M.

Dieses Dreieck ist aber auch klein um ¢/ fiir (hinreichend grofle) 7, da die Vergleichsdreiecke gegen

2

ein entartetes Dreieck vom Umfang kleiner 2X konvergieren, und daher die Strecke ®~! o exp; ',
NG p1 1

im Beweis von (a) fiir grofie ¢ in einer Teilmenge von Ty M verlduft, auf der eXpy lokal invertierbar
ist. Also ist auch der Winkel bei ¢/ im Dreieck mit der Seite ¢y und gegeniiberliegender Ecke ¢
ebenfalls nicht kleiner als die entsprechenden Winkel in einem Vergleichsdreieck in M.

SchlieBlich gilt das gleiche auch fiir das Dreieck mit den Ecken p, ¢; und ¢,. Wieder nach
nach Bemerkung sind die Winkel bei ¢} und ps im Dreieck Aa10263|[07ti] nicht kleiner als die
entsprechenden Winkel in einem Vergleichsdreieck in M.

Wir kénnen aber auch spiegelbildlich argumentieren, indem wir die Rollen von p; und ¢; sowie
von p’ und ¢} vertauschen, und erhalten die entsprechende Aussage dann auch fiir den Winkel bei p;.

Wir fassen zusammen. Sei Acjcaes ein Dreieck wie im Satz und vom Umfang < 2—\/’% Dann

existiert ¢ > 0 und eine kiirzeste Verbindung a von ¢3(t) nach ps, so dass die Winkel bei p; und p3
im Dreieck Aacacs| [0,¢] Bicht kleiner als die entsprechenden Winkel in einem Vergleichsdreieck in M;!
mit gleichen Seitenldngen sind.

(¢) Dreiecke von kleinem Umfang. Wir nehmen wieder an, dass der Umfang von Acjcacs kleiner

als 2= ist, und dass ¢; und ¢ kiirzeste Geodiitische sind.

N
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Wir wollen die Behauptung des Satzes fiir den Winkel ~; beweisen, dazu definieren wir eine
Menge

Es gibt eine kiirzeste Geodétische a von c3(t) nach ps, so dass die Winkel
I:=q t€(0,1] | bei p; und c3(t) im Dreieck Aacacs|(g 4 nicht kleiner ist als die entsprechen-
den Winkel in einem Vergleichsdreieck in M mit gleichen Seitenlédngen.

Wie in Schritt (b) schlieen wir, dass alle Dreiecke Aacacs|joy in der Definition von I tatséchlich
eindeutige Vergleichsdreiecke besitzen.

Wegen Schritt (b) ist die Menge I nicht leer, falls ca(1 — -) Limes von kiirzesten Verbindungen
von c3(t;) nach ps fiir t; — 0 ist. Aber wegen Proposition ist diese Voraussetzung nicht notig,
solange uns der Winkel bei p3 nicht interessiert. Somit ist I nicht leer.

Es gilt sup I € I, denn fiir eine geeignete Folge t; 7 to := sup [ konvergieren die kiirzesten
Geoditischen a; von c3(t;) nach ps gegen eine kiirzeste Geoditische as von c3(too) nach ps. Gleich-
zeitig konvergieren auch die Seitenlingen und Winkel der Dreiecke Aajcacs|joy,) gegen die des Drei-

ecks Aaoo0203|[07too]. Insbesondere ist die Dreiecksungleichung im Limes noch erfiillt, und der Um-
fang bleibt mit dem Argument aus Schritt (b) kleiner als %, so dass die Vergleichsdreiecke in M}
fiir Aajcacs|jp,) mit gemeinsamer Seite ¢ gegen ein Vergleichdreieck fiir Aasocacs|jo ) konvergie-
ren. Im Limes sind die Winkel bei p; und ¢3(ts) ebenfalls nicht kleiner als die Winkel in diesem
Vergleichdreieck.

Wir nehmen an, dass to = sup I < 1 und wéhlen eine kiirzeste Geodétische b von p3 nach c3(tp)
als Limes einer Folge kiirzester Geodétischer von ps nach ¢3(t}), wobei ¢; N\, to. Dann betrachten wir

das Dreieck Acibes|, - Wie oben existiert t1 € (fo, 1] und eine kiirzeste Geodétische a von c3(t1)
nach p3, so dass das Dreieck Aabeslyy, 4,) die Dreiecksungleichung erfiillt, Umfang < % besitzt, und

die Winkel bei ¢(tg), c(t1) nicht kleiner als die entsprechenden Winkel in einem Vergleichdreieck
in M} mit den gleichen Seitenldngen sind. Wir kénnen also Bemerkung anwenden und sehen,
dass die Winkel bei p; und c3(t1) im Dreieck Aacacs|jg,) nicht kleiner sind als die entsprechenden
Winkel in einem Vergleichsdreieck in M, mit den gleichen Seitenléngen.

Der Fall max] < 1 ist damit zum Widerspruch gefiihrt. Fiir das Vergleichdreieck Ac;cacs
mit den gleichen Seitenldngen folgt hieraus v; > 41, allerdings kénnen wir iiber 9 (noch) nichts
aussagen. Die entsprechende Aussage fiir o erhalten wir, indem wir die Rollen von p; und po
vertauschen, oder mit dem folgenden Argument. Wie oben kann man zeigen, dass es t; € I gibt
mit t; < 1, ¢; /1, und der Satz gilt fiir den Winkel ~4 bei py im Dreieck Aasocacs, wobei aoo
Haufungspunkt von kiirzesten Geodétischen von c3(t;) nach ps ist. Wegen Proposition gilt der
Satz dann auch fiir Acjeacs, da y2 > 75 > 7a.

Also gilt der Satz fiir alle Dreiecke, die den Voraussetzungen des Satzes geniigen und deren

Umfang kleiner als % ist. Im Falle x < 0 trifft das auf jedes Dreieck zu, und der Satz ist bewiesen.

(d) Dreiecke von grofiem Umfang. Ab jetzt gelte also k > 0. Es sei zuniichst Acjcocs wie im Satz
gegeben, und es gelte

2
L(c1) + L(c2) + L{cs) = \/% .
Im Falle L(c3) = % folgt L(c1) + L(c2) = L(c3). Also finden wir ein Vergleichsdreieck Ac;éacs
mit 43 = 49 = 0, und der Satz ist bewiesen. Falls v; = o = 7, ist der Satz ebenfalls bewiesen,
indem man als Vergleichsdreieck einen unterteilten Grofikreis wéhlt.

Andernfalls gilt L(cs3) < ﬁ und 0.B.d.A. 71 < 7. Wir wéhlen eine Folge ¢; N\, 0 und kiirzeste

Geoditische b; von ps nach c3(t;). Wegen Proposition diirfen wir annehmen, dass die b; gegen cy
konvergieren. Wegen v < 7 ist die Dreiecksungleichung im Dreieck mit den Ecken p1, c3(t;) und ps3
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fiir grofle 4 strikt, und wir erhalten
2
L(c1) + L(bi) + L(esy, 17) < L(c1) + L(e2) + L(es|jo,)) + Liesli i) = NG
Somit gilt der Satz fiir die Dreiecke Aclbic;g“ti’l}. AuBlerdem gilt

L(cl)gL(Cl)+L(bi)2+L(c3‘[ti,l}) <%.

Falls auch L(ca) < ﬁ, so konvergieren die Vergleichsdreiecke fiir i — oo gegen ein Vergleichsdreieck,

dessen drei Winkel alle 7 sind. Insbesondere folgt v = 7 und o; — 7, wegen Proposition [2.44] also
auch v; = 7 im Widerspruch zur Annahme.
Es bleibt der Fall L(ca) = %, aber daraus folgt

L(Cl) + L(Cg) = \2/7% % .

Wire vo < 7, so konnte man den Weg von p; iiber ps nach ps zu einem Weg der Linge < ﬁ

abkiirzen. Also muss o = 7 gelten, da co kiirzeste ist. Wir kénnen ein Vergleichsdreieck mit ~; =
~v3 = 0 wéhlen, und der Satz ist auch in diesem Fall bewiesen.

— L(c2) =

(e) Dreiecke von iibergrofsem Umfang. Es bleibt nur der Fall x > 0 und

Lict) + L(ca) + L(cs) > 2~ .

VE
In diesem Fall gébe es kein Vergleichsdreieck in M?, also ist zu zeigen, dass dieser Fall nicht eintritt.
Aus dem Satz [2.5] von Rauch oder dem Satz [2.14] von Bonnet-Myers folgt

L(cy) < % und L(cg) < % .
Nach Voraussetzung gilt auch L(c3) < % Wegen der Stetigkeit der Abstandsfunktion existiert ¢ €
(0,1) mit

L(ciljo,1—q) +d(e1(1 —t),e3(t)) + Les|jr,y) =

2
vk
Da t > 0 folgt

L(ciljp,1—4) < % und L(csli,)) < %
also gilt o = m wie in Schritt (d). Analog zeigt man auch v, = 7.
Es sei jetzt t € [0, 1] minimal mit

L(er) + d(es(t), ps) + Lics|p) =

Jr
es sei t; eine Folge mit ¢; ' t und b; eine Folge kiirzester Geodétischer von ps nach c3(¢;). Dann
haben die Dreiecke Acibicsy, 1) Umfang groBer als %, folglich sind die Winkel bei c3(t;) wie
oben stets 7. Daraus folgt aber, dass b; fiir alle i auf der Vereinigung von ¢y und c3|joy, verlduft.
Analoges gilt fiir die kiirzeste Geodétische b := lim; o b;, aber L(b) < L(c2) + L(csljoq). Also
ist p3 = b(0) # p; entweder ein innerer Punkt auf co, was unmdoglich ist, da ¢y kiirzeste ist, oder
auf csljo etwa pg = c3(t') mit ¢’ > 0. Aber das fiihrt auf einen Widerspruch, da

27 27
N L(cy) + L(b) + L(es|y,1)) = Ller) + Lies|pp 1)) < N
21

Folglich kénnen Dreiecke vom Umfang grofler als NG nicht existieren, und der Satz ist vollstéindig
bewiesen. 0
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Fiir die Anwendung des Satzes von Toponogov benétigen wir eine Ubertragung des Satzes von
der Situation SSS (Seite-Seite-Seite) auf die Situation SWS (Seite-Winkel-Seite).

2.47. FOLGERUNG. FEs sei (M, g) vollstindige Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K > k,
und es sei Acicacy ein Dreieck in M mit kiirzesten Seiten ¢ und co, und mit €3 < ﬁ falls k > 0.
Dann existiert ein Vergleichsdreieck Aciéacs in M mit 41 = 71, by = Uy und l3 = 3, und es
gilt €1 S 61.

BeEwEIs. Das Vergleichsdreieck existiert in der Situation SWS immer und ist bis auf Isometrie
eindeutig. Wir unterscheiden zwei Félle.

(1) Es gilt die Dreiecksungleichung ¢35 < ¢1 4 ¢5. In diesem Fall liefert der Satz von Topo-
nogov ein weiteres Vergleichsdreieck A¢;c,c3 mit den gleichen Seitenldngen wie Acicacs
und einem Winkel 4] <~ = %;. Aus Bemerkung folgt ¢1 = 0} < /3.

(2) Falls die obige Dreiecksungleichung verletzt ist, folgt aus der Dreiecksungleichung im Ver-
gleichsdreieck, dass

€1<£3*f2:l73*g2§£_1. ]

FEine weitere interessanten Anwendung des Satzes von Toponogov war frither der topologische
Sphérensatz. Wir erwdhnen diesen Satz nur noch, denn mittlerweile ist der weitaus stéirkere dif-
ferenzierbare Spahrensatz bewiesen. Bevor wir diesen formulieren, betrachten wir einen wichtigen
Grenzfall.

2.48. BEISPIEL. Es sei (M, g) der komplex projektive Raum CP™ der (reellen) Dimension 2n
mit n > 2, versehen mit der Fubini-Study-Metrik wie jeweils in den Aufgaben 3 und 4 auf Blatt 10
und 14. Wir hatten dort gesehen, dass die Schnittkriimmung die Ungleichung 1 < K(FE) < 4 fiir
alle Ebenen E C T'M erfiillt. Dabei wird K = 1 angenommen fiir reelle Ebenen E = span{v,w}
mit w L {v,iv}, und K =4 fiir komplexe Ebenen E = span{v,iv}. Reskalierung um den Faktor %
liefert eine Metrik mit 1 < K < 1.

Der komplex projektive Raum ist nicht homéomorph zur Sphire S?"; es gibt mehrere Moglich-
keiten, das zu sehen — allerdings leider nicht mit den Mitteln dieser Vorlesung.

(1) Die Rdume haben unterschiedliche Euler-Charakteristiken
X(CP") =n+1>2=x(5"),

das folgt etwa durch Angabe von Zellzerlegungen oder aus dem Lefschetzschen Fixpunkt-
satz.
(2) Die Rdume haben andere (Ko-) Homologiegruppen. Fiir 1 < k < n gilt ndmlich

H?*(CP%7Z)=7%0=H*(S™17).

Das folgt wahlweise aus der Existenz einer Morse-Funktion mit kritischen Punkten in den
Geraden 0, 2, ..., 2n oder einer entsprechenden Zellzerlegung von CP", oder aus der
Leray-Spektralsequenz fiir das Faserbiindel S — §27+!1 — CP™.

(3) Die Rdume haben eine unterschiedliche zweite Homotopiegruppe

mo(CP™) = Z % 0 = mp(S?") .

Das folgt etwa aus der langen exakten Sequenz der Homotopiegruppen im Biindel S' —
S2ntl 5 CP™, oder aus (1) und dem Satz von Hurewicz.

2.49. SATz (Topologischer Sphérensatz; Berger, Klingenberg). Es sei M eine orientierbare,
vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension 2n mit Schnittkrimmung k < K < 1,
wobei Kk > %. Dann ist M homdéomorph zur Sphéire S*™.
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Beispiel zeigt, dass % < k notwendig ist. Der Satz gilt auch im ungerade-dimensionalen

Fall, wenn man auflerdem ,orientierbar® durch ,einfach zusammenhéingend* ersetzt.

BEWEIS. Zunichst wissen wir aus dem Satz von Bonnet-Myers und dem Satz von

Klingenberg, dass

L<7r§p(M)§diam(M)§L<27r.
K

2k NG
Insbesondere ist M kompakt wegen Folgerung [1.100 Wir finden also Punkte p, ¢ € M mit

d(p, q) = diam(p, q) .
Da p(M) > m, erhalten wir Diffeomorphismen

exp,: Br(0p) = Bx(p) und exp,: Br(04) — Br(q) .

Wir zeigen zunéchst, dass M = B;(p) U Bz(q), anschlieend konstruieren wir den gesuchten
Homdomorphismus.

Es sei v € T,M \ {0}. Wir zeigen, dass es eine kiirzeste Geodétische c: [0, 1] — M von p nach ¢
mit Z,(¢(0),v) < § gibt. Dazu betrachte die Geodétische ¢, mit ¢,(0) = p und Startvektor ¢,(0) =
v. Zu jedem t > 0 sei ¢;: [0, 1] — M eine kiirzeste Verbindung von ¢, (¢) nach ¢. Falls es eine Folge t;
gibt mit ¢; > 0 und

. . 7T
Zey(t) (o(t), €6,(0)) < 5
fiir alle 7, so dass t; ™\, 0, dann konvergiert eine Teilfolge der ¢;; gegen eine kiirzeste Verbindung c
mit .
AP(C(O)vv) < 5 .
Andernfalls erhalten wir einen Widerspruch wie folgt. Es gibt ein ty > 0, so dass
Loty ((t),é(0)) > % fiir alle ¢ € (0, ) -

Zu jedem t > 0 konstruiere eine Variation von ¢; = 9 durch Kurven v5: [0,1] — M mit v5(0) =
cy(t — s) und 75(1) = ¢. Aus der ersten Variationsformel aus Satz folgt dann

da _/ a0
ol = (e ee0) <o

insbesondere existiert ein ¢’ € [0,¢), so dass
d(cy(u),q) = Lcy) < L(yt—u) < L(cr) = d(cy(t),q) fiir alle u € (¢',t) .

Da dieses Argument fiir alle ¢ € (0, ¢p) funktioniert, ist die Funktion ¢ — d(c,(t), ¢) streng monoton
steigend auf dem Intervall (0,?p), im Widerspruch zur Maximalitdt von d(p,q) = d(c(0),q) =
diam(M).

Wir betrachten jetzt einen weiteren Punkt » € M \ B;(p) und wéhlen kiirzeste Geodétische a,
b: [0,1] — M von ¢ nach r und von r nach p. Nach dem soeben gezeigten finden wir eine kiirzeste
Geodiitische ¢ von p nach ¢ mit

o = 2,(=b(1),&(0) < 3.
Es seien Aabc und Aa’b'c Vergleichsdreiecke in M mit Seitenlingen

L(B) = L) = L(b) € |, %] wnd  L(e) = L(c) € |, %} - (%%}

und eingeschlossenen Winkeln

QI
Il

Q

IN
Il



Mit dem Seitencosinussatz fiir & > 0 berechnen wir

cos(vk L(@')) = cos(ve L(Y)) - cos(vk L(€)) >0,
<0 <0
und aus Bemerkung und der Folgerung [2.47] aus dem Satz von Toponogov folgt

L(a) < L(a) < L(@) < Lﬁ <.

2k
Somit r € Br(q), und da r beliebig war, folgt insgesamt
M = Bx(p) U Bx(q) -

Es sei wieder ¢, eine Geodétische mit Startvektor v € S, M. Wir wenden den Zwischenwertsatz
auf die Funktion

for [0,m] = R mit fy(t) = d(co(t), ) — d(co(t), p) = d(co(t),q) — 1

an. Da f,(0) = diam(M) > 0 und nach dem obigen f,(7) < 0, finden wir einen Wert ¢, € (0, )
mit f,(¢y) = 0. Insbesondere ist ¢,(¢,) von p und ¢ gleich weit entfernt.
Der Wert £, ist auch eindeutig. Denn sei f,,(¢) = f,(¢') = 0 fiir £ < ¢/ < 7, dann folgt

d(cy(l'), q) = d(co(t'), p) = d(co(t), cu(0) + dlcy(0), p) = d(co (), co(£)) + d(cv (), q) -

Aber das ist nur moglich, wenn ¢ auch auf der Geodétischen ¢, liegt, und zwar auf der gleichen
Seite von ¢, (¢') wie ¢,(¢) und im gleichen Abstand wie p. Es folgt also p = ¢, ein Widerspruch.
Aus der Stetigkeit der Abstandsfunktionen und der Eindeutigkeit von ¢(v) := ¢, folgt leicht,
dass die Funktion ¢ auf S,M stetig ist. Mit dem GauB-Lemma liee sich sogar zeigen, dass ¢
differenzierbar ist.
Um einen Homo6omorphismus F: S?® — M zu konstruieren, fixieren wir zunichst eine Iso-
metrie ®: §?~1 — SpM. Dann definieren wir

. (Sinh . x) _ expp(% Lo () @(az)) fir h € [0,5] , und
cos h equ((2 — %h) (exp;1 oexp,) (La(z) - ®(x))) firhe[F,7].

fiir alle € [0,7] und alle z € $?"~!. Man beachte insbesondere, dass die Definitionen fiir h =
zusammenpassen, und dass h = 0 bzw. h = 7 unabhéngig von z stets den Wert p bzw. g liefern. E
folgt die Stetigkeit von F'.

Es sei $2" C $?" die Menge der Punkte mit +h > 0. Man sieht leicht, dass F' auf der abge-
schlossenen Nordhalbkugel S?" injektiv ist, da exp, auf ganz Br(p) injektiv ist, und da ¢, < 7 fiir
alle v € T,M. Mit dem gleichen Argument ist auch F|g. injektiv. Nun gilt aber

B

re F(Si”) <~ +(d(p,r)—d(gq,7)) >0

fiir alle 7 € M. und hieraus folgt globale Injektivitat.
Zur Surjektivitdt betrachte wieder r € M. Falls d(p,r) — d(q,r) > 0, betrachte die kiirzeste
Geoditische ¢,: [0,d(p,r)] von p nach r mit Startvektor v € S,M, dann gilt

_ sinh -z . a1 _ md(p,r)
r—F(COSh) mit z=® "(v) und h= 20,

Falls d(p,r) — d(q,r) < 0, betrachte die kiirzeste Geoditische ¢, : [0,d(g,7)] von g nach r mit
Startvektor w € S, M. Wie oben existiert genau ein £,,, so dass d(cy({w),p) = d(cw(lw), q). Es folgt

. . —1 gw .
I I T (o AT R T UL}
cosh Ly 20y,
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Ein einfaches topologisches Argument zeigt, dass bijektive, stetige Abbildungen zwischen Kom-
pakta Homoomorphismen sind. Damit ist der Satz bewiesen. ]

2.50. SAaTz (Differenzierbarer Sphéirensatz; Brendle-Schoen). Es sei M kompakte, einfach zu-
sammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit, und fir alle p € M und alle Ebenen E, E' C T,M
gelte 0 < K(E') < AK(F). Dann ist M entweder diffeomorph zu einer Sphire S™ oder isometrisch

zum komplex projektiven Raum CP¥, zum quaternionisch projektiven Raum HP*, oder zur Cayley-
Ebene OP2.
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