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Die Differentialtopologie betrachtet differenzierbare Mannigfaltigkeiten und glatte Abbildungen
zwischen ihnen. Typische Fragestellungen sind zum Beispiel: sind zwei gegebene Mannigfaltigkeiten
diffeomorph? Sind zwei gegebene Abbildungen homotop? Haben alle Selbstabbildungen einer Man-
nigfaltigkeit in sich selbst in einer gegeben Homotopieklasse Fixpunkte? Wir lernen verschiedene
Techniken kennen, um solche Fragen zu beantworten.



KAPITEL 1

Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel fithren wir die grundlegenden Definitionen differenzierbarer Mannigfaltigkei-
ten ein.

1.1. Mannigfaltigkeiten mit Rand

DEFINITION. Eine Teilmenge M C R™ heifit m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R",
wenn es zu jedem Punkt x € M eine Umgebung U von z, eine offene Teilmenge V' C R™ und
einen C*-Diffeomorphismus : U — V mit

UnNM = ' (VNR™x {o}))
gibt. ¢ heifit Karte von M.

BEISPIEL. S C R™! ist n-dimensionale C* Untermannigfaltigkeit. Eine grofe Klasse von
Untermannigfaltigkeiten liefert der Satz vom reguldren Wert. Hierbei heifit y € R™ regulérer Wert
von f: U C R*™ — R™ (U offen), falls Df(z) = f'(x): R® — R™ surjektiv ist Vo € f~1({y}).

SATZ (vom reguldren Wert, Analysis 2). Es sei U C R™ offen, k > 1 und yo € R™ ein requlirer
Wert von f € CK(U,R™). Dann ist f~({yo}) eine (n — m) dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R™.

1.1. BEISPIEL. Gi(n,R), SL(n,R), O(n) und SO(n) sind C*° Untermannigfaltigkeiten des R™”.

Wir ersetzen jetzt den Begriff der Untermannigfaltigkeit durch das abstraktere Objekt der
Mannigfaltigkeit.

1.2. DEFINITION. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorff-Raum M mit abz&hl-
barer Basis, so dass jeder Punkt p € M eine offene Umgebung U C M besitzt, die zu einer offenen
Teilmenge des R™ hom&omorph ist.

1.3. BEMERKUNG. Es folgen einige weitere Definitionen und Eigenschaften:

(1) Ein Hausdorff-Raum ist ein topologischer Raum, in dem je zwei verschiedene Punkte
disjunkte offene Umgebungen besitzen.

(2) Eine abzdihlbare Basis eines topologischen Raumes X ist eine abzéhlbare Menge B offe-
ner Teilmengen von X, so dass jede offene Menge als Vereinigung von Mengen U € B
geschrieben werden kann.

(3) Ein Homéomorphismus ¢: X — Y on topologischen Réumen ist eine stetige Abbildung,
fiir die eine stetige Umkehrabbildung existiert.

(4) Eine (n-dimensionale) Karte von M ist ein Homomorphismus ¢: U¥ — V¥, wobei U¥ C
M und V¥ C R"” offen seien. Eine Karte um p € M ist eine Karte p: U¥ — V¥ mit p € U¥.

(5) Ein (n-dimensionaler) Atlas von M ist eine Menge A von Karten von M, so dass die
Definitionsbereiche der Karten ganz M iiberdecken. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist somit ein Hausdorff-Raum mit abzihlbarer Basis, der einen n-dimensionalen Atlas
besitzt.



(6) Aus der ,Invarianz des Gebietes“ folgt, dass die Dimension eine Invariante ist. Wenn ein
topologischer Raum einen m- und einen n-dimensionalen Atlas besitzt, folgt also m = n.
(7) Seien schlielich ¢, ¥ Karten in einem Atlas A, dann heifit die Abbildung

Yot pU?NUY) = (U NUY)

! eine offene Teilmenge des R™ auf

1

ein Kartenwechsel im Atlas A. Man beachte, dass @op™
eine andere homéomorph abbildet. Man kann also fragen, ob der Kartenwechsel ¢ o ¢~
ein CF-Diffeomorphismus ist.

1.4. DEFINITION. Sei k € NU{oo}, und sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Ein C*-Atlas
auf M ist ein Atlas A auf M, dessen Kartenwechsel 1o o~ fiir alle ¢, ¢ € A C*-Diffeomorphismen
sind.

Ein C*-Atlas heiit mazimal, wenn er in keinem anderen C*-Atlas echt enthalten ist.

Eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit ist ein Paar aus einer n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit M und einem maximalen C*¥-Atlas von M. Eine C*>°-Mannigfaltigkeit heifit auch glatte Man-
nigfaltigkeit.

1.5. BEMERKUNG. Man kann leicht zeigen, dass jeder Ck-Atlas A von M in genau einem maxi-
malen C*-Atlas A enthalten ist, nimlich in

{wv: UY — V¥ Karte von M } ¥ o ¢! ist CF-Diffeomorphismus fiir alle ¢ € A}

Es reicht also, einen beliebigen C*-Atlas auf M anzugeben. In der Praxis mochte man oft so wenig
Karten wie nétig benutzen.

In diesem Sinne liefern zwei C*-Atlanten A und A’ von M die gleiche C*-Mannigfaltigkeit, wenn
sie in dem gleichen maximalen Atlas enthalten sind. Das gilt genau dann, wenn die Kartenwechsel 1o
@~ ! fiir alle ¢ € A und ¢ € A’ Ck-Diffeomorphismen sind.

1.6. BEISPIEL. (1) R” ist n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit fiir alle k& mit Atlas {idgn}.
Genauso ist jede offene Teilmenge U C R" eine C¥-Mannigfaltigkeit mit Atlas {id;}.
(2) Die n-dimensionale Kugel S” = {z € R"™ | |z| = 1} ist eine n-dimensionale C*-

Mannigfaltigkeit fiir alle k. Die stereographischen Projektionen an den Punkten e,
bilden einen Atlas {¢,_} mit

xr1 Z1
1

1F zpi1
Tn+1 Tn

O+ Sm \ {j:en+1} — R" R

Die Umkehrabbildungen werden gegeben durch

2
Y1 L
o | = 1 :
i U T R | 2, ’
on Tyt +yn Tl
also erhalten wir als Kartenwechsel zum Beispiel
Y1 1 Y1
-1 n n : . .
p_op:R"\ {0} —» R"\ {0} mit N I e Ere—
* PR
Yn Un
Es ist jetzt leicht zu sehen, dass dieser und alle anderen Kartenwechsel C°°-Diffeomorphis-

men sind.



1.7. BEMERKUNG. (1) Sei 0 <1 <k, und sei (M, .A) eine C*-Mannigfaltigkeit, dann ist M
trivialerweise auch eine C'-Mannigfaltigkeit, wobei der maximale C*-Atlas automatisch zu
einem (im allgemeinen nicht maximalen) C!-Atlas wird.

(2) Die Umkehrung ist nicht trivial: sei 1 < I < k, und sei (M, .A) ein C'-Mannigfaltigkeit.
Nach einem Resultat von Whitney enthilt A einen C*-Atlas, ja sogar einen Atlas mit reell
analytischen Kartenwechseln, siehe [Hi, Ch. 2]. Wir werden solche reell analytischen Man-
nigfaltigkeiten jedoch nicht weiter betrachten, da C*°-Mannigfaltigkeiten fiir alle folgenden
Konstruktionen genau das richtige Mafl an Flexibilitéit bieten.

(3) Nicht jede topologische (also C’-)Mannigfaltigkeit M trigt einen CF-Atlas mit k > 1,
und wenn doch, kann es verschiedene, nicht diffeomorphe C*-Strukturen auf M geben,
beispielsweise 28 verschiedene solche Strukturen auf S7, oder iiberabzihlbar viele auf R

1.8. DEFINITION. Seien (M, A), (N, A") zwei Ck-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung F': M —
N heilt Ck-differenzierbar, wenn sie stetig ist und die Abbildungen

Y = YoFo 9071|¢(U<PQF—1U¢): QO(U‘P N Fﬁl(Ud))) — VY

fiir alle Karten ¢ € A und ¢ € A’ von der Klasse C* ist. Sie heifit C*-Diffeomorphismus, falls die
Umkehrabbildung existiert und ebenfalls C*-differenzierbar ist.

Sei I C R ein Intervall, dann heifit eine C*-differenzierbare Abbildung : I — M auch eine C*-
Kurve in M. Eine C*-differenzierbare Abbildung f: M — R heifit auch eine C*-Funktion auf M.

In Zukunft werden wir statt (M, .A) einfach nur noch M schreiben. Wir schreiben C*(M, N) fiir
die Menge der C*-differenzierbaren Abbildungen von M nach N, und C*(M) = C¥(M,R) fiir den
Vektorraum der CF-differenzierbaren Funktionen auf M.

1.9. BEMERKUNG. Die CF-Mannigfaltigkeiten bilden die Objekte einer Kategorie, deren Mor-
phismen von M nach N gerade durch C¥(M, N) gegeben sind.

Wir werden spéter auch regelméflig Mannigfaltigkeiten mit Rand betrachten. Dazu betrachten
wir den Standard-Halbraum

R" = {xz(:cl,...,a:n) ER”‘JJQSO}
und definieren seinen Rand OR™ und sein Inneres R durch

OR” = {x:(ml,...,xn) e R"” ‘1’020},

R" = {z=(21,...,2y) ER" |20 <0} .

Wir koénnten hier auch jeden anderen Halbraum hernehmen, aber dieser macht uns das Leben im
Beweis des Satzes von Stokes etwas einfacher.

1.10. DEFINITION. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein Hausdorff-Raum M
mit abzéhlbarer Basis, so dass es zu jedem Punkt p € M eine offene Umgebung U C M, eine
offene Menge V' C R"™ und einen Hom6omorphismus ¢: U — V gibt. Wir nennen p Randpunkt,
wenn p € o 1(OR™), andernfalls heiBt p innerer Punkt. Der Rand OM C M ist die Menge aller

Randpunkte, das Komplement M=M \ OM heifit das Innere von M.

Rand und inneres sind wohldefiniert: aus der Invarianz des Gebietes folgt, dass jeder Karten-
wechsel 1 o ¢! Randpunkte von R” auf Randpunkte von R” abbildet.

Wir wollen wieder iiber C*-Diffeomorphismen sprechen. Dazu definieren wir die partielle Ab-
leitung % fiir f: R™ — R auf OR"™ als halbseitigen Differentialquotienten. Eine Funktion auf R™
heiBt nach wie vor stetig differenzierbar oder C!, wenn die partiellen Ableitungen existieren und
stetig sind, sie heifit C*, wenn die (k —1)-sten Ableitungen stetig differenzierbar sind, und C>°, wenn
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Eine Abbildung R® — R™ ist von der Klasse C¥, wenn ihre Komponenten fi, ..., fn alle von
Klasse C* sind.

Jetzt konnen wir C*-Atlanten fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand analog zu Bemerkung und
Definition definieren, indem wir systematisch R™ durch R” ersetzen und verlangen, dass Kar-
tenwechsel im obigen Sinne von der Klasse C* sind. Fiir k > 1 ist wesentlich leichter zu sehen, dass

Kartenwechsel Randpunkte auf Randpunkte abbilden (Ubung).

sie CF ist fiir alle k£ > 0. Auch hier gilt der Satz von Schwarz, also insbesondere 3

1.11. DEFINITION. Eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein Paar aus einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit Rand und einem C*-Atlas von M. Eine C>°-Mannigfaltigkeit
mit Rand heifit auch glatte Mannigfaltigkeit mit Rand.

Zum Sprachgebrauch: {iblicherweise bezeichnet das Wort ,Mannigfaltigkeit“ eine Mannigfal-
tigkeit im Sinne der Definitionen und also eine Mannigfaltigkeit ohne Rand. Umgekehrt
kann OM = () fiir eine Mannigfaltigkeit mit Rand gelten, es gibt also Mannigfaltigkeiten mit Rand
ohne Rand. Bitte lassen Sie sich davon nicht verwirren.

1.12. BEISPIEL. (1) Es sei f: R — R eine glatte Funktion und yo € R sei ein regulérer
Wert. Dann ist f~!((—o0o,90]) C R" eine Untermannigfaltigkeit mit Rand. Einfachstes
Beispiel ist die Kreisscheibe D™ C R™. Es bezeichne || - || die Euklidische Norm, dann ist

Dr={zeR" ||z <1}

eine Mannigfaltigkeit mit Rand D" = S"~! C R"™, und ihr Inneres ist der offene Ein-
heitsball B” = D",

(2) Allgemeiner sei M eine Mannigfaltigkeit ohne Rand und f: M — R eine glatte Funktion.
Sei 0 regulirer Wert von f, dann ist f~1([0,00)) € M eine Mannigfaltigkeit mit Rand.
Wir werden gleich sehen, dass f~1([0,00)) eine Untermannigfaltigkeit mit Rand von M
ist. Ein einfaches Beispiel ist die obere Hemisphére S C S™ C Rr+1

S:L_:{IERTL—H | |z =1 und 2p41 >0} .

Mir der stereographischen Projektion aus Beispiel sehen wir, dass D" zu S” dif-
feomorph ist.

1.13. BEMERKUNG. Man definiert C¥-Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten mit Rand ana-
log zu Definition Wie in Bemerkung erhiilt man so die Kategorie der C*-Mannigfaltigkeiten
mit Rand.

Diese Kategorie hat eine volle Unterkategorie, bestehend aus allen M mit M = (), und allen
Ck-Abbildungen zwischen ihnen. Das Adjektiv ,voll* bedeutet, dass die Unterkategorie fiir zwei
solche Objekte alle Morphism zwischen ihnen enthélt.

Diese Unterkategorie ist fiquivalent zur Kategorie der C¥-Mannigfaltigkeiten aus Bemerkung
Denn sei M Mannigfaltigkeit mit Rand M = (), dann sind alle Kartengebiete offen in f&’j, also auch
offen in R™, da R"™ C R" offen ist. Ein maximaler Atlas in der Kategorie der Mannigfaltigkeiten mit
Rand ist zwar kein maximaler Atlas im Sinne von Bemerkung , da alle Karten fehlen, deren
Bildmengen iiber R" hinausgehen. Wie in Bemerkung kann man ihn aber zu einem maximalen
Atlas ergénzen.

Umgekehrt sei M eine C*-Mannigfaltigkeit. Dann verketten wir jede Karte ¢: U — V C R”
mit dem Diffeomorphismus

R" — R” , mit (X1, .y ) — (—eﬂl,xg,...,xn)

und erhalten eine Karte mit Bildbereich in R"™. Tatséachlich sind die beiden Konstruktionen zuein-
ander invers.



Wir wollen Untermannigfaltigkeiten mit Rand definieren. Dabei wollen wir moglichst grofiziigig
sein, und beispielsweise erlauben, dass der Rand einer Untermannigfaltigkeit M C N den Rand ON
in einer beliebig wilden Teilmenge treffen kann.

1.14. DEFINITION. Eine Teilmenge M C R” heifit m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit
mit Rand des R™, wenn es zu jedem Punkt p € M eine Umgebung U von p im R™ und einen
CF-Diffeomorphismus : U — V C R" gibt, so dass

UNM =y ((R* x {0}) NR") .

Eine Teilmenge M C N einer n-dimensionalen C¥-Mannigfaltigkeit N heifit m-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit mit Rand von N, wenn es zu jedem Punkt p € M eine Karte p: U — V C R”
mit p € U gibt, so dass (U N M) C V eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit mit Rand
des R™ im obigen Sinne ist.

Man beachte, dass in dieser Definition ¢ in den Halbraum R™ abbildet, dass wir aber von ¢(UN
M) nur verlangen, dass es Untermannigfaltigkeit von R™ ist. Es ist also egal, wie die Rénder
zueinander liegen.

1.15. BEMERKUNG. (1) Jede Ck-Untermannigfaltigkeit M mit Rand von N ist selbst eine
Ck-Mannigfaltigkeit mit Rand. Dazu versehen wir M zunichst mit der Unterraumtopolo-
gie, dann erbt M die Hausdorff-Eigenschaft und eine abzéhlbare Basis von N. Um eine
Karte um p € M zu konstruieren, wéihlen wir eine Karte ¢: U” — V¥ von N um p und
einen CF-Diffeomorphismus 1: UY — V¥ wie in Definition mit ¢(p) € U¥. Dann
erhalten wir eine Karte

(¥ 0 Plprveng-1pe): MOU? N UY — (V2) N (R™ x {0}) .
Man kann iiberpriifen, dass alle Karten dieser Form einen Atlas von M bilden.
(2) Insbesondere ist jede C*-Untermannigfaltigkeit mit Rand des R eine C*-Mannigfaltigkeit.
Die Umkehrung zeigen wir im néchsten Kapitel.
(3) Sei N eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann sind ihr Rand OM und

ihr inneres M ebenfalls Untermannigfaltigkeiten mit leerem Rand. Fiir das Innere ist das
leicht zu sehen, fiir den Rand ist es eine Ubungsaufgabe.

1.16. BEISPIEL. Der Halbraum R ist selbst eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Eine Unterman-
nigfaltigkeit mir Rand ist zum Beispiel die Vollkugel

D'"={zeR"||lz+e| <1} CR™.

Der Rand der Vollkugel beriihrt OR™ im Punkt 0. Mit etwas mehr Miihe kann man auch Unter-
mannigfaltigkeiten M C N mit Rand definieren, so dass 9M NIN eine nichtleere offene Teilmenge
von OM enthilt. Dementsprechend ist M selbst eine Untermannigfaltigkeit von R™ | die eine offene
nicht leere Teilmenge besitzt, die in N enthalten ist.

1.2. Das Tangentialbiindel

Als néchstes definieren wir das Tangentialbiindel. Dabei nehmen wir der Einfachheit an, dass
alle Mannigfaltigkeiten glatt, also von der Klasse C* sind — andernfalls funktionieren manche der
folgenden Uberlegungen nicht richtig. Wir beginnen zunéichst mit Mannigfaltigkeiten ohne Rand.

Zunéchst wollen wir Tangentialvektoren auf drei verschiedene Arten darstellen und uns {iber-
legen, dass wir jedesmal die gleichen Objekte erhalten. Eine beliebige Karte ¢ schreiben wir als

s01

=11 |:U?—=V¥CR",
spn



dann heifien die Funktionen ¢’: U¥ — R die Koordinatenfunktionen von .
Der Raum C*° (M) der glatten Funktionen auf M trigt eine Algebren-Struktur, gegeben durch
punktweise Multiplikation von Funktionen,

(f-9)®) = fp) 9(p) -

1.17. BEISPIEL. Fiir spiteren Gebrauch konstruieren wir sogenannte ,, Abschneidefunktionen®,
die nahe eines festen Punktes p € M konstant 1 sind und auflerhalb einer etwas grofieren Umgebung
von M verschwinden.

Betrachte dazu zunéchst ¢ € C*°(R) mit

1
-1 g
9(r) = e ir r > 0, und
0 fir r <0.

Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar, und es gilt

dr)>0 <<= 1r>0.

Sei jetzt p € M, und sei p Karte um p, 0.B.d.A. mit p(p) = 0. Wihle 0 < a < b so, dass By(0) C
V¥, wobei
Br(x)={yeR"||z—y|<r}.

Der Uberblick bezeichnet den topologischen Abschluss, also By(0) = {y € R” | |y| < r}. Dann
definiere eine Abschneidefunktion p € C*°(M) durch

(b — |e(a)]) )
fiir ¢ € U¥, und
p(q) = § V(b —le()]) +I(le(g)] — a)
0 sonst.
Es folgt
p|¢,1m =1 und p|M\¢,1m =0.

Insbesondere ist der Trdiger von p gerade

supp(p) := {q € M [ p(q) # 0} = ¢~ ' By(0) .
1.18. DEFINITION. Sei M eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit mit £ > 1, und sei p € M.
(1) Ein algebraischer Tangentialvektor in p ist eine R-lineare Abbildung 9: C*°(M) — R mit

f-9)=0f-g(p)+ f(p)-9g  fiiralle f, g € C™(M).
(2) Ein physikalischer Tangentialvektor (v,), in p ordnet jeder Karte ¢ von M um p einen
Vektor v, € R™ zu, so dass

n ,
: oW op™) ;
i J
Uy = Z om e
7=1
fir alle Karten ¢, ¢y um pund allei =1, ..., n gilt.
(3) Ein geometrischer Tangentialvektor in p ist eine Aquivalenzklasse von Kurven v: I — M

mit 0 € I C R und 7(0) = p unter der Aquivalenzrelation
n~Y = (omn) (0)=(pe72)(0)
fiir eine Karte ¢ von M um p.
In ist es egal, welche Karte ¢ wir wihlen, denn vy ~ 7o gilt fiir eine bestimmte Karte ¢
genau dann, wenn es fiir alle Karten um p gilt.

Die algebraische Definition ist sowohl die eleganteste als auch die am schwierigsten zu verste-
hende.



1.19. PROPOSITION. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, sei p € M, und sei ¢ eine Karte um p.
Fine Abbildung 0: C*°(M) — R ist genau dann ein algebraischer Tangentialvektor in p, wenn es
einen Vektor v € R™ gibt, so dass

of = U(f © 90_1) = dtp(p)(f ° ‘;0_1)(’0) :

Man beachte, dass diese Proposition falsch ist fiir C¥-Mannigfaltigkeiten mit k& < co. Man erhlt
aber immerhin eine injektive Abbildung vom pysikalischen oder geometrischen Tangentialraum in
den algebraischen.

BEWEIS. ,,<=“ ist klar wegen der Produktregel der Ableitung.
Zu ,=* sei p Karte um p. O.B.d.A. gelte p(p) = 0 und B1(0) C V¥. Dann konstruieren wir
zwei Abschneidefunktionen p, p; € C*°(M) wie in Beispiel mit

Pl\wlB%(O) =1, supp p1 = @713%(@ )
Plo-imy , =1 und  suppp =~ ' Bs(0) .
Es folgt, dass p1 = p1 - p, nach Definition also
9p1 = 0(p1-p) = 9p1-p(p) + p1(p) Op=0p1+0p = 0p=0. (1.1)
Sei jetzt f € C*°(M) beliebig, dann gilt
p-f)=plp)-0f +0p- f(p)=0f . (1.2)

Also hingt 0f nur von dem Verhalten von f in einer kleinen Umgebung von p ab. Wir definieren
Funktionen f;: M — R mit supp f; C U?,

0,045 .. y") — D0, ...,0, 41 L yn
(foe™)(0,...,0,9"...,y™) (foso )(O,...,0,y .y falls y; # 0, und

fila) = pla) - v

-1
W(O,...,O,y”l,...,y") fir y* = 0.

fiir alle ¢ € U¥ und y = ¢(q) € V. Insbesondere gilt

ot X
filp) = W

Man iiberzeugt sich leicht, dass f; von der Klasse C™ ist (wire f € Ck(M ), so wire im allgemeinen
nur f; € C*~1(M), und der Beweis briiche hier zusammen). Mit y* = ¢'(q) erhalten wir

(1.3)

=0 '

p-f=1m)-p+) ¢ fi (1.4)
=1

auf ganz U¥. ‘
Wir setzen die Funktionen pp': U¥ — R auf ganz M fort, mit Wert 0 aulerhalb von U¥. Aus
R-Linearitdt von und Produktregel fiir 0 sowie ({1.1)—(1.4) folgt

01 2 000 (010 B 0 1) + Y- 006 - 1)

~—~
eRrR

. UZ
z=0

~——

v =0

n n -
=2f(p)p(p) 9p + Z(@(p(pi) i) + (00" (p) '8fi> 3 m
=0 = i=1

= dO(f © (10_1)(1}) ’



d(pe')
Vp = : . O

Ape")
1.20. SATZ UND DEFINITION. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, dann ezistieren miteinander
vertrdagliche natirliche Bijektionen zwischen den Mengen der algebraischen, der physikalischen und
der geometrischen Tangentialvektoren in p. Wir identifizieren beide Mengen und sprechen fortan

nur noch vom Tangentialraum T,M von M im Punkt p. Dieser Raum trigt eine natiirliche Vek-
torraumstruktur aufgrund von Definition .

BEWEIS. Wir rekapitulieren hier die ,, Ubersetzungsvorschriften® zwischen den drei Begriffen,
da wir spéater haufiger zwischen den verschiedenen Interpretationen hin- und herwechseln wollen.
Den formalen Beweis, dass die angegebenen Abbildungen jeweils wohldefinierte Bijektionen sind,
iiberlassen wir als Ubung.

Sei zunéchst 9 ein algebraischer Tangentialvektor in p, dann erhalten wir einen physikalischen
Tangentialvektor v in p durch die Zuordnung

v, =8¢ = (p- )
flir eine geeignete Abschneidefunktion p. In der Tat kann man wie in Proposition zeigen, dass
n ,
ety N 0o
’Ul:az/)logplo(pl: -~ " r 7 0y’ .
v =0 ) Jz:; Ox’ ¢(p)
Sei umgekehrt ¢ eine Karte von M um p, dann definieren wir Richtungsableitungen bei p durch

o -1
ot )= 2 o).

Sei nun v = (v,), ein physikalischer Tangentialvektor, dann erhalten wir einen algebraischen Tan-

gentialvektor
0:= v} .
; ® 8()02
Aufgrund der Transformationsvorschrift in Definition ist es egal, welche Karte ¢ wir zur
Konstruktion von 0 heranziehen.
Sei wieder v ein physikalischer Tangentialvektor. Wir wihlen eine Karte ¢ um p und erhalten
eine Kurve

p

Yo: (—€,6) = U?¥ mit Yo(t) = @ (t - vy)
fir ¢ > 0 hinreichend klein. Aufgrund der Transformationsvorschrift in Definition (2) sind
die Kurven ~,, fiir alle Karten ¢ um p paarweise dquivalent im Sinne von Deﬁnition, wir
erhalten also einen geometrischen Tangentialvektor [v,].
Sei umgekehrt v eine Kurve mit v(0) = p, dann definiert

vp = (v 07) (0)
einen physikalischen Tangentialvektor in p unabhingig von v € [v].
Sei wieder 7 eine Kurve mit «(0) = p, dann erhalten wir einen algebraischen Tangentialvektor 0
mit
Of = (fo7)(0)
Fiir die umgekehrte Abbildung gehen wir den Umweg iiber physikalische Tangentialvektoren.
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Schliefllich zur Vektorraumstruktur: Die algebraischen Tangentialvektoren bilden einen Vektor-
raum mit den Verkniipfungen

(01 + R)(f)=01f + 0of und (r-0)(f)=r-(0f) fir alle r e R .
Analog bilden die physikalischen Tangentialvektoren einen Vektorraum mit
(v+w)y = vy + wy und (r-v)e=r-(vy) fir aller e R.

Die obigen Operationen sind vertriglich mit der Transformationsvorschrift in Definition |1.18§] _ .
und den obigen Bijektionen.

1.21. PROPOSITION UND DEFINITION. Sei M eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit mit
Atlas A. Die Vereinigung

T™ = | ) T,M = {(p,v) | p€ M,veT,M}
peEM

tragt eine Topologie, so dass A = {dy | ¢ Karte von M} einen 2n-dimensionalen C>-Atlas
auf TM definiert, wobei
dp: U = U T,M — V% .= V¥ x R" mit (p,v) = (0(p),vy) -
peU¢¥
Die Mannigfaltigkeit T M heifst das Tangentialbiindel von M, die C*°-Abbildung
m:TM — M mit (p,v) = p

heif$t die (FuBipunkt-) Projektion.

BEwEIS. Die Topologie auf T'M wird wie folgt definiert: Eine Teilmenge U C T'M heifit offen,

wenn zu jedem Vektor (p,v) € U eine Karte dy um (p, v) mit ¢ € A existiert, so dass dp(UNU%) C
R?" offen ist. Man iiberpriift leicht, dass

(1) dadurch tatséchlich eine Topologie definiert wird,

(2) die angegebene Topologie Hausdorffsch ist,

(3) eine abzdhlbare Basis besitzt,

(4) und nicht vom Atlas A, sondern nur vom dazugehorigen maximalen Atlas abhéngt.

Man muss auch zeigen, dass { dp ‘ peAd } einen Atlas bildet. Die Mengen U% iiberdecken 7'M,
und die Kartenwechsel haben die Gestalt

(dy o (dp) ") (z,0) = (Yo ) (@), de(p o ™) (v)) -
Da 1 o ¢! eine C*°-Abbildung ist, ist d(¢) o ¢~ !) eine C*°-Abbildung, und das gleiche gilt dann
auch fiir di o (dp)~1. Somit haben wir einen C*°-Atlas fiir TM konstruiert. O

Sei jetzt F': M — N eine C*°-Abbildung zwischen C*°-Mannigfaltigkeiten mit k£ > 1. Dann
induziert F' eine Abbildung dF': TM — TN. Wir geben drei Konstruktionen dieser Abbildung an.
Fiir p € M definieren wir zunéchst dpF': TyM — Tp,)N.

(1) Falls k = oo und 0 € T, M ein algebraischer Tangentialvektor ist, dann definiere
(dpF(9))(f) =0(f o F) fur alle f € C*(N) .

(2) Sei ¢ Karte von M um p und ¢ Karte von N um F ( ), und sei v € T, M physikalischer
Tangentialvektor. In der Notation von Definition [1.8| definiere

(dpF(’U))w - dF%wso(p)(vw) € TF(p)N )
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(3) Sei schlieBlich v: I — M eine Kurve mit 7(0) = p und [y] der dazugehérige geometrische
Tangentialvektor. Dann definiere

dpF([’Y]) =[Fon]e TF(p)N.

In den Konstruktionen und ist wieder Wohldefiniertheit zu beweisen. Insgesamt definieren
wir schliefilich

dF: TM — TN durch dF (p,v) = dpF(v) fiir alle (p,v) € TM .

1.22. SATZ UND DEFINITION. Sei F': M — N eine C*°-Abbildung zwischen C*°-Mannigfaltig-
keiten mit k > 1. Dann definieren die drei obigen Konstruktionen dieselbe faserweise lineare C*°-
Abbildung dF: TM — TN, das Differential von F.

Die Zuordnung M — TM und F — dF definiert einen Funktor von der Kategorie der C*°-
Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der C°°-Mannigfaltigkeiten.

BEWEIS. Man sieht leicht, dass die obigen drei Konstruktionen wohldefiniert und mit den Abbil-
dungen aus dem Beweis von Satz vertraglich sind. Hieraus folgt, dass f die gleiche Abbil-
dung d, F': T,M — Tpq,) N fiir alle p € M, und damit auch die gleiche Abbildung dF': TM — TN
definieren.

Um zu zeigen, dass dF' von der Klasse C* ist betrachten wir beliebige Karten ¢ von M und v
von N. Nach Definition und obiger Konstruktion erhalten wir

AP (2, 0,) = (d o dF o (dp) ™) (w,vp) = (di o dF) (p. )
= (F?Y(z),dF?" 4 (v,))

mit z = ¢(p) und v, = dp(v). Somit ist dF' in den Karten dyp von T'M und di) von T'N durch die
Abbildung
AR dV = (Fe¥ dFev) . VI - YW
gegeben. Da F¥¥ von der Klasse C™ ist, ist dF¥Y¥ von der Klasse C™, also ist dF eine C>°-
Abbildung.
Funktorialitéit folgt aus
(1) didp = idpyy fiir alle C*°-Mannigfaltigkeiten M, und
(2) (Kettenregel) d(F o G) = dF o dG fiir alle C>**-Mannigfaltigkeiten L, M, N und alle Ab-
bildungen F': M — N und G: L — M.

Diese Aussagen iiberlassen wir dem Leser als Ubung. ([l

1.23. BEMERKUNG. Schliellich betrachten wir noch n-dimensionale Mannigfaltigkeiten mit
Rand. Wenn p € M innerer Punkt ist, andert sich nichts, und wir erhalten nach wie vor einen
Tangentialraum 7, M = R" wie oben.

(1) Sei also p € 9M. Sowohl die physikalische als auch die algebraische Definition liefern uns
nach wie vor einen Tangentialraum 7,M = R™.

Gleichzeitig gilt p € OM, und wir erhalten auch einen Tangentialraum 7,(0M) = R" 1.

Fiir 9M betrachten wir die Karte ¢ = (¢2,...,9"): OU¥ — 0V C {0} xR""! dann hat

ein physikalischer Vektor v € T},(0M) die Koordinaten vf,, cowy UG- Sel jetzt v OM — M
die Inklusionsabbildung, dann gilt ¢! o+ = 0, somit
0
U?D ’U2
dip | 2 | = -cp
vy v."
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Also ist T,(O0M) ein Unterraum von 7}, M, ndmlich
Tp(OM) = {v = (vy,), € T,M | vslo = 0 fiir eine Karte p € Aum p } C T,M .

Dabei ist es egal, ob wir v}p = 0 fiir eine oder fiir alle Karten um p verlangen. Die geo-
metrische Definition wiirde uns {ibrigens nur Vektoren in T},(0M) liefern, da Kurven nicht
aus M herauslaufen konnen.

(2) Schlielich gibt es jetzt drei Varianten des Tangentialbiindels, die fiir uns von Interesse
sind:

T(OM)—=TM|op; = { (p,v) € TM | p € OM,v € TyM }—=TM
\ l iﬂ'j’q\{
TT(OM)
OMC - M.

Die Mannigfaltigkeiten T'(0M ), T M |sps und T'M haben die Dimensionen 2(n—1), 2n —1,
beziehungsweise 2n.

1.3. Einbettungen

Wir definieren die Begriffe ,Immersion“ und ,,Einbettung®. Anschliefend zeigen wir, dass sich
jede glatte Mannigfaltigkeit M glatt in einen euklidischen Raum R"™ einbetten ldsst, wenn n € N
nur ausreichend grof} ist. Spater werden wir sehen, wie wir stets n = 2m + 1 wihlen konnen. Je
nach Problemstellung wird es geschickter sein, eine Mannigfaltigkeit als abstraktes Objekt oder als
Untermannigfaltigkeit des R™ zu betrachten.

1.24. DEFINITION. Eine glatte Abbildung F': M — N heifit Immersion, wenn d,F': T,M —
T, N fiir alle p € M injektiv ist. Wir nennen F' eine Finbettung, wenn dariiberhinaus M homéomorph
auf sein Bild im F' C M abgebildet wird.

1.25. PROPOSITION. Fine Abbildung F: M — N ist genau dann eine Finbettung, wenn im F' C
N eine Untermannigfaltigkeit ist und F einen Diffeomorphismus f: M — im F induziert.

BEwEIS. Die Richtung ,,<* folgt aus den Definitionen. Als Untermannigfaltigkeit ist im F’
selbst eine Mannigfaltigkeit nach Bemerkung , und wenn N — im F' ein Diffeomorphismus
ist, dann ist es insbesondere auch ein Homéomorphismus, und die Verkettung F: M — im F — N
ist eine Immersion.

Zu ,,=* benutzen wir die Definition der Unterraumtopologie auf Im F'. Eine Teilmenge U C im F'
ist genau dann offen, wenn es eine offene Menge V C N mit U = V Nim F gibt.

Wir zeigen, dass im F' eine Untermannigfaltigkeit ist. Dazu beginnen wir mit einem Atlas Ay
von N. Dann wihlen wir einen Atlas Ajs von M so, dass fiir alle Karten ¢: U¥ — V¥ in A eine
Karte o: U¥ — V¥ mit U¥ ¢ F~1(U?) existiert. Dazu beginnen wir mit einem beliebigen Atlas
von M und verkleinern die Definitionsbereiche der Karten falls nétig. Da v einen Diffeomorphismus
zwischen U¥ und V¥ induziert, konnen wir lokal jetzt die Einbettung ¢ o F|ye: U¥ — V¥ C
R"™ betrachten. Wenn wir fiir alle p € M die Karten ¢ und v entsprechend wihlen und zeigen,
dass im(¢) o F|y+) Untermannigfaltigkeit von V¥ ist, dann ist auch im F' Untermannigfaltigkeit
von N, und man sieht auch, dass f dann ein Diffeomorphismus ist.

Mithilfe des Satzes {iber implizite Funktionen erhalten wir zu jedem Punkt p € U%¥

eine kleine Umgebung U C U¥ von p,

eine Aufspaltung der Indexmenge {1,...,n} = {j1,.. ., dm} U {jm+1s---»dn},
eine offene Teilmenge W C R™, und

eine Abbildung g: W — R~
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so dass wir im(¢) o F) lokal als Graph von g schreiben kénnen, genauer
im(poF)NU = { (z1,...,2n) €ER™ | (zj,,...,3,) € Wund (zj,,,,,...,25,) = g(xj,...,2j,) } -

Es ist nicht schwer, daraus eine Untermannigfaltigkeitskarte fiir im(¢) o F'|y7) als Teilmenge von R™
zu basteln. Zu zeigen ist, dass das auch eine Untermannigfaltigkeitskarte fiir ganz im(¢) o F) in V¥
liefert. Aber dazu schranken wir die soeben erhaltene Untermannigfaltigkeitskarte auf eine offene
Teilmenge V C V¥ ein, so dass V Nim(y o F) = im(¢) o F|y). Also ist im(yp o F) € V¥ eine
Untermannigfaltigkeit, und die Proposition ist bewiesen. (]

1.26. BEISPIEL. Wir geben ein Beispiel, um zu zeigen, warum es wir fordern miissen, dass f ein
Homdoomorphismus ist. Sei nimlich M die disjunkte Vereinigung eines Kreises S' C C und einer
Geraden R und sei N = C = R2. Fiir p € M definieren wir

(p) = P falls p € ST ¢ R?, und
br= (1+eP)e® falls p € R.

Dann ist F eine injektive Immersion. Da sich das Bild der Geraden gegen den Kreis héuft, finden wir
keine Untermannigfaltigkeitskarten fiir Punkte p € S' C im F. Aber F ist auch kein Homomor-
phismus. Etwa ist das Bild der offenen Teilmenge S' C M nicht offen in im F, da es keine offene
Teilmenge V C C mit S' C V gibt, die das Bild von R nicht schneidet.

1.27. BEMERKUNG. Die obige Proposition gilt analog fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand. Der
Beweis ist dann etwas komplizierter.

Da es auf Dauer miithsam ist, zu iiberpriifen, ob eine Abbildung ein Homéomorphismus auf ihr
Bild ist, folgen hier eine niitzliche Definition und ein hilfreiches Kriterium.

1.28. DEFINITION. Eine stetige Abbildung F': X — Y zwischen Hausdroffriumen heifit eigent-
lech, wenn Urbilder kompakter Mengen wieder kompakt sind.

Die Abbildung F' aus Beispiel ist nicht eigentlich, denn das Urbild der kompakten Men-

ge Bs(0) ist S U (—o0, 0], also nicht kompakt.

1.29. BEMERKUNG. Es sei F': X — Y eine stetige Abbildung zwischen Hausdroffraumen.

(1) Sei K C X kompakt, dann ist F(K) C Y in der Unterraumtopologie kompakt. Denn
sei (Vi)ier eine Familie offener Teilmengen von Y, die F'(K) iiberdecken, dann iiberdecken
die offenen Mengen F~!(V;) C X die Menge K, und endlich viele reichen aus. Dann
iiberdecken die entsprechenden V; bereits F(K).

(2) Wenn X bereits kompakt ist, dann ist F' eigentlich. Denn sei K C Y kompakt, dann
ist K insbesondere abgeschlossen, da Y ein Hausdorff-Raum ist. Wegen Stetigkeit von F
ist F~1(K) abgeschlossen, und abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind wieder
kompakt.

1.30. PROPOSITION. FEs sei F': M — N eine injektive eigentliche Abbildung zwischen Mannig-
faltigkeiten. Dann ist F' ein Homdéomorphismus von M auf im F.

BEWEIS. Die Abbildung F': M — im F' ist bijektiv und stetig, also reicht es, die Stetigkeit
der Umkehrabbildung zu iiberpriifen. Dazu miissen wir nur zeigen, dass Bilder abgeschlossener
Teilmengen A C M in im F' wieder abgeschlossen sind.

Da N Mannigfaltigkeit ist, ist die Topologie von N kompakt erzeugt. Das bedeutet, eine Teil-
menge C' C N ist genau dann abgeschlossen, wenn C'N K fiir alle kompakten Teilmengen K C N
abgeschlossen ist. Denn sei ¢ € N \ C, und sei 1 eine Karte von N um ¢ mit ¢(¢) = 0. Dann
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enthélt V¥ einen abgeschlossenen Ball Bg(0), dieser ist kompakt. Wenn C N ~!(Bg(0)) abge-
schlossen ist, gibt es einen kleineren offenen Ball B,(0) mit C' N ¢~ (B,(0)) = 0. Somit ist C
abgeschlossen, wenn C' N K fiir alle Kompakta K abgeschlossen ist.

Sei jetzt A C M abgeschlossen. Um zu zeigen, dass F(A) C N abgeschlossen ist, sei K C N
eine beliebige kompakte Teilmenge. Da F eigentlich ist, ist F~'(K) C M auch kompakt. Dann
ist ANF~!(K) ebenfalls kompakt. Da F stetig ist, ist auch F(AﬂF‘l(K)) kompakt. Da F' injektiv
ist, gilt F(ANF~1(K)) = F(A) N K, also ist F(A) N K kompakt und daher abgeschlossen, weil N
ein Hausdorff-Raum ist. Und weil N kompakt erzeugt ist, ist F'(A) selbst ebenfalls abgeschlossen.

Damit folgt, dass F': M — im F' ein Hom6omorphismus ist. O
1.31. BEMERKUNG. In Proposition gilt keine Aquivalenz. Betrachte beispielsweise die Funk-
tion arctan: R — R. Sie induziert einen Hom6omorphismus von R auf das Bild (—g, %), ist aber

nicht eigentlich, denn arctan~!([—2,2]) = R ist nicht kompakt.

Nachdem wir gesehen haben, dass Untermannigfaltigkeiten und Einbettungen eng verwandte
Begriffe sind, wollen wir uns die Frage stellen, ob jede abstrakte Mannigfaltigkeit mit Rand in
einen euklidischen Raum R” eingebettet werden kann, also zu einer Untermannigfaltigkeit des R™
diffeomorph ist. Wir betrachten hier nur kompakte Mannigfaltigkeiten ohne Rand. Mit etwas mehr
Miihe kann man das analoge Resultat auch fiir allgemeinere Mannigfaltigkeiten beweisen.

1.32. SATZ (Whitney-Einbettungssatz). Es sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit, dann
existiert eine Finbettung F: M — R" falls n > 2m.

BEWEIS. Der Satz gilt in der angegebenen Allgemeinheit, wir beweisen ihn hier aber nur fiir
kompakte M und im Fall n > 2m. Im ersten Schritt zeigen wir, dass es iiberhaupt ein endliches n
gibt, so dass eine Einbettung F': M — R" existiert. Danach reduzieren wir n schrittweise auf 2m-1.
Man kann sogar n = 2m erreichen, braucht dazu aber einen weiteren Trick.

Es sei A ein Atlas von M. Wir konstruieren eine Partition der Eins, das heifit, wir suchen
Funktionen p;: M — R mit p; > 0, supp p; C U% fiir ein p; € A und

pr+--+pv=1.

Dazu konstruieren wir erst um jeden Punkt p € M eine Abschneidefunktion o, mit o(p) = 1, deren
Triger ganz in einer Kartenumgebung U¥ mit ¢ € A enthalten ist. Da M kompakt ist, reichen
endlich viele dieser Funktionen o, , ..., op, aus, damit

l
M =], ((0,00)).
j=1

Sei p; € A eine Karte mit suppo,, C U¥7. Es gilt

N
Z op;(q) >0
=1

fiir alle ¢ € M, und wir erhalten unsere Partition der Eins mit

Op; .
;= : : M —[0,1], und su , CU% .
e [0,1] PP pi

Wir konstruieren eine Einbettung F': M — RN+ it

t
F=(pgl ., i pNONs e oneRoN)
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wobei picpg auBerhalb von U¥" durch 0 fortgesetzt wird. Dann ist F' injektiv, denn sei ¢ = F(p),
dann ist eine der Komponenten p;(p) # 0, und wir erhalten die Koordinaten von p in der Karte ¢;,
indem wir die Koordinaten picpg durch p; dividieren. Dadurch ist p eindeutig bestimmt.

Um zu zeigen, dass dF'(p): T,M — RN(m+1) jnjektiv ist, betrachten wir nur die zur Karte ¢;
gehorigen Komponenten von F' und erhalten als Ableitung

pip} dpi - p}(p) + pi(p) - d}
al :

- : : TyM — R™HL
pip™ dpi - o] (p) + pi(p) - dei”
Pi dp;

Der Rang #ndert sich nicht, wenn wir das ¢! (p)-fache der Ableitung der letzten Komponente von
der j-ten abziehen, und es bleibt die injektive Abbildung p;(p)-dp;(p) in den ersten m Komponenten
stehen.

Alternativ betrachten wir in der Karte ¢; einen Ausschnitt aus der Jacobi-Matrix der Form

%(p) oHp) +pip) S -+ 5 (p) - @l (p) + pilp) Sim
) ) ’ ) ' € Merl,m(R) .
22 (0) - @ (0) + pi(0) St -+ e (D) - 97 (P) + i) G
52 () - 55 ()

Indem wir das ¢} (p)-fache der letzten Zeile von der j-ten Zeile abziehen, erhalten wir in den oberen
n-Zeilen das p;-fache der Einheitsmatrix, insbesondere hat dieser Ausschnitt aus der Jacobi-Matrix
bereits Rang n, und dF(p) ist injektiv.

Somit ist F' eine injektive Immersion, und da M kompakt ist, also eine Einbettung nach Pro-
position und F(M) ¢ RN+ ist eine Untermannigfaltigkeit nach Proposition

Im zweiten Schritt reduzieren wir die Dimension des Zielraumes. Sei also F': M — R eine
Einbettung, und sei n > 2m + 1. Dann bestimmen wir einen Einheitsvektor w und einen (n — 1)-
dimensionalen Koordinaten-Unterraum V =2 R®~! und verketten F' mit der Projektion 7: R® — V

léngs w.
Die Abbildung 7 o F' ist injektiv, falls es keine Punkte p, ¢ € M gibt, so dass
Flg)—F(p) _
1F(q) — F(p)l
Sie ist eine Immersion, falls es keinen Tangentialvektor (p,v) € TM mit v # 0 gibt, so dass
dFy,(v) W
[dE, (o)

Man beachte, dass wir beide Briiche bilden diirfen, da F' eine injektive Immersion ist, und dass es
reicht, nur w auf der rechten Seite zu betrachten, da wir p und ¢ tauschen beziehungsweise (p, v)
durch (p, —v) ersetzen diirfen, falls —w herauskommt.

Es bezeichne AM = {(p,p) € M x M | p € M } die Diagonale in M x M und M = {(p,0) €
TM | pe€ M} den Nullschnitt in TM. Dann erhalten wir also zwei glatte Abbildungen

(M x M)\ AM — S™ ' und TM\M — S"!'cCR",

und wir suchen einen Vektor, der nicht im Bild liegt. Nach dem Lemma von Sard aus dem néchsten
Abschnitt existiert solch ein Vektor stets, solange

n—1=dimS" ! > 2m =dim((M x M)\ AM) = dim(TM \ M),
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denn in diesem Fall ist jeder Wert der obigen Abbildungen singulér, und die singuldren Werte bilden
immer eine Nullmenge. Das erlaubt uns, die Dimension des Zielraumes schrittweise auf 2m + 1 zu
reduzieren. 0

1.33. BEMERKUNG. Zunichst sollten wir festhalten, dass die Abbildung TM \ M — S"~! im
obigen Beweis auf allen positiven Vielfachen eines Vektors v den gleichen Wert wie fiir v annimmt.
Wir kénnten also eine Riemannsche Metrik einfithren und nur das Einheitstangentialbiindel

SM = {(p,v) e TM { o] =1}
betrachten. Das macht die Sache etwas einfacher, denn dim(SM) = 2m — 1.
In Wirklichkeit kénnen wir die beiden Abbildungen oben zusammenfassen zu einer Abbildung

von einer Mannigfaltigkeit M mit Rand nach S"~!. Denn wenn eine Folge von Punkten (g;) ,aus
Richtung v € T, M*“ gegen p konvergiert, dann gilt

i F@)=Fp) _ dE()
=% Fa) = F@)l ~ TR0

Die entsprechende Mannigfaltigkeit M heifit auch die (reelle) Aufblasung von M x M entlang AM.
Sie wird zusammen mit einer Abbildung m3;: M — M x M definiert, die auf Wﬁl (M x M)\ AM)

ein Diffeomorphismus ist. Der Rand von M wird nach AM abgebildet, und das Urbild von jedem
Punkt (p,p) € AM ist eine (m — 1)-Sphére.

Noch schéner wird es, wenn wir als Zielraum RP""! = §7~1/+ wihlen, dann kénnen wir
anstelle von M eine Mannigfaltigkeit ohne Rand betrachten. Diesmal ist das Urbild eines jeden
Punktes (p,p) € AM diffeomorph zu RP?m~1,

Wenn man statt einer Einbettung nur eine Immersion méchte, also Selbstschnitte und Selbst-
haufungen des Bildes zulésst, kann man die Dimension n noch etwas weiter reduzieren. Das folgende
Resultat erwédhnen wir ohne Beweis.

1.34. SATZ (Whitney-Immersionssatz). Es sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit, dann
existiert eine Immersion F: M — R" falls n > 2m — 1.

1.4. Das Lemma von Sard

Regulére Werte spielen immer wieder eine Rolle, zum Beispiel bei der Konstruktion von Un-
termannigfaltigkeiten, siche Beispiele und Das Lemma von Sard besagt, dass jede glatte
Abbildung stets ausreichend viele reguléire Werte besitzt. Im Beweis des Satzes von Whitney haben
wir es bereits zur Reduktion der Dimension des Zielraums benutzt. Im néchsten Kapitel werden
wir es einsetzen, um transversale Abbildungen zu konstruieren.

1.35. DEFINITION. Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge A C
M heifit Nullmenge, wenn es zu jedem Punkt p € A eine Karte ¢: U¥ — V¥ um p gibt, so
dass p(ANU?®) C V¥ eine Lebesgue-Nullmenge im R™ ist.

Man beachte, dass wir dazu kein Mafl auf M einfithren miissen, da der Begriff , Lebesgue-
Nullmenge® unter Diffeomorphismen invariant ist. Typische Beispiele von Nullmengen sind Unter-
mannigfaltigkeiten kleinerer Dimension, und abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen.

1.36. SATZ (Lemma von Sard). Es sei F': M — N eine C*°-Abbildung zwischen Mannigfaltig-
keiten. Dann bilden die singuldren Werte von F' eine Nullmenge in N.

Dieser Satz ist etwas leichter zu zeigen (man braucht nur ,,Schritt (3)¢ im folgenden Beweis),
wenn dim M < dim NV gilt, und diese Version benutzen wir meistens. In diesem Spezialfall hat dF
nie Rang n, somit sind die singuléren Werte von F' gerade das Bild von F'. Dennoch geben wir hier

17



den kompletten Beweis nach Pontryagin, siehe [M]. Der obige Satz gilt bereits, wenn F' ausreichend
oft differenzierbar ist. Wir sehen unten, dass C* ausreicht, falls k& > -r. Auf der anderen Seite ist
er nicht sinnvoll, wenn F' nur stetig ist. Tatsichlich gibt es stetige, surjektive Abbildungen vom
Einheitsintervall I auf beliebig hoch-dimensionale Wiirfel 1.

BEWEIS. Nach Definition reicht es, eine Karte ¢: U¥ — V¥ von N zu fixieren und nur
singulire Werte in U? zu betrachten. Da M abzihlbare Basis hat, reicht ein abzihlbarer Atlas aus,
um M zu {iberdecken. Dann erhalten wir alle singuléren Werte von 1o F' als abzdhlbare Vereinigung
iiber die Karten ¢ aus dem Atlas von M der singuldren Werte von

YoFop i p(UPNF HUY)) — VY.

Wenn wir fiir jede Karte ¢: U® — V¥ zeigen kénnen, dass die singulidren Werte von ) o F o ¢!

eine Nullmenge bilden, folgt die Behauptung, denn eine abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen
ist wieder eine Nullmenge. Daher reicht, es Abbildungen F': U — R" zu betrachten, wobei U C R™
offen sei.

Es sei C = {x € U | rg(dF(z)) < n} C U die Menge der kritischen Punkte von F, so
dass F'(C) C R" gerade die singuldren Werte beschreibt. Wir definieren

Cy = {x eC ‘ alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k verschwinden bei x } .

Der Beweis benutzt Induktion iiber m, wobei der Induktionsanfang m = 0 klar sein diirfte: falls n =
0 ist der einzige Bildpunkt regulir, falls n > 0 ist die Menge {F'(0)} C R™ der singuléren Werte
eine Nullmenge. Fiir m > 0 nehmen wir n > 0 and und zeigen wir der Reihe nach

(1) Das Bild von C'\ C} ist eine Nullmenge,
(2) Das Bild von Cjy; \ C; ist eine Nullmenge fiir alle 4,
(3) Das Bild von C}, ist eine Nullmenge, wenn k ausreichend grof ist.

Schritt (1). Es sei x € C'\ Cy. Dann hat F' mindestens eine nicht verschwindende partielle

Ableitung, ohne Einschrankung sei das %—ill. Wir finden also eine Umgebung U’ C U von z, auf der
die Abbildung

H(xl,...,:rm) = (Fl(x),xQ,...,xm)

ein Diffeomorphismus auf ihr Bild V' = H(U’) € R™ ist. Dann hat die Abbildung G = F o
H=1: V' — R" die Gestalt

G(y,z2,...,2™) = (y,GQ(y,:L‘2,...,:rm),...,G"(y,:pQ,...,xm)) ,

insbesondere bildet sie Hyperebenen {y} x R™~! auf Hyperebenen {y} x R"~! ab. Sei G, die
Einschriankung auf eine solche Hyperebene, dann sind die kritischen Werte von G in der Hyper-
ebene {y} x R"~! gerade die kritischen Werte von Gy. Nach Induktionsvoraussetzung ist das eine
Nullmenge. Aus dem Cavalierischen Prinzip (einer Folgerung aus dem Satz von Fubini), folgt, dass
die kritischen Werte von G insgesamt wieder eine Nullmenge in R™ bilden.

Wir miissen um jeden Punkt 2 € U eine Umgebung U’ wie oben wihlen, gegebenenfalls so, dass
eine andere partielle Ableitung von F' nicht verschwindet. Aber da R™ eine abzihlbare Basis hat,
reichen abzihlbar viele Umgebungen vom Typ U’ aus, um U zu iiberdecken. Da eine abzihlbare
Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, ist die Behauptung aus Schritt (1) damit
bewiesen.

Schritt (2). Es sei € Cij41 \ Cy, dann verschwinden alle i-ten Ableitungen von F' im Punkt z,
aber es gibt Indizes ¢ und ji, ..., j;11, so dass

67j+1F€
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Ohne Einschrinkung sei jo = ¢ = 1, und wir betrachten die Abbildung

aiFE
H(xlv"'vwm) = <M(xlv"'7xm)7x27"'axm> .

Sie ist in einer Umgebung U’ von x ein Diffeomorphismus auf ihr Bild V/ € R™. Nach Konstruktion
gilt
CinU' c H' ({0} x R™71) .
Wir betrachten wieder G = F o H™': V/ — R". Sei G die Einschrinkung auf die Hyperebe-
ne ({0} x R™1) NV’ Nach Induktionsvoraussetzung ist die Menge der singuliren Werte von Gy
eine Nullmenge. Sie enthélt die Menge

F(CZ N U/) = G(H(Cz N U/)) ,
somit ist diese ebenfalls eine Nullmenge. Da wir C;\ C;;1 mit abzéhlbar vielen Mengen der Form U’
iiberdecken konnen, beendet dies den Schritt (2).
Schritt (3). Es sei k> 2 — 1 und F mindestens von Klasse C¥*1. Es sei I C U ein Wiirfel der

Kantenlénge §. Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von F' um beliebige Punkte x € Cy N1 und
finden eine Konstante ¢ > 0, die nur von den (k 4 1)-sten Ableitungen von F' abhingt, so dass

IF(y) — F(z)|| < ¢ |ly — ||+ firallez € CyNIund alley € I.

Jetzt zerlegen wir I in r™ Wiirfel der Kantenldnge g. Jeder dieser Wiirfel hat Durchmes-
ser /m %. Falls einer dieser Wiirfel einen Punkt aus C) enthélt, dann ist sein Bild enthalten in

einem Wiirfel der Kantenlénge ¢ (v/m g)kﬂ, letzterer hat Volumen

r

Da maximal ™ dieser Wiirfel Punkte aus C} enthalten konnen, schitzen wir das duflere Maf
von Ci NI ab durch
vol(F(C,N1)) < " v/m” sn(k+1) om—n(k+1)
—

konstant
Da m —n(k+1) <0, sehen wir, dass F(Cy N I) eine Lebesgue-Nullmenge ist, indem wir r beliebig
grof} wahlen.
Da wieder abzahlbar viele Wiirfel ausreichen, um ganz U zu iiberdecken, ist das Lemma von
Sard bewiesen. I

1.5. Der Brouwersche Fixpunktsatz

Wir geben eine kurze, aber iiberraschende Anwendung des Lemmas von Sard. Im folgenden
Beweis verwenden wir die Klassifikation der eindimensionalen kompakten Mannigfaltigkeiten mit
Rand. Da wir dieses Resultat spéiter noch gelegentlich verwenden wollen, beweisen wir es anschlie-
Bend.

1.37. SATz (Brouwerscher Fixpunktsatz). Es sei D" C R™ der abgeschlossene Einheitsball
und F: D" — D" stetig. Dann hat F' mindestens einen Fizpunkt.

BEWEIS. Wir beweisen des Satz indirekt und nehmen an, dass F' keinen Fixpunkt hat. Dann
werden wir eine Abbildung R: D" — S"~! = D" konstruieren, so dass R|gn-1 = idgn-1. Eine
solche Abbildung heifit auch Retraktion von D™ auf S*~' C D™. Im niichsten Satz zeigen wir dann,
dass es keine solche Retraktion geben kann.

Um R(p) € S"! fiir p € S™ zu konstruieren zeichnen wir einen Strahl g von F(p) durch p
und definieren R(p) als den Schnittpunkt von g mit S"~!. Man iiberzeugt sich leicht, dass die
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so definierte Abbildung R stetig ist. Fiir p € 9D"™ ist p selbst der gesuchte Schnittpunkt, also
gllt R|Sn71 - idSnfl. D

1.38. SATZ. FEs sei N eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann gibt es keine glatte
Retraktion von N auf den Rand ON.

Bewers. Wir folgen dem Beweis von Hirsch, siehe [M]. Sei R eine glatte Retraktion. Dann
hat R einen reguléren Wert ¢ € ON nach dem Lemma von Sard. Folglich ist M = R™!(q) C N
eine Untermannigfaltigkeit mit Rand der Dimension dim M = dim N — dimdN = 1 nach dem
Satz vom reguldren Wert. Das Verhalten im Rand schauen wir uns gleich genauer an. Es folgt
aulerdem OM C ON, da der Satz vom reguldren Wert im Inneren von N keine Randpunkte des
Urbildes zul&sst.

Da R|gn = idgn, folgt M NON = {q}, und wir wollen zeigen, dass ¢ ein Randpunkt von M ist.
Dazu sei ¢: U? — V¥ C R” eine Karte um p wie in den Definitionen und mit ¢(q) = 0.
Dann existiert eine Umgebung U C V¥ von ¢, so dass (¢ o Ro o~ 1)(U) C V¥. Schreibe

G=ypoRop ly:U—=V?.

Da G bis zum Rand glatt ist, konnen wir G auf eine Umgebung V' von 0 in ganz R" fortsetzen.
Nach dem Satz vom reguliren Wert ist G~1(0) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von V/,
und es gilt

o(M)NU =G L0)NR" .

Aus R|gn = idgn folgt dRy|1,0n = idT,0n, und somit auch
dG0|{0}><R"_1 — id{O}XR”_l .

Da To(G~1(0)) = ker(dGy), folgt, dass To(G~1(0)) ein zu {0} x R"~! komplementiirer Unterraum
ist. Insbesondere ist 0 regulirer Wert der Funktion z + x! auf G~1(0), und somit auch regulirer
Wert von ¢!y, Wie in Beispiel ist daher M eine Mannigfaltigkeit mit Rand OM = {q}.
Alternativ folgt die obige Uberlegung auch aus Proposition .

Als Urbild einer abgeschlossenen Menge {q} ist M abgeschlossen in N, also kompakt, da N
kompakt ist. Aber nach Satz gibt es keine kompakte eindimensionale Mannigfaltigkeit mit
einer ungeraden Anzahl von Randpunkten. Damit haben wir die Existenz von R zum Widerspruch
gefiihrt. O

Der Spezialfall N = D" liefert den Fixpunktsatz von Brouwer. Allerdings hatten wir dort
stetige Abbildungen zugelassen. Wir wollen exemplarisch zeigen, wie man mit Hilfe einer stetigen
Retraktion eine glatte konstruieren kann. Zun#chst einmal ist R als stetige Funktion auf einem
Kompaktum gleichméfig stetig, also finden wir r > 0 so, dass ||R(q) — R(p)|| < % fiir alle p, ¢ € D™

mit [|g —p|| < r. Sei p: R” — R eine Abschneidefunktion mit suppp = B,2/4(0). Indem wir p
durch das Integral von p teilen, erhalten wir eine glatte Funktion ¢: R” — R mit Integral 1 und
demselben Tréager.

Wir konstruieren der Reihe nach weitere Abbildungen, zunéchst

Rip) = [ ool R .

Diese Funktion ist glatt, da der Integral nach p stetig differenzierbar ist. Aulerdem ist R;(p) ein
gewichtetes Mittel iiber Punkte auf S"~!, die von R(p) nach Voraussetzung nicht weiter als %
entfernt sind. Daraus folgt

1
|R1(p)|| > B fiir alle p € D" fiir alle p € D™ .
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Fiir |p|| > 1 —% und |l¢ — p| < % gilt auerdem |q — H%IIH < r, somit folgt

| R (w) - m

Wir wiahlen eine weitere Abschneidefunktion o mit

r

1
‘<§ fiir alle p € D™ mit HpH>1—2

suppo = By_x(0) und o 1) = Bi_£(0) .
Dann definieren wir weitere Abbildungen Ry: D™ — D™ und R3: D™ — S"~! durch

Ra(p) = o(p) Ri(p) + (1 — o(p)) H%II und - Ry(p) = nggll ‘

Man iiberzeugt sich leicht, dass R3 eine glatte Retraktion von D™ auf den Rand S~ ! ist.
Wir beenden den Beweis von Satz mit der folgenden Klassifikation.

1.39. SATZ. Es sei M eine kompakte, eindimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist M
diffeomorph zu einer disjunkten Vereinigung endlicher vieler kompakter Intervalle und Kreise.

Wir liefern einen Beweis, der auch fiir topologische Mannigfaltigkeiten funktioniert. Einen al-
ternativen Beweis findet man im Anhang von [M]. Wir beginnen mit ein paar Voriiberlegungen.
Zunichst sei U C R eine offene Menge und ¢ € U. Dann existieren a € {—oco} UR, b € RU{o0}, so
dass t € (a,b) C U. Wir kénnen a minimal und b maximal mit der obigen Eigenschaft wéhlen, so
dass zusétzlich a, b ¢ U. Dann nennen wir (a,b) das mazimale offene Intervall um ¢ in U.

Analog sei jetzt U C (—o00,0] offen und ¢ € U, dann finden wir wieder ein maximales, in (—oo, 0]
offenes Intervall in U um ¢. Diesmal hat es entweder die Gestalt (a,b) mit a <t < b <0, oder die
Gestalt (a, 0].

Sei jetzt (¢,d) C (a,b) ein Teilintervall. Wir sagen, (¢, d) C (a,b) ist am unteren (oberen) Ende
biindig, falls a = ¢ (b = d). Wir verwenden diese Begriffe auch fiir Teilmengen von topologischen
Raumen, die zu Intervallen homoémorph sind. Das ist erlaubt, denn das Bild eines Intervalls unter
einem Homoomorphismus ist wieder ein Intervall. Insbesondere werden wir spéter auch homéomor-
phe Bilder von Intervallen als Intervalle bezeichnen.

1.40. PROPOSITION. Es seien ¢: U? — V¥ C R_ und v: UY — V¥ C R_ Karten einer eindi-
mensionalen Mannigfaltigkeit, so dass V¥, V¥ Intervalle sind. Dann ist jedes mazimale Teilintervall
von UP N UY an jedem seiner Enden jeweils in U? oder in UY biindig.

BEWEIS. Zunichst sind U¥, U¥ homéomorph zu Intervallen, so dass wir ein maximales Inter-
vall I ¢ U? N UY betrachten konnen. Es sei etwa

Ve=(a,b)D(e,f)=¢() und V¥ =(c,d) D(g,h)=v).

Ohne Einschrinkung sei 1 o ¢! auf (e, f) monoton steigend. Wir nehmen an, dass weder a = e
noch ¢ = g gilt, somit folgt e € (a,b) und g € (¢,d) Aus der Hausdorff-Eigenschaft folgt

v Hg) = lim PHt) = gi{}}z(w*l o(hop))(s) = lim e (s)=¢"(e),

insbesondere liegt dieser Punkt noch in U¥ N UY, im Widerspruch zur Maximalitit von I. Alle
anderen Fille (zum Beispiel, falls V¥ oder V¥ halboffen mit Obergrenze 0 sind) gehen analog. [

Die offene Menge U?NUY setzt sich aus Intervallen zusammen, und jedes dieser Teilintervalle ist
mit zwei Intervallgrenzen von U¥ und UY biindig. Also kann es maximal zwei solcher Teilintervalle
geben, und es gibt nur endlich viele Moglichkeiten, wie diese in den Intervallen U¥ und UY liegen
konnen.

Als niichstes nehmen wir an, dass I C U? N UY ein maximales Intervall ist, so dass

V% = (a,b) D (e,b) = ¢(I) und VY = (c,d) C (¢, f) = ().
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AuBerdem sei 1) o ! auf (e, b) streng monoton steigend. Indem wir V¥ verschieben und skalieren,
diirfen wir annehmen, dass es einen Punkt z € (e, b), so dass

Yo Hzo) =10 € (c, f) und (o) (z)=1.

Wir wéhlen eine Abschneidefunktion p mit Triger (—oo, g + ¢€), die fiir z < xp — ¢ konstant 1 ist,
und definieren eine Kurve v: (a,d) — M durch

e (1) firt<e,
V() =S o) (o ™))+ (1 —0a(t)t) fiwte (e f),
() fiir t > f .

Man iiberlegt sich leicht, dass v ein lokaler Diffeomorphismus ist, der ¢! und ¢! ,verbindet®.
Falls 7 injektiv ist, bildet die Umkehrabbildung eine Karte mit Definitionsbereich U¥ U UY.

BEWwEIS VON SATz [.39] Ohne Einschrinkung betrachten wir nur Karten, deren Bildbereich
ein Intervall der Form (a, b) beziehungsweise (a, 0] ist. Da M kompakt ist, reichen endlich viele. In
den folgenden Schritten werden wir die Anzahl der Karten solange reduzieren, bis keine mehr iibrig
bleiben.

Falls OM # (), wihle p € OM und eine Karte ¢: U¥ — V¥ = (a,0] mit ¢(p) = 0. Da M
kompakt ist, finden wir einen Haufungspunkt ¢ € M der Folge

(),

Es sei ¢: U¥: V¥ eine Karte um ¢. Fiir ein hinreichend groBes n liegt a + % € p(U? NUY).
Sei I C p(U¥ NUY) das maximale Intervall um a + % Wir unterscheiden folgende Fille.

(1) Das Intervall V¥ ist vom Typ (b, c). Ohne Einschrinkung sei 1) o ¢! auf I monoton stei-
gend, andernfalls ersetzen wir ¢» durch —1. Da g € UY gilt, ist das Intervall I am unteren
Ende biindig mit V¥. Es gilt I = o(U¥ N U¥), denn ein weiteres maximales Intervall
im Durchschnitt miisste am oberen Ende zu (a, 0] biindig sein, wére also halboffen. wére
aber gleichzeitig als offene Teilmenge der in R offenen Teilmenge o(U? N UY) ein offenes
Intervall. Wir diirfen die Karten ¢ und 1 also zu einer Karte mit neuem Definitionsbe-
reich U? N UY zusammensetzen. Dadurch reduziert sich die Anzahl der Karten.

(2) Das Intervall V¥ ist vom Typ (b,0], und v o ¢! ist auf I monoton steigend. Da I am
oberen Ende zu mindestens einer der Mengen U¥ oder U¥ biindig ist, ist I halboffen. Es
folgt U¥ € UY, und wir bendtigen die Karte ¢ nicht mehr.

(3) Das Intervall V¥ ist vom Typ (b,0], und 9 o ! ist auf I monoton fallend. Wie in (1)
iiberlegen wir uns, dass bereits I = p(U? N U¥) gilt. In diesem Fall kénnen wir die
Karten ¢ und —1 zu einem Diffeomorphismus U¥ U U¥ 22 [d, 0] zusammensetzen, somit
ist U UUY ein kompaktes Intervall. Da U¥ UUY C M offen, aber als kompakte Menge
auch abgeschlossen ist, ist es eine Zusammenhangskomponente von M. Wir lassen sie und
alle Karten, die auf ihr definiert sind, weg, und machen weiter mit M \ U¥ U UY.

Nach endlichen vielen Schritten verbleibt eine Mannigfaltigkeit M mit leerem Rand. Sei nun p €
M beliebig, und sei ¢: U? — V¥ = (a, b) eine Karte um p, und bestimmen ¢, ¢ und I C o(U?NU?)
wie oben. Folgende Fille sind moglich.

(1) Die Kartengebiete U¥ und U? schneiden sich nur in einem Intervall o ~1(I). In diesem Fall
gilt entweder U¥ C UY, und wir diirfen die Karte ¢ streichen und mit 1) weitermachen,
oder ¢~ !(I) ist an einem Ende zu U¥ und am anderen zu UY biindig. In diesem Fall
kénnen wir ¢ und v zu einer Karte mit Definitionsbereich U? U UY verbinden.
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(2) Die Kartengebiete U? und U¥ schneiden sich in mehr als einem Intervall. Da jedes ma-
ximale Teilintervall von U¥ N U¥ an jedem Ende zu U? oder zu UY biindig sein muss,
folgt

©(U?UUY) = (a,c) U(d,b) C (a,b) .
Wir nehmen an, dass 1 o =1 auf (a,c) monoton steigend ist, andernfalls ersetzen wir 1
durch —¢. Dann ist ¢ ~'(a,c) am oberen Ende biindig zum oberen Ende von U, folg-
lich ist (d,b) am unteren Ende biindig zum unteren Ende von U?¥. Wenn wir wie oben
eine Kurve v mit Bild U? U U? konstruieren, sehen wir, dass diese Kurve zwar ein lo-
kaler Diffeomorphismus ist, aber nicht injektiv. In diesem Fall zeigt man, dass U¥ U U¥
diffeomorph zu einem Kreis ist. Wieder ist U? U UY kompakt und offen in M, also eine
Zusammenhangskomponente. Wir lassen sie ab sofort weg.

Nach endlich vielen Schritten haben wir M in eine disjunkte Vereinigung von Zusammen-
hangskomponenten zerlegt, die jeweils entweder zu einem kompakten Intervall oder zu einem Kreis
diffeomorph sind. O
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KAPITEL 2

Transversalitéit, Schnittzahl und Abbildungsgrad

In diesem Kapitel definieren wir einige elementare Invarianten von Abbildungen und von Unter-
mannigfaltigkeiten. Mit ihrer Hilfe kénnen wir beispielsweise den Satz vom Igel, den Brouwerschen
Fixpunktsatz oder den Fundamentalsatz der Algebra beweisen. Ein wichtiger Begriff in diesem
Zusammenhang ist Transversalitdt.

2.1. Transversalitit

Wenn eine Abbildung F': M — N transversal zu einer Untermannigfaltigkeit A C N ist, dann
bildet F~!1(A) C M wieder eine Untermannigfaltigkeit. Aus dem Lemma von Sard werden wir
schlieffen, dass es immer viele transversale Abbildungen gibt. Das erlaubt uns, neue Untermannig-
faltigkeiten zu konstruieren. Wichtiger ist aber, dass wir auf diese Weise spéter auch Invarianten
fiir Abbildungen konstruieren kénnen. Der Einfachheit halber betrachten wir wieder nur kompakte
Mannigfaltigkeiten (mit Rand). Alle Sitze in diesem Abschnitt gelten aber mit kleinen Anderungen
auch im nicht-kompakten Fall.

2.1. DEFINITION. Essei F': M — N differenzierbar, A C N eine Untermannigfaltigkeit und C' C
M eine Teilmenge. Dann heifit F' transversal zu A lings C, kurz F Mg A, falls fiir alle p €
FYA)NC gilt
Falls C = M gilt, heifit F' einfach transversal zu A, und wir schreiben F' h A. Falls F' die Inklu-
sionsabbildung einer Untermannigfaltigkeit M C N ist, schreiben wir stattdessen auch M g A
beziehungsweise M rh A.

Die Menge aller glatten, zu A transversalen Abbildungen von M nach N (lings C C M)
bezeichnen wir mit h (M, N; A) (bezichungsweise e (M, N; A)).

Transversalitdt hangt immer vom umgebenden Raum (hier N) ab, was wir in der Notation aber
nicht deutlich machen.

2.2. PROPOSITION. Es sei F': M — N transversal zur Untermannigfaltigkeit A C N. Dann
ist F71(A) € M eine Untermannigfaltigkeit mit Tp(F~1(A)) = (dpF) Y (Tp()A) fir alle p €
F~Y(A), und es gilt

dim(F~(A4)) = dim M + dim A — dim N .
Insbesondere ist F~1(A) = () falls F h A und dim A + dim M < dim N.

BEWEIS. Es sei p € F~1(A). Wir wiihlen eine Karte ¢: U¥ — V¥ von M um p und eine

Untermannigfaltigkeitskarte 1: UY — V¥ fiir A C N um F(p) mit 1 (F(p)) = 0, so dass

ANUY =y ' (R*x {0}) und U¥cC FYUY).
Da Untermannigfaltigkeit zu sein eine lokale Eigenschaft ist, diirfen wir M durch U¥ und N
durch U? ersetzen und F fiir 1 o F o ! schreiben.

Betrachte die Projektion w: U¥ — R™ ™% mit

(Y13 Un) = Watts -5 Yn) 5
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dann {ibernimmt 7~1(0) die Rolle von A, und wir betrachten (7 o F))~1(0) anstelle von F~1(A).

Wir miissen also zeigen, dass 0 ein reguldrer Wert von 7 o F' ist. Sei dazu w € R"™ % dann
ist (0,w) € R™ ein Urbild von w unter dmpgy = m. Wegen Transversalitéit finden wir u € R?
und v € R™, so dass

(u,0) + dFy(v) = (0,w) € TppyM .
Da (u,0) € ker dm, folgt
d(mo F)y(v) = dwF(p) ((u, 0) + de(v)) = dwF(p) ((0, w)) =w,

und wir haben Surjektivitét von d(m o F'), gezeigt. Also ist 0 reguldrer Wert von 7 o F', und somit
ist F~1(A) C M Untermannigfaltigkeit mit

Tp(F~1(A)) = ker(dy(m 0 F)) = (dpF)) ™ (ker(dppm) = (dpF) ™ (T A) -

Aus dem Satz vom reguléiren Wert folgt auch, dass dim(F~'(A4)) = m—(n—a) = m+a—n gilt.
Es gilt insbesondere F~(A) = 0, falls m + a < n, denn in diesem Fall kénnen T, A und im(dF})
zusammen nicht ganz Tp(,) N aufspannen. O

Wir benottigen spéater auch einen Begriff von Transversalitéit fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand.

2.3. DEFINITION. Esseien M, N Mannigfaltigkeiten mit Rand, A C NV sei Untermannigfaltigkeit
mit Rand. Sei F': M — N glatt und OF = Flgp;. Dann heifit F' transversal zu A lings C C M,
wenn die folgenden Relationen gelten:

Flyhe A,  FlyhedA,  Floythe A, und  Floy the 0A.
Wir lassen C' weg, falls C' = M.

Man beachte, dass der Rand von N hier keine Rolle spielt. Wenn OM = 0A = (), erhalten wir
die obige Definition zuriick.

2.4. BEMERKUNG. Es sei beispielsweise p € F~1(0A4)N M , dann impliziert die obige Definition,
dass

TF(p)N = 1m(dpF) + TF(p)aA C 1m(dpF) + TF(p)A C TF(p)N .

Insbesondere ist F' bei p nicht nur zu 0A, sondern auch zu A selbst transversal. Genauso folgt fiir
Punkte p € OM N F~1(A), dass nicht nur Fpys, sondern auch F selbst zu A transversal sind, denn

TF(p)N = im(dpF‘TpaM) -+ TF(p)A C im(dpF) -+ TF(p)A C TF(p)N .

Insbesondere reicht es an jedem Punkt, die Transversalitdt zwischen den ,kleinsten“ beteiligten
(Unter-) Mannigfaltigkeiten zu iiberpriifen.

2.5. PROPOSITION. Es sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten der
Dimensionen m, n mit Rand, und F sei transversal zu einer glatten a-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeit A C N mit Rand.

(1) Falls 9A =0, ist F~Y(A) eine (a + m — n)-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand
von M, die transversal in M zu OM transversal ist, mit 9(F~*(A)) = F~1(A) N oM.

(2) Falls OM = 0, ist F71(A) eine (a + m — n)-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand F~Y(0A) von M.

Wenn wir zulassen wiirden, dass sowohl M als auch A einen Rand haben, dann hiitte F~1(A)
nicht nur einen Rand, sondern auch ,Kanten“ F~1(9A) N dM. Diesen Fall haben wir daher ausge-
schlossen.
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BEWEIS. Zu brauchen wir nur Randpunkte p € M N F~1(A) zu betrachten, denn fiir
innere Punkte folgt die Aussage bereits aus Proposition Aus dieser Proposition folgt ebenfalls,
dass F~1(A) im Innern von M keine Randpunkte haben kann.

Sei also p € OM N F~1(A), sei ¢: UY — V¥ C R" eine Untermannigfaltigkeitskarte fiir A
um F(p), und sei ¢: U¥ — V¥ C R™ eine Karte um p mit U¥ C F~1(U¥). Wie im obigen
Beweis diirfen ersetzen wir M durch U¥, N durch U¥ und schreiben F' fiir 1) o F o o', Es sei
wieder m: R™ — R"™% die Projektion auf die hinteren n — a Koordinaten.

Zunichst wenden wir die obige Argumentation auf 0V¥ C {0} x R™ an und sehen, dass 0 ein
reguldrer Wert von 7 o F'|gy¢ ist. Also finden wir Indizes 2 < k; < -+ < ky—q, so dass die Matrix

aFa—i-i
M,_q(R
(@) < Mat®

fiir alle ¢ in einer Umgebung von p invertierbar ist. Seien 1 =41 < i3 < -+ + < 1 q—n die restlichen
Indizes, so dass

{1,...om}={1,i9,...,imta—n}t U{kt, .., kn—a} -

Wie im Satz iiber implizite Funktionen kénnen wir dann F~1(A) in einer Umgebung von p als
Graph iiber einer kleinen offenen Menge in der (x1,Zi,, ..., im+q—n)-Ebene schreiben. Da z; < 0,
erhalten wir also eine Untermannigfaltigkeit mit Rand. Insbesondere enthélt T, F~*(A) einen Vektor
mit nicht verschwindender erster Komponente, also ist F~1(A) transversal zu 9V¥. Damit ist
bewiesen.

Der Beweis von ist etwas einfacher. Wir brauchen nur Punkte p € F~1(9A) zu betrachten.
Wie in Definition diirfen wir den Rand von N ignorieren. Also ersetzen wir N wieder durch
eine Teilmenge V¥ und nehmen an, dass

A=VYN(R*x {0}) NR" .

Sei ¢: U¥ — V¥ eine Karte um p mit U¥ C F~1(U?). Wegen Bemerkung und Proposition
ist F~1(R® x {0}) eine (m + a — n)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von U?. Wir diirfen an-
nehmen, dass ¢ eine Untermannigfaltigkeitskarte fiir diese Untermannigfaltigkeit ist. Also ersetzen
wir wie oben M durch V¥ und schreiben F fiir 1) o F o p~!. Es folgt

F7HR® x {0}) c R™T%" x {0} C R™ .

Nach Voraussetzung ist I auch zu 94 = {0} x R*~! x {0} transversal. Insbesondere gibt es
einen Index i < m + a — n, so dass

OF!

ox’

Ohne Einschrankung diirfen wir ¢ = 1 und

£0.

OF!
dxt
annehmen. Jetzt konnen wir in einer kleinen Umgebung von p das Urbild von 0A als Graph iiber
der Hyperebene mit 77 = 0 in R™T¢~" schreiben, und sehen, dass F~1(A) C R™T¢~" lokal der
Bereich links dieses Graphen ist. Das erlaubt uns schliellich, die Karte so zu modifizieren, dass
FH ANV =ven (R™ " x {0})NR™ .

Also ist F~1(A) eine (m+a—n)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M mit Rand F~*(9A4). O

>0

Wir wollen zeigen, dass es immer ausreichend viele zu A C N transversale Abbildungen M — N
gibt. Dazu folgen wir [GP), §2.3] und betrachten eine zusitzliche Mannigfaltigkeit L. Wenn wir eine
Abbildung F': M x L — N transversal zu A finden, dann gibt es immer auch Abbildungen Fy: M —
N transversal zu A, wie der néichste Satz zeigt.
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Zur Konstruktion nehmen wir an, dass N C R* eine Untermannigfaltigkeit ist. Dann kénnen
wir zu einer gegebenen Abbildung Fy: M — N kleine ,Stérungen® M x L — R¥ hinzuaddieren.
Mit Hilfe des Satzes iiber Rohrenumgebungen projizieren wir die gestorte Abbildung auf NV zuriick,
um eine zu A transversale Abbildung F': M x L — N zu erhalten.

2.6. SATZ. Es sei F': M x L — N transversal zu einer Untermannigfaltigkeit A C N. Dann
ist die Abbildung Fy: M — N mit Fy(p) = F(p,¢) fir alle £ € L auferhalb einer Nullmenge
transversal.

BeEWwEIS. Essei m: M x L — L die Projektionsabbildung, somit 7(p, £) = ¢. Die Einschrénkung
von 7 auf die Untermannigfaltigkeit F~'(A4) C M x L ist eine glatte Abbildung, also bilden ihre
singuldren Werte nach dem Lemma von Sard eine Nullmenge in L.

Sei £ € L ein regulérer Wert von m|p-1(4) und (p,f) € F~1(A) ein Urbild. Sei ¢ = F(p,{) € N,
und sei w € T;N. Um die Transversalitét von Fy an der Stelle p zu zeigen, suchen wir Vektoren u €
TyA und v € T, M, so dass

w=u+dpFy(v) € TyN .
Da F zu A transversal ist, finden wir u' € Ty A und (v, 2") € T(, (M x L) = T,M & T;L mit

w=u+dyoF@,2) .

AuBerdem ist ¢ regulirer Wert von 7| p-1(4), also existiert ein Vektor (v",2") € Tj, o (F~1(A)), so
dass

x/ — d(p,e)'ﬂ'(/l}”,x//) — x// .
Nach Proposition [2.2] gilt

(W', 2") € T (FH(A)) = (dpoF) " (TyA) C TyM & T;L .
Fiir die Vektoren u” = d, o F'(v",2") € TyA und v =o' —v" € T, M gilt somit

dpFy(v) = dgp o) F(v,0) = dg, o F(V', 2") — d o F(0",2") = dpy oy F (v, 2") — ",

mit u = v’ + u” folgt also wie gewiinscht
w=1u+dyoF,2') =u+dyFy(v) . O

2.7. FOLGERUNG. Im obigen Satz seien M, N und A (Unter-) Mannigfaltigkeiten mit Rand.
Wenn F im Sinne von Definition[2.3 zu A transversal ist, dann ist die Abbildung Fy fiir alle £ € L
auflerhalb einer Nullmenge transversal zu A in dem gleichen Sinne.

BEWEIS. Fiir jede der vier Bedingungen aus Definition wenden wir den obigen Satz ein-
mal an. Dann schlieflen wir alle ¢ aus der Vereinigung der so erhaltenen Nullmengen aus. Diese
Vereinigung ist selbst wieder eine Nullmenge. (]

2.8. DEFINITION. Es seien M, N Mannigfaltigkeiten mit Rand, C' C M eine Teilmenge, und F,
G: M — N glatte Abbildungen mit F|c = G|¢c. Eine glatte Homotopie zwischen F und G relativ
zu C ist eine glatte Abbildung H: M x [0,1] — N, so dass
Hy=H(-,00=F: M — N, Hy=H(-,1)=G: M —- N,
H(p,s) = F(p) = G(p) fir allepe C'.
In diesem Fall heifilen F' und G (glatt) homotop relativ zu C, kurz F ~c G. Falls C = (), heifit H

einfach eine Homotopie zwischen F und G, und F und G heiflen homotop, kurz F' ~ G.
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2.9. BEMERKUNG. Falls M einen Rand hat, ist M x [0, 1] zwar keine Mannigfaltigkeit mit Rand
mehr, denn M x [0,1] hat jetzt eine ,Kante* OM x {0,1}. Aber jede Karte p: U¥ — V¥ C R”
von M liefert eine Abbildung

@ xidjpq: U¥ x [0,1] = V¥ x [0,1] C R*"! .

Mit Hilfe dieser ,Karten“ definieren den Begriff , glatte Abbildung“ genau wie in Definition [I.8
Alternativ hitten wir verlangen kénnen, dass sich H glatt auf M x (—e,1 + ¢) fortsetzen lisst fiir
ein € > 0.

2.10. DEFINITION. Es sei A C M eine Untermannigfaltigkeit und ¢: A — M die Inklusionsab-
bildung. Dann heifit A (glatter) Retrakt von M, wenn es eine glatte Abbildung R: M — A gibt, so
dass R|4 = id; diese heifit auch (glatte) Retraktion.

Wir nennen A einen (glatten) Deformationsretrakt von M, wenn es eine Retraktion R gibt, so
dass ¢ o R homotop zu idyy ist.

Wir nennen A einen (glatten) starken Deformationsretrakt von M, wenn R zu ¢ o R homotop
relativ A ist.

Satz[I.38 besagt somit, dass der Rand nie Retrakt einer kompakten Mannigfaltigkeit ist. Wenn A
Deformationsretrakt von M ist, sind A und M insbesondere homotopiedquivalent, das heift, es gibt
Abbildungen R: M — A, t: A — M, die bis auf Homotopie zueinander invers sind (es gilt Ro ¢ ~
idg und ¢ o R ~ idjs). Das bedeutet, dass sie viele Eigenschaften gemeinsam haben, obwohl sie
beispielsweise unterschiedliche Dimension haben kénnen.

2.11. DEFINITION. Es sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit. Dann definieren wir das Norma-
lenbiindel vj; von M in R™ und eine Abbildung 7: vy; — M durch

I/M:{(p,v)GRQ”‘pEMunva_TpM} und m(p,v) =peE M.

Somit ist vp|, das orthogonale Komplemenent von 7,M in R*. Insbesondere hingt das Nor-
malenbiindel von der Lage von M in RF ab, im Gegensatz zum Tangentialbiindel, das wir auch fiir
abstrakte Mannigfaltigkeiten unabhéngig von Einbettungen in den R” definiert hatten.

2.12. BEMERKUNG. Das Normalenbiindel ist selbst eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von M x R", also auch von R?". Sei etwa ¢: U¥ — V¥ eine Untermannigfaltigkeitskarte von M
um einen Punkt p € M, dann erhalten wir an jedem Punkt ¢ € U¥ eine Basis von T, M C R",
bestehend aus den Vektoren

g Op~1 0 B O~ 1
dptly — oyt ‘SO(Q)’ Y W‘q_ Y™ lo(a)
Dann ist 0 € R™ reguldrer Wert der glatten Abbildung
0
WA

es gilt F71(0) = vy N (U¥ x R"), und daher dimvys = (m +n) —m = n.

F:U? x R" — R™ mit (q,v)»—><<ai{;

)

2.13. SATZ (Rohrenumgebungen). Es sei N C R* eine kompakte Untermannigfaltigkeit. Dann
existiert eine Umgebung U C R von N, so dass N starker Deformationsretrakt von U ist.

BEwEIS. Wir definieren eine Abbildung F': vy — R™ durch
F(p,v)=p+w fir alle (p,v) € vy .

Man sieht leicht, dass diese Abbildung an allen Stellen (p,0) € vy invertierbares Differential hat,
folglich hat jeder Punkt (p,0) eine kleine Umgebung V,, C vy, so dass Fy, ein Diffeomorphismus
ist. Wir bestimmen jetzt eine Umgebung U, von p in N und ¢, > 0 so, dass (¢,v) € V), fiir
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alle ¢ € Up und alle v € vy|, mit [Jv]] < g, gilt. Da N kompakt ist, wird N von endlich vielen

solchen Menge Uy, ..., Uy, iiberdeckt.
Schlielich bestimmen wir ein ¢ > 0 mit € < g, fiir i =1, ..., £, so dass F': V — R" injektiv
ist, wobei

V:{(p,v) ‘pENund [lv]] <€}.
Falls es solch ein e nicht gibe, gibe es zwei Folgen (q;, v;), (r;, w;) € vy mit

1 1 .
Ti # qi , llvsl < 7 ||wi|| < = und gi +vi=r;+w fiir alle 7 .
Da N kompakt ist, konne wir sukzessive zu Teilfolgen {ibergehen, so dass
lim ¢; = und lim r; =1r.
i—00 100

Sei ¢ € Uy, fiir ein j. Da Fly, injektiv ist, folgt r; # Up, fiir alle 7, insbesondere r # ¢. Auf der
anderen Seite konvergieren v; und w; gegen 0, so dass aus ¢; + v; = r; + w; doch ¢ = r folgt,
Widerspruch. Somit existiert das gesuchte .

Also definieren wir v wie oben und setzen U = im(F|y). SchlieBlich definieren wir H: U X
[0,1] = U fiir alle g = p+v € U mit (¢,v) € V durch

H(q,t)=q+tv. O

2.14. SATz (Transversalitdtssatz). Es sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen kom-
pakten Mannigfaltigkeiten, A C N eine Untermannigfaltigkeit, und C C M eine abgeschlossene
Teilmenge, so dass F lings C zu A transversal ist. Dann existiert eine tberall zu A transversale
Abbildung G: M — N mit G|c = F|c und eine Homotopie H: M x [0,1] = N zwischen F und G
relativ zu C.

Aus dem Beweis ergibt sich auflerdem, dass die gesamte Homotopie H im Sinne gleichméfiger
Konvergenz (also CY) ,sehr nahe“ an der urspriinglichen Abbildung F' gewihlt werden kann.

BEWEIS. Transversalitit ist eine offene Bedingung, das heifit, wenn F' hy,, A gilt, dann hat p
eine kleine Umgebung U, C M, so dass F' hy, A. Denn sei 9: UY — V¥ eine Untermannigfaltig-
keitskarte von A um F(p), und sei ¢: U¥ — V¥ eine Karte von M um p mit U¥ ¢ F~Y(UY). Wie
im Beweis von Proposition [2.2[sei m: V¥: R"~¢ die Projektion auf die letzten (n—a) Komponenten,
wobei @ = dim A. Dann hat die zusammengesetzte Abbildung

dp(p) (72 s F: @ 1): R™ 5 R
maximalen Rang n — a. Da der Rang einer Matrix unterhalbstetig in den Eintrédgen der Matrix ist
und dy(m: ¢: F: ¢ 1) stetig von 2 € V¥ abhéngt, gibt es eine kleine Umgebung V,, von ¢(p), auf
der dy(m: ¢: F: ¢~1) immer noch surjektiv ist. Wir setzen U, = ¢~1(V},) und

v=JU,cMm
peC

und erhalten eine offene Umgebung U von C in M, so dass F My A.
Es existiert eine glatte Funktion f: M — [0,1], so dass

fle=0 und fano=1.
Wir konstruieren eine Partition der Eins wie im Beweis des Einbettungssatzes |1.32] wobei wir
nur Karten zulassen, deren Kartengebiete entweder C nicht treffen oder ganz in U enthalten sind.
Anschlieend addieren wir alle so erhaltenen Partitionsfunktionen p; auf, deren Triger C' nicht
trifft.
Schliefflich betten wir N mit dem Einbettungssatz in einen ausreichend grofien euklidischen
Raum R”™ ein und betrachten die Rohrenumgebung U aus Satz Wie im Beweis jenes Satzes
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sei € > 0 so gewéhlt, dass p +v € U fiir alle (p,v) € vy mit ||v|| < e. Dann sei R: U — N die
Retraktion mit p + v — p fiir alle (p,v) € vas wie oben. Es sei L = B.(0) C R™ der n-dimensionale
Einheitsball. Wir betrachten die Abbildung

MxL— N mit (pw)— R(F({p)+ f(p)w).

Sie ist offensichtlich transversal zu A, also ist fiir alle w € L auflerhalb einer Nullmenge die Abbil-
dung

Gw: M — N mit (p, w) — R(F(p) + f(p) w)

transversal zu A und stimmt nach Konstruktion auf C mit F' iiberein. Wir fixieren w und setzen G =
G- Schliellich definieren wir noch eine Homotopie zwischen F' und G durch

H: M x[0,1] — N mit H(p,t)=R(F(p) +tf(p)w) . O

2.2. Orientierungen
Wir erinnern uns an Orientierungen in der linearen Algebra.

2.15. DEFINITION. Eine Orientierung eines endlichdimensionalen reellen Vektorraumes ist eine
Aquivalenzklasse von Basen, wobei zwei Basen genau dann dquivalent seien, wenn die Determinante
der Basiswechselmatrix positiv ist. Ein Vektorraum mit Orientierung heiflt orientierter Vektorraum,
die zugehorigen Basen heiflen (positiv) orientiert.

Ein linearer Isomorphismus zwischen orientierten Vektorrdumen heifit orientierungserhaltend
(-umkehrend) wenn er positiv orientierte Basen (nicht) auf positiv orientierte Basen abbildet.

2.16. BEMERKUNG. Jeder endlichdimensionale reelle Vektorraum trigt genau zwei Orientierun-
gen. Ist eine Orientierung als Menge positiv orientierter Basen gegeben, so erhélt man die andere
als ihr Komplement in der Menge aller Basen.

Das geht sogar fiir den Nullraum 0, und wir werden diesen Spezialfall hiufig brauchen. Der
Raum 0 hat nur eine Basis, die leere (). Wir nennen (0,{()}) positiv orientiert, und (0,0) negativ
orientiert. Kine Abbildung zwischen zwei Nullrdumen ist also genau dann orientierungserhaltend,
wenn beide Nullrdume dasselbe ,, Vorzeichen* haben.

Wir legen fest, dass R” stets durch seine Standardbasis orientiert ist (der Raum R ist somit
standardméBig positiv orientiert). Im Falle einer Mannigfaltigkeit M mit Rand liefet eine Karte ¢
um einen Randpunkt p € M ein kommutatives Diagramm

dp(0
1,00 2%  gr-1

dpp R™

T,M

Wir erhalten eine positiv orientierte Basis von 0 x R*~! =2 R"~! indem wir den ersten Vektor der
Standardbasis weglassen. Aus der Sicht von R” zeigt dieser Vektor ,,nach auflen*.

Um diesen Begriff auf Mannigfaltigkeiten zu iibertragen, orientieren wir jeden Tangentialraum
einzeln. Wir mochten, dass diese Orientierung ,glatt“ vom Punkt abhingt; das kontrollieren wir
mit Hilfe von Karten.

2.17. DEFINITION. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Orientierung von M ordnet
jedem Punkt p € M eine Orientierung von T}, M zu, so dass zu jedem Punkt p eine Karte ¢: U¥ —
V¥ um p existiert, fiir die dyp: TyM — R™ entweder fiir alle ¢ € U¥ orientierungserhaltend, oder
fiir alle ¢ € U¥ orientierungsumkehrend ist.
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Eine Mannigfaltigkeit mit einer gegebenen Orientierung heifit orientiert. Fine Mannigfaltigkeit
heifit orientierbar, falls sie mit einer Orientierung versehen werden kann.

Ein lokaler Diffeomorphismus F': M — N zwischen orientierten Mannigfaltigkeiten M und N
heiBt orientierungserhaltend (-umkehrend) wenn sein Differential d, F': T,M — Tpp)N fiir alle p €
M orientierungserhaltend (-umkehrend) ist.

Orientierungen lassen sich auch auf topologischen Mannigfaltigkeiten definieren, aber mit einer
etwas umstéandlicheren Methode.

2.18. BEISPIEL. Wir geben einige Beispiele

(1) Jede O-dimensionale Mannigfaltigkeit ist orientierbar. Dazu muss man nur jedem Punkt ein
Vorzeichen zuordnen, mit dem man 7}, M = 0 orientiert. Umgekehrt sei M orientiert, dann
hat jeder Punkt p € M ein Vorzeichen +1, je nachdem, ob die eindeutige Karte {p} — R?
um p orientierungserhaltend oder orientierungsumkehrend ist.

(2) Betrachte ein Intervall I = [a,b] C R mit Rand. Wir versehen jeden Tangentialraum 731 =
R mit der Standard-Orientierung. Wir betrachten zwei Karten

¢: (a,b] — R_ | o(t)=t—">,
Y:la,b) — R_ | Y(t)=a—t.

Dann ist d;p fiir alle t € U¥ orientierungserhaltend und d;v ist fiir alle ¢ € U¥ orientie-
rungsumkehrend. Also haben wir eine Orientierung von I definiert. Wir kénnen eine andere
Orientierung definieren, indem wir alle T;I andersherum orientieren. Mehr Moglichkeiten
gibt es nicht.
Man beachte, dass wir sowohl positiv als auch negativ orientierte Karten brauchen,

da I auf beiden Seiten einen Randpunkt hat.

(3) Wir sehen in den Ubungen, dass S™ fiir alle n orientierbar ist. Wegen Satz sind somit
auch alle eindimensionalen kompakten Mannigfaltigkeiten orientierbar.

(4) Der reell projektive Raum R™ ist genau dann orientierbar, wenn n ungerade ist. Das werden
wir im Laufe der Zeit beweisen.

2.19. BEMERKUNG. Es seien zwei Orientierungen auf M gegeben. Dann sind die Teilmengen U
und V von M, auf denen beide Orientierungen iibereinstimmen beziehungsweise verschieden sind,
offen in M. Denn sei etwa p € U, dann gibt es zwei Karten p: U¥ — V¥ und ¢: U¥ — V¥ um p,
so dass dy beziiglich der ersten Orientierung auf ganz U¥ orientierungserhaltend oder -umkehrend
ist, und dv auf ganz UY¥ beziiglich der zweiten. Sei jetzt W C U¥ N UY eine zusammenh’angende
Umgebung von p, dann hat det(d() o p~ 1)) auf ganz o(W) konstantes Vorzeichen, also ist W
Umgebung von p in U. Eine analoge Uberlegung gilt fiir V, somit sind beide Teilmengen offen.

Mit anderen Worten: zwei Orientierungen stimmen entweder auf einer ganzen Zusammenhangs-
komponente von M iiberein, oder sie sind auf der gesamten Zusammenhangskomponente verschie-
den. Noch anders ausgedriickt: wenn M orientierbar ist, legt die Orientierung an einem Punkt
bereits die Orientierung auf einer ganzen Zusammenhangskomponente fest.

2.20. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand.
Dann existiert eine Orientierung von OM, so dass eine Karte ¢: U¥ — V¥ C R™ genau dann
orientierungserhaltend ist, wenn die induzierte Karte

dp: OUY — V¥ C {0} x R = R!
orientierungserhaltend ist.

BewEIs. Wir betrachten das Diagramm in Bemerkung Eine Basis von T),(0M) ist genau
dann orientiert, wenn das Voranstellen eines nach auflen weisenden Vektors eine positiv orientierte
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Basis von T),M liefert. Diese Beschreibung ist mit der obigen kompatibel und legt die Orientierung
auf OM fest. 0

Hier wurden zwei Wahlen getroffen: wir stellen einen nach auffen weisenden Vektor voran. Es
gibt also insgesamt vier mégliche Konventionen. Voraussichtlich tritt jede in der Literatur irgendwo
auf, es ist also Vorsicht geboten beim Lesen von Biichern.

2.21. BEISPIEL. Wir orientieren das Einheitsintervall I = [0,1] wie in Beispiel ). Am
Punkt 0 ist —1 ein nach aufilen weisender Vektor. Wenn wir ihn der leeren Basis () voranstellen,
erhalten wir eine negativ orientierte Basis (—1) von TpI. Also ist () keine orientierte Basis, und der
Punkt 0 ist negativ orientiert. Am Punkt 1 ist 1 ein nach aulen weisender Vektor. Wenn wir ihn
der leeren Basis () voranstellen, erhalten wir eine positiv orientierte Basis (1) von 717. Also ist 1
ein positiv orientierter Randpunkt von I. Man schreibt daher manchmal symbolisch

oI ={1} — {0} .
2.22. BEMERKUNG. Es sei M eine orientierte eindimensionale kompakte Mannigfaltigkeit mit

Rand. Nach Satz und dem obigen Beispiel hat M genausoviele positiv wie negativ orientierte
Randkomponenten.

2.3. Der Abbildungsgrad

Wir definieren den Grad einer Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension. Da-
bei zdhlen wir, wie oft ein reguldrer Wert angenommen wird. Da eine ,Falte* in der Abbildung
diesen Wert verfialschen wiirde, miissen wir entweder modulo 2 rechnen, oder Urbildpunkte so mit
Vorzeichen zéhlen, dass , Falten“ keine Rolle spielen. Beide Moglichkeiten sind wichtig; fiir die
zweite brauchen wir Orientierungen.

Es sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen kompakten, n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeiten, und ¢ € N sei regulirer Wert. Dann ist F~!(q) eine abgeschlossene, null-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M, also eine Menge endlich vieler Punkte von M. Daher ist die folgende
Definition iiberhaupt erst moglich.

2.23. SATZ UND DEFINITION. FEs sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen kompakten,
n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ohne Rand, und N sei zusammenhdngend. Fiir einen reguldren
Wert ¢ € M von F definieren wir den Abbildungsgrad modulo 2 von F als

degy F = #F'(q) mod 2.
Dann hingt degy F' nicht von der Wahl des reguldren Wertes q ab.

Fiir einen linearen Isomorphismus L zwischen orientierten Vektorrdumen definieren wir da Vor-
zeichen sign L als 1, wenn L die Orientierungen erhélt, und als —1 sonst.

2.24. SATZ UND DEFINITION. FEs sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen kompakten,
n-dimensionalen, orientierten Mannigfaltigkeiten ohne Rand, und N sei zusammenhdngend. Fiir
einen requldren Wert ¢ € M von F' definieren wir den Abbildungsgrad oder auch Brouwer-Grad
von F' als

deg F = Z sign(d,F') .
PEF~1(q)
Dann hingt deg F' nicht von der Wahl des reguldren Wertes q ab.

BEWEIS. Wir beweisen beide Sitze auf einmal, konzentrieren uns aber auf den zweiten. Im
Fall n = 0 besteht IV nur aus einem Punkt, also ist nichts zu zeigen. Sei daher n > 1.

Es seien qq, q1 zwei reguldre Werte von F. Da N zusammenhéngend ist, ist N als Mannig-
faltigkeit auch wegzusammenhéngend. Insbesondere finden wir eine Kurve v: I = [0,1] — N
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mit y(i) = ¢ fir ¢ € 0 = {0,1}. Wir diirfen annehmen, dass 7 eine injektive Immersion ist.
Da I kompakt ist, ist A = im(y) eine Untermannigfaltigkeit.

Nach Voraussetzung ist F' bereits zu A transversal. Insbesondere hat jeder Punkt p € F~1(9A)
eine kleine kompakte Umgebung K, auf der F' lokaler Diffeomorphismus ist. Dann ist F' auf K,
auch zu A transversal. Nach dem Transversalitétssatz kénnen wir F' durch eine zu F' homotope
und iiberall zu A transversale Abbildung G ersetzen, die auf allen K, mit F iibereinstimmt. Dabei
konnen wir entweder darauf achten, dass G und F' einander so nahe sind, dass die Abbildung G die
Werte qo und ¢ nur an den Punkten in F~1(9A) annimmt. Dadurch ist sichergestellt, dass

Z sign(d,G) = Z sign(d,F) und Z sign(d,G) = Z sign(d,F) , (*)
peG~(q0) pEF~1(qo0) peG~(q1) peF~(q1)

analoges gilt im unorientierten Fall modulo 2. Alternativ verweisen wir auf Satz [2.25]

Wir betrachten jetzt die Untermannigfaltigkeit F~!(A) mit Rand. Es handelt sich um eine
eindimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand F~!(9A) nach Proposition Da F~1(A) abge-
schlossen und M kompakt ist, ist F'~'(A) ebenfalls kompakt. Nach Satz besteht F~1(A) aus
Kreisen und aus Intervallen. Da Kreise keine Randpunkte haben, tragen sie nicht zum Abbildungs-
grad bei.

Im unorientierten Fall werden entweder beide Randpunkte eines Intervalls auf denselben re-
guldaren Wert abgebildet und tragen nicht zum Abbildungsgrad modulo 2 bei. Oder einer wird
auf gy, der andere auf ¢; abgebildet. In diesem Fall liefert das Intervall den gleichen Beitrag zu
beiden Summen in @ Es folgt

#FHq1) = #F '(go) mod 2.

Im orientierten Fall schreiben wir eines der abgeschlossenen Intervalle in F~!(A) als Bild einer
Kurve §: I — M. Wir kénnen fiir alle ¢ € I eine Basis e1(t) = B(t), ea(t), ..., en(t)) von Ty M
so wahlen, dass eq, ..., e, glatt von ¢ abhéngen. Indem wir das Vorzeichen einzelner Basisvektoren
oder die Durchlaufrichtung von (3 #ndern, diirfen wir annehmen, dass Ba/(t) = (e1(t), ..., en(t))
fiir alle ¢ eine positiv orientierte Basis von Tjg;) M ist.

Fiir jedes t existiert ein Parameter s € I, so dass (F o 8)(t) = v(s). Definiere f: I — I so,
dass s = f(t), das heiit, es gilt F'o § = vy o f. An den Endpunkten von S ist dF' bijektiv nach
Voraussetzung, somit gilt $(¢t) # 0 fiir ¢ € {0,1} = 0I. Da wir F' h A vorausgesetzt haben, und

da dg F(B(t)) = f(t) ¥(f(t)) stets tangential an A = im 1 ist, folgt
TrnN = Trpe) A +im(dge F) = Tr(au) A & (dsaF(ea(t)), - - dgw F(en(t))) -

Somit erhalten wir fiir alle ¢ eine Basis von Tp(g(;)) N der Form

By (t) = (3(f(1), dayF(ea(t)), ..., dgwy Fen(t))) -
Diese hingt stetig von ¢ ab und ist somit fiir alle ¢ gleich orientiert in N.
Wir vergleichen die Orientierung der Basen dF'(Bjs) und By an den Endpunkten von 5 und

erinnern uns dazu, dass f # 0 auf 81. Beide Basen unterscheiden sich nur im ersten Eintrag um f (1),
denn

Ao FR) = S(F o B) = oy 1) = Ft) - A4(7(1)

Wir unterscheiden zwei Fille
(1) Falls beide Endpunkte von g auf denselben reguliren Wert abgebildet werden, gilt f(0) =
£(1). Insbesondere haben f(0) und f(1) unterschiedliche Vorzeichen. Also sind die Ba-
sen dF'(Bys) und By an einer der Stellen ¢ € 91 positiv und an der anderen Stelle negativ
orientiert. In der Sume tragen beide Endpunkte also nicht zum orientierten Abbildungs-
grad bei.
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(2) Falls F o 8 verschiedene reguléire Werte verbindet, haben f(0) und f(1) das gleiche Vor-
zeichen. Somit tragen die Endpunkte zu den beiden Summen in @ das gleiche bei.

Duch Summieren der Beitrige aller Intervall in F~1(A) ergibt sich die Behauptung

Y osign(d,F)= > sign(d,F) . O

pEF~1(qo0) pEF~1(q1)

2.25. SATZ. Sowohl der Abbildungsgrad modulo 2 als auch der Brouwer-Grad sind homotopiein-
variant.

BEWEIS. Dieser Beweis ist dem obigen recht dhnlich. Diesmal betrachten wir eine Homoto-
pie H: M xI — N zwischen den Abbildungen Fy, F1: M — N, mit Fy, = H(-,t) fiirt € 91 = {0, 1}.
Wir withlen einen reguliren Wert ¢ von fo, fi und H. Dann ist H'(g) nach Proposition
eine kompakte eindimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand

O(H Y (q)) = H H(q) N (M x I) = H™(q) N (M x 9I) = Fy (q) U Fy ' (q) ,

und H1(q) ist transversal zu M x 9l in M x I.

Nach Satz ist H~!(q) eine disjunkte Vereinigung von Kreisen und Intervallen in M x I,
und die Intervalle verbinden je zwei Urbilder von ¢ unter Fj oder F}. Da die Anzahl der Randkom-
ponenten gerade ist, schliefen wir im unorientierten Fall, dass

#E; ' (q) = #F ' (q) mod 2.
Im orientierten Fall schreiben wir ein solches Intervall als Bild einer injektiv immersierten

Kurve v(t) = (8(t), f(t)) in M x I. Da H™'(¢) i M x &I, folgt f(t) # 0 fiir t € {0,1}. Wie oben
wiéhlen wir eine Familie positiv orientierter Basen von T’ (M x I) der Form

(e1(t), .. en(t),4(1)) , (2.1)
wobei wir annehmen diirfen, dass e1(t), ..., en(t) € TgyM C Ty (M x I) fiir t € {0, 1}.

Da ¢ ein reguldrer Wert von H ist und en41(t) € ker(dy ) H) fiir alle ¢ € I gilt, bilden die
Vektoren dH. ) (e1(t)), - - ., dH. ) (en(t)) fiir alle t € I eine Basis von T; N, und diese ist stets gleich
orientiert in IV, da sie stetig von ¢ abhéngt. Fiir ¢ € 01 ist die Basis (e1(t),...,en(t)) von Ty M
genau dann positiv orientiert, wenn f(t) > 0, das heifit, wenn ¢t = f(t). Wir unterscheiden zwei
Félle.

e Es gilt f(0) = f(1) € dI. In diesem Fall gilt f(t) > 0 an einem Randpunkt und f(t) < 0
am anderen. Also ist dF, ;) an einem Randpunkt orientierungserhaltend und am anderen
orientierungsumkehrend. Insbesondere heben sich die Beitréige zu deg Fyy und deg Fi beide
weg.

e Es gilt f(0) # f(1) € 1. In diesem Fall haben f(t) und dF, ;) an beiden Randpunkten
das gleiche Vorzeichen, daher liefert v den gleichen Beitrag zu deg Fy wie zu deg F7.

Durch Summieren der Beitréige aller Intervalle folgt die Behauptung. O

2.26. BEISPIEL. Es folgen einfache Beispiele

(1) Die Identitét idy, hat Abbildungsgrad degidy, = 1 € Z, falls M orientiert ist, und es gilt
immer degyidy =1 € Z/2.

(2) Es sei dim M = dim N > 1, dann haben konstante Abbildungen F': M — N Abbildungs-
grad 0. Denn da singuldre Werte eine Nullmenge bilden, finden wir einen reguldren Wert
in N\ imF.

(3) Betrachte S C R™*!. Die Antipodenabbildung —idgn: S® — S", x ~ —z, hat den
Abbildungsgrad

deg(—idgn)) = (~1)"+1.
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Dazu setzen wir —idgn zu —idpn+1 auf D" fort und versehen S™ mit der Randorientie-
rung aus Definition Fiir die Abbildung —idpn+1 berechnen wir

sign det (do(—idpn+1)) = signdet(—idpn+1) = (—=1)"*' .

Also kehrt —idpnt1 die Orientierung von D"*! genau dann um, wenn n gerade ist. Da S™
die induzierte Orientierung trégt, gilt das gleiche fiir S™.

2.27. SATZ. Es sei W eine (n+1)-dimensionale, kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand M = OW,
und es sei N eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei F': W — N eine glatte Abbildung, und
sei f = F|p. Dann gilt degy f =0 € Z/2. Wenn N und W orientiert sind, gilt deg f = 0.

Sei etwa W das Mobiusband mit Rand M = W = S und sei F: W — N =2 S! die De-
formationsretraktion auf den mittleren Kreis. Dann ist f = 0F: S' — S! eine Abbildung vom
Brouwergrad deg f = 2. Das steht nicht im Widerspruch zum obigen Satz, da das Mdbiusband W
nicht orientierbar ist. Auf der anderen Seite ist deg, f = 0, wie behauptet.

BewEIs. Wir kopieren den Beweis von Satz Sei ¢ € N regulidrer Wert sowohl von F' als
auch von f. Dann ist F~1({q}) C W eine kompakte eindimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand OF1({¢}) = f~1({q}), und es gilt F~1({q}) M M in W. Da die Anzahl der Randkomponen-
ten von F~1({q}) gerade ist, folgt sofort deg, f = 0.

Im orientierten Fall betrachten wir die einzelnen Zusammenhangskomponenten von F~1({g}).
Wie im obigen Beweis trégt jedes Intervall an seinen beiden Endpunkten mit unterschiedlichem
Vorzeichen zu deg f bei, es folgt deg f = 0. O

Wir kommen zu einem einfachen Spezialfall des Abbildungsgrades, der Windungszahl. Sei da-
zun > 1, sei M eine (n — 1)-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit und f: M — R"™ eine glatte
Abbildung. Nach dem Lemma von Sard ist das Bild von f eine Nullmenge in R™. Sei also x ¢ im f.
Dann betrachten wir die Abbildung

w: M — S*1 mit ug(p) = 7f(p) —7

[f(p) — x|
2.28. DEFINITION. Es sei n > 2, M sei eine (n — 1)-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit
und f: M — R" eine glatte Abbildung. Sei = ¢ im f, dann heif}t
f()—=
Walf,w) = dega [5y—)
die Windungs- oder Umlaufzahl modulo 2 von f um x. Wenn M orientiert ist, definieren wir die
Windungs- oder Umlaufzahl von f um x als
f()—a
W(f,z) = deg () —al
2.29. BEMERKUNG. Diese Windungszahl entspricht im Fall n = 2 genau der Windungszahl
aus der Funktionentheorie-Vorlesung. In den Ubungen sehen Sie, dass die Windungszahl auf den
Zusammenhangskomponenten von R™ \ im f lokal konstant ist.

Sei jetzt M = OW, und W sei kompakt. Es sei F': W — M eine glatte Fortsetzung von f.
Solche Fortsetzungen existieren immer, wie wir spater moglicherweise noch sehen werden. Sei x €
R™ \ im f ein reguldrer Wert von F. Wir definieren Abbildungsgrade an der Stelle z wie in den

Definitionen [2.23 und 2.24] als
degy(F,z) = #F '(z) mod2 und  deg(F,z)= Y sign(d,F), (2.2)
pEF~1(z)
letzteres natiirlich nur, wenn W orientiert ist.
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2.30. SATZ. Es sei W eine kompakte, n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand M = 0W , es
sei F': W — R"™ glatt und f = F|p. Dann gilt fir jeden reguliren Wert x € R™ \ im f von F, dass

degy(F,) = Wa(f,2) €Z/2  und  deg(F.x) = W(f,x) € Z,
letzteres jedoch nur, wenn W orientiert ist und M die Randorientierung trdgt.

BewEis. Ubung. O

2.4. Anwendungen des Abbildungsgrades modulo 2

Sowohl der Abbildungsgrad modulo 2 als auch der Brouwer-Grad haben viele interessante An-
wendungen in der Differentialtopologie. Um klar zu machen, welche Version des Abbildungsgrades
wofiir verwendet werden kann, haben wir die Anwendungen auf zwei Abschnitte aufgeteilt. Im Fol-
genden behandeln wir den Jordan-Brouwerschen Trennungssatz und den Satz von Borsuk-Ulam.

2.31. SATZ (Jordan-Brouwer-Trennungssatz). Es sein > 2, und es sei M C R"™ eine kompakte,
zusammenhdngende, (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann besteht R™ \ M aus genau
zwet Zusammenhangskomponenten, von denen eine beschrinkt ist, und die andere nicht. Auflerdem
ist M orientierbar.

BEWEIS. Sei U C R" von M eine R6hrenumgebung wie in Satz Wir wihlen € > 0 so klein,
dass alle Punkte der Form ¢ + w mit (¢, w) € vp; und |w| < ¢ in U enthalten sind. Wir fixieren
einen Punkt p € M, der |p| unter allen Punkten von M maximiert, und setzen

€ 15
pgz(l—i——)p und plz(l——>p.
Ip Ip

Als erstes zeigen wir, dass R™ \ M hochstens zwei Zusammenhangskomponenten besitzt, die pg
beziehungsweise p; enthalten. Seien z € R \ M und v € S"~! beliebig, und sei

tozmin{t>0’x+tv€M}E[O,oo].

Falls tg = oo, trifft der Strahl die Untermannigfaltigkeit M nie. Wir laufen auf dem Strahl bis
zu einem Punkt mit |z + tv| = |po|, und dann weiter auf der Sphére vom Radius |z + tv| bis
zum Punkt pg. Das geht, da die Abstandssphire zusammenhéngend ist und nach Wahl von p
die Untermannigfaltigkeit M nicht trifft. Damit haben wir gezeigt, dass z und py in derselben
Zusammenhangskomponente von R™ \ M liegen.

Andernfalls ist £y < oco. Fiir ein ¢t < tg gilt  + tv € U, und wir schreiben

T +tv =y + wy mit yeM und (y,wp) € var .

Dabei nehmen wir an, dass |wog| = €. Da M zusammenhéngend ist, kénnen wir einen glatten
Weg 7: [0,1] — M von y zum Punkt p wéhlen. AuBlerdem finden wir eine glatte Kurve w: [0,1] —
R™\ {0} mit w(0) = wp und |w(t)| = € fir alle ¢, so dass (y(¢),w(t)) € vy fiir alle ¢ € [0,1].
Dadurch ist |w(t)] fiir alle ¢ € [0, 1] eindeutig bestimmt. Es folgt

) Fwt) = (1= )p € o}

Indem wir also von & dem Strahl in Richtung v bis zum Punkt x + tv = y + wg und dann der
Kurve v + w in der Réhrenumgebung U bis pg beziehungsweise p; folgen, sehen wir, dass x in der
gleichen Zusammenhangskomponente von R™\ M liegt wie pg oder p;. Also gibt es nur diese beiden
Zusammenhangskomponenten.

Um zu zeigen, dass es mindestens zwei Zusammenhangskomponenten gibt, iiberlegen wir uns,
dass W(M,p;) = [i] € Z/2 gilt. Hierbei sei W (M, -) = W(s, - ), wobei v: M — R™ die Inklusions-
abbildung bezeichne. Da W (M, -) auf R™ \ M lokal konstant ist, folgt die Behauptung.
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Da |q| < |po| fiir alle ¢ € M gilt, nimmt die Abbildung ug: M — S™~! mit ¢ — |Z:zg| niemals

den Wert ‘g—g‘ = “’%‘ € S"~! an. Also ist dieser Wert regulir, und degy(ug) = Wa(t, pg) = 0. Auf
4—p1

der anderen Seite haben wir p; so gewihlt, dass die Abbildung u;: M — S™~! mit ¢ — =pi]

Wert ‘g—h = ﬁ genau einmal annimmt. Man iiberzeugt sich, dass dieser Wert wieder regulér ist,

somit gilt degy(ui) = Wa(e,p1) = 1.

Das obige Argument zeigt auch, dass die Zusammenhangskomponente C' von R™ \ M, die p;
enthélt, keinen Punkt vom Betrag > |p| enthalten kann und somit beschrénkt ist. Die andere
Zusammenhangskomponente ist offensichtlich unbeschrinkt. Wir diirfen C C R" als Untermannig-
faltigkeit mir Rand C = M betrachten. Da R™ orientiert ist, erbt M die Ranorientierung von C
uns ist insbesondere orientierbar. 0

den

Man beachte, dass wir im Beweis die Windungszahl modulo 2 (als Spezialdall des Abbildungs-
grades modulo 2) verwenden mussten, da wir noch nicht wussten, dass M orientierbar ist.

Wenn M einen Rand hat, ist der Satz falsch. Als Beispiel betrachte das Mobiusband, eingebettet
in den R3. Im Beweis haben wir die Windungszahl W (s, -) benutzt, die fiir Mannigfaltigkeiten mit
Rand nicht wohldefiniert wire, da sie dann von der Wahl des reguliren Wertes in S”~! abhinge.

2.32. BEMERKUNG. Wir schlieBen sofort, dass sich RP? nicht in den R? einbetten lisst, da RP?
kompakt, aber nicht orientierbar ist. Genausowenig lésst sich die Kleinsche Flasche oder irgendeine
andere kompakte, nichtorientierbare Fliche in den R? einbetten.

2.33. SATZ (Borsuk-Ulam). Betrachte S™ C R"™!. Es sei f: S™ — S™ eine ungerade Abbildung,
das heif$t f(—z) = —f(x). Dann gilt deg, f = 1.

Wir geben eine dquivalente Umformulierung.

2.34. FOLGERUNG (Borsuk-Ulam). Betrachte S™ C R"*!. Es sei g: S™ — R" glatt, dann gibt
es einen Punkt x € S™, so dass g(z) = g(—x).

Anschaulich bedeutet das fiir n = 2, dass es auf der Erde stets zwei antipodale Punkte mit
gleicher Temperatur und gleichem Luftdruck gibt. Oder aber, dass bei einem schlaff auf dem Boden
liegenden Heiflluftballon mindesten zwei antipodale Punkte direkt iibereinanderliegen.

Der folgende Beweis benotigt eine glatte Abbildung f. Da aber der Abbildungsgrad homotopi-
einvariant ist nach Satz und sich die Abbildung f zu einer ungeraden, homotopen Abbildung
gliatten lasst, lassen sich Satz und Folgerung leicht auf stetige Abbildungen verallgemeinern.

BEWEIS. Angenommen, es gilt Satz und es gibt eine Funktion g: S™ — R"™ mit g(z) #
g(—) fiir alle € S™. Dann definieren wir ein ungerade Funktion f: S® — S"~! C S™ mit

flx) = f(==)
flx) = -
f(z) = f(==)|
Da f nicht surjektiv ist, folgt degy f = 0 im Widerspruch zum obigen Satz. U

BEWEIS VON SATZ [2.33]l Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist der
Satz offensichtlich.

Sei also n > 0, und sei f: 8™ — S™ gegeben. Es sei ST C S™ die obere Hemisphére und Sl =
085" der Aquator. Bezeichne mit g = fgn-1: "' — S™ die Einschrinkung von f auf den Aquator.
Nach dem Lemma von Sard existiert ein reguldrer Wert v € S™ fiir f und g, insbesondere folgt v ¢
img. Da f und g ungerade sind, ist —v ebenfalls regulédrer Wert.

Es sei fi = f|5¢, dann folgt g = f+‘65$- AuBerdem sei 7: R"*! — R”™ die Projektion lings (v),
insbesondere ist 7~1(0) N S™ = {v, —v}. Da v und —v regulire Werte von f sind, ist 0 regulirer
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Wert von 7 o f. Da f ungerade ist,

7 0) = 5 (#770) + #77 (0) = #170) + #17 (0 = #Oro )TN0 (9
und somit

degy f = degy(mo f1,0) = Wa(m o g,0)
wegen Satz [2.30] Definiere eine ungerade Abbildung

pes sl mit k() = o9@)

(70 g)(2)]
Nach Definition [2.28 der Windungszahl gilt
Wa(mog,0) =degyh
somit gilt deg, f = degy h = 1 nach Induktionsvoraussetzung. O

In diesem Beweis sind alle Mannigfaltigkeiten orientierbar, also hitte man theoretisch auch den
Brouwer-Grad verwenden kénnen. Der Abbildungsgrad modulo 2 ist zum einen hilfreich, weil der
Brouwer-Grad einer ungeraden Abbildung alle ungeraden Werte annehmen kann. Im Schritt (ED
taucht fiir jedes Urbild ein zusétzliches Vorzeichen auf, so dass wir ,,#* nicht einfach durch ,,deg*
ersetzen diirfen. Nur die Paritéit des Ergebnisses bleibt die gleiche, wenn wir zum Brouwer-Grad
tibergehen. Somit ist der Abbildungsgrad modulo 2 hier einfacher zu handhaben.

2.35. FOLGERUNG (Schinken-Kése-Sandwich-Satz). Es seien Ay, ..., A, C R™ beschrinkte,
messbare Mengen. Dann existiert eine affine Hyperebene H C R™, die alle n Teilmengen in je zwei
Teilmengen von gleichem Volumen durchschneidet.

Insbesondere lésst sich ein Schinken-Ké#se-Sandwich mit einem ebenen Schnitt in zwei gleich
grofle Teile zerteilen, so dass beide Teile je gleich viel Schinken, Kése und Toast enthalten. Dieser
Satz wurde erstmals von Steinhaus formuliert, spéter von Banach mit dem Satz von Borsuk-Ulam

fir n = 3 bewiesen. Die Verallgememeinerung auf hohere Dimensionen stammt von Stone und
Tukey.

BEWEIS. Es sei v € S"~ 1. Nach dem Zwischenwertsatz existiert ¢ € R so, dass die Hyperebene
H,={zeR"(zv)=t}

das Gesamtvolumen aller n Teilmengen in zwei gleich grofe Teile teilt. Wir definieren f: S7"~! —
R"~! 50, dass fi(v) fiir 1 < i < n — 1 das Volumen von A; auf der v zugewandten Seite von H,
beschreibt.

Dann sind die Funktionen f; stetig (sogar Lipschitz-stetig), und aus Folgerung fiir stetige
Abbildungen folgt, dass es ein v € S~ ! mit f;(v) = fi(—v) fiir i = 1, ..., n— 1 gibt. Somit werden
n — 1 der vorgegebenen Mengen bereits in je zwei Teile von gleichem Volumen geteilt. Da nach
Wahl von H, auch das Gesamtvolumen in zwei gleich grofie Teile geteilt wird, folgt die Behauptung
auch fiir die letzte Menge A,. 0

2.5. Anwendungen des Brouwer-Abbildungsgrades

Wir beweisen einige weitere bekannte Sitze, unter anderem den Satz vom Igel und den Funda-
mentalsatz der Algebra.

2.36. SATZ (vom Igel). Es gibt genau dann ein glattes Vektorfeld ohne Nullstellen auf S™, wenn n
ungerade ist.
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BEWEIS. Zu ,=—“ sei X ein glattes Vektorfeld ohne Nullstellen auf S”, das heifit,
X: 8" — R {0} with (X(x),z) =0 fiir alle z € S™ .

Indem wir X durch H%H ersetzen, diirfen wir annehmen, dass X ebenfalls Werte in S™ annimmt.

Jetzt definieren eine Homotopie H: S™ x [0,1] — S™ zwischen idg» und der Antipodenabbil-
dung —idgn durch

H(z,t) =z - cos(nt) + X () - sin(wt) .

Man iiberpriift leicht, dass ||H(x,t)|| = 1 da (X(z),z) = 0. Da aber idg» und —idg» nach Bei-
spiel und nur fiir ungerade n den gleichen Abbildungsgrad haben, folgt aus Satz

dass es X nur geben kann, wenn n ungerade ist.
Zu ,,<="* sei n ungerade. Wir identifizieren R"*! mit C 2 und definieren X durch

X(z)=i-x. O

Dieser Beweis funktioniert nicht mit dem Abbildungsgrad modulo 2, da degy(—idgn) =1 € Z/2
fiir alle n.

2.37. SATz (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht-konstante komplexe Polynom hat eine
komplexe Nullstelle.

BEWEIS. Es sei n > 0 und
P)=2"+az" '+ +a,

ein komplexes Polynom. Jedes nicht-konstante Polynom lésst sich auf diese Form bringen, indem
man durch en Leitkoeffizienten teilt. Dabei bleibt die Menge der Nullstellen gleich.
Fiir hinreichend grofie R > 0 gilt

afi+---+afn‘<1 fir alle z € Z mit |z| > R.
z Al

Betrachte den Kreis S; = {z € C | |2| = R}. Wir kdnnen eine Homotopie H: Sj x [0, 1] vom
Polynom 2" zum Polynom P angeben mit

H(zt) = 2" <1+t(j}+---+a")> .

Zn
Wegen der obigen Abschitzung hat H keine Nullstellen. Daraus folgt
W(P,0) =W (z",0)=n.

Sei D% C C die abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius R mit 0D? = S}z- Wenn 0 reguldrer
Wert von P ist, gilt nach Satz dass

Wenn P keine Nullstellen hétte, wire 0 reguldrer Wert, und somit deg(P] D% 0) =0. O

Hier benttigen wir den Brouwer-Grad fiir den Fall, dass P geraden Grad hat.
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2.6. Schnittzahl und Verschlingungszahl

Wir verallgemeinern den Begriff des Abbildungsgrades, indem wir nicht mehr nur Urbilder
reguldrer Werte betrachten, sondern ganzer Untermannigfaltigkeiten.

Es seien M und N Mannigfaltigkeiten, M sei kompakt, und es sei A C N eine kompakte
Untermannigfaltigkeit. Es gelte dim N = dim M 4+ dim A, und es sei eine zu A transversale Abbil-
dung F: M — N gegeben, so dass F~1(A4) C M eine kompakte, null-dimensionale Untermannig-
faltigkeit, also eine endliche Menge von Punkten ist, an denen im F' die Untermannigfaltigkeit A
,Schneidet”.

Wenn wir annehmen, dass M, N und A orientiert sind, dann kénnen wir jedem ,,Schnitt-
punkt® p € F~1(A) ein Vorzeichen sign(d,F) € {1, —1} zuordnen. Falls dim A > 1 und dim M > 1
gilt, ist es genau dann 1, wenn positiv orientierte Basen (ey,...,ey) von T,M und (fi,..., fa)
von T'r(,) A eine positiv orientierte Basis

(dpF(61)7 ctt ’dpF(em)afb .. -’fa)

von Tp,) N liefern. Falls eine der beteiligten Mannigfaltigkeiten M und A nulldimensional ist,
iiberlegen wir uns eine passende Definition.

2.38. DEFINITION. Es seien M, N, A C N und F: M — N wie oben, dann definieren wir die
Schnittzahl modulo 2 durch

#y(F A;N) =#F YA mod2 €7Z/2.
Wenn M, N und A orientiert sind, definieren wir die Schnittzahl durch

#(F,AN) = > sign(d,F).
pEF~1(A)
Wenn M C N eine Untermannigfaltigkeit und ¢: M — N die Inklusionsabbildung ist, definieren
wir analog

#Ho(M,A;N) = #2(, A; N) und gegebenenfalls #(M,A;N) = #(t, A;N) .

Falls A = {q} gilt, ist F' genau dann transversal, wenn ¢ reguldrer Wert von F' ist. Falls N
kompakt und zusammenhéngend ist, gilt #o(F, A; N) = deg,(F'), bezichungsweise #(F, A; N) =
deg(F') im orientierten Fall.

Tatséchlich konnen wir #(F, A; N) etwas allgemeiner definieren, indem wir annehmen, dass
nur M und das sogenannte ,Normalenbiindel® von A in N orientiert sind. Da wir noch keine
Normalenbiindel von Untermannigfaltigkeiten definiert haben, verschieben wir diesen Aspekt auf
spater.

Wir beweisen Analoga einiger Sétze aus Abschnitt

2.39. SaTz. Die Schnittzahl und die Schnittzahl modulo 2 sind homotopieinvariant.

BEWEIS. Es seien Fy, F1: M — N transversal zu A, und H: M x I — N sei eine Homotopie
zwischen ihnen. Dann gilt H ty;xs;r A, und nach dem Transversalitidtssatz koénnen wir H
durch eine Homotopie zwischen Fy und F} ersetzen, die zu A transversal ist.

Dann ist H~'(A) € M x I eine kompakte, eindimensionale Untermannigfaltigkeit von M x I
mit Rand

O(H™Y(A)) = H™'(A) N (M x 01) = Fy N (A) U Fy ' (4),
und es gilt H=1(A) th (M x 0I) in M x I. Die Gleichheit der Schnittzahlen modulo 2 folgt, da die
Anzahl der Randpunkte von H~1(A) gerade ist.

Wie immer tragen die kreisformigen Komponenten von H~!(A) nicht zum Vergleich der ori-

entierten Schnittzahlen bei. Wir parametrisieren eine der Intervallkomponenten durch eine glatte
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Kurve v = (B, f): I — M x I. Entlang von v wiihlen wir positiv orientierte Basen der Form
von Tyy(M x I) = TgyM @© R. An den Randpunkten t = 0, 1 ist (e1(?),...,em(t)) genau
dann positiv orientierte Basis von Tpg)M, wenn f (t) > 0. Zusitzlich wihlen wir positive Ba-
sen (vi(t),...,va(t)) von Th () A. Dann ist

(dy(t)H(el(t))a . 7d7(t)H(em(t)), V1 (t), . ,’Ua(t))
fiir alle ¢ eine Basis von T(4(;))N, und somit stets gleich orientiert. Wir fahren fort wie im Beweis

von Satz [2.25] O

Dieser Satz erlaubt es uns jetzt, die Schnittzahl #(F, A; N) fiir alle Abbildungen F': M — N zu
definieren, indem wir F' mit Hilfe des Satzes durch eine zu A transversale und zu F' homotope
Abbildung ersetzen.

2.40. SATZ. Es seien M, A C N und F': M — N wie oben.

(1) Es sei W kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand OW = M. Wenn sich F auf W fortsetzen
lasst, gilt #2(F,A; N) =0. Wenn W, N und A orientiert sind, gilt auch #(F, A;N) = 0.

(2) Essei B C N kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand OB = A. Dann gilt #2(F, A; N) =
0. Wenn M, N und B orientiert sind, gilt auch #(F,A;N) = 0.

BeweIs. Teil (1) beweist man so wie Satz Teil (2) wie die Satze und jeweils
mit den zusétzlichen Uberlegungen aus dem obigen Beweis. O

Man sagt auch, Schnittzahlen seien Bordismus-invariant. Diese Eigenschaft ist etwas allgemeiner
als Homotopieinvarianz. Um das zu sehen, betrachten wir zwei homotope Abbildungen gemeinsam
als Abbildung Fy U Fy: M UM — N, wobei wir gegebenenfalls auf einer Kopie von M die Orien-
tierung umkehren. Dann gilt M U M = 9(M x I), und Satz folgt aus [2.40] (1).

2.41. PROPOSITION (Graduierte Symmetrie). Es seien A, B C M kompakte Untermannigfal-
tigkeiten der Dimensionen a, b mit a +b = dim M. Dann gilt

Falls M, A und B orientiert sind, gilt
#(B, A4; M) = (—1)"#(A, B; M) .

Vorzeichenfaktoren wie in der zweiten Gleichung sind gang und gébe, wenn man mit Z-wertigen
Invarianten arbeitet. Wie Sie im Beweis sehen werden, kommen sie daher, dass man Objekte der Di-
mensionen a und b miteinander vertauscht. Wir nennen Invarianten mit dieser Eigenschaft graduiert
symmetrisch.

BewEis. Ubung. O

Wir verallgemeinern jetzt den Begriff der Windungszahl zur Verschlingungszahl einer Abbildung
und einer Untermannigfaltigkeit. Es sei M eine m-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit, und es
sei N € R™*"+! eine n-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit. Zu einer zu N transversalen
glatten Abbildung f: M — R™+"*1 das heifit, zu einer glatten Abbildung f mit § = f~}(N) Cc M
definieren wir eine Abbildung u: M x N — S™" durch

fp)—q

u(p,q) = () =g (2.3)

2.42. DEFINITION. Es sei M eine kompakte m-dimensionale Mannigfaltigkeit und N ¢ R™+7+1
eine kompakte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Es f: M — R™"+! eine zu N transversale
glatte Abbildung, und sei u: M x N — S™*" wie oben definiert. Dann heif3t

Ly(f, N) = degy(u) € Z/2
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die Verschlingungszahl modulo 2 von f mit N. Wenn M und N orientiert sind, definieren die
Verschlingungszahl von f mit N als

L(f,N)=(-1)"deg(u) € Z .

Falls f die Inklusionsabbildung einer Untermannigfaltigkeit M C R™*"*+! ist, schreiben wir
auch Lo(M, N) = La(f, N) beziehungsweise L(M, N) = L(f, N) im orientierten Fall.

Wir haben das Vorzeichen (—1)" eingefithrt, um das Minuszeichen vor ¢ in (2.3) zu kom-
pensieren. Wie bei der Windungszahl und der Schnittzahl spielt auch bei der Verschlingungs-
zahl der umgebende Raum (hier R™*"*1) eine groBe Rolle. Im Spezialfall N = {zr} c R™*!
gilt Lo(f, N) = Wa(f,z) und L(f, N) = W(f,x).

2.43. PROPOSITION (Graduierte Symmetrie). Es seien M, N C R kompakte Unterman-
nigfaltigkeiten der Dimensionen m beziehungsweise n. Dann gilt

Ly(N, M) = Ly(M,N) .

Im orientierten Falle gilt
L(N,M)+ (-1)™ L(M,N)=0.

Hier ist der Vorzeichenfaktor nicht ganz so einfach formal zu erkldren. Das liegt daran, dass
die Verschlingungszahl in gewissem Sinne eine sekunddre Invariante zur Schnittzahl ist, siehe auch

Satz [2.44] unten.
BewErs. Ubung. O

Wir verallgemeinern jetzt Satz [2.30] Dazu nehmen wir an, dass M = W fiir eine kompakte,
gegebenenfalls orientierte Mannigfaltigkeit W. Es sei F' eine zu N transversale Fortsetzung von f,
dann definieren wir #o(F, N;R™" 1) ¢ 7Z/2 und gegebenenfalls #(F, N;R™ ") ¢ 7 wie in
Definition [2.38] Tatséchlich sind diese Schnittzahlen homotopieinvariant relativ zu M, das heifit,
wir diirfen F' durch eine zu F relativ N homotope Abbildung ersetzen, ohne den Wert zu veréndern.

2.44. SATZ. Es sei W eine kompakte, (m+1)-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand M = OW,
es sei N C R™*L eine kompakte, n-dimensionale Mannigfaltigkeit, und es sei F: W — R+l
zu N transversal, so dass auch f = F|y zu N transversal ist. Dann gilt

Lo(f,N) = #f2(F, NsR™™) - und - L(f,N) = (=1)" #(F, N;R™ ")
letzteres jedoch nur, wenn N und W orientiert sind und M die Randorientierung trdgt.

Als Beispiel betrachte man zwei verschlungene Kreise im R? (Ubung).

BEWEIS. Wir fithren den Beweis etwas anders als bei Satz Wir beschrianken uns im We-
sentlichen auf den orientierten Fall; der unorientierte Fall ergibt sich durch Vergessen der Orientie-
rungen.

Es sei v ein regulidrer Wert der obigen Abbildung u, und es sei (p, q) € u~!(v). Nach Konstruk-
tion von u ist der Vektor f(p) — g ein positives Vielfaches von v. Da W und N kompakt sind,
ist |[F'(p) — ¢)| auf W x N beschrénkt, und wir wéhlen R grofler als das Maximum dieses Ausdrucks.
Dann betrachten wir die Abbildung

:[0,R] x M x N — R™ 1 mit g(t,p,q) = f(p) —q—tv.

g
Es gilt (t,p,q) € g71(0) genau dann, wenn (p,q) € u~'(v) und t = |f(q) — p| gilt. Da f~Y(N) =0
folgt g=1(0) € (0,R) x M x N.
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Im orientierten Fall sei (t,p,q) € g~ '(0), und (e1,...,em) und (fi,...,fn) seien orientier-
te Basen von T,M beziehungsweise T; N, dann ist (e1,...,e€m, fi,..., fn) eine orientierte Basis
von T, o (M x N). Es gilt

d,f(e;) 1 o). B
i (6) = 7055 b G 1)) U=,

€; 1
)U(fj):—m‘JdeQ(‘f( = ’>(fg) (flp)—q) ,

dabei ist ¢ = |f(p) —¢| > 0, und der zweite Summand ist jeweils ein Vielfaches von v. Somit
ist (dgpquler),...,dpqu(fn)) genau dann eine positiv orientierte Basis von T,S™*", wenn
(’Uadpf(el)a"'7dpf(em)7_f17"'>_fn) (24)

eine positiv orientierte Basis des R 7+ jst.
Jetzt setzen wir die Abbildung g zu einer Abbildung

G:[0,R] x W x N — R+l mit G(t,p,q) = F(p) —q—tv
fort. Der Definitionsbereich ist eine Mannigfaltigkeit mit Ecken, wobei G~!(0) nach Konstrukti-
on die ,Kanten“ {0, R} x M x N nicht trifft. Wenn nétig, approximieren wir G' mit Satz
durch eine zu N transversale Abbildung, wobei wir G in einer Umgebung der Randkomponen-
ten {0, R} x W x NU[0, R] x M x N festhalten. Somit ist G~1(0) eine kompakte, eindimensionale

Untermannigfaltigkeit mit Rand, und die Randpunkte sind entweder von der Form (¢, p, ¢) € g~ *(0)
oder von der Form (0, p, ¢) mit F'(p) = q. Hieraus folgt bereits

L2(f7N):#2(F7N) :

Im orientierten Fall betrachten wir Intervalle in G~1(0). Mit #hnlichen Uberlegungen wie unten
kann man zeigen, dass Intervalle, die zwei Punkte von ¢~'(0) miteinander verbinden genausowenig
zu L(f,N) und #(F,N) beitragen wie solche, die zwei Punkte der Form (0, p,q) mit ¢ = F(p)
miteinander verbinden. Also betrachten wir jetzt eine Kurve «: [0,1] — G~(0) mit

7(0) = (0,p0,0)  und (1) = (tr,p1,@1) € g7(0).
Wir immer gilt v h ([0, R] x W x N), und ~ trifft die ,Kanten* {0, R} x M x N nicht.

Wir beginnen im Punkt «(0). Es sei M als Rand von W orientiert, und wir wéhlen Produkt-
orientierungen auf [0, R] x W x N, auf [0, R] x M x N und auf {0, R} x W x N. Insbesondere sind
die letzteren nicht als Rénder von [0, R] x W x N orientiert. Seien (e, ..., emn), (fi,..., fn) positiv
orientierte Basen von T, W beziehungsweise T, N. Da §(0) einwérts, also in Richtung von % weist,
ist

(;Y(O)7607"'7€m7f17" . 7fn)
eine positiv orientierte Basis von T’y ([0, ] x W x N). Wir wenden d,()G auf die hinteren (m +
n + 1)-Vektoren an. Da F' h N, erhalten wir eine Basis

(dpoF(eo)v"'7dpoF(em)u_f17---’_fn) (25)
von T,R™ 1 Sei ¢ € {1,—1} ihr Vorzeichen, dann trigt v(0) mit (—1)"e zu #(F, N;R™"+1)
bei.

Wir betrachten jetzt den Punkt ~(1). Seien (e1,...,€m), (f1,..., fn) positiv orientierte Basen
von Ty, M beziehungsweise T, N. Da der Vektor §(1) auswérts weist, sind die Basen

o0 . . 0
<8t77(1)7617'”76maf1>°"7fn> und <’y(]—)7_8t>61)'"aemvfla"'vfn)
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von T',1y([0, R] x W x N) positiv orientiert. Insbesondere kénnen wir die gegebenen Basen bei v(0),
v(1) durch eine Familie positiv orientierter Basen lings 7 verbinden, so dass #(t) stets an erster
Stelle steht.

Indem wir d.(1)g auf die hinteren (m+n+ 1) Vektoren anwenden, erhalten wir wieder die Basis

(v7dp1f(el)v tee 7dp1f(€m)7 _f17 ceey _fn)

von R™*7*1 aus (2.4), die somit genau wie die Basis (2.5)) orientiert ist, also mit Vorzeichen e.
Somit trégt (1) mit Vorzeichen (—1)"e zu L(f, N) bei. Durch Summation iiber alle Intervalle
in G~1(0) folgt die Behauptung. O

2.45. FOLGERUNG. Die Verschlingszahlen La(f, N) beziehungsweise L(f, N) sind invariant un-
ter Homotopien von f, die N nicht treffen.

Bewers. Wir fassen W = M x [0,1] als Mannigfaltigkeit mit Rand {0,1} x M auf, wobei
gegebenenfalls beide Kopien von M entgegengesetzt orientiert sind. Eine Homotopie zwischen f
und fi: M — R™"*1 ist somit eine Abbildung H: W — R™+"*1 Wenn H die Untermannigfal-
tigkeit F' nicht trifft, erhalten wir im orientierten Fall

0= #(H, N;R™™" Y = L(H|sw,N) = L(f1,N) — L(fo, N) . O
Véllig analog zu Satz gilt auch

2.46. SATZ. Es seien f: M — R™ L ynd N C R™T L wie oben, und es gelte N = OW fiir
eine kompakte Untermannigfaltigkeit W mit Rand. Dann gilt

Lo(f,N) = #o(f, W) beziehungsweise L(f,N) = (=) 5(f, W) .

BEWEIS. Der Beweis im Allgemeinen verlduft dhnlich wie oben. Wir betrachten hier nur den
Spezialfall, dass f: M — R™*"*! eine Inklusionsabbildung ist. In diesem Fall folgt aus den Pro-

positionen und Satz dass
L(f,N) = L(M,N) = (=1)™ " L(N, M) = (=1)""*14(W, M)
_ (_1)mn+1+m(n+1)#(M’ W) _ (—1)m+1#(f7 W) ] ]

2.7. Die Eulercharakteristik

Zum Schluss dieses Kapitels betrachten wir einen Spezialfall der Schnittzahl, die Eulercha-
rakteristik oder Eulerzahl. Als erstes iiberlegen wir uns, dass das Tangentialbiindel einer glatten
Mannigfaltigkeit eine natiirliche Orientierung trigt.

2.47. SATZ. Man kann die Tangentialbiindel aller glatten Mannigfaltigkeiten so orientieren, dass
jeder lokale Diffeomorphismus F: M — N einen orientierungserhaltenden lokalen Diffeomorphis-
mus dF': TM — TN induziert.

Wir nennen die unten konstruierte Konstruierung die natirliche Orientierung von TM. Sie
héngt von gewissen Konverntionen ab, die wir hiermit ein fiir allemal festlegen — &hnlich wie die
Randorientierung.

BEWEIS. Sei U C R™ offen, dann orientieren wir T7U = U x R™ C R?" durch die Standardori-
entierung des R?". Sei F: U — R" lokaler Diffeomorphismus, dann ist dF ebenfalls ein Diffeomor-
phismus, denn

d,FF 0
d(pﬂ})dF = ( % dpF> : R¥ = T(p’v)TRn — R = T(F(p)’dpp(v))TRQH .
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Beziiglich der gewihlten Orientierungen erhalten wir
sign (dp,.)dF) = sign(det(d,F)*) =1.

Sei jetzt T'M eine Mannigfaltigkeit und ¢: U — V C R" eine Karte, dann orientieren wir TU
so, dass dp: TU — TV =V x R" orientierungserhaltend ist. Wegen der obigen Voriiberlegung
liefern Kartenwechsel 1) o ¢! orientierungserhaltende Kartenwechsel di o (dp)~!. Somit haben
wir T'M orientiert.

Sei jetzt F': M — N ein lokaler Diffeomorphismus. Wir stellen dF' in Karten dar wie oben.
Dann zeigt unsere Voriiberlegung, dass dF' orientierungserhaltend ist. ([l

Wir identifizieren p € M mit dem Nullvektor 0 € T, M und betrachten M C T'M als Unterman-
nigfaltigkeit. Dann mochten wir e(M) = # (M, M; T M) definieren. Dabei haben wir zwei Probleme.
Zum einen ist M in T'M natiirlich nicht transversal zu sich selbst. Dieses Problem kénnen wir mit
dem Transversalitéitssatz beheben, indem wir die Inklusionsabbildung M < T'M zu einer
zu M C TM transversalen Abbildung f deformieren und e(M) = #(f, M;TM) betrachten. Das
zweite Problem ist, dass M selbst nicht orientiert, eventuell nicht einmal orientierbar ist. Dieses
Problem 16sen wir so, dass wir M lokal orientieren, und dafiir sorgen, dass sich die zwei Kopien
von M nur in Punkten ¢ = f(p) € TM schneiden, fiir die p = ¢ gilt. Dazu ersetzen wir die Inklusi-
onsabbildung durch ein Vektorfeld. Wir erinnern uns an die Definition des Tangentialbiindels.

2.48. DEFINITION. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Tangentialbiindel 7: TM — M.
Ein Vektorfeld auf M ist eine glatte Abbildung X : M — T'M, so dass mo X = idys. Der Raum aller
Vektorfelder wird mit X(M) bezeichnet. Das Vektorfeld, dass fiir alle p € M den Wert 0 € T,M
annimmt, heift auch der Nullschnitt von M und wird mit 0 oder Z € X(M) bezeichnet.

Man iiberlegt sich leicht, dass die Vektorfelder einen unendlich-dimensionalen reellen Vektor-
raum bilden. Der Nullpunkt ist der Nullschnitt, den wir mit 0 bezeichnen, wenn wir diesen Aspekt
hervorheben wollen, und mit Z, wenn es uns um die Abbildung Z: M — T M geht.

2.49. DEFINITION. Es sei X € X(M) ein Vektorfeld. Eine Nullstelle von X ist ein Punkt p €
M mit X(p) = 0 € T,M. Die Menge aller Nullstellen von X bezeichnen wir mit X ~1(0). Eine
Nullstelle p € M heifit nicht entartet, wenn X thy,, M gilt. Wir nennen X nicht entartet, wenn X
keine entarteten Nullstellen besitzt.

2.50. BEMERKUNG. Wir kénnen Vektorfelder als Ableitungsvorschriften fiir Funktionen auffas-
sen wie in Definition . Im R"™ besteht ein Vektorfeld aus n Komponentenfunktionen, die
Ableitung eines Vektorfeldes nach einem Vektorfeld liefert also wieder ein Vektorfeld. Auf Manngi-
faltigkeiten ist diese Form der Ableitung nicht unter Kartenwechseln invariant, ist also nicht wohl-
definiert. Stattdessen braucht man einen Zusammenhang, um ein Vektorfeld nach einem anderen
abzuleiten.

An einer Nullstelle p von X € X(M) haben wir jedoch eine wohldefinierte Ableitung. Da T,M =
7~ 1(p) ein Vektorraum ist, kénnen wir T,T,M fiir alle v € T,M mit ker(dg, ) C T, \TM
identifizieren. Dann betrachten wir die Ableitung

DpX = dpX — dpZ: TyM — ker(d, o) = TpM
wobei Z wieder den Nullschnitt bezeichne. Es gilt
A0 (dX (1) — dyZ () = dylmw o X)(v) — dy(mo Z)() =v— v =0,

damoX =moZ =1idy.
Eine Nullstelle p € X~1(0) C M ist genau dann nicht entartet, wenn

Tpo)TM = im(dpX) +im(d,Z) = im(D,X) +im(dp2) . (2.6)
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Nach dem Homomorphiesatz, angewendet auf d,, o7, gilt T), M = T(,, oy T M/ ker(d(p,o)ﬂ). DawoZ =
idys, gilt (2.6) genau dann, wenn D, X : T, M — ker(d(, 07) = T, M surjektiv, also invertierbar ist.
Indem wir eine beliebige Basis (e, ..., ey,) von T, M wéihlen, erhalten wir in diesem Fall eine Basis

(dpZ(er), ..., dpZ(em), DpX(€1), ..., Dplem))
von T'M. Sie ist genau dann positiv orientiert in der natiirlichen Orientierung von T'M aus dem

Beweis von Satz wenn det(D,X) > 0.

2.51. SATZ UND DEFINITION. Fs sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand, und X €
X(M) sei ein nicht entartetes Vektorfeld mit X —1(0) NOM = 0. Dann definieren wir

X(X) = Z sign det(DpX) .
peX—1(0)

Falls X|on ein auswirts weisendes Vektorfeld ist, definieren wir die absolute Eulercharakteristik
von M als x(M) = x(X). Falls X|spn ein einwdrts weisendes Vektorfeld ist, definieren wir die
relative Eulercharakteristik von M als x(M,0M) = x(X). Falls OM = 0, heifft x(M) = x(X)
einfach die Eulercharakteristik oder Eulerzahl von M. Diese Grifien hdangen nicht von der Wahl
von X ab.

Falls M orientiert ist, gilt x(M) = #(M, M; T M) unabhéngig von der gewéhlten Orientierung
von M, und der Satz folgt aus Satz

BeEwEIS. Es seien Xy, X; € X(M) nicht entartet, dann kénnen wir die Abbildung H: M X

[0,1] — T M mit
H(p,t) = (1—1) Xo(p) +t X1(p)

durch eine zu M C T'M transversale Abbildung ersetzen, die fiir ¢t nahe 0 und 1 und fiir p nahe OM
mit der obigen iibereinstimmt. Dabei kénnen wir mit dem Satz tiber implizite Funktionen sogar
erreichen, dass H(p,t) € T,M fiir alle (p,t) € M x [0,1] gilt. Wenn Xo|gans und Xi|pas beide
auswirts (beziehungsweise einwérts) weisen, gilt dies auch fiir H|gazx(o,1]-

Von hier an verlduft der Beweis des Satzes genau wie der von Satz Dabei beachten wir,
dass H~1(0) nach Konstruktion den Rand der Mannigfaltigkeit M x [0, 1] mit Kanten M x {0,1}
nur in M x {0,1} trifft. O

2.52. BEISPIEL. Wir betrachten einige einfache Mannigfaltigkeiten.
(1) Auf der Kreisscheibe D™ C R™ ist X = id ein auswérts weisendes Vektorfeld mit einer
einzigen, nicht entarteten Nullstelle 0. Es gilt Dy X = id, somit folgt x(D") = 1.
(2) Das Vektorfeld Y = —id ist ein einwérts weisendes Vektorfeld auf D™ C R"™. Es gilt DyY =
—id, und somit y (D™, "7 1) = (1)
(3) Ungerade Sphiren tragen Vektorfelder ohne Nullstellen. Es folgt x(5?"~!) = 0. Auf der
gerade-dimensionalen Sphire S?” C C" @ R betrachten wir das Vektorfeld X mit

X(z,t) = (iz,0) .

Es hat Nullstellen an den ,,Polen“ py = (0,+1) mit Tangentialraum 7,, S>* = C" @ {0}
und Ableitung D,, X = iidcn. Die reelle Determinante ist jeweils 1, somit folgt jetzt
insgesamt
2 fiir gerade m, und
X(S™) =1+ (-1)" = { °
Wir erhalten einen weiteren Beweis fiir den Satz vom Igel.

2.53. FOLGERUNG. Es sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit. Wenn M ein Vektorfeld ohne
Nullstellen trigt, dann folgt x(M) = 0.

0 fiir ungerade m.

47



2.54. BEMERKUNG. Hier gilt auch die Umkehrung, falls M zusammenhéngend ist. In diesem
Fall kénnen wir eine Karte finden, die alle Nullstellen eines gegebenen Vektorfeldes X enthélt.
Falls x(X) = 0 gilt, kann man X auf dem Kartengebiet so abéndern, dass es hinterher keine
Nullstellen mehr hat.

2.55. SATZ. FEs sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand.

(1) Wenn m gerade ist, gilt x(M) = x(M,0M).
(2) Wenn m ungerade ist, gilt

X(M) = —x(M,9M) = _x(M) |

Insbesondere haben ungerade-dimensionale Mannigfaltigkeiten ohne Rand Eulerzahl 0. Und
wenn eine gerade-dimensionale Mannigfaltigkeit M Rand einer ungerade-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit W ist, dann ist x(M) gerade.

BEWEIS. Es sei X ein nicht entartetes Vektorfeld, so dass X |y auswéirts weist. Dann ist ¥ =
—X ein nicht entartetes Vektorfeld, so dass Y |9y, einwérts weist. Sei p eine Nullstelle, dann folgt
signdet(D,Y) = signdet(—D,X) = (—1)" signdet(D,X) .

Aufsummieren iiber X ~1(0) = Y ~1(0) liefert
(M, OM) = (~1)™x(M) .

Jetzt sei m ungerade. Wir finden eine , Kragenumgebung® U = OM x [—1,0] C M von M =
M x{0}. Essei X € X(M) ein auswiirts weisendes Vektorfeld. Wir diirfen annehmen, dass X |y = %.
Wir wihlen ein nicht entartetes Vektorfeld Y € X(0M). Auf der Kragenumgebung ersetzen wir X |7
jetzt durch das Vektorfeld mit

0
X'(p,t) = — cos(mt) 5 +sin(—7t) Y(t) .

Es stimmt entlang von OM x {—1} mit X iiberein, und weist entlang von OM x {0} nach innen. Es
hat zusitzliche Nullstellen bei (p,t) € U genau dann, wenn p € Y ~1(0) und t = % Da sin § = 1,
hat es an diesen Stellen eine Ableitung der Form

D)X = <DPY _07r> . T,(OM) ® R — T,(AM) B R ,

D3 0
und somit das entgegengesetzte Vorzeichen wie Y bei p. Hieraus folgt
X(M) = =x(M,0M) = —x(X") = x(Y) = x(X) = x(0M) — x(M) . O
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KAPITEL 3

De Rham-Kohomologie

Homologie und Kohomologie sind abstrakte Begriffe aus der algebraischen Topologie. Sie be-
zeichnen Funktoren, die einer geeigneten Kategorie von Réumen Elemente einer abelschen Ka-
tegorie zuordnen, typischerweise abelsche Gruppen. Auflierdem erfiillen diese Funktoren stets die
sogenannten ,,Eilenberg-Steenrod “-Axiome, die es ermo6glichen, Homologie- und Kohomologiegrup-
pen besonders einfacher Réume (etwa von Sphéren) ohne weitere Rechnungen direkt anzugeben.

Sobald man eine (Ko-) Homologietheorie mit gewissen Eigenschaften zur Verfiigung hat, kann
man einige der Begriffe und Sétze aus den vorangegangenen Kapiteln neu beschreiben. Beispielswei-
se gibt es eine kohomologische Definition des Abbildungsgrades und der Eulercharakteristik, und
neue Beweise fiir den Brouwerschen Fixpunktsatzes oder den Satz vom Igel. Tatsédchlich liegt den
Uberlegungen des letzten Abschnittes bereits versteckt eine verallgemeinerte Kohomologietheorie
zugrunde, die ,,Kobordismustheorie®.

In diesem Kapitel lernen wir eine andere Kohomologietheorie kennen, die sich besonders leicht
geometrisch beschreiben ldsst. Wir kennen Differentialformen bereits aus der Analysis im Zusam-
menhang mit Kurvenintegralen und mit dem Satz von Stokes. Hier wollen wir Differentialformen
und de Rham-Kohomologie systematischer betrachten. Spater kénnen wir sie zum Beispiel benut-
zen, um charakteristische Klassen von Vektorbiindeln zu definieren.

3.1. Vektorfelder und die Lie-Klammer

Wir erinnern uns an den Begriff eines Vektorfeldes aus Definition Im Zusammenhang mit
Differentialformen wollen wir Vektorfelder auf M als Derivationen auf dem Raum der Funktio-
nen C*(M) verstehen.

3.1. DEFINITION. Eine Derivation auf einer k-Algebra k ist eine k-lineare Abbildung
D:A— A
die eine Produktregel erfiillt:
D(f-g)=Df-g+ f-Dg fur alle f,ge A .

Die Summe zweier Derivationen ist wieder eine Derivation, und man kann Derivationen mit
Funktionen multiplizieren: sei D Derivation und g € C*(M) eine Funktion, dann ist gD eine
Derivation mit

(4D)(f) = g-D(f) -
Also bilden die Derivationen einen Modul iiber der Algebra der glatten Funktionen C*°(M).

3.2. BEMERKUNG. Man kann Funktionen nach Vektorfeldern ableiten und erhialt eine Ablei-
tung d: C*°(M) x X(M) — C*>°(M) mit

df(X) := X(f),  mit  dpf(X)=Xp(f) eR

fiir alle f € C*(M), X € X(M) und alle p € M. Da fiir Richtungsableitungen die Produktregel
gilt, kénnen wir X als Derivation f +— df (X) auf C>°(M) auffassen.
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Sei umgekehrt D: C*°(M) — C*>°(M) eine Derivation, dann gilt

(D(f-9))(p) = (Df)(p) - 9(p) + f(p) - (Dg)(p) ,

somit ist D, = D(-)(p) ein (algebraischer) Tangentialvektor am Punkt p. Also entsprechen die
Derivationen von C*°(M) genau den Vektorfeldern auf M, wir erhalten also eine ,algebraische®
Beschreibung von Vektorfeldern.

Wir wollen jetzt eine Lie-Algebren-Struktur auf X°°(M) einfiihren. Die Lie-Klammer kann uns
beim Verstdndnis der dufleren Ableitung helfen, und wir brauchen sie spéiter, um die Kriimmung
eines Zusammenhangs zu definieren.

3.3. DEFINITION. Eine Lie-Klammer auf einem k-Vektorraum V ist eine Abbildung
[, ] VXV =V
mit den Eigenschaften
(1) Linearitdt: [au + bv, w] = alu, w] + b[v, w] fiir alle a, b € K und u, v, w € V;
(2) Antisymmetrie: [u,v] = —[v,u] fur alle v, w € V;
(3) Jacobi-Identitdt: fir alle u, v, w € V gilt
[u, [0, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, 0] = 0.
Das Paar (V,[-, -]) heiBt dann eine Lie-Algebra.
Aus und folgt Bilinearitéit. Auf den Raum M, (K) der n x n-Matrizen iiber einem
Korper k ist beispielsweise eine Lie-Klammer definiert durch
[A,B] = AB— BA.
Die Jacobi-Identitét folgt aus der Assoziativitéit des Matrixproduktes. Eine analoge Definition funk-
tioniert auf jeder assoziativen Algebra.

Wir beginnen mit einer ,algebraischen“ Beschreibung der Lie-Klammer auf Vektorfeldern.
Sei M eine glatte (also C*°-) Mannigfaltigkeit, und seien X, Y € X(M). Wir definieren den Operator

Y] C¥(M) = C¥(M)  durch  [X,Y](f) = X(Y(f) - Y(X(f) (1)
fiir alle f € C*°(M). Aus der Produktregel in Definition folgt
X,Y)(f g) = ...

= (X Y](f) -9+ 1 (X, Y](9) -
Nach Bemerkung ist [X, Y] wieder eine Derivation auf M, also ein Vektorfeld.

3.4. DEFINITION. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Die Lie-Klammer [-, -]: (M) x
X(M) — X(M) auf X(M) ist definiert durch (3.1)).

In Karten geben wir dieses Vektorfeld unten an. Wir wollen nun eine allgemeinere Beschreibung
der Lie-Klammer auf Mannigfaltigkeiten geben. Wenn X ein Vektorfeld auf M ist, und £': M — N
differenzierbar, dann ist dF(X) eine Abbildung M — TN, aber kein Vektorfeld auf N. Daher
folgende Definition.

3.5. DEFINITION. Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten. Zwei
Vektorfelder X € X(M) und Y € X(N) heiBlen F-verwandt, wenn das Diagramm

™ —Y TN

x| [v

M 25 N,
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kommutiert, d.h., wenn d,F(X,) = Yr(p fiir alle p € M gilt.

3.6. BEMERKUNG. Sei M eine Mannigfaltigkeit, sei ¢ eine Karte von M, und sei X € X*~1(M)
ein Vektorfeld auf M, dann erhalten wir eine Abbildung X, : V¥ — R", so dass

dpp(Xp) = Xp(p(p)) € R™ =T, R"
Wir fassen X, als Vektorfeld auf V¥ auf. Dann sind die Vektorfelder X |y¢ auf U¥ und X, auf V%
p-verwandt. Oder noch etwas schéner: Die Vektorfelder X, und X sind ¢~ !-verwandt.

3.7. PROPOSITION. Die Lie-Klammer auf Mannigfaltigkeiten hat folgenden Eigenschaften.
(1) Set M =R"™ und seien X, Y : R" — R" Vektorfelder auf R™, dann gilt
X, Y]=XY)-Y(X):R" - R",

wobei X (Y) = dY (X) die komponentenweise Ableitung von Y nach X bezeichne.

(2) Natiirlichkeit. Sei F': M — N eine glatte Abbildung und X, Y € X(M) seien F-verwandt
2wV, W e X(N), dann ist [X,Y] auch F-verwandt zu [V, W].

(3) Jacobi-Identitét. Fir alle X, Y, Z € X(M) gilt

(X [V, Z)] + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0 € X(M) .
(4) Produktregel. Fiir alle f € C*°(M) und alle X, Y € X(M) gilt
X Y] =fXY][-Y()X wnd [X, fY]=X(/)Y +f[XY].
BewErs. Ubung. O

Aus , erhalten wir auch eine explizite Formel fiir die Lie-Klammer in Karten. Seien X,
Y € X(M), sei p: U¥ — V¥ eine Karte, und seien X, Y, verwandt zu X, Y wie in Bemerkung[3.6|
Dann ist [X,Y]|ye verwant zum Vektorfeld X, (Y,) — Y, (X,) auf V¥.

3.8. BEMERKUNG. Sei ¢ eine Karte von M. Die Koordinatenvektorfelder 8%:17 ey % sind
p-verwandt mit den Standardbasisfeldern ey, ..., e, auf V¥ C R”, nach der Konstruktion der 8?01'
im Beweis von Satz m Da [e;, ej] = 0, folgt mit Proposition und , dass

9 9

D’ Ol
Insbesondere kénnen wir zweite Ableitungen beziiglich einer festen Karte ¢ fiir alle f auf M defi-
nieren durch

]_Oe%(USO).

Ff 0 9f 9 of  P(foy !
Dt 0pl Ot Dol Opl Dt Qxt Oxd
Mit anderen Worten: die Ableitungen nach Koordinatenvektorfeldern zu einer festen Karte vertau-
schen. In diesem Sinne gilt ein ,Satz von Schwarz“ auch auf Mannigfaltigkeiten.

cQ.

Umgekehrt kann man zeigen: Seien Xy, ..., X,, Vektorfelder auf M, deren Lie-Klammern auf
einer Umgebung U von p € M verschwinden, so dass Xi,, ..., X, eine Basis von T),M bilden,
dann existiert eine Karte ¢ mit U¥ C U, so dass X;|ye = 821"

3.2. Differentialformen

Wir kénnen jetzt mit der Konstruktion der de Rham-Kohomologie beginnen. Als erstes erinnern
wir uns an das Differential df einer Funktion f € C*°(M). Wir kénnen es wie in Definition als
eine C*°(M)-lineare Abbildung df : X(M) x C*®°(M) — C*°(M) auffassen mit X — df(X).

Im Folgenden verwenden wir gern die Notation a1, ..., @, ..., a,. Sie bedeutet, dass wir in der
Aufzidhlung das Element mit der Nummer ¢ weglassen, somit hitten wir auch ai, ..., a;—1, a;11,
..., ap, schreiben koénnen.
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3.9. DEFINITION. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Differentialform auf M vom
Grad k (kurz: k-Form) ist eine Abbildung a: X(M)* — C*°(M) mit den Eigenschaften

(1) Multilinearitit: fiir alle 1 < i < k und alle X7, ..., Xi, ..., X € X(M) ist die Abbil-
dung X(M) — C*°(M) mit X; — (X1, ..., Xj) linear iiber C>*(M).
(2) Alternierend: Wenn X; = X gilt, dann folgt o(X;,..., Xy) = 0.
Die Menge aller Differentialformen vom Grad k auf M wird mit Q¥(M) bezeichnet, und wir set-
zen QV(M) = C®(M).

Wir kennen die obigen Eigenschaften im Zusammenhang mit Determinanten aus der linearen
Algebra. Eigenschaft bedeutet, dass wir Summen und Funktionen aus jedem einzelnen Argument
von « herausziehen diirfen. FKigenschaft bedeutet, dass sich das Vorzeichen &ndert, wenn wir
zwel Argumente vertauschen:

Oé(Xl,..., Xj IR Xz ,...,Xk)
i-te Stelle j-te Stelle

:Oé(Xl,n-,Xj,n-7Xz'7--~,Xk)+a(X1,---,Xi7-~-7Xi7--~,Xk)
:Oé(Xl,...,XZ‘-i-Xj,...,XZ‘,...,Xk) —Q(Xl,...,Xi—i-Xj,...,Xi—i—Xj,...,Xk)
:Oé(Xl,...,XZ‘-i-Xj,...,—Xj,...,Xk)—i—Oz(Xl,...,—Xj,...,—Xj,...,Xk)
= a(Xl,...,XZ-,...,—Xj,...,Xk) = —Oz(Xl,...,Xk) .
Es reicht, Eigenschaft fiir je zwei benachbarte Indizes, also ¢ und j = i 4+ 1, zu fordern. Zu-
sammen mit folgt: wenn die Vektorfelder X1, ..., Xy iiber C°°(M) linear abhingig sind, dann
gilt a(X7, ..., Xx) = 0. Insbesondere gibt es auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit keine Dif-
ferentialformen (auBer 0) vom Grad grofer als n.

Man tiberzeugt sich leicht, dass die Summe zweier Differentialformen wieder eine Differenti-
alform ist, und das wir Differentialformen punktweise mit Funktionen f € C°°(M) multiplizieren
konnen, so dass

(fa) (X1, Xp) = f-alXi,.... Xp) € CX(M) .
Also bildet QF(M) ein C*°(M)-Modul. Bevor wir Differentialformen in Koordinaten darstellen
konnn, brauchen wir ein Produkt fiir Differentialformen.

3.10. DEFINITION. Das dufere oder auch Dachprodukt zweier Differentialformen o € QF(M),
B € QY(M) ist die Differentialform o A B € Q¥+(M) mit

O‘/\B(Xla'-"Xk-‘rf): Z Sign(ila---aikvjla"wjﬁ)a(Xilv"'7Xik)B(Xj1a"'7ng)'
11 <<t
J1<<Jg
{1 ke ={i1,. i JU{g1,- .00
Hierbei bezeichnet sign(iy, ..., ik, j1,- .., je¢) das Vorzeichen der Permutation
1 -k kE+1 -+ k44
I 2

Das Wesentliche an der obigen Formel ist, dass wir fiir jede mogliche Aufteilung der k + ¢
Argumente in Gruppen von k beziehungsweise ¢ Elementen genau einen Summanden erhalten. Der
Einfachheit halber haben wir die Eintrége in jeder Gruppe nach Gréfle der Indizes sortiert. Falls k =
0 ist, entspricht das duflere Produkt gerade der punktweisen Multiplikation mit Funktionen o =
fece(M)=Q%M).

3.11. PROPOSITION. Das dufiere Produkt von Differentialformen ist wohldefiniert und hat die
folgenden FEigenschaften.
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(1) Linearitit. Fiir alle fi, fa € C®(M), a1, ag € QF¥(M) und B € QY (M) gilt
(frar+ faox) ANB = fi- (a1 AB)+ fa- (a2 AP) .

(2) Assoziativitit. Fir alle o € QF(M), B € QYM), v € QP(M) gilt
aN(BAvy)=(anB)Ay.
(3) Graduierte Kommutativitit. Fiir alle o € QF(M), B € QY (M) gilt
BAha=(-1)*anp.

Wegen und gilt Linearitét auch im zweiten Argument. Man beachte, dass wir in den
gleichen Vorzeichenfaktor haben wir in Proposition [2.41

BEWEIS. Zur Wohldefiniertheit ist zu zeigen, dass a A 8 multilinear und alternierend ist. Mul-
tilinearitét diirfte klar sein. Falls X, = X, fiir 1 < p < ¢ < k + £ gilt, haben wir drei Typen
von Summanden. Der Einfachheit nehmen wir an, dass ¢ = p + 1, denn hieraus folgt bereits der
allgemeine Fall.

(1) Falls p, q € {i1,..., i}, setzen wir zwei gleiche Vektoren in « ein, daher verschwindet der
entsprechende Summand.

(2) Falls p, g € {j1,...,7¢}, gilt das entsprechende fiir .

(3) Falls etwa p = i4 € {i1,...,ic} und p+ 1 = jp{j1,...,Je}, gibt es einen weiteren Sum-
manden, bei dem alle Indizes gleich sind bis auf i, = p+ 1 und j, = p. Die zugehorigen
Summanden unterscheiden sich bis auf das Vorzeichen der jeweiligen Permutation und
heben sich daher weg.

Den restlichen Beweis lassen wir als Ubung. O
3.12. BEMERKUNG. Es sei V' C R" offen, dann erhalten wir 1-Formen de', ..., da" € QI(V ,
so dass dz" jedem Vektorfeld X: V' — R" seine i-te Komponentenfunktion zuordnet, also dz'(X) =
X"V — R. Fiir die Standardbasisfelder eq, ..., e, gilt somit
. 1 fallsi=j, und
T
0 fallsi # j.
Es sei jetzt a € QF(V) eine k-Form, dann definieren wir fiir jedes Indextupel (i1, . . ., i) mit 1 <

11 < --- <1 <neine Funktion oy, . i, : V — R durch
ail,...,ik = 05(61'1, ey eik) .

Seien jetzt X1, ..., Xg: V — R" Vektorfelder mit Koordinatenfunktionen Xg =da/(X;): V —
R"”, so dass

n
Xi :ZXZ] -ej.
7j=1
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Es sei Sy die k-te symmetrische Gruppe, also die Gruppe der Permutationen der Menge {1,...,k}.
Da « multilinear und alternierend ist, gilt

n n
a(Xy,..., Xg) = Z Za(X{l €y, XpE e ey)

i1=1 =1

n n . .
:Z...ZX{I---X}{’“-a(eil,.--,eik)

=1 =1

. .
o Z Z Xl (1) e Xk (k) . a(6i0<1)7 ce eia(k))

1<i1 <<, <n oSk

- Z Z sign(o) de(l) o 'Xka(w C Qi

1<ii<-<ip<n o €S},

- Z Qi iy Z sign(7) Xil(l) .. 'X-?Ek)

1<in < <ip<n TESk
= Z Qiy i Z Sign(T) dl’il (X'r(l)) ce d.%'ik (XT(k))
1<in << <n TESk

= Z iy iy, - (A A Ada™) (X, .., X))
1<) < <ig<n

Im dritten Schritt haben wir die Indizes nach Groéfle sortiert, im vierten Schritt haben wir ausge-
nutzt, dass « alternierend ist. Im fiinften Schritt ist 7 = o~!. Insgesamt folgt also

o= E Gy iy AN - A dat
1<y <-<ip<n

Wir sehen, dass wir jede k-Form auf V' als Linearkombination von &ufleren Produkten der Koordi-
naten-1-Formen da’ schreiben kénnen.

3.13. BEMERKUNG. Es sei ¢: U¥ — V¥ eine Karte einer Mannigfaltigkeit M, und 821' seien

die Koordinatenfelder auf U¥ aus dem Beweis von Satz [1.20} siche Bemerkung [3.8 Da sich jedes
Vektorfeld auf U? eindeutig als C°°(U¥)-Linearkombination dieser Vektorfelder schreiben lésst,
erhalten wir Koordinaten-1-Formen dip!, ..., dp™ € QY(U¥), so dass

i 0
4 (55 ) =%

Xlge =>_ f* 0
=1

Sei ein Vektorfeld gegeben durch

oot

dann folgt

, LR ) .
do? (X = v de? ) = fd
¢ (X|ue) ;f " (&ﬂ) 7,
also hingt dp'(X)(p) = f7(p) nur vom Vektor X, € T,M ab.

3.14. PROPOSITION. Es sei o € QF(M) und X1, ..., Xp seien Vektorfelder. Dann hingt der
Wert von (X1, ..., Xy) an der Stelle p € M nur von den Vektoren X1(p), ..., Xi(p) € T,M ab.
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Sei p: U¥ — V¥ C R" eine Karte, dann ezistieren Funktionen a;‘i it U?P =2 R fiir alle
Indizes 1 < i1 < -+ <1 <n, so dass

alye = Z ol de™ A Adpt (1)

1< << <n

BEWEIS. Esseip € M und ¢: U¥Y — V¥ eine Karte um p. Wir wihlen eine Abschneidefunktion
wie in Beispiel mit supp(p) C U?, so dass p = 1 auf einer kleinen Umgebung von p gilt. Es
folgt

(X1, Xp)(p) = (0" a(X1, .., Xi) (p) = alp X1, -, p Xi)(p) -
Insbesondere hingt der Wert nicht von dem Verhalten der k-Form « und der Vektorfelder X;
auBerhalb von U¥ ab.

Da U¥ zu V¥ C R"™ isomorph ist, konnen wir in Bemerkung [3.12 argumentieren. Fiir 1 < ¢; <

-+« < i} < n definieren wir Funktionen a;ﬁ i U¥ — R durch

0 0
a i (P) = 0‘<&pila XX 3@”‘) (p) -
Es seien dp!, ..., dp™ € Q1(U?) die Koordinaten-1-Formen aus Bemerkung Wie in Bemer-
kung folgt

_ ® % i
alye = E af g det A ANdp'
1<i1 <<, <n

Insbesondere héngt «(X7, ..., X)) nur von den Vektoren Xi(p), ..., Xi(p) € TpM ab, da das nach
Bemerkung m fiir die 1-Formen dy’ (X;) gilt. O

Fiir die Einschréinkung einer k-Form a auf (7, M)¥ diirfen wir also
ap = ol (T,M)F - R
schreiben.

3.15. DEFINITION. Es sei F': M — N eine glatte Abbildung. Dann definieren wir die mit F
zuriickgeholte Differentialform F*: QF(N) — QF(M) fiir alle & > 0, o € QF(N) und Xy, ...,
X € X(M) durch

(F*Oz)p(Xl, e ,Xk) = aF(p) (dpF(Xl(p)), ceny dpF(Xk(p))) .
3.16. BEMERKUNG. Man iiberpriift leicht, dass F*« eine Differentialform auf M ist. Auflerdem
gilt
(FoG)a=G"(Fa) e QFL), (1)
wenn G: L — M ebenfalls glatt ist, und
idy;a=a.

Das bedeutet, dass Q¥ ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der glatten Mannigfaltigkeiten
in die Kategorie der R-Vektorrdume ist.
Auflerdem iiberpriift man, dass

F*(aAB) = F*a NF*B. (2)

Wir schreiben Q°(M) = @}_, Q*(M). Mit dem Wedge-Produkt wird Q°*(M) zu einer Algebra
iiber C*°(M), der duferen Algebra von M. Wir konnen Q° als kontravarianten Funktor von der
Kategorie der Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der R-Algebren auffassen. Alternativ kénnen
wir M das Paar (C*°(M),Q*(M)) aus einem Ring und einem Modul dariiber zuordnen, und erhalten
ebenfalls einen kontravarianten Funktor.
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3.3. Das dullere Differential

Wir definieren das duflere Differential und die de Rham-Kohomologie einer Mannigfaltigkeit.
Dabei erinnern wir uns an das leferentlal einer Funktion f: M — R mit d,f: T,M — T,R = R.
Fiir die Koordinatenfunktionen x* auf R" ist dz* gerade die 1-Form aus Bemerkung - Analog
ist das Differential der i-ten Komponentenfunktion ¢': U¥ — R einer Karte ¢: U¥ — V¥ gerade
die 1-Form dy’ aus Bemerkung [3.13

3.17. SATZ UND DEFINITION. FEs g¢ibt genau eine Familie natirlicher Transformationen
d: QF - QF !

mit folgenden Eigenschaften.

(1) Fiir alle Funktionen f € QO(M) gilt d°f = df .
(2) Leibnizregel. Fiir a € QF(M), 8 € QY(M) gilt

A" anB) = (da)AB+ (-DFandp.
(3) Es gilt d**'odF = 0.
(4) Natiirlichkeit. Fiir alle F: M — N und alle B € QF(N) gilt
F*(d*a) = d*(F*a) .

Wir geben einige Beispiele im R™ mit den Koordinaten x, y, z, ... Wegen Eigenschaft
brauchen wir n nicht anzugeben.

d(f(x)dy) = f'(z) dx N dy + f(x) d'(dy) = f'(«)dz Ady
d(f(y)dz) = f'(y)dy A do = —f'(y) dz A dy
d(f(z)dz) = f'(z)de ANdz =0,

)=

) 0
d(g y)dy A dz < gmydm—l—azg/(acy)dy)/\dy/\dz:aagc(x,y)dx/\dy/\dz.

BEwWEIs. Wir konnen jede k-Form auf einer Kartenumgebung U¥ als Summe von Ausdriicken
der Form fdp" A --- A dp* schreiben. Fiir solche Formen folgt die Eindeutigkeit aus f.
Allgemeiner betrachten wir

a= fodft A+ Adfy
flir beliebige Funktionen fy, ..., fir auf U¥, dann gilt

d*(fodfy A+ ANdfp) = d"fo Ndfy A Adfe + fod (df1) Adfa A Adfy
T+ (DM odfu A Adfiy AN fr) = dfo Adfy A Adfi . (3.2)
Da Differentialformen nach Proposition durch ihre Einschriankung auf Kartenumgebungen

eindeutig bestimmt sind, folgt mit fiir die Inklusionsabbildung ¢: U¥ — M die Eindeutigkeit
global, da

(d*a)|ve = *(d*a) = d*(Fa) = d"(alue)

und der letzte Ausdruck wird durch die obige Rechnung fiir die einzelnen Summanden in Proposi-

tion festgelegt.

56



Wir zeigen, dass die d&uere Ableitung aus (3.2)) die Eigenschaften f auf Teilmengen V C
R” erfiillt. Daraus folgern wir am Ende auch, dass d* global existiert. Eigenschaft ist offensicht-
lich. Zu iiberlegen wir uns, dass

d((fodfy A+ Ndfi) A (godgy A=+ Adgy))
= d((fogo) dfs A--- Adfs Ndgi A -+~ A dgp)
=dfo-go-dfi N--- Ndf, Ndgi A - ANdge+ fodgo Adft A Adfg Adgr A Adge
=dfo N Ndfi Agodgi A+ ANdge+ (=1)F fodfy A+ Adfi Adgo A -+ A dg
= (d(fodfv - Ndfi)) A (godgy A --- A dgy)
+ (=D (fodfy A+ Adfi) Ad(godgr A+ Adg) .
Mit dem Distributivgesetz und der Darstellung aus Proposition erhalten wir allgemein.
Zu berechnen wir zunéchst
d'(df) =d" (1-df) =dl Andf =0,

da 1 eine konstante Funktion ist. Wenn wir jetzt d**! auf den Ausdruck anwenden, erhalten
wir mit (2)) eine Summe von Termen, bei denen d! auf je einen der Faktoren df; angewandt wird.
Da d!(df;) = 0, verschwindet d**! o d* auf all diesen Ausdriicken. Damit ist ebenfalls gezeigt.

Seien schliefilich V' C R™, W C R™ offene Teilmengen, und sei F': V' — W eine glatte Abbildung.
Sei zundchst f: W — R glatt, sei p € V und v € T,V = R" ein Tangentialvektor. Nach der
Definition des Differentials d und der Abbildung F™* gilt

(F*(d°)p(v) = dfpip) (dPF (v)) = (@ F(0))(f) = v(f o F) = v(F"f) = d’(F* f)(v) ,

somit d’o F* = F*od®. Da Zuriickholen nach Bemerkung mit dem duleren Produkt vertréglich
ist, erhalten wir

F*(d(fodfy A+ Ndfy)) = F*(dfo A+ Ndfy) = F*dfo A+ N F*dfy
=d(foo F)A---Nd(froF)=d((foo F)-d(fio F)A---ANd(fyoF))
=d(F*fo- F*dfy A--- NF*dfy, = d(F*(fodfy A+ Adfy))

somit gilt . ) fiir Abbildungen F': V — W.

Es sei jetzt o € QF(M). Fiir jede Karte ¢: U — V¥ stellen wir die Form (o~ !)*a € QF(V¥)
wie in Bemerkung :l 2| dar und legen das duBere Differential d*((p=!)*a) € QF(V%) durch
fest. Eigenschaft (4] gilt fiir Kartenwechsel ¢ o o= 1: (U9 NUY) = ¢(U? NUY), also gilt

P (d* (o) ) lperpe = @ (o™ 0d* o (po ™)) () ) lyenvw
=" (d’“((w‘l)*a)) lvenue -
Das bedeutet, dass wir (d*a )p in einer beliebigen Karte um den Punkt p € M berechnen dﬁrfen und
stets das gleiche Ergebnis erhalten. Dadurch ist d¥a auf M wohldefiniert. Die Eigenschaften (] .
gelten auf Kartengebieten, also gelten sie auch global, und der Satz ist bewiesen.
Nach Eigenschaft (3)) erhalten wir eine Familie von R-Vektorrdumen QF(M) und Abbildun-
gen (df,)rez,

d—1 0 dO dn—l n an
= 00— QM) — - — Q"(M) — 00— -
mit d¥ o d*~1 = 0 fiir alle k. Dabei setzen wir Q¥(M) = 0 und d* = 0 fir £ < 0 und k >
n = dim M. Aus df o d*~1 = 0 folgt imd*~! C kerd" fiir alle k, insbesondere konnen wir den
Quotienten ker d*/im d*~! bilden. Die folgende Definition funktioniert allgemein fiir Moduln iiber
Ringen und lineare Abbildungen.
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3.18. DEFINITION. Ein (Koketten-) Komplex (V*,d®) von k-Vektorrdumen besteht aus einer
Familie (V*)zez von k-Vektorriumen und einer Familie k-linearer Abbildungen d*: V¥ — V+1

mit d**1 o d* = 0 fiir alle k € Z. Eine Koketten-Abbildung f*: (V*,d*) — (W*, e®) zwischen
Komplexen (V*®,d*) und (W*, e®) ist eine Familie k-linearer Abbildungen f*: V¥ — Wk mit f+1o
db = eF o fF.

Ein Element o € V* heiit geschlossen, wenn d*a = 0, und ezakt, wenn es ein f € V<1
mit d*~18 = a gibt.

Die Kohomologie H*(V*,d®) eines Komplexes (V'*,d®) ist die Familie der k-Vektorrdume

H*(V*,d®) = kerd®/imd*~! .

Die Aquivalenzklasse [a] € H*(V*,d®) von « € ker d* heifit auch die Kohomologieklasse von a.

3.19. BEMERKUNG. Wir sammeln einige elementare Eigenschaften dieser Konstruktion.

(1) Die k-Koketten-Komplexe bilden eine Kategorie mit den Koketten-Abbildungen als Mor-

phismen, denn die Verkettung zweier Koketten-Abbildungen
fe (Ve d®) — (W e®) und g°: (U® ) — (V*,d*)
ist wieder eine Koketten-Abbildung, da
FEl o ghtl o b — Rl o gk o gk — ok o fR o gk |

(2) Jede Koketten-Abbildung f®: (V*,d*) — (W*,e®) induziert eine Familie linearer Abbil-

dungen H f*: H*(V*,d*) — H*(W*,d®) mit
Hf*la] = [f*a] .

Diese Abbildung ist wohldefiniert (Ubung).

(3) Die Kohomologie ist ein kovarianter Funktor von der Kategorie der Koketten-Komplexe
in sich, der einem Komplex (V*,d®) den Komplex (H*(V*®,d*),0) zuordnet, und jeder

Koketten-Abbildung die induzierte Abbildung aus . Funktorialitéat folgt, denn fiir Ko-
kettenabbildungen f®, ¢* wie oben und « € ker ¢* gilt

H(f o g)*[a] = [/*(¢"(a)] = Hf*g" ()] = (Hf* o Hg")[o] ,
und natiirlich induziert die Identitidt auf V* wieder die Identitét auf H*(V*®,d®).

3.20. DEFINITION. Der Komplex (Q°(M),d®) heifit de Rham-Komplex, und seine Kohomolo-
gie H3p (M) = H*(Q*(M),d*) die de Rham-Kohomologie von M.

3.21. BEMERKUNG. (1) Wir erhalten einen Funktor (Q°,d®) von der Kategorie der glat-
ten Mannigfaltigkeiten und glatten Abbildungen aus Bemerkung in die Kategorie der
Koketten-Komplexe, denn nach Satz ist (Q*(M),d*) ein Kokettenkomplex und das
Zuriickholen F* léngs F': M — N eine Kokettenabbildung. Nach Bemerkung
koénnen wir den Funktor noch um das Dachprodukt erweitern. Ein Tripel der Form (Q2°(M),
d®, A) mit den Eigenschaften aus Proposition und Satz heifit auch eine (super-)
kommutative differentielle graduierte Algebra.

(2) Wenn wir noch den Funktor ,,Kohomologie“ aus Bemerkung nachschalten, er-
halten wir den kontravarianten Funktor HJy, der jeder glatten Mannigfaltigkeit M ih-
re de Rham-Kohomologie und jeder C*°-Abbildung F: N — M die induzierte Abbil-
dung F* = H(F*)*: Hig(M) — H3g(N) mit

Fa] = [F o]
zuordnet.
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3)

Nach Satz [3.17] erhalten wir auch eine Familie von Dachprodukten A: H é“R(M ) X

HiR (M) - H dgé (M). Dieses Produkt ist wohldefiniert (Ubung) und immer noch assozia-
tiv und graduiert kommutativ wie in Proposition [3.11}

Wir geben jetzt eine koordinatenunabhéngige Beschreibung der dufleren Ableitung.

3.22. SaTz (Cartan-Formel). Sei o € QF(M) und Xo, ..., Xy € X(M), dann gilt

k

da(Xo, ce ,Xk) = Z(—l)ZXZ (Oé(X(), ey )?Z', e ,Xk)>

=0

+ Z (—1)i+j04<[Xi,Xj},Xo,...,5(:7;,...,)?j,...,Xk> .

0<i<j<k

3.23. BEISPIEL. Normalerweise wird man die de Rham-Kohomologie nicht mit Hilfe von Defi-
nition [3.20] ausrechnen. Wir schauen uns hier zwei Beispiele an, in denen das méglich ist.

(1)

Wir betrachten M = R mit der Identitat als Karte. Dann gilt
QR)=C*MR), Q' R)=C*R)dz und dof =df = f'dx.

Dad_; =0, gilt H 3R(]R) = ker dy, und f’ = 0 gilt genau dann, wenn f konstant ist. Also
enthélt HJg (R) genau die konstanten Funktionen.

Da di = 0, gilt Hiz(R) = C*(R)dz/imdy. Sei f € C*(R), und sei F eine Stamm-
funktion, das heift, es gelte F’ = f. Dann folgt dF = fdx, somit C*°(R)dzr = imdy.
Insgesamt also

R fiir k=0, und

0 sonst.

Hig(R) = {

Wir betrachten S = {e | t € R} C C. Fiir jedes offene Intervall (a,b) der Linge b —
a < 7 liefert das Invertieren der Abbildung t ~ e’ eine Karte mit Werten in (a,b).
Alle Kartenwechsel verschieben ein Teilintervall um ein Vielfaches von 27. Wir kénnen
Funktionen und 1-Formen mit der invertierten Karte t +— e auf die Intervalle (a,b)
zuriickholen und zu Funktionen beziehungsweise 1-Formen auf R zusammensetzen, die
2m-periodisch sind, also

QUSY 2 {feCOR) | f(t+2mk) = f(t) firallet eR, k€ Z},
QUSY = { fdt €C®(R) | f(t+2nk) = f(t) firallet eR, k€ Z },

und df = f’dt wie oben. Da f’ = 0 genau dann gilt, wenn f konstant ist, und konstante
Funktionen periodisch sind, enthélt H°(S') wieder genau die konstanten Funktionen.

Sei jetzt f periodisch und F' eine Stammfunktion von f, so dass dF' = f dt. Dann ist F
genau dann periodisch, wenn

t+2m 2
OzF(t+27r)—F(t):/ f(z)dx = flx)dx .
t 0
Im letzten Schritt nutzen wir aus, dass f periodisch ist, um das Integrationsintervall an
einem Vielfachen von 27 zu zerschneiden, beide Stiicke um Vielfache von 27 in das Inter-
vall [0, 27r] zu verschieben, und wieder zusammenzusetzen, ohne den Wert des Integrals zu
verdndern. Somit gilt
2
fdt €im(dy) <= f(z)dx .
0
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Sobald wir also von einer gegebenen Form f dt ihren ,Mittelwert“ abziehen, erhalten wir
eine exakte Form. Als Repréisentant von Kohomologieklassen in H g (S') kénnen wir kon-
stante Formen cdt wahlen. Wir erhalten

R fir k=0,1 und
0 sonst.

Hig(S") = {

(3) Die Abbildung 7: R — S! mit z ~ €@ liefert eine Abbildung 7*: Q°*(S!) — Q°(R).

Die induzierte Abbildung auf der de Rham-Kohomologie ist ein Isomorphismus auf HgR.
Auf H éR ist es die Nullabbildung, da ihr Ziel der Nullvektorraum ist.

Fiir beide Mannigfaltigkeiten sind zwar die Raume QF(M) fiir k = 0, 1 sehr groB, die tatséchli-
chen Kohomologie-Vektorrdume aber endlich-dimensional. Wir kénnen die de Rham-Kohomologie
benutzen, um R und S' voneinander zu unterscheiden, denn H'dR(S') # Hl; (R).

3.4. Homotopie-Invarianz

Wir wollen zeigen, dass de Rham-Kohomologie die Eilenberg-Steenrod-Axiome einer Kohomo-
logietheorie erfiillt. Ein besserer Term wére ,, Kohomologiefunktor®, aber der Begriff ,, Kohomolo-
gietheorie“ hat sich eingebiirgert. Mit Hilfe dieser Axiome kann man viele Berechnungen wesent-
lich leichter durchfiihren als mit der Definition Aus den Axiomen kann man auch schliefen,
dass de Rham-Kohomologietheorie auf der Kategorie aller Mannigfaltigkeiten, die zu endlichen
CW-Komplexen isomorph sind, mit jeder anderen Kohomologietheorie mit R-Koeflizienten {iber-
einstimmt.

Wir beginnen mit Homotopieinvarianz. Dazu benétigen wir einige Voriiberlegungen.

3.24. PROPOSITION UND DEFINITION. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann gibt es genau
einen C>°(M)-bilinearen Operator v: X(M) x Q*(M) — Q*(M) mit folgenden Eigenschaften.

(txa)(Xo,. k) = (X, Xo, ..., Xk) falls k> 1, (1)
ix(aAB)=(xa) AB+ (=Dranuxp, (2)
Fa=0 (3)

fiir alle k € N, X, Xo, ..., X3 € X(M), a € QF(M), B € Q*(M). Dieser Operator heifit Einsetzung.

Man beachte, dass tx wegen und ganz dhnliche Eigenschaften wie die duflere Ableitung
hat, obwohl hier gar nicht abgeleitet wird.

BEWEISSKIZZE. Wir definieren ¢ durch (txf =0 gilt, da Q=1 (M) = 0), folgern aus der
Definition des Dachprodukts und daraus, dass « alternierend ist. O

3.25. DEFINITION. Wir definieren die Lie-Ableitung L: X(M): Q*(M) — Q°*(M) auf Differen-
tialformen iiber einer glatten Mannigfaltigkeit M durch

Lxa=d(xa)+ix(da) .

Das ist nicht die iibliche Definition. Tatséchlich definiert man die Lie-Ableitung iiblicherweise
durch die Formel unten. Mit einer analogen Formel erhilt man eine Lie-Ableitung fiir beliebige
Réaume von Tensorfeldern. Das besondere an der Lie-Ableitung L x ist, dass das Vektorfeld X immer
mit abgeleitet wird, siehe Eigenschaft unten.
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3.26. PROPOSITION. Die Lie-Ableitung hat die folgenden Figenschaften.

X(a(X1,.. ., X)) = (Lxa)(X1,..., X +Z (X X]Xl,...,ff\i,...,Xk) (1)
ﬁx(aﬂ,@)Z(ﬁxa)/\,B—i-a/\ﬁx,B (2)
/J[Xy]a = ﬁx(ﬁya) — ﬁy(ﬁxa) (3)

Lixa= fcLxa+df Nixa (4)

fir allek €N, X,Y, X1,..., X € (M), o € QF(M), B € Q*(M).

Die Eigenschaften und lassen sich als Produktregeln verstehen, und Eigenschaft als
eine Art Jacobi-Identitdt oder als Darstellungseigenschaft.

BEwEIs. Fiir benutzen wir die Cartan-Formel aus Satz (3.22). Sei a € QF(M), X = Xq
und Xy, ..., Xy € X(M). Dann gilt

(ACXOOZ)(XM .. .,Xk) = ((dO Lx, + X, Od) )(Xl, c ,Xk)

k
=3 (- Mx( XO,Xl,...,E(\,...,Xk))
=1

+ (—1)l+ﬂa<X0, X0, X, X1, Koy X ,Xk>
1<i<j<k

I zk:(_nixi (a(Xo, D an))
i=0

+ Y (D)Ma(Xi, X)), Xo, -, X X Xp)
0<i<j<k

k
- X0<a(X1, - ,Xk)) + 3 (1Y a([Xo, Xj), X1, Xy, X))
7j=1

Der Beweis von ist rein formal und beruht auf den Produktregeln fiir 1x und d. Fir o €
QF(M), B € Q*(M) gilt
Lx(aNp)=(doitx +txod)(aAp)
=d((txa) A B+ (=1)*a AuxB) + ex ((da) A B+ (=1)Fa A dB)
=d(ixa) + (=) (ixa) AdB + (—1)*(da) A xS+ a Ad(ixfB)
+ix(da) A B+ (=1)"(da) A ex B+ (=1)F(exa) AdB + a A ux(dB)
=(Lxa)ANB+aNLxf.

Mit einem entsprechenden Argument konnen wir eine Produktregel fiir den Operator Lx Ly —
Ly Lx beweisen. Dann reicht es, Eigenschaft fiir Formen vom Typ f und df fir f € C*°(M) zu
iiberpriifen (Ubung).

Schlieflich folgt , da

,Conz = fo(da) + d(LfXa) = fix(da)+d(fixa) = fLxa+df Nixa . ]
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3.27. DEFINITION. Es seien (V*,d®) und (W*,e®) Kokettenkomplexe iiber k und f®, ¢*: V* —
W* Kokettenabbildungen. Eine Koketten-Homotopie zwischen f® und ¢°® ist eine Familie k-linearer
Abbildungen h*: V* — Wk=1 so dass fiir alle k gilt

1o BE L gkt o gk = gk _

3.28. BEMERKUNG. Sei h® eine Koketten-Homotopie zwischen f®, ¢*: V* — W?*. Dann indu-
zieren f® und ¢® die gleiche Abbildung zwischen den Kohomologiegruppen der obigen Koketten-
komplexe. Denn sei a € V¥ geschlossen, dann ist

(@) = f*a) = 1 (nF (@) + 1 (d )
=0

exakt, somit folgt [f*a] = [¢¥al.

Wir hatten den Begriff der Homotopie von Abbildungen f, g: M — N in Definition ein-
gefiithrt. Wir schreiben im Folgenden I fiir das Einheitsintervall [0,1]. Es sei ¢ Koordinate von I
in M x I und % das zugehorige Koordinatenvektorfeld auf M x I.

3.29. LEMMA. Es sei H: M xI — N eine Homotopie zwischen den Abbildungen F', G: M — N.
Dann existiert eine Koketten-Homotopie h® zwischen F* und G*, die fir a € Q*(N) gegeben wird
durch

1
/ Lo (H*a)dt .
0 ot

BeweEeis. Um das Integral zu beschreiben, sei ¢: U? — V¢ eine Karte von M, dann ist ¢ x
id: U® x [0,1] — V¥ x [0,1] eine Karte von M x [0,1]. Wir stellen ¢ o (H*«) beziiglich dieser
Karte dar, integrieren die Koeffizientenfunktionen aus Proposition und erhalten Koeffizi-
entenfunktionen auf U¥. Man iiberpriift, dass diese zu einer wohldefinieren Form h*a € QF=1(M)
gehoren. Dabei wollen wir uns wieder nicht daran storen, dass V¥ x [0, 1] ein Gebiet mit ,, Kanten*
ist, falls OM # ().

Fiir die Koordinatenvektorfelder -2

Opt

gilt insbesondere

o 0
[m’aw}—“

Aus Proposition folgt

0 0 0 0 0
H* T T e e e e - . = - H* T - 4 e e e - . .
(ﬁ%( Oé)) <89011 ’ ’ a(pzk> ot ( a(@g@“ ’ ’ &plk))

Da I kompakt ist und alle Formen glatt sind, vertauschen Ableitungen in Richtung von M

mit Integration iiber I. Nach der Cartan-Formel enthélt (dﬁ)(az1 sy 8@%) nur Ableitungen in

Richtung von M, also gilt

1 . P B O B B
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Damit folgt das Lemma aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und Definiti-

on denn

‘o — Fra)( <2 8 PO e (O 9
! . 9 9
:/0 (E%(H a))<8<,0“”8¢@k> dt
' . ? 9
:/0 <(dOL§t+L§tOd)(H a>>(8<pi1’”"a<pik)dt

0 0

1 1
— dk—l hk’ hk’-i-l dk 9 9 0
— (a7 (na) + 1+ (dha) ) B B )
Aus diesem technischen Lemma kénnen wir einige interessante Schlussfolgerungen ziehen.

3.30. DEFINITION. Eine glatte Abbildung F': M — N heifit Homotopiedquivalenz, wenn es
eine glatte Abbildung G: N — M gibt, so dass G o F' zu idy; und F o G zu idy homotop ist. In
diesem Falle heiflit G eine Homotopieinverse von F, und M und M heiflen homotopiedquivalent.
Eine Mannigfaltigkeit, die homotopiedquivalent zu einem Punkt ist, heiffit zusammenziehbar.

3.31. FOLGERUNG (Homotopie-Invarianz). Homotope Abbildungen induzieren die gleichen Ab-
bildungen in der de Rham-Kohomologie. Homotopiedquivalenzen induzieren Isomorphismen der de
Rham-Kohomologien.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt aus Bemerkung Sei jetzt F: M — N eine Homoto-
piedquivalenz mit Homotopieinverser K: N — M. Wegen der ersten Aussage gilt

F*o K* = (Ko F)* =idge(n und K*oF* = (FoK)" =idgen) - O

Damit kénnen wir jetzt Beispiel verallgemeinern. Der de Rham-Komplex eines Punktes
enthilt nur einen nichttrivialen Vektorraum Q°(pt) = R. Daher verschwindet das Differential d’;t
fir alle k, und es folgt H3y (pt) = Q°(pt).

3.32. FOLGERUNG (Poincaré-Lemma). Es sei M zusammenziehbar, dann gilt

R falls k=0, und

k ~
HdR(M) - {O sonst

3.5. Relative De Rham-Kohomologie

Wir werden sehen, dass es nicht ausreicht, die de Rham-Kohomologie einzelner Mannigfaltig-
keiten zu betrachten. Einige der Eilenberg-Steenrod Axiome sind fiir Paare formuliert, die wir daher
jetzt betrachten wollen.

3.33. DEFINITION. Es sei A C M eine Untermannigfaltigkeit, dann nennen wir (M, A) ein Paar
von Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung von Paaren F: (M,A) — (N, B) ist eine glatte Abbil-
dung F': M — N, so dass F(A) C B.

Eine Homotopie von Abbildungen von Paaren F', G: (M, A) — (N, B) ist eine Homotopie H :
M x I — N zwischen F und G: M — B mit der Eigenschaft, dass H(A x I) C B.
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Man iiberlegt sich, dass Paare von Mannigfaltigkeiten wieder eine Kategorie bilden. Wir iden-
tifizieren das Paar (M, () mit der Mannigfaltigkeit M und erhalten natiirliche Abbildungen

A5 M= (M,0) -5 (M,A) .

3.34. DEFINITION. Wir definieren den relativen de Rham-Komplex (2*(M,A),d®*) des Paa-
res (M, A) mit Inklusionsabbildung ¢: A — M durch

L* _dkfl

und nennen H3, (M, A) = H*(Q*(M, A),d*) die relative de Rham-Kohomologie des Paares (M, A)

OF(M,A) =" (M) e QF1(4) und  dF = <dk 0 )

3.35. BEMERKUNG. Wir iiberzeugen uns, dass (Q°(M, A),d*) ein Komplex ist, und sammeln
einige Eigenschaften. Tatséchlich ist die relative de-Rham-Kohomologie eines Paares (M, A) ein , al-
gebraischer Ersatz“ fiir die (reduzierte) Kohomologie des Quotientenraumes M /A, bei dem ganz A
auf einen Punkt zusammengezogen wird. Dieser Raum ist aber nur duflerst selten eine Mannigfal-
tigkeit (er erfiillt noch nicht einmal das erste Trennungsaxiom, falls A C M nicht abgeschlossen
ist), weshalb die obige Konstruktion notig ist.

(1) Der relative de Rham-Komplex ist ein Koketten-Komplex, denn

dkt 0 & 0 dktlo g 0
< o* _dk—1> o <L* _dk—1> = (L* ° dk _ dk—l ou* dk Odk—l) =0.
Eine relative k-Form (a, 8) € QF(M, A) ist geschlossen, wenn d*a = 0 auf M gilt, und
wenn aly = fa = d*15 exakt ist. Das bedeutet salopp gesagt zum einen, dass die
Kohomologieklasse [a] nach Einschréinken auf A verschwindet, zum anderen wissen wir
dank 8 auch, warum. Es ist wichtig, dass wir uns § merken — eine andere Form v # 3
mit dy = « liefert uns eine andere geschlossene relative Form (v, 7) # (o, ).
(2) Eine Abbildung F': (M, A) — (N, B) von Paaren induziert durch Zuriickziehen eine Ko-
ketten-Abbildung F*: Q*(N,B) — Q°(M, A) und daher auch eine Abbildung zwischen
den relativen de Rham-Kohomologien, denn

0 N\ _(F* 0 \_(F 0 \_(d 0
vy —dkl 0 (Fla)*) \0 (Fla)* vy —dht)
Also erhalten wir auch eine zugehorige Abbildung

F*: Q*(N,B) — Q*(M, A) .

(3) Wir hatten (M, () mit M identifiziert. Da Q® () = 0, kénnen wir auch Q® (M, ) = Q*(M)®
0 mit Q°(M) identifizieren. Insbesondere erhalten wir mit eine Koketten-Abbildung

¢ (Q°(M,A),d*) — (Q°(M,0),d*) = (Q°(M),d*) .

(4) Die Inklusionsabbildung &: (Q2°~(A), —d*~') — (Q*(M, A),d*) ist ebenfalls eine Ko-
ketten-Abbildung, denn

(o) o= ) (i)

Wir erhalten eine kurze exakte Sequenz von Koketten-Komplexen
0 — Q7 1(4) -5 Q* (M, 4) L Q* (M) — 0.
Das bedeutet, die Abbildung ¢ ist injektiv, die Abbildung ¢* surjektiv, und ker(g*) = im(9).
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Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir ein Abbildung F': (M, A) — (N, B) von Paaren
das Diagramm

0— > QF1(B) —2= QF(N, B) L~ QF(N) ——0

|- |- |-

*

0——= QF1(4) 2 QF(M, A) L~ QF(4) —=0
kommutiert. Insgesamt erhalten wir einen Funktor von der Kategorie der Paare in die

Kategorie der kurzen exakten Sequenzen von Kokettenabbildungen wie in .

Der Begriff der exakten Sequenz ist ebenfalls wichtig fiir Kohomologie. Man kann ihn in jeder
abelschen Kategorie formulieren; diesen Begriff wiederum wollen wir hier nicht einfiithren.

3.36. DEFINITION. Eine Sequenz von linearen Abbildungen (fx: Vi — Vii1)kez heifit exakt,
wenn ker(fx+1) = im(fx) fiir alle k gilt. Eine Sequenz von Koketten-Abbildungen heifit exakt, wenn
die zugrundeliegende Sequenz von Moduln oder Vektorrdumen exakt ist. Eine kurze exakte Sequenz
ist eine Sequenz der Form

0—V v Ly 0.
Also ist eine exakte Sequenz das gleiche wie ein Kokettenkomplex mit verschwindender Koho-

mologie (azyklischer Komplex). Eine kurze exakte Sequenz hat links und rechts auflen jeweils die
Nullabbildung, daher gilt

0=kerj, imj =kerq, und img=V".

Insbesondere ist j injektiv und ¢ surjektiv, genau wie in oben. Oft betrachtet man exakte
Sequenzen von Kokettenkomplexen und von Kohomologiegruppen, wie im folgenden Lemma.
3.37. LEMMA (Schlangenlemma). Zu kurzen exakten Sequenzen
0 —— (v, d) Lo (ve )~ (v dy —— 0

lassen sich in natiirlicher Weise lineare Abbildungen v¥: HF(V"® d") — H*1(V'® d') konstruieren,
so dass die Sequenzen

k k
R— \ I_]’k(‘/’/o7 d/) Hf Hk(V', d) Hyg Hk(v//o’d//) ok
E+1 k41
U—k> Hk+1(vlo,d/) L HkJrl(V.,d) Hg_) Hk+1(v//o7d/l) .

exakt sind.

Die Abbildungen v* heifien auch Verbindungshomomorphismen. ,Natiirlich“ bedeutet, dass man
aus einem kommutativen Diagramm von Kokettenkomplexen

0 —— (Vd) —— (Vd) —— (V"*,d") —— 0

| | |

0 —— (W, d) —— (W*,d) —— (W"*d") — 0
ein entsprechendes kommutatives Diagramm von Kohomologiegruppen erhélt:

vk

. I{k(*v//o7 d//) I,]'k—i—l(v*/o7 d/) .

l !

vk

. Hk(W”', d//) Hk+1(W", d/) .
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BEWEISSKIZZE. Zur Konstruktion von v* betrachten wir einen Ausschnitt aus der kurzen ex-
akten Sequenz von Komplexen

k k
0 V/k f Vk 9 V//k s 0
d/k dk d//k

w1 U e 9T e
0 ——V J s yktt Iy — 0

Es sei v” € ker d"* € V"*. Da gF surjektiv ist, existiert v € V¥ mit ¢*(v) = v”. Aus Kommutativitiit
folgt gkt (d*v) = d"*(g*v) = 0, also d*v € ker(g"t1) = im(f¥*+1). Da f*+! injektiv ist, existiert ein
eindeutiges v’ € V1 mit f**1(v') = dFv. Mit dhnlichen Argumenten zeigt man, dass d’**'v’ = 0,
und dass die Kohomologieklasse [v/] nur von der Kohomologieklasse [v"], aber nicht von v" und v
abhingt. Dann definiert man v*[v"] = [/].

Es bleibt zu zeigen, dass die resultierende Kohomologiesequenz exakt ist, und dass die Konstruk-
tion von v¥ natiirlich ist. Dazu sind viele einzelne Beweisschnitte nétig, die aber nicht schwieriger
sind als die obige Konstruktion. O

3.38. FOLGERUNG (Exakte Sequenz eines Paares). De Rham-Kohomologie liefert einen Funktor
von der Kategorie der Paare von Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der langen exakten Sequenzen,
der Form

o HENA) 5 (M, A) L R (M) s B (A) — -
dR dR ) dR dR

Die Abbildungen ¢* und § kennen wir bereits aus Bemerkung . Tatséchlich ist die
Abbildung ¢* hier der Verbindungshomomorphismus v aus dem Schlangenlemma. Man beachte,
dass im Komplex (2°(A),—d%) das Differential das falsche Vorzeichen trégt. Das &ndert aber
nichts an der Kohomologie, und auch nichts an der Natiirlichkeit der obigen Sequenz.

BEwEIS. Wir wenden das Schlangenlemma [3.37] auf die kurze exakte Sequenz von Koketten-
komplexen aus Bemerkung an. Um den Verbindungshomorphismus v* zu bestimmen,
sei [a] € H*dR(M), insbesondere ist o € Q¥(M) geschlossen. Wir diirfen ein beliebiges Urbild un-
ter ¢* withlen und nehmen (o, 0) € QF(M, A). Es gilt d*(,0) = (d*a, ala) = (0,a]4), da d¥a = 0.
Als Urbild in QF~1(A) erhalten wir a4, also gilt v*[a] = [t*a] = *[a] wie behauptet.

Die Abbildungen ¢*, ¢* und 6* sind alle natiirlich unter Abbildungen von Paaren F: (M, A) —
(N, B). Denn da F eine Abbildung von Paaren ist, gilt tp o F' = F o 14, also

hoF*=Foup
nach Bemerkung (1). Da ¢* mit Hilfe der Abbildung (M,®) — (M, A) definiert wurde, folgt
analog auch
gyoF*=Froqy.
Die Natiirlichkeit von 6% ergibt sich ebenfalls direkt aus der Konstruktion in Bemerkung .

Diese drei Aussagen zusammen zeigen, dass die lange exakte Kohomologiesequenz tatsichlich ein
Funktor auf der Kategorie der Paare ist. O

Folgerung [3.38] ist eines der Eilenberg-Steenrod-Axiome. Ein weiteres betrifft die Homotopiein-
varianz der relativen de Rham-Kohomologie. Eine Homotopie zwischen Abbildungen von Paaren
ist selbst eine Abbildung von Paaren H: (M x I, A x I) — (N, B).
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3.39. PROPOSITION. Homotope Abbildungen von Paaren induzieren gleiche Abbildungen in der
relativen de Rham-Kohomologte.

BEWEIS. Es sei H: (M x I, A x I) — (N, B) eine Homotopie zwischen F' und G: (M, A) —
(N, B). Wir konstruieren Abbildungen h*: QF(N) — Q¥=1(M) und j*: QF(B) — Q¥1(A) wie in
Lemma (3.29) durch

1 1
hka = / vo(Ha)dt  wnd  j*8 = / t2 (Hlaxr)"a) dt
0 o

ot

fiir « € QF(N) und B € Q¥(B). Seien 14: A — M und tp: B — N die Inklusionsabbildungen, dann
gilt
ohk=gkouy.

Wir definieren jetzt eine Koketten-Homotopie zwischen den relativen Abbildungen F* und G*

aus Bemerkung durch

h* 0 k k-1
) )0 B) — 2NN, A).

In Analogie zu Lemma [3.29] gilt

dyt 0\ _(nF0 N PEEL0 0\ (dy 0

vy —di? 0 —jFt 0 —*) "\ df!

_(dh o hE 4 R o dk, 0 _ (G 0\ _[(F* 0

O\ okt —grory Ao M v edyt) N0 (Gla) 0 (Fla)) -

Hieraus folgt wie im Beweis von Folgerung die Behauptung. ([l

3.40. SATZ (Ausschneidung). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, und A, B C M seien offene
Teilmengen, so dass M = AU B. Dann induziert die relative Inklusionsabbildung (B,AN B) —
(M, A) einen Isomorphismus

Hir(M, A) = Hig(B,ANB).

BEWEIS. Wie im Beweis des Transversalitdtssatzes konstruieren wir zunéchst eine Funk-
tion f: M — R mit supp(f) C B und supp(l — f) C A. Anschlieend definieren wir eine Abbil-
dung Q*(B,AN B) — Q*(M, A) durch

(f df) <a) _ (f-a+df/\ﬁ>

0 f)\p f-B

wobei das Ergebnis auf M C B durch 0 fortgesetzt wird. Es handelt sich um eine Koketten-
Abbildung, denn

(d O)(f df> (a)_(df/\a+fda—df/\dﬂ>_<f df><d O)(a)
vy —d)\O f)\B) frala—fdp N0 F) N\ —d)\B

Um zu zeigen, dass die obige Abbildung (g ij) die Umkehrung der Einschrinkungsabbildung
in der relativen de Rham-Kohomologie liefert, konstruieren wir eine Koketten-Homotopie

(8 " f) L QY (M) — Q* (M) .
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Dabei nutzen wir supp(1 — f) C A aus, um (1 — f) 8 von A auf ganz M durch 0 fortzusetzen. Es
bezeichnen tp: B — M und tanp: AN B — A die Inklusionsabbildungen, dann gilt

()6 )6 ) 5) 6
_ (dM(u = NB)+ 1= o - m))
(1=5p

(R (6 D6 N )6

Indem wir (8 16f ) auf Q*(B, AN B) einschrénken, erhalten wir analog eine Koketten-Homotopie
zwischen der umgekehrten Verkettung

<LSB L:(;B> <i§ i{) : Q*(B,ANB) — Q*(B,AN B)

und der Identitdt auf Q°(B, AN B). Unsere Behauptungen folgen aus Bemerkung O

3.41. FOLGERUNG (Mayer-Vietoris-Sequenz). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, und A, B C
M seien offene Teilmengen, so dass M = AU B, und es seien ja: ANB — A und jp: ANB — B
die Inklusionsabbildungen. Dann g¢ibt es eine natirliche exakte Sequenz der Form

(e ,0%

s 1R (M) ) g (A) @ HE(B) AT 1Y (AN B) — HED(M) — -

BEWEIS. Diese Proposition folgt rein algebraisch aus dem Ausschneidungssatz Dazu be-
trachten wir das Diagramm

o HE (M, A) HE (M) —2— HY, (A) HEH(M, A)

N

Wir erhalten den Verbindungshomomorphismus als Verkettung der Abbildungen

~

HY (AN B) -2 HEY (B, AN B) < HYH (M, A) 25 HE (M) .
Der Rest ist Ubung. O

3.6. Die Eilenberg-Steenrod-Axiome

Wir geben hier eine Fassung der Eilenberg-Steenrod-Axiome an, die gut zu unserer Situation
passt. Anschlielend zeigen wir exemplarisch, was man mit diesen Axiomen anfangen kann.

3.42. BEMERKUNG. Im folgenden meinen wir mit einer ,, Kategorie topologischer Rdume® eine
Kategorie, deren Objekte topologische Rdume und sind, und deren Morphismen stetige Abbildungen
sind. Auflerdem sollten alle Konstruktionen, die wir bislang verwendet haben und eventuell noch
benotigen, in dieser Kategorie moglich sein. Wir denken hier vor allem an glatte Mannigfaltigkeiten
und glatte Abbildungen. Wir wollen wieder dariiber hinwegsehen, dass M x I eine Mannigfaltigkeit
Rand ist, und sogar mit Kanten, wenn OM # () (notfalls kénnten wir Homotopien definieren, indem
wir I durch ein offenes Intervall ersetzen, dass I enthélt).

Den Begriff ,,abelsche Kategorie“ mdchten wir nicht einfiihren. Wir denken an die Kategorie
der Vektorrdume, und an die ,Koeffizienten® C' = R, siehe unten. Andere abelsche Kategorien
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sind die Kategorie der Moduln iiber einem festen Ring R und die abelschen Gruppen (Moduln
iiber Z). Wichtig ist wiederum, dass wir alle Konstruktionen, die wir brauchen, in der Katego-
rie A durchfithren kénnen. Insbesondere muss der Begriff , exakte Sequenz* aus Definition |3.36|eine
Bedeutung haben.

Es sei also C in diesem Sinne eine Kategorie topologischer Riume, es sei A sei eine abelsche
Kategorie und C' ein Objekt von A. Eine (unreduzierte) Kohomologie-Theorie auf C mit Werten
in A und Koeffizienten C besteht aus einer Familie kontravarianter Funktoren H* von den Paaren
in C mit Werten in A und einer Familie natiirlicher Transformationen

o HE(A,0) — HFY(M, A)
mit folgenden Eigenschaften.

(1) Homotopie-Invarianz. Homotope Abbildungen von Paaren induzieren den gleichen Mor-
phismus in A.
(2) Kohomologie-Sequenz. Fiir jedes Paar (M, A) ist die folgende Sequenz in A exakt:

s HR (M, A) L HR(ML0) s BRA,0) 2 B (L A) s

(3) Ausschneidung. Es seien A, B C M offene Teilmengen mit M = AU B, dann induziert die
Inklusionsabbildung (B, AN B) < (M, A) einen Isomorphismus

H*(M,A) — H*(B,ANB) .
(4) Dimensionsaxiom. Fiir den einpunktigen Raum gilt

{c falls k = 0, und

Hk(pt)% 0 sonst

Insbesondere ist die de Rham-Kohomologie eine Kohomologietheorie, denn es gilt Homotopiein-
varianz nach Folgerung und Proposition [3:39] die Kohomologiesequenz ist exakt nach Folge-
rung [3.:38] Ausschneidung gilt nach Satz [3.40] und das Dimensionsaxiom haben in Zusammenhang
mit dem Poincaré-Lemma [3.32] iiberpriift.

Diese Axiome beschreiben Kohomologie bis auf Isomorphie eindeutig fiir alle Rdume, die zu
sogenannten ,endlichen CW-Komplexen“ homotopiedquivalent sind. Den Beweis dazu lernt man in
einer algebraischen Topologie-Vorlesung. Ohne Beweis bemerken wir, dass alle kompakten glatten
Mannigfaltigkeiten sogar zu endlichen CW-Komplexen homéomorph sind. Gelegentlich fiigt man
weitere Axiome hinzu, etwa eine Summenaxiom oder ein Axiom fiir Invarianz unter schwachen
Aquivalenzen, um Kohomologie noch genauer zu charakterisieren; davon sehen wir hier ab. Auf der
anderen Seite erhalten wir eine Vielfahl anderer interessanter Kohomologietheorien, indem wir nur
auf das Dimensionsaxiom verzichten.

Wir haben bereits das Poincaré-Lemma [3.32] und die Mayer-Vietoris-Sequenz [3.41| aus den
Axiomen hergeleitet. Wir wollen jetzt noch die de Rham-Kohomologie einiger einfacher Réume
und Paare bestimmen und daraus neue Beweise fiir bekannte Sétze ableiten.

3.43. BEIsPIEL. Wir wollen zeigen, dass

R falls k =n >0, und

0 sonst,

R? fallsk=n=0,

Hi(SM) = {R  fallsn >0 und k € {0,n}, und
0 sonst,

Hip(D", 571 = {

und benutzen dazu nur die Eilenberg-Steenrod-Axiome.
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(1) Fiir das leere Paar (0,0) sind die Abbildungen ¢ und ¢ die Identitét. Mit Funktorialitét
erhalten wir die lange exakte Sequenz

q *
e HE(0,0) S HY (0,0~ 1 (0,0) — -
Fiir alle k folgt
HY%(0,0) = im(¢*) = ker(t*) = 0.
(2) Die Sphire S C R! besteht aus zwei Punkten +eq. Seien SY = {+e(} einpunktige Riiume,
so dass S0 = SR US? und SR NS = 0. Mit und der Mayer-Vietoris-Sequenz erhalten

WIr

i Hd_l%(@) — Hir(S%) — Hgr(S9) & Hip(S?) — HIR(0) — -+,
A,Q—/ - J/ H,O_/
=0 =R ~R =

~Y

wobei wir die neue Information H3g (S°) = R? unterstrichen haben. Fiir k # 0 gilt mit
dem gleichen Argument HJ (S°) = 0.

(3) Es gilt S° = 0D, Als erstes betrachten wir die Inklusion ¢: S?~! — D™ und die konstante
Abbildung ¢: D™ — {e,,_1} € S"~!. Dann ist toc homotop zur Identitit, also gilt ¢*o* =
id, und wir erhalten eine injektive Abbildung

o H{g (8™ — HIR(D™) . (3.3)
Wir betrachten die lange exakte Sequenz
Hin (8") — Hi(D',8°) 5 Hin(D') < Hin(5°) = Hi(D',5°) — Hin(D') .
—— —_——— — — —_—— —

Da ¢* nach injektiv ist, folgt ker:* = img* = 0, also ¢* = 0 und HJz (D', S°) = 0.
Auflerdem gilt ker§ = im¢* = R, somit HéR(Dl, SY) =~ R?/R = R. Mit entsprechenden
Argumenten folgt Hé“R(Dl, SY9) =0 fiir k #0, 1.

(4) Wir konnen jetzt die de Rham-Kohomologie von S™ und (D", S !) induktiv bestim-
men. Es sei S die abgeschlossene obere Halbkugel aus Beispiel ([2). Wir betrachten
homotopiedquivalente Paare und eine Inklusionsabbildung

(D™, 8"71) = (8™ \ {en}, 8™\ {Zen}) = (8™, 8"\ {—en}) = (5", 5%) .
Wegen Ausschneidung gilt
Hgg (5", ) = Hip (D", 5"71) . (3.4)

Auflerdem betrachten wir die Inklusion ¢: ST — S™ und die konstante Abbildung r: S™ —
{en} € S%. Dann ist o ¢ homotop zur Identitét, also gilt ¢* o 7* = id und daher

' HR (S™) — Hn(ST) (3.5)

Wir nehmen an, dass wir Hjz (D", S"7!) & H$:(S",S7) fiir ein n > 1 bereits be-
stimmt haben und betrachten die lange exakte Sequenz

s HYR(S™, 8%) — HR(S™) — H3p(S™) e
— SN—— ~—
=0 =R ~R
S HT (S ST L HTR(S™) — HIg (S™) — -+
; R 0
~R =R =
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Die Abbildung ¢* in Grad 0 ist injektiv da ker:* = img¢* = 0, also ein Isomorphismus
wegen (3.5)). Wegen Exaktheit gilt § = 0 in allen Graden. Daher ist ¢* in Grad n wieder
ein Isomorphismus. Mit dem Rest dieser Sequenz folgt H (’fR(S") =0 fiir alle k # 0, n. Im
Fall n = 1 erhalten wir das gleiche Ergebnis wie in Beispiel .

(5) Um H*(D™, S !) fiir n > 2 zu bestimmen, nehmen wir an, dass wir H*(S"!) bereits
kennen. Wir betrachten die exakte Sequenz

oo — Hp (871 — Hig(D",5""") — Hgg(D") N Hip(S™1) N
~—
=0 =0 =R ~R
i) HéR(D”7 Sn_l) — HéR(D”) — ...
— ~—
=0 =0
s HIND™) — HIEZY(S™) -2 HYR (D™, 5" — Hig (D) — -
0
=0 ~R ~R _

Da (* nach (3.5) injektiv ist, ist ¢* ein Isomorphismus in Grad 0. Wegen Exaktheit
folgt HCII“R(D",S"_l) = 0 fir k¥ = 0, 1. AuBerdem gilt H'(D",S"!) = R. Mit dem
Rest dieser Sequenz folgt HC’fR(D”, S"=1) = 0 fiir alle k # 0, 1, n.
Da wir nur die Eilenberg-Steenrod-Axiome benutzt haben, gilt ein analoges Resultat auch fiir
alle anderen Kohomologietheorien. Dazu miissen wir nur R durch die ,,Koeffizienten“ C aus Axi-

om ersetzen.

3.44. BEMERKUNG. In den Ubungen haben wir einen neuen Beweis des Brouwerschen Fix-
punktsatzes [L.37 kennengelernt. Wir hatten gesehen, dass S' kein Rektrakt von D? sein kann,
da HY(S') ¢ H'(D?). Mit der obigen Berechnung liisst sich dieser Beweis auf alle Dimensionen
iibertragen, denn H"~1(S"~1) ¢ H"~Y(D") fiir alle n > 2.

Mit den gleichen Methoden kénnen wir die de Rham-Kohomologie etlicher anderer Rdume
bestimmen. Wir geben hier nur einige der einfacheren Beispiele.

3.45. BEISPIEL. Sei CP" der komplex projektive Raum. Mit &hnlichen Methoden wie oben kann
man zeigen (Ubung), dass

R falls k gerade ist und 0 < k < 2n, und
0 sonst.

sher) -
Analog dazu gilt fiir den quaternionische projektiven Raum HP", dass

R falls4 |k und 0 <k < 4n, und
Hé“R(HP”) - {O sonst

Der reell projektiven Raum ist Quotient der S™. Nach einer Ubung folgt H, JR@®RP™) C HIR(S™).
Tatséchlich gilt (ohne Beweis), dass
R falls £ = 0, oder falls kK = n ungerade ist, und

H(]fR(RP") B {O sonst

3.7. Integration und der Satz von Stokes

In diesem Abschnitt definieren wir das Integral kompakt getragener Differentialformen iiber
orientierte Mannigfaltigkeiten. AnschlieBend beweisen wir den Satz von Stokes und geben ein paar
Anwendungen.
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Wir haben in Proposition gesehen, dass wir Differentialformen o € Q¥(M) an einzelnen
Punkte von M betrachten kénnen. Insbesondere kénnen wir wie in Abschnitt den Tréger einer
Differentialform « definieren durch

supp(a) :={ge M| oy #0}.

Wenn p nicht im Tréger supp(«) liegt, dann verschwindet « auf einer Umgebung von p. Das gleiche
gilt dann auch fiir da, und es folgt

supp(da)) C supp(«) .

Insbesondere bilden die Differentialformen mit kompaktem Trédger einen Unterkomplex des de
Rham-Komplexes (2°(M), d).

3.46. DEFINITION. Der Raum der Differentialformen mit kompaktem Trdger wird bezeichnet
mit
Q8 (M {a € Q*(M ‘ supp(«) ist kompakt } .
Seine Kohomologie H 5R70( ) helﬁt die de Rham-Kohomologie mit kompaktem Trdger von M.

3.47. BEMERKUNG. Die de Rham-Kohomologie mit kompaktem Tréager stimmt offensichtlich
fiir alle kompakten Mannigfaltigkeiten M mit der ,,gew6hnlichen“ de Rham-Kohomologie iiberein,
da dann alle Differentialformen abgeschlossenen, und somit kompakten Trager in M haben.

Fiir nicht kompakte Mannigfaltigkeiten gibt es hingegen deutliche Unterschiede. Wir werden
einige Eigenschaften im Folgenden und in den Ubungen kennenlernen.

3.48. BEMERKUNG. Das duflere Produkt a A S zweier Differentialformen hat kompakten Trager,
wenn eine der beiden Formen « und g kompakten Tridger haben. Somit erhalten wir auch ein
Produkt

ANt Hig(M) x Hig o(M) — Hig o(M) .
Es erfiillt sicherlich Linearitdt und Assoziativitdt aus Bemerkung und , und die Klas-
e [1] der konstanten Funktion 1 € Q°(M) wirkt als Identitit. Dadurch wird die Kohomologie mit
kompakten Triger zu einem Modul iiber der gewdhnlichen Kohomologie.

Als néchstes wollen wir Differentialformen mit kompaktem Trager integrieren. Wir beginnen
mit offenen Teilmengen V' des Halbraums R”. Es sei o € Qf(V'), dann setzen wir o zu & € Q"(R™)
auf ganz R™ fort durch

_ Jap fallspeV, und
P7l10 fallspg V.

Man beachte, dass supp(«) auch als Teilmenge von R"™ kompakt und daher abgeschlossen ist. Sei al-
sop ¢ V, dann besitzt p eine Umgebung, die supp(«) nicht trifft. Insbesondere ist die Fortsetzung &
stetig und sogar glatt. Anschlieend definieren wir

/a:/ a:/ agz(er,...,ey)dvol(x / / / ag(er,...,en)dxy, - dxy .
v " "

Dabei konnen wir die rechte Seite wahlweise als Lebesgue-Integral oder als iteriertes Riemann-
Integral auffassen. Die formale Ahnlichkeit des letzten Integranden zum letzten Ausdruck in Be-
merkung ist dabei kein Zufall. Vollig analog verfahren wir, falls V' C R™ offen ist, indem wir &
auf ganz R™ definieren und dann integrieren.

Als néchstes wollen wir iiber orientierte Mannigfaltigkeiten integrieren. Dazu wéhlen wir einen
orientierten Atlas A von M, und eine Partition der Eins (p,),c4, so dass supp(p,) € U¥ fiir alle
Karten ¢: U¥ — V¥ aus A. Aulerdem verlangen wir, dass jeder Punkt p € M eine Umgebung U
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besitzt, auf der fast alle p, verschwinden. Dann ist die folgende Summe lokal endlich, und wir

verlangen, dass
D=1

peA

Sei n = dim M, dann kénnen wir o € Q" (M) zerlegen und iiber einzelne Kartengebiete integrieren:

femZ e,

3.49. PROPOSITION UND DEFINITION. Das obige Integral ist wohldefiniert und liefert fiir jede
orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit eine R-lineare Abbildung

/M: (M) —R.

Wir setzen fort auf Q*(M), indem wir k-Formen fiir k # n auf 0 abbilden. Dann ist das Integral
natirlich unter orientierungserhaltenden Diffeomorphismen F: M — N, das heifst, fir alle a €

Q°*(N) gilt
/F*a:/a.
M N

BeweEeis. Wir werden zeigen, dass das Integral von n-Formen mit kompaktem Trager iiber V' C
R™ invariant unter Diffeomorphism ist, das heift, sei F': V' — W C R" ein orientierungserhaltender
Diffeomorphismus von offenen Teilmengen des R™ und a € Qf (W), dann gilt

/V Fra= /Wa. (3.6)

Um zu zeigen, dass das obige Integral wohldefiniert ist, betrachten wir zunéchst a € Q" (M)
mit supp(a) C U¥ NUY fiir zwei gleich orientierte Karten , 1. Dann folgt

—1\* o—l* _1*042 —1*0 * g _1*042 —1*04.
[ @ ra= [ wovy e = [ (@) ert o )@ = [ w7

Sei jetzt a beliebig, seien A und A’ zwei gleich orientierte Atlanten und (p,)pca, (04)pea dazu
passende Partitionen der Eins. Dann rechnen wir

S [ e ea=-X Y [ o)

peA peAYe A’
= (W (pp oy a) = () (op ) .
z g /V ) s %, /V ) .

Genauso beweist man auch die Natiirlichkeit unter Diffeomorphismen.
Es bleibt die Aussage (3.6) zu beweisen. Sei x € V', dann gilt nach Definition

(F*a)a(et,. .. en) = ap@) (dF:(er), ..., dFy(en)) .

Nun ist dF; ein linearer Isomorphismus, wenn F' ein Diffeomorphismus ist. Da ap(,) eine Volumen-
form im Sinne der linearen Algebra ist, folgt

(F a)z(e1, ... en) = det(dFy) - apgy(er, ... en) .
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Jetzt erhalten wir die Aussage aus der Integraltransformationsformel. Dabei ist wichtig, dass F
orientierungserhaltend ist, da dann det(dF,) = |det(dF;)| fir alle z € V' gilt. Wir berechnen also

/F*a:/ det(dFy) - ap(gy(et, ..., en) dvol(x)
1% 1%
_ / det(dFy)| - apge) (e . ex) dvol(z) = / ay(er, ... en) dvol(y) . 0
Vv w

Um den Zusammenhang zur de Rham-Kohomologie herzustellen, beweisen wir als néchstes eine
Analogon des Gauflschen Integralsatzes aus der Analysis. Wenn M eine orientierte Mannigfaltigkeit
mit Rand ist, trage 9M die Randorientierung aus Definition [2.20 Wir bezeichnen mit ¢: OM — M
die Inklusionsabbildung.

3.50. SATZ (Stokes). Es sei M eine orientierte, n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand.
Dann gilt fir alle o € Q31 (M), dass
/ do :/ e
M oM

BeweEis. Wir fiihren eine Partition (p,),ec4 der Eins auf M zu einem orientierten Atlas A ein.
Dann liefert Einschrinken auf OM eine Partition der Eins auf M zum Randatlas aus Bemer-
kung . Damit kénnen wir beide Seiten der obigen Gleichung als Summe von Integralen {iber
Kartengebiete darstellen. Dabei beachten wir, dass

=1 = > dp=dl=0.

peA peA
Es folgt

/da-Z/Vw _1 ) (py dar) —i—Z/dcp/\a

peA
. —1\* a) = —1yx a)) .
_g‘/w(gp )*d(p, ) Z/Wd((cp )" (py @)

Daher reicht es, fiir 3 = (¢~!)*(py, @) zu zeigen, dass

/V“P dﬂ /8V¢

Nach der Cartan-Formel aus Satz [3.22] gilt
k

0 ~
(dB)@ar,....am) (€1, . € ZZ; ) 1(91“ 7._,xn)(el,...,ei,...,en) ,
da [e;,e;] = O fiir alle ¢, j. Der verédnderte Vorzeichenfaktor rithrt daher, dass Indizes hier mit 1
statt mit 0 anfangen. Da 8 kompakten Triger in R” hat, folgt
,B(x an (61,...,ei,...,en) dxt
= lim B, _an)(el,...,@,...,en) — lim By xn)(el,...,é},...,en) =0
Tt —00 Tt——00

fiir alle ¢ > 2 mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Fiir ¢ = 1 hingegen erhalten
wir stattdessen

0
0
/_ %ﬁ(wl,...,x") (627 RRE €n) dz! = 6(0’12’.“’xn) (62, R ,en) .
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Indem wir iiber die restlichen Variablen integrieren und summieren, sehen wir, dass

/dﬁ:/ / ﬁ(oxzmxn)(eg,...,en)dx”---dx2:/ B O
Ve — o —e T Ve

Fiir die erste Folgerung definieren wir den relativen de Rham-Komplex mit kompaktem Triger
analog zu den Definitionen und durch

k
QG4 =N O 05 wd d= (L)
Seine Kohomologie bezeichnen wir mit Hi , (M, A).

3.51. FOLGERUNG. Fs sei M eine orientierte, n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
(1) Falls OM =0, existiert eine wohldefinierte, surjektive Abbildung

/:HQRO(M)—>R mit abﬁ/ a.
M ’ M

(2) Es existiert eine wohldefinierte, surjektive Abbildung
/ c Higo(M,0M) — R mit (a,ﬁ)»—>/ a— B .
(M,0M) ’ M oM

In der algebraischen Topologie nennt man die obige Abbildung ,, Auswertung an der Funda-
mentalklasse“. Insbesondere gilt also Hy (M) # 0 beziehungsweise Hj o(M,0M) # 0. Am Bei-
spiel M = R" sehen wir, dass das Poincaré—Lemma@ fiir de Rham-Kohomologie mit kompaktem
Trager nicht gilt.

BEWEIS. Zur Wohldefiniertheit in sei OM = () und v € QF~(M). Dann gilt

/ d’y:/ L*yz/L*yzO.
M oM 0

Zu (2) sei stattdessen (7,¢) € Q41 (M, A). Da 90M = 0, gilt

/ dn_l(’}/,E):/ (dn_l’)’,b*’)’—dn_26):/ dn—l,y_/ (L*’}/—dn_2€):/ e=0.
(M,0M) (M,OM) M oM 00M

Zur Surjektivitdt sei ¢ eine Karte. Wie in Beispiel konstruieren wir eine Abschneidefunk-
tion p: V¥ — R mit kompaktem Triiger supp(p) C V¥. Es sei

¢— /V ) dvol(@)

dann definieren wir eine Form o € Qf (M) mit supp(a) C M durch

%:{

Dann sind a € Qg (M) und (a,

1
/ (a,()):/ a:/ pdr' A ANdx™ =1 . O
(M,OM) M C Jye

Der Satz von Stokes stellt einen Zusammenhang her zwischen einigen Uberlegungen aus dem
letzten Kapitel und de Rham-Kohomologie. Eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand heifit auch

(p*pdxt A~ Ada™), fallspe€ U?, und

sonst.

) O ol

) € Qi (M,0M) aus Dimensionsgriinden geschlossen, und es folgt
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geschlossen. Dieser Begriff ist in gewissem Sinne dual zu dem einer geschlossenen Form aus Defini-
tion Sei M geschlossen und orientiert, dann heifit eine glatte Abbildung F': M — N auch ein
Zykel in N. Mit Folgerung [3.51] erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung

/F*:H'(N)—>R mit a»—)/ Fra.
M M

In diesem Sinne kann also beliebige de Rham-Kohomologieklassen von N an Zykeln auswerten.
Dazu muss N tibrigens nicht orientierbar sein.

3.52. FOLGERUNG. FEs sei M geschlossen und orientiert und F: M — N glatt. Wenn sich
es eine kompakte Mannigfaltigkeit W mit OW = M gibt, so dass sich F zu einer glatten Abbil-
dung G: W — N fortsetzen lisst, dann gilt fir alle o« € H*(M), dass

/ Fra=0.
M

Aus der Homotopieinvarianz der de Rham-Kohomologie und Folgerung folgt bereits,
dass das obige Integral nicht von der Homotopieklasse von F' abhéngt.

BEWEIS. Aus dem Satz von Stokes folgt sofort

/M Fra = /8W H(Gra) = /W d(G*a) = /W G*da=0. O

Wir diirfen hier gewdhnliche de Rham-Kohomologie verwenden, da wir M und W als kompakt
vorausgesetzt haben. Wir kénnen auch mit beliebigen M arbeiten. Dann miissen wir zum einen
anderen de Rham-Kohomologie Hgg, (N ) mit kompaktem Tréiger betrachten und zum anderen for-
dern, dass F': M — N und G: W — N eigentliche Abbildungen sind, das heifit, Urbilder kompakter
Teilmengen von N sind wieder kompakt in M beziehungsweise W'.

Zu guter letzt geben wir eine alternative Beschreibung des Abbildungsgrades aus Definition [2.24
an.

3.53. FOLGERUNG. FEs sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen kompakten, n-dimen-
sionalen, orientierten Mannigfaltigkeiten ohne Rand, und N sei zusammenhdngend. Fir alle o €

Q"(N) gilt
/F*a:degF~/a.
M N

BEWEIS. Die Menge S C M der singuldren Punkte von F ist abgeschlossen, und es gilt (F*a), =
0 fiir alle p € S. Da M kompakt ist, ist dann auch S kompakt, und somit ist die Menge der singuléren
Werte F'(S) C N ebenfalls kompakt. Nach dem Lemma von Sard hat F'(S) Lebesgue-Mafi 0
in N. Wir diirfen uns im Folgenden also auf die Mengen M \ S und N \ F'(S) der reguléren Punk-
te und Werte einschréanken. Die Formen a und F*a sind auf ganz N beziehungsweise M glatt,
und M und N sind kompakt. Wenn wir Integrierbarkeit wie beim Lebesgue-Integral definieren,
sind o und F*a iiber N\ F(S) beziehungsweise M \ S integrierbar, obwohl ihre Triger in N \ F(.5)
beziehungsweise M \ S nicht kompakt zu sein brauchen.

Sei jetzt ¢ € N ein regulérer Wert von F. Da M kompakt ist, ist die Menge der Urbilder von ¢
endlich, etwa F~' = {p1,...,ps}. Da M kompakt ist, finden wir eine kleine zusammenhingende
Umgebung V C N von ¢, so dass F~1(V) eine disjunkte Vereinigung von offenen Umgebungen U; C
M der p; ist, fiir die F|y,: U; — V ein Diffeomorphismus ist. Fiir eine Form a mit kompaktem
Tréger supp o C V folgt

¢ ¢
Fra = / (Fly,)fa= sign(diF)/ a:degF-/ Q.
ey, 2 sl ), 8
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Dabei haben wir benutzt, dass sich das Vorzeichen in umdreht, falls F|y, orientierungsum-
kehrend ist, da dann det(dyF') = — |det(d,F')| fiir alle g € U;.

Wir kénnen N \ F(S) mit offenen Mengen (V;);er wie oben iiberdecken, und wéhlen eine zu-
gehorige Partition (p;)icr der Eins. Damit zerlegen wir

alwrs) =D _piva
el
Da « keinen kompakten Triger hat, ist diese Summe im Allgemeinen nicht endlich, sondern nur
lokal endlich. Aber fiir jede endliche Teilmenge Iy C I gilt

F( pi-a): /F*(pi-a)zdegF- /pi-a-
L 2 ), 2 ),

Da « und G*« integrierbar sind, konnen wir beide Seiten der behaupteten Gleichung beliebig gut
approximieren, indem wir fiir Iy hinreichend grofle endliche Teilmengen wéhlen. ]

Einen einfacheren Beweise erhalten wir, wenn wir zeigen, dass H"(M), H"(N) jeweils eindi-
mensional sind. Dann kénnen wir eine Form wie im Beweis von Folgerung withlen, um die
Behauptung zu zeigen. Mehr dazu im néchsten Abschnitt.

3.8. Poincaré-Dualitit

Wir wollen zeigen, dass auf einer orientierten Mannigfaltigkeit ohne Rand die gewohnliche
de Rham-Kohomologie dual zur kompakt getragenen ist. Diese Dualitdt wird durch das Integral
vermittelt:

(M) x QE(M) — R mit (o)) — /M ang. (3.7)
Um diese Aussage zu beweisen, miissen wir Kohomologie noch etwas besser verstehen.

3.54. BEMERKUNG. Kohomologie mit kompaktem Tréger verhélt anders beziiglich glatter Ab-
bildungen als gew6hnliche Kohomologie.

(1) Sei F: M — N glatt und a € Q§(N). Dann hat F*a im allgemeinen keinen kompakten
Trager mehr. Wir nennen F' eigentlich, wenn Urbilder kompakter Teilmengen von N un-
ter F' wieder kompakt sind (das gilt insbesondere immer, wenn M selbst kompakt ist).
Fiir eigentliche Abbildung erhalten wir eine induzierte Abbildung F*: Q§(N) — Q§(M).

(2) Es sei jetzt U C M eine offene Teilmenge und ¢: U — M die Inklusionsabbildung. Wir
konnen Formen o € Q§(M) mit kompaktem Tréger auf ganz M fortsetzen und erhalten
eine Abbildung v: Q3(U) — Q§(M).

Beide Abbildungen sind mit der dufleren Ableitung vertréglich, folglich induzieren sie Abbildungen
der de Rham-Kohomologien mit kompaktem Triger, die wir mit den gleichen Symbolen bezeichnen
wollen.

Es seien U, V' C M offene Teilmengen einer Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann kénne wir wieder
die Inklusionsabbildungen vyj: U - UUV, 1y: V - UUV, jy: UNV U und jy: UNV -V
betrachten.

3.55. SATZ (Mayer-Vietoris-Sequenz). Es seien U, V. C M offene Teilmengen einer Mannigfal-
tigkeit mit Rand. Dann erhalten wir eine lange exakte Sequenz

oo Hlp o (U V) ) g (0) @ Hl (V) S5 B (U 0V) L B UAV) — -

Man beachte die verdnderte Reihenfolge der Teilmengen im Vergleich zur Mayer-Vietoris-
Sequenz fiir gewohnliche Kohomologie.
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BEWEIS. Zun#chst zeigt man, dass die kurze Sequenz von Kokettenkomplexen

0 — U N V) Y g0y @ ag(vV) L s U V) — 0

exakt ist. Dann folgt die Aussage aus dem Schlangenlemma. Die Injektivitit von (jyi, —jy1) ist
klar, denn eine durch 0 fortgesetzte Differentialform verschwindet nur, wenn sie vor dem Fortsetzen
bereits 0 war.

Man sieht auch, dass (g + ty1) o (Jur, —jvr) = 0. Seien 8 € QF(U) und v € Qf(V') gegeben, so
dass tp1(B) + tyi(y) = 0. Dann haben § und v beide Tréger in U NV, und es gilt § = —~, somit
liegt (B,7) im Bild von (jy1, —jv1).

Fiir den letzten Schritt withlen wir eine ,Partition der Eins“ fiir die Uberdeckung von U UV
durch U und V der Gestalt p, 1 — p mit

supp(p) C U und supp(l—p) C V.

Zur Surjektivitét von ¢y + vy schreiben wir a € Qf(U U V) als
o = wn(pa) + (1 - p)a) . O
Der Verbindungshomomorphismus 0 hat eine besonders einfache Gestalt. Fiir alle geschlossenen
Formen o € Q§(U UV) gilt
dla) =[dpNa] . (3.8)
Das folgt aus dem obigen Beweis, indem man die einzelnen Schritte der Konstruktion des Verbin-
dungshomomorphismus im Schlangenlemma, [3.37] zuriickverfolgt.

3.56. PROPOSITION. FEs sei

..._>Vk_1f’“_*§vkﬂ>vk+1_>...

eine lange exakte Sequenz von Vektorrdumen. Dann ist die induzierte Sequenz von Dualrdumen

fioa I
= VL VRV —

ebenfalls exakt.

BEWEIS. Man sieht leicht, dass f;_; o fi = 0. Um ker(f;_;) C im(f}) zu zeigen, benétigen wir
die Steinitzschen Basissétze fur eventuell unendlich-dimensionale Vektorrdume.

Wir wihlen zuniichst eine Basis von im fi_1 der Form (fx_1(u;))icr. Wir ergénzen die line-
ar unabhangigen Vektoren fi_q(u;) € Vj durch Vektoren (v;)jes zu einer Basis von Vj. We-
gen Exaktheit der oberen Sequenz bilden die Vektoren fi(v;) eine Basis von im(fy), die wir
durch Vektoren (wy)rex zu einer Basis von Vji; fortsetzen. Sei jetzt o € ker(f;_,) C V}*, dann
folgt a(fr—1(u;)) = 0 fiir alle i € I. Wir definieren 8 € V;* , auf den obigen Basiselementen
durch B(fr(vj)) = a(v;) fiir alle j € J und S(wy) beliebig, beispielsweise f(wy) = 0 fur alle k € K.
Fiir alle ¢ € I und alle j € J gilt

(i B)(fr—1(ui)) = B(fr(fr-1(w))) = 0= a(fr-1(u;))  und
Somit a = /3, und es folgt Exaktheit bei V}*. Da wir Basissdtze benutzt haben, funktioniert dieser

Beweis nicht fiir Sequenzen in anderen Kategorien. In der Tat ist die obige Aussage fiir abelsche
Gruppen oder Moduln {iber Ringen im Allgemeinen falsch. O

3.57. BEMERKUNG. Wir beginnen den Beweis der Poincaré-Dualitéit mit einem einfachen Bei-
spiel. Sei U C R™ konvex, dann ist U insbesondere diffeomorph zum offenen Ball B" = D™. In den
Ubungen sehen wir, dass

1\ ~ JR falls £ =n, und
HYg o(U) = Hig o(B") = Hlj (D", S 1) = {0
sonst.
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Insbesondere vermittelt einen Isomorphismus
k & —k
Hir(U) — HgR,O(U)* .
Wir wollen jetzt Poincare-Dualitdt induktiv fiir endliche Vereinigungen von je n konvexen,
offenen Teilmengen des R™ beweisen. Gleichzeitig wollen wir noch zeigen, dass die beteiligten Ko-

homologieverktorrdume endlichdimensional sind. Seien dazu U und Uy, ..., U, konvex und offen.
Dann sind V =U; U---UU,, und

UNV=UnNU)U---U(UNUy,)

Vereinigungen von je n offenen, konvexen Mengen. Wir betrachten das Diagramm

_ 5
e > Hclich(U NV) ——=Hi (UUV) —— HE (U) & Hip (V) HRUNV)—- -

N~ L

n— * a* n— * n— ES n— ES n— *
= Hp P (U N V) = H §(U U V) — Hig b (U)* @ Hig o(V)* — Hig g(UN V)" — -

Oben steht die gewohnlich Mayer-Vietoris-Sequenz [3.41], unten die duale Sequenz zur neuen Mayer-
Vietoris-Sequenz aus die nach Proposition [3.56| ebenfalls exakt ist. Nach Induktionsvoraus-
setzung stehen HY; (U UV) und Hzﬁig(U U V)* jeweils zwischen zwei endlich-dimensionalen Vek-
torrdumen und sind daher wegen Exaktheit selbst endlich-dimensional.

Auf zwei senkrechte Pfeile, die Isomorphismen sind, folgt stets einer, von dem wir das erst
zeigen mochten. Wenn das Diagramm kommutiert, folgt aus dem Fiinfer-Lemma [3.58| unten, dass
auch die restlichen senkrechten Pfeile Isomorphismen sind. Die Kommutativitit der rechten zwei
Quadrate ist leicht einzusehen — der Wert eines Integrals verédndert sich nicht, wenn man eine
kompakt getragene Form durch 0 fortsetzt. Fiir das rechte Quadrat ist der untere Pfeil dual zur
Formel aus . Analog kann man auch zeigen, dass in der Mayer-Vietoris-Sequenz E der
Verbindungshomorphismus die gleiche Gestalt hat. Sei jetzt o € H C’El (UNV)und 8 € Hig o(UUV).

Wir bilden o auf zwei Weisen nach Hjy IS(U U V)* ab, werten an § aus, und erhalten

/ (da) N B = dpNa AP und / a/\(aﬁ):/ aNdp B .
vuv vuv vuv

unv
Beide Terme stimmen bis auf das Vorzeichen iiberein. Das heifit, wir ersetzen gegebenenfalls 9*
durch —0*, damit das obige Diagramm kommutiert.

3.58. LEMMA (Fiinfer-Lemma). Gegeben sei ein kommutatives Diagramm

f g h k

A B c D E
al% blg ci dl% elﬂ
A e L L

mit exakten Zeilen. Wenn a, b, d und e Isomorphismen sind, dann auch c.

Man kéme hier mit etwas schwicheren Voraussetzungen aus ( Vierer-Lemma). Aber fiir viele
Anwendungen reicht die obige Fassung vollig aus.

BeEWEIS. Der Beweis erfolgt wieder durch Diagrammjagd. Zur Injektivitéit von ¢ sei z € ker(c) C
C'. Dann gilt d(h(z)) = W/ (c(x)) = 0, wegen Injektivitit von d also h(z) = 0. Folglich existiert u € B
mit z = g(u), und es gilt ¢’(b(u)) = c¢(g(u)) = 0. Somit existiert v € A’ mit f'(v) = b(u). Da a
surjektiv ist, finden wir w € A mit a(w) = v, also b(f(w)) = f'(a(w)) = f'(v) = b(u). Da b injektiv
ist, gilt f(w) = u, somit x = g(u) = g(f(w)) = 0.
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Zur Surjektivitat sei jetzt y € C gegeben. Zunéchst liefert Surjektivitdt von d ein Element z € D
mit d(z) = h/(y). Es folgt e(k(z)) = k'(d(z)) = k' (W (y)) = 0, wegen Injektivitit von e also k(z) = 0.
Also existiert ein Element 2z € C' mit h(x) = z und somit A'(y — ¢(x)) = d(z — h(z)) = 0. Also
existiert ein u € B’ mit ¢'(u) = y — ¢(z). Da b surjektiv ist, finden wir ein v mit b(v) = u. Dann
gilt c(z 4+ g(v)) = c(z) + ¢'(u) = y. O

Wir benétigen fiir den Beweis der Poincaré-Dualitéit direkte und inverse Limiten.

3.59. DEFINITION. Es sei (V;);en eine Folge von Objekten in einer Kategorie C mit Morphis-
men f;: V; = Vii1. Ein direkter Limes oder Colimes dieser Folge ist ein Objekt V' zusammen mit
einer Folge von Morphismen g;: V; — V mit ¢g; = g¢;+1 o f; fiir alle 7, so dass zu jedem anderen
Objekt W und jeder anderen Folge von Morphismen h;: V; — W mit h; = h;41 o f; genau ein
Morphismus h: V — W mit h; = h o g; fiir alle 7 existiert.

Es sei (V;);en eine Folge von Objekten in einer Kategorie C mit Morphismen f;: Viy; — V;. Ein
(inverser) Limes dieser Folge ist ein Objekt V' zusammen mit einer Folge von Morphismen g;: V' —
Vi mit g; = f; o g;y1 fiir alle 4, so dass zu jedem anderen Objekt W und jeder anderen Folge von
Morphismen h;: W — V; mit h; = f; o hj11 genau ein Morphismus h: W — V mit h; = g; o h fiir
alle ¢ existiert.

3.60. BEMERKUNG. Die obigen universelle Eigenschaft des Colimes ldsst sich im folgenden
Diagramm veranschaulichen.

Aufgrund der universellen Eigenschaft gibt es zwischen zwei Colimiten genau einen Isomorphis-
mus, der mit den gegebenen Abbildungen vertréglich ist. Somit ist der Colimes bis auf eindeutige
Isomorphismen eindeutig. Wenn die Abbildungen f; klar sind, schreiben wir

V=1lmV;.
—

Fiir den inversen Limes drehen wir alle Pfeile um und erhalten wir das Diagramm

gi \%4
}%A
Vi<l Vi~ h

Es gilt ebenfalls Eindeutigkeit bis auf eindeutige Isomorphismen. Wenn die Abbildungen f; klar
sind, schreiben wir

V=1lmV;.
—
In der Kategorie der Vektorrdume lassen sich direkter und inverser Limes konstruieren.
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(1) Es sei (V;) eine Folge von k-Vektorrdumen mit linearen Abbildungen f;: V; — V;11. Aus
den universellen Eigenschaften der direkten Summe und des Quotienten folgt

li_r)nVi = @VZ / {(vi)ier | j €N, vj €V}, vjp1 =—f;(v;) und v; =0 falls i ¢ {j,j + 1} ) .
€N
Beachte, dass Elemente (v;); der direkten Summe endlich sind, das heifit, fiir fast alle ¢
ist v; = 0. Die Abbildung g; bildet v € V; ab auf die Folge (v;); mit v; = v und v; = 0
fir ¢ # j.
(2) Es sei (V;) eine Folge von k-Vektorraumen mit linearen Abbildungen f;: Vi1 — V;. Dann
ist der inverse Limes ein Unterraum im direkten Produkt,

{iﬂVi%{(Uz’)iGHVi

i€EN

v; = fi+l (/UiJr]_) fir alle ¢ € N} .

Beachte, dass bei Elementen (v;); des direkten Produkts alle Eintrége von 0 verschieden
sein diirfen. Die Abbildungen g; sind gegeben durch g;((vi)i) = v;.

(3) Es sei (V;) eine Folge von k-Vektorraumen mit linearen Abbildungen f;: V; — Vi1 wie
in . Dann gilt
wobei der inverse Limes mit den dualen Abbildungen f;: V%, — V;* gebildet wird.
Dazu benutzen wir, dass der Dualraum einer direkten Summe das direkte Produkt der

Dualrdume ist, und dass der Daulraum eines Quotienten V/W der Unterraum der Ele-
mente von V* ist, die auf W verschwinden.

3.61. BEMERKUNG. Wir kommen zum n#chsten Schritt im Beweis der Poincaré-Dualitat. Es
sei Ug C Uy C --- C M eine aufsteigende Folge offener Teilmengen von M und

U=Ju.
i=0
Fiir 1 < ¢ betrachten wir die Inklusionsabbildungen
Jit Uy = Uiy und v U; = U .

(1) Sei a € Q8§(M). Da die U; eine offene Uberdeckung der kompakten Menge supp(a) bilden,
existiert ein 4, so dass supp(a) C U;, somit a € im(;1). Folglich existiert zu jeder Koho-
mologieklasse a = [a] € Hig o(M) ein ¢ mit a € im(;). Falls v;(a) =0 € Hig (M) gilt,
existiert ein € Qf(M), folglich existiert ein k& > 4, so dass bereits (jy_110---07;1)(b) = 0.
Insgesamt induzieren die ¢;) einen natiirlichen Isomorphismus

h_H}HdR,o(Ui) — HdR,o(M) .

(2) Es bezeichnen ¢7\: Hig o(M)* — Hig o(Us)* und j7\: Hig o(Uit1)® = Hig o(Us)" die
dualen Abbildungen, dann erhalten wir eine natiirliche Abbildung
HéR,o(M)* — @HJR,O(Ui)* .
Nach Bemerkung ist das ein Isomorphismus.
(3) Analog erhalten wir auch eine natiirliche Abbildung
Hir (M) — {ianR(Ui) :
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Abbildungen dieser Art sind im Allgemeinen keine Isomorphismen, stattdessen erhalten
wir in Proposition [3.63] unten eine kurze exakte Sequenz

1 rk—1(77. k ()i, k (T7.
0— h;n Hy (U;) — Hig(U) — h;anR(U,) — 0

Wenn wir zeigen konnen, dass der linke Term in unser Situation verschwindet, dann er-
halten erhalten wir zusammen mit fiir alle offenen Teilmengen U C R™ den gesuchten
Isomorphismus

[~=3

Hig(U) — lim Hi (U) = lim Hig 6(U;)* +— Hig6(U)" .

3.62. DEFINITION. Es sei (V;) eine Folge von k-Vektorrdumen und f;: V; 11 — V; seien lineare
Abbildungen. Wir definieren den abgeleiteten (inversen) Limes durch

lim'V; = coker(D) ,
—
wobei

o0 [o¢]
D: H vV, — HVl gegeben sei durch D((vl)l) = (fi('Ui+1) — Ui)i .
i=0 i=0

3.63. PROPOSITION. Es sei Uy C Uy C --- C M eine aufsteigende Folge offener Teilmengen
von M mit den Inklusionsabbildungen j;: U; — U1 und

oo
U=JUi.
1=0

Dann gibt es eine natirliche kurze exakte Sequenz
. — ()i .
0— héan(’;Rl(Ui) — HY(U) 5 h;nHﬁR(U,-) —0
BEWEIS. Wir betrachten eine Vereinigung offener Teilmengen
o0 .
X=JUix(0,27) c M x(0,1).
i=0

Dann ist X Deformationsretrakt von U x (0,1), und die Projektion auf den ersten Faktor liefert
eine Homotopiedquivalenz X — U. Wir betrachten offene Teilmengen

n n
V=x\JUix {27} wd  w=x\ [JU x (27272
i=0 i=0
so dass X = VU W. Dann bestehen V und W aus Zusammenhangskomponenten der Form
(Ui x 27727 ) u (U x (2771, 27) = Uy

die jeweils zu U; homotopiedquivalent sind, und fiir gerade ¢ zu V und fiir ungerade ¢ zu W gehoren.
Insgesamt erhalten wir Homotopiedquivalenzen

Vi>HU2i, Wi>HU2i+1,
i=0 1=0
vow = [ uwmd X =VUW =U,
=0

dabei bezeichnet [] die disjunkte Vereinigung, und alle Abbildungen sind Projektionen auf den
jeweils ersten Faktor.
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Die zugehorige Mayer-Vietoris-Sequenz hat daher die Gestalt

(v tiy)

j* 7‘7'* 6
T H§R(X) - HgR(V) ® HgR(W) = Hc]fR(V nwW) — H(’fgl(X) -

A

(L:)z 0o 00
T HgR(U) Hi:O HQCR(UZ‘) Hi:O H(];R(Ui) - Hgﬁrl(U) — .

Um die Abbildung ji; — jy;; zu bestimmen, betrachten wir die obigen Homotopiedquivalenzen und
Inklusionen, und erhalten das Diagramm

1R

H(I;R(Uz;l X (2_i, 2_i+1))

Hle (Ui % (2771274 U (U x (2774,279)) ) <—— Hig(U)

Hip (Ui x (2771,277)) — Hip (Ui) -

Von den beiden sekrechten Pfeilen links gehort einer zu jir: HEL (V) — HAR(V N W), der andere
zu jiy s HYg(W) — HE (VN W). Also wird die Abbildung ji, — ji;, gegeben durch

(v = dwv) ((@a)e) = ((=1)"(as — jiais1))), -
Sie stimmt gliedweise bis aufs Vorzeichen mit der Abbildung D* aus Definition iiberein und hat

daher den gleichen Kern und den gleichen Kokern. Aus der Exaktheit der Mayer-Vietoris-Sequenz
erhalten wir die gesuchte kurze exakte Sequenz

0 —» coker(D* 1) — HEL(U) 25 ker(DF) — 0. O

Wegen Bemerkung |3.61 benétigen wir ein Kriterium dafiir, dass lim! verschwindet.
(;

3.64. PROPOSITION (Mittag-Leffler-Bedingung). Es sei (V;) eine Folge von k- Vektorriumen
und fi: Vixr — Vi seien lineare Abbildungen. Wenn fiir jedes i die absteigende Folge

Vi D im(f;) Dim(f; 0 fiy1) D -+
stationdr wird, gilt
lim'V; = 0.
(_
BEWEIS. Wir betrachten eine neue Folge (V/, f/); mit
Vi’:ﬂim(fio---ofj)CVi und f{:filvixﬂz L — V.
Jj=i
In der Tat folgt aus der Konstruktion der V/, dass im( fi|v;'+ ) C V] gilt. Sei V" = V;/V/, dann
1
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Sequenz von Folgen von Abbildungen der Form

Jit+1 TGit1 L,y

0—Vi, Vig i+1 0
£ fi %
0 Vit sy sy 0

In den Ubungen zeigen wir 1<i£11 V! = {iinlvi” = 0 mit der Mittag-Leffler-Bedingung fiir (V;, f;).

Daraus folgern wir dann, dass 1(13111/; = 0. O

3.65. SATZ (Poincaré-Dualitéit). Es sei M eine orientierte, glatte n-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Dann induziert Integration tiber M fiir alle 0 < k < n einen Isomorphismus

Hiip (M) — HJp6(M)* .

BEWEIS. Der Beweis hat drei Schritte. Der erste Schritt ist Bemerkung [3.571 Fiir endliche Ver-
einigungen konvexer Teilmengen des R™ hatten wir dort Poincaré-Dualitét bewiesen und zusétzlich
gezeigt, dass die Raume H¥; (U) und Hgg’la(U ) endlich-dimensional sind.

Fiir den zweiten Schritt sei U C R" offen. Wie in Bemerkung[3.61]schreiben wir U als aufsteigen-
de Vereinigung einer Folge offener Teilmengen U;. Dabei diirfen wir annehmen, dass U; Vereinigung
von i konvexen Mengen ist. Beispielsweise konnen wir U als abzdhlbare Vereinigung metrischer
Biille schreiben.

Es bezeiche j;: U; — U;y1 die Inklusionsabbildung. Die Folge (H éfR(Ui), Jr ) erfiillt die Mittag-
Leffler-Bedingung aus Proposition denn da die Rdume H éfR(Ui) endlich-dimensional sind, wird
jede absteigende Folge von Unterrdumen irgendwann stationér. Insbesondere gilt

im! ik N —
@HdR(Uz)—O-

Aus Bemerkung folgt Poincar’e-Dualitét fiir U und somit fiir alle offenen Teilmengen
des R™.

Fiir den letzten Schritt wihlen wir einen endlichen Atlas von M. Man beachte, dass wir im zwei-
ten Schritt nicht gefordert haben, dass U zusammenhingend ist. Folglich miissen die Kartengebiete
unseres Atlanten nicht zusammenhéngend sein. Aus allgemeinen topologischen Erwagungen folgt,
dass n+ 1 Karten ausreichen. Mit dem Mayer-Vietoris-Argument aus dem ersten Schritt zeigen wir
dann induktiv Poincaré-Dualitét fiir Mannigfaltigkeiten, die von m Karten iiberdeckt werden. [

Der obige Beweis ist dadurch so kompliziert, dass wir den abgeleiteten Limes verwendet haben.
Wir hétten das umgehen kénnen entweder, indem wir uns von vornherein auf kompakte Mannig-
faltigkeiten beschrinken und noch mehr Anleihen aus der Topologie von Mannigfaltigkeiten ma-
chen, oder indem wir Homologie Ho(M; A) einfithren und einen Isomorphismus zwischen H §R70 (M)
und Hy(M;R) konstruieren. Tatséchlich ist letzteres die schonere Fassung, da sie fiir alle Koef-
fizienten der Kohomologie funktioniert, nicht nur fiir R. Im Gegensatz dazu gilt der obige Satz
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allgemeiner nur fiir Koeffizienten in k-Vektorrdumen. Andernfalls erhielte man nur eine kurze ex-
akte universelle Koeffizienten-Sequenz dhnlich wie in Proposition mit einem zusétzlichen
Ext-Term anstelle des abgeleiteten Limes.

Wenn M kompakt ist, kann man zeigen, dass H é“R(M ) fiir alle k& endlich-dimensional ist. Sei
insbesondere n = 2k gerade, dann erhalten wir einen Isomorphismus

Hijp (M) — Hgﬁ,g(M)* =~ Hlp(M)*,
mit anderen Worten, eine nicht ausgeartete Bilinearform
B: Hiy (M) x HY: (M) — R mit  B([a], [8]) :/ ahf.
M

Falls 4|n ist k gerade und B somit symmetrisch nach Proposition . Andernfalls ist B
alternierend.

Wenn wir annehmen, dass 4|n, dann sagt uns der Tréigheitssatz von Sylvester, dass B bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmt durch die Zahlen n4 (B), n—(B) und no(B) € Ny. Dabei bezeichnet ny
die maximale Dimension eines Unterraums auf dem B positiv beziehungsweise negativ definit ist,
und ng(B) ist die Dimension des Kerns von B. Es gilt stets dim H¥; (M) = ny(B)+n_(B)+ny(B),
und da B nicht ausgeartet ist, ist no(B) = 0.

3.66. DEFINITION. Es sei M eine orientierte kompakte Mannigfaltigkeit der Dimension n = 2k.
Dann heifit die Bilinearform B: H¥; (M) x H¥: (M) — R mit

B(la], [8)) = /Maw

die Schnittform von M.
Falls k gerade ist, das heiflt, falls 4|n, heifit die Zahl ny(B) —n_(B) € Z die Signatur von M,
kurz sign(M) = n4(B) — n_(B).

Die Signatur ist &hnlich wie die Eulerzahl aus Satz[2.51] eine grundlegende Invariante kompakter
Mannigfaltigkeiten.

3.67. BEISPIEL. Die Sphére S% hat H2§(S%) = 0 und somit Signatur 0. Der komplex projek-
tive Raum CP? mit der Standard-Orientierung hat Signatur sign(CP?‘) = 1; das folgt aus den
Ubungen. Wenn wir die Orientierung auf CP2?¢ umkehren, erhalten wir stattdessen Signatur —1.

3.68. BEMERKUNG. In den Ubungen haben wir gesehen, dass HJ (M) = R, wenn M zusam-
menhéngend ist. Wenn M iiberdies kompakt und orientiert ist mit dim M = n, folgt Hlz (M) = R
aus Poincaré-Dualitét. Wir sehen, dass Hji (M) von den Formen aus dem Beweis von Folgerung|3.51
erzeugt wird. Insbesondere kénnen wir jetzt den Beweis von Folgerung [3.53| vereinfachen, indem
wir nur Formen mit Tréger in einer ausreichend kleinen Umgebung eines reguliren Werts von F'
betrachten.
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KAPITEL 4

Vektorbiindel und charakteristische Klassen

Wir fithren Vektorbiindel und Zusammenhénge ein. Schnitte von Vektorbiindeln verallgemei-
nern Funktionen, Vektorfelder und Differentialformen. Ein Zusammenhang auf einem Vektorbiindel
ermoglicht es, Richtungsableitungen zu definieren. Die Kriimmung gibt dann an, inwieweit der
Satz von Schwarz Giiltigkeit behélt. Aus der Kriimmung lassen sich charakteristische de Rham-
Kohomologieklassen extrahieren, die iiber die globale Struktur des Biindels Auskunft geben.

4.1. Vektorbiindel

Wir definieren Vektorbiindel auf Mannigfaltigkeiten und geben elementare Konstruktionen an.
Im Folgenden sei stets k = R oder C, und wir schreiben C*°(M; k) fiir glatte, k-wertige Funktionen.
Alle Mannigfaltigkeiten seien glatt und kénnen einen Rand haben, auch wenn das nicht explizit
mit angegeben ist.

Wir erinnern uns an das Tangentialbiindel aus Abschnitt Es handelt sich um eine Man-
nigfaltigkeit T'M zusammen mit einer glatten Abbildung 7: TM — M, so dass alle Fasern die
Struktur eines R-Vektorraums tragen. Dariiber hinaus haben wir Karten der Form

do: 71 U?) — V¥ x R",
wobei p: U¥ — V¥ eine Karte von M sei. Anstelle von dy kénnten wir auch die Abbildung
7 X (prgn 0 dg): © 1 (U?) — U® x R"

betrachten. Man sieht, dass 7~1(U%) isomorph ist zum Produkt U¥ x R™, wobei zum einen Basis-
punkte in U¥ und zum anderen die Vektorraumstruktur auf den Fasern erhalten bleiben.

4.1. DEFINITION. Ein glattes k- Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M vom Rang k besteht
aus einer Mannigfaltigkeit V', einer Abbildung 7: V' — M und einer k-Vektorraumstruktur (V,, +, -)
auf V, = 7 1(p) fiir alle p € M, so dass zu jedem Punkt p € M eine Umgebung U von p
in M und eine glatte Abbildung v: 77 1(U) — k¥ existiert, die fiir alle ¢ € U einen k-linearen
Isomorphismus t,: V; — k* induziert, und so, dass 7|y x ¢: 77 1(U) — U x k* ein Diffeomor-
phismus ist. Wir nennen V' den Totalraum, = die Fufipunktprojektion, V, die Fasern, die Abbildun-
gen ¢: 71 (U) — k¥ lokale Trivialisierungen, und k¥ die typische Faser des Biindels. Wir schreiben
kurz w: V. — M oder nur V fiir das Biindel, wenn alle weiteren Strukturen klar sind.

Ein glatter Schnitt eines Vektorbiindels w: V' — M ist eine glatte Abbildung s: M — V mit wo
s = idps. Der Raum aller Schnitte von V' wird mit I'(V') bezeichnet.

Seien m: V. — M und p: W — M Vektorbiindel, dann ist ein Biindelhomomorphismus eine
glatte Abbildung F': V' — W mit p = F o, so dass fiir alle p € M die Abbildung F,: V,, = W,
linear ist.

4.2. BEISPIEL. Wir kennen bereits

(1) das triviale Biindel R = M x R — M mit Schnitten I'(M x R) = C*>°(M), oder allgemei-
ner K" = M x k" — M, und
(2) das Tangentialbiindel TM — M mit Schnitten I'(TM) = X(M), siche Proposition [1.21]
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4.3. BEMERKUNG. Essei V' — M ein k-Vektorbiindel. Dann bilden der Raum der Schnitte I'(V)
ein C*°(M;k)-Modul.

4.4. BEISPIEL. Es sei k = R oder C, n € N und kP" = (k""1\{0})/k* der projektive Raum.
Wir definieren das tautologische Biindel w: 7 — kP"™ durch

T = { (v,[z]) € k"t x kP | v € [z] U {0} } mit (v, [z]) = [2] .

Somit ist die Faser 7, gerade der Unterraum k - z C k1. Um zu iiberpriifen, dass 7 tatsichlich
ein Vektorbiindel ist, betrachten wir affine Koordinaten

goi:Ui:{[:nO:...:xn]lxi#O}%k” mit [330:...:xn]r—><%,...,xi,...,%>.

Dazu konstruieren wir lokale Trivialisierungen
i N (U) = k mit Tz 2 (v, [7]) = i,

die den Unterraum k - = isomorph auf {¢;(z)} x k abbilden.
Auf U; NUj erhalten wir eine Ubergangsfunktion g;j: Uy NU; — k* = Gl (k) mit
z;
9ij([z]) = ol
S0 dass 1/}7;|7T_1(U¢QU]') = gl] : /lzz)jyﬂ'_l(Uil"lUj)'
4.5. BEMERKUNG. Es sei m: V' — M ein Vektorbiindel vom Rang #.
(1) Seien 9;: 7~ 1(U;) — k lokale Trivialisierungen, dann sind die Abbildungen
9i5: UiNU; = Gly(k)  mit  gi(p) = o (¢y[Vp) ' k' — K
glatt und erfiillen die sogenannte Kozykelbedingung
(it - 93z - 9i7) () = Ex
fir alle 4, j, k € I und alle p € U; N U; N Uj.
(2) Sei s € I'(V) ein Schnitt, dann erfiillen die Abbildungen

S; =; 08: Ui—Hkg
die Bedingung
si(p) = 9i(p) - 5;(p)

fir alle 4, 5 € I und p € U; N Uj. Seien umgekehrt s;: U; — k’ glatte Abbildungen, die
dieser Bedingung geniigen, dann existiert ein Schnitt s € I'(V') mit s; = ¢;0s fiir alle i € 1.

4.6. PROPOSITION. Es sei (U;)ier eine Uberdeckung von M, ¢ € N, und fir alle i, j € I
sei gij: Uy NU; = Gly(k) glatt, so dass fir alle i, j, k € I die Kozykelbedingung

(gjk © gi’kl o gij)(p) = Ey fiir alle pe U NnU;NU
erfillt ist. Dann existiert ein Vektorbindel w: V. — M wvom Rang ¢ mit lokalen Trivialisierun-
gen ¥ w7 (U;) — kb, so dass ¥ilp = 9ij(p) - ¥jlp: Vpy — Kk fiir alle p € U; NU; gilt.
Schnitte von V' werden gegeben durch glatte Abbildungen s;: U; — k® fir alle i € I, so dass
si(p) = 9ij(p) - 5;(p)
fir alle @, j € I und alle p € U; N U; gilt.
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BEWEIS. Zur Konstruktion von V definiere eine Relation ~ auf (J;c; U; x k, so dass (p,v) ~
(q,w) fiir p € Uy, ¢ € U; genau dann gilt, wenn p = ¢ € M und v = g;;(p) - w € k. Aufgrund der
Kozykelbedingung handelt es sich um eine Aquivalenzrelation: Fiir i = j = k folgt g;;(p) = E, fiir
alle p € U, also ist ~ reflexiv. Fiir i = k # j folgt g;:(p) = gl-j(p)_l, also ist ~ symmetrisch. Fiir
beliebige i, j, k erhalten wir schliefSlich Transitivitét.

Wir setzen
V= JUixk" /~ .
i€l

Fiir (p,v), (¢,w) € U; xk gilt (p,v) ~ (¢, w) genau dann, wenn p = ¢ und v = w, also enthélt V die
einzelnen Mengen U; x k¢ als Teilmengen. Eine Teilmenge U C V sei offen genau dann, wenn U N
U; x Kk fiir alle i € I beziiglich der Produkttopologie offen ist. Man kann iiberpriifen, dass V dadurch
zu einem Hausdorff-Raum mit abzéhlbarer Basis wird. Seien Karten ¢;: U; — X; C R™ von M
gegeben, dann erhalten wir Karten ¢; x idye: U; x k! — X; x k® von V, und man iiberzeugt sich,
dass alle Kartenwechsel glatt sind.

SchlieBlich induziert die Vektorraumstruktur auf der typischen Faser k' eine Vektorraumstruk-

tur auf allen Fasern V},, passend zu den lokalen Trivialisierungen 1; = U; x k¢ — k* mit v;(p, v) = v.
Also ist m: V' — M ein Vektorbiindel.

Schnitte von V' werden wie in Bemerkung beschrieben. O
4.7. BEMERKUNG. (1) Eine direkte Summe von A und B ist ein R-Modul C' mit zwei R-

linearen Abbildungen p4s: C' — A und pp: C' — B, so dass zu jedem R-Modul D mit R-
linearen Abbildungen f: D — Aund g: D — B existiert genau eine Abbildung h: D — C,
so dass die Diagramme

C C
/‘ J{PA und /‘ lps
g

kommutieren. Direkte Summen sind bis auf eindeutige R-Modul-Isomorphismen eindeutig
bestimmt und werden realisiert durch das kartesische Produkt

A®B=AxB mit pa(a,b)=a und pg(a,b)=»b.

(2) Ein Tensorprodukt von A und B iiber R ist ein R-Modul C' mit einer R-bilinearen Ab-
bildung t: A x B — C, so dass zu jedem R-Modul D und jeder R-bilinearen Abbil-
dung f: A x B — D genau eine R-lineare Abbildung h: C' — D existiert, so dass das
Diagramm

C
tT Ny
AXB*;‘-)D

kommutiert. Tensorprodukte sind bis auf eindeutige R-Modul-Isomorphismen eindeutig
bestimmt und werden realisiert durch

AR B = <A>< B ( (a1 + az,b) = (a1, b) + (az, b),
(a,by +b2) = (a,b1) + (a,b2), (ar,b) = (a,rb) = r(a, b)> .

(3) Das duale Modul A* = Hompg(A, R) = AL A und die duBleren Potenzen A%, A werden analog
zu Definition erklart.
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4.8. PROPOSITION UND DEFINITION. FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, k = R oder C,
und V, W — M zwei glatte k- Vektorbiindel. Dann existieren bis auf eindeutige Vektorbiindelisomor-
phismen eindeutige Vektorbiindel V@& W (die Whitney-Summe ), V @, W (das Whitney-Produkt ),
V* (das duale Biindel ), AFV (die k-te &ulere Potenz ), Homy (V, W) (das Homomorphismenbiindel ),
so dass

BEWEIS. Zunichst seien V =2 M x k" und W =2 M x k® — M trivial. Dann existieren Ba-
sen (vi,...,v,) von I'(V) und (wy,...,ws) von I'(W) iiber C*°(M;k) aus konstanten Schnitten.
Wir definieren die duale Basis (v!,...,v") durch

v <Zr: fjvj> = fl e C®(M;Kk) .
j=1

Dann betrachten wir triviale Biindel
VoW ==Mxk"™™ mit Basis (
VerW=Mxk™ mit Basis (v; ®w;);; ,
V¥ M x K mit Basis (v');
AV =M x k() mit Basis wie in Proposition ’
Homy(V, W) 2 M x kK™ mit Basis (v’ ® w;);, -

vl?"'avrvwla"'aws)a

Man {iberzeugt sich, dass die Bedingungen — erfiillt sind. Betrachte beispielsweise zu
die natiirliche bilineare Abbildung ®@: I'(V) x I'(W) — I'(V @ W). Sei D ein C*°(M;k)-Modul
und h: I'(V) x (W) — D eine C*°(M;k)-bilineare Abbildung wie in Bemerkung ). dann
definiere h: I'(V ®x W) — D durch

h(vi ® wj) = h(vi,wj) .
Dadurch ist h bereits eindeutig bestimmt, und es folgt

(s 3o = 32 i)
a=1 b=1 a=1 b=1
=58 gt h(ve @ w,) = B((Z o) @ (3 gbwb)> |
a=1 b=1

a=1b=1

Seien jetzt zwei offene Uberdeckungen von M gegeben, so dass V eingeschriinkt auf die Mengen
der ersten und W auf den Mengen der zweiten Uberdeckung trivial ist. Dann sind beide Biindel
eingeschrinkt auf den Durchschnitt je einer Menge der ersten und einer der zweiten Uberdeckung
trivial. Also existiert eine Uberdeckung U = (U;)er, so dass V|y, und Wy, fiir alle i € I trivial

sind. Wir wiihlen lokale Trivialisierungen ¢; von V und p; von W und erhalten Basen (’UY), ... ,vq(j))

von I'(V|y,) und (w%i), . ,wgi)) von I'(W|y,) wie oben, so dass 1/Ji(?}¢(li)) = e, € k" und pi(wéi)) =
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ep € k®. Wir erhalten g;;: Uy N U; — Gl (k) und hyj: U; N U; = Gls(k) wie in Bemerkung ,
und auf U; N U; gilt

08y = Wjlp) tea = (Wilp) T (Wilp 0 (W5]p) " )ea
= (Wilp) (915 (0))baer = > _ (915 (2))bavy Iy -

b=1 b=1

Wenn wir analog die obigen, von den lokalen Trivialisierungen auf U; abgeleiteten Basen
von I'(V @ Wly,nu,) ete. durch die entsprechend von den lokalen Trivialisierungen auf U; abge-

leiteten Basen darstellen, erhalten wir die Ubergangsmatrizen
9ij(p) ® hyj(p) Vo w,
9i5(p) ® hij(p)  fiir Ver W
und  (gi(p))) " fiie V¥,
wobei die direkte Summe und das Kroneckerprodukt zweier Matrizen gegeben sind durch

G 0
GoH= (0 H> und (G @ H)qgpr(c-1),b+r(d—1) = Gab " Pcd -

Fiir die direkte Summe und das Tensorprodukt iiberpriift man leicht, dass die Ubergangsmatrizen

entsprechend gegeben sind.

Es bezeichne (v(li), o ,va)) die zu (Ugi), . ,v,@)

U?j) (Z fbvz()Z)> = (Z f g]l ch )
b=1 b,c=1
:Zfb'(gigl)ab: (Z gl] acvl)> <Zfbvb ) >
b=1

a,c=1

duale Basis. Dann folgt

somit sind (gigl)t = (gf;)"': UinU; — Gl,(k) die Ubergangsmatrizen fiir V*.
Fiir AkV finden wir analoge Ubergangsmatrizen, indem wir Basiswechselmatrizen fiir die Ba-
sen aus Prop051t10n m . bestimmen. Da wir die Ubergangsmatrizen als Basiswechselmatrizen

bestimmt haben, ist die Kozykelbedingung in allen Fillen automatisch erfiillt. Also erhalten wir
Vektorbiindel Ve W, V @ W, V* und Aﬂl‘zV mit Hilfe von Proposition Auflerdem setzen wir

Homy (V, W) = V* @, W .

Damit haben wir die Biindel konstruiert und miissen jetzt die Eigenschaften - priifen. Fir
die direkte Summe sehen wir, dass I'(V) x I'(W) = I'(V & W). Dabei werden o € I'(V'), 7 € I'(W)
abgebildet auf o @ 7 mit

g 697_|U7; = (U|Ui’T|Ui) € F(V D W|Uz)

Mit Bemerkung- . 1)) folgt (1] .

Als niichstes definieren wir eine C*°(M; k)-bilineare Abbildung ®@: T'(V) x T(W) — T'(V @, W)
durch

0@ 7ly; = (alv,) @ (7lv;) € T(Vw;) @coe vy T(W ) = T(V @ Wly,) -
Sei wieder D ein C*°(M;k)-Modul und h: I'(V') x I'(W) — D eine C>°(M; k)-bilineare Abbildung.

Dann miissen wir nach Bemerkung . . zeigen, dass es genau eine lineare Abbildung h: T'(V ®
W) — D mit ho® = h gibt.
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Dazu benutzen wir, dass es stets eine endliche Uberdeckung U = (U;);e;r gibt, so dass V|y,
und Wy, fir alle ¢ € I trivial sind (es reichen dim M + 1 Mengen). Sei (p;)iecr eine untergeordnete
Partition der Eins, und seien 9;: M — [0, 1] glatte Funktionen mit

supp ¥; C U; und Vilsuppp; =1 -
Dann definieren wir h;: I'(V|y,) x T'(W|y,) durch

hi(oi, i) = pih(Vioi, ¥iTi)
fir o; € I'(V|y,), 7 € T'(W|y,), indem wir 9;0; und ¥;7; als Schnitte auf ganz M auffassen. Wir
haben oben bereits gesehen, dass es eine eindeutige Abbildung
hi: T(VeyWly,) =D  mit hio®=h

gibt. Einschrinken liefert eine C*°(M;k)-lineare Abbildung

hi: T(Vey W) =T(VeW|y,)— D.
Fiir 0 € T(V), 7 € T(W) ist h(v ® w)€P jetzt eindeutig festgelegt als die endliche Summe

h(c ®7) = h(o,T) Zpl o,T :Zhi(U,T):ZBi(U@)T).
i€l i€l i€l

Also erfilllt @: I'(V) x T'(W) — I'(V @, W) die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes, und
es folgt (2)).

Um 1' zu zeigen, iiberlegt man sich wie in Proposition dass fiir C*°(M;k)-(multi-)
lineare Abbildungen a: T'(V)¥ — C*®°(M;k) und F: T(V) — L(W) die Werte a(oy,...,0%)pek
und F(0), € W, nur von o1(p),...,ox(p) beziehungsweise von o(p) abhéngen. Dann folgt leicht,
dass o und F eindeutig durch Schnitte von A*V beziehungsweise von Homy(V, W) reprisentiert
werden. Umgekehrt liefert jeder solche Schnitt eine entsprechende C*° (M ;k)-(multi-)lineare Abbil-
dung. O

Die Argumente im Beweis der obigen Proposition, insbesondere in Verbindung mit Propositi-
on legen nahe, grundsétzlich alle geometrischen Objekte, die an jedem Punkt einer Mannigfal-
tigkeit definiert werden konnen, als Schnitte in Vektorbiindeln aufzufassen. Und jede (multi-)lineare
Operation mit solchen Objekten, die punktweise durchgefiihrt werden kann, sollte einem Schnitt in
einem Formen- oder Homomorphismenbiindel entsprechen.

4.9. BEISPIEL. (1) Es gilt TS%? = TCP!' = (1 ®c 7)r (Ubung).
(2) Nach (@) gilt Q*(M) = T(A*TM).
(3) Wir konnen eine Riemannsche Metrik ¢ und ihren Kriimmungstensor auffassen als
gelN(TM@TM)")=T(T"M T*M) und R € T(A*TM @ Homg(T M, TM))
C '(Homgp(TM @ TM @ TM,TM))

4.10. PROPOSITION UND DEFINITION. FEs set F': N — M glatt und w: V. — M ein Vek-
torbiindel, dann ist

F*V ={(qg,v) e NxV |F(¢)=7n(V)} - N mit (q,v) —q
ein Vektorbiindel iiber N mit (F*V')q = V(g via (q,v) = v, das zuriickgezogene Vektorbiindel.
BewErs. (Ubung) O

4.11. BEMERKUNG. Ein Schnitt ¢ € I'(F*V) ist nichts anderes als eine Abbildung o: N —
V mit m oo = F. Also sind Vektorfelder ldngs einer Abbildung F' Schnitte in F*T'M, und es
folgt X(F) =T(F*TM).
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4.2. Metriken und Zusammenhinge

Um Geometrie mit Vektorbiindeln zu betreiben, fithren wir Metriken und Zusammenhéinge auf
Vektorbiindeln ein. Das Vorgehen ist analog wie in der Riemannschen Geometrie. Im Gegensatz
zum Levi-Civita-Zusammenhang gibt es auf beliebigen Vektorbiindeln in der Regel keinen ausge-
zeichneten Zusammenhang.

4.12. DEFINITION. Es sei V' — M ein reelles (komplexes) Vektorbiindel. Eine Metrik g auf V'
ordnet jedem p € M ein (hermitesches) Skalarprodukt g, auf V), zu, so dass fiir alle o, 7 € I'(V)
die Funktion p — g,(co(p), 7(p)) auf M glatt ist.

4.13. BEMERKUNG. Es sei g eine Metrik auf V — M.

(1) Falls k = R ist, kénnen wir g auffassen als
gelT(Ver V)" 2T (VerV)") =2T'(V*®g V") = I'(Homg(V,V")) .

Da g positiv definit, also insbesondere nicht ausgeartet ist, ist g invertierbar. Also lie-
fert g einen Isomorphismus V 2 V*. Da g symmetrisch ist, ist die Abbildung g: V — V*
selbstadjungiert.

(2) Falls k = C ist, definieren wir V' — M als Vektorbiindel mit Totalraum V = V und
Vektorraumstruktur (z,v) + zv fiir alle z € C und alle v € V. Analog zum obigen
erhalten wir

g € D(V* @c V") = T(Home(V, V") = T'(Home (V, V")) ,

also liefert g zueinander adjungierte C-lineare [Isomorphismen g: V = V*und g*: V — V*,
so dass fiir c € T'(V), 7 € I'(V) gilt

(9(T))(0) = g(7,0) = (g"(0))(7) .

(3) Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren kénnen wir lokale Trivialisierung ;: V|y, — k" stets
so wihlen, dass ¢;lp: (Vp,9p) — (k,(:,-)) fir alle p € U; eine lineare Isometrie ist. In
diesem Fall nehmen die Ubergangsfunktionen 9ij aus Bemerkung Werte in O(r) bezie-
hungsweise U(r) an. Wir sagen auch, V' habe eine O(n)- beziehungsweise U (n)-Struktur.
Insbesondere gilt

_ t\—1
gij = (gij) )
das heifit, V und V* (und analog V und V*) haben dieselben Ubergangsfunktionen.
4.14. DEFINITION. Es sei V. — M ein k-Vektorbiindel. Ein Zusammenhang auf V ist eine
Abbildung V: X(M) x I'(V) — I'(V), die C*°(M)-linear in X(M) und k-linear in I'(V) ist, und fiir
alle X € X(M), f € C>°(M;k) und ¢ € I'(V') die Produktregel
Vx(f-o)=X(f)-0o+ f-Vxo
erfiillt. Sei g eine Metrik auf V', dann heiit V metrisch beziiglich g, wenn fiir alle X € X(M) und
alle o, 7 € T'(V) die folgende Produktregel gilt:
X(g(o,7)) = 9(Vx0o,7) + g(0, VxT) .
4.15. BEMERKUNG. Es sei V' — M ein Vektorbiindel, « = (U;);es eine offene Uberdeckung
von M mit lokalen Trivialisierungen v;: V|y, — k", und (p;)ier eine Partition der Eins zu U.
(1) Dann definiert

S 0 Y @d) Whor)

el a=1
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fiir alle o, 7 € I'(V) eine Metrik auf V, denn g ist glatt, sesquilinear, alle Summanden
sind positiv semidefinit, und fiir alle p € M existiert ein ¢ € I mit p;(p) > 0, so dass der
entsprechende Summand der ersten Summe auf V,, positiv definit ist.

In den Ubungen sehen wir, dass alle Metriken isomorph sind, so dass die Auswahl
einer Metrik auf V' allein die Geometrie noch nicht festlegt — auf 7'M und davon abgelei-
teten Biindeln gilt das nicht, da Elemente von T'M, A¥T M etc. bereits eine geometrische
Bedeutung haben, so dass hier die Metrik doch eine Rolle spielt.

(2) Wir identifizieren Schnitte von V|y, mit k"-wertigen Funktionen und erhalten einen (tri-
vialen) Zusammenhang V' auf V|, mit

pio (Vo) = X(ooy).

Wir konstruieren einen Zusammenhang V auf V' — M fiir X € X(M) und o € T'(V)
durch

Vxo= Zpi-vgga.
el
Fiir f € C*°(M;k) folgt dann
Vx(fo)lp =Y pilp) (Wilp) HX(f - (Y0 0)
el

=" piP)Wily) (X () - (o o)+ f - X(Woo))

el
= X(f) -0+ f -Vxo.

(3) Wenn wir in (2) mit lokalen Trivialisierungen durch Orthonormalbasen wie in Bemer-
kung starten, erhalten wir einen metrischen Zusammenhang, denn die Zusam-
menhénge V* auf V|y, sind dann metrisch, und fiir o, 7 € I'(V) und X € X(M) folgt

9(Vxo,7)+g(o,VxT) = Zpl (Vio,7) + g(0, V7))
el

=3 i X(glo.7)) = X(g(0.7))

el

4.16. DEFINITION. Es sei V' — M ein k-Vektorbiindel, dann heiit A¥TM @r V — M das k-

Vektorbiindel der V-wertigen k-Formen auf M, und wir schreiben
QF(M; V) =T(AFTM @r V) .
Sei W — M ein weiteres k-Vektorbiindel, dann definieren wir ein Produkt
Az QF(M; Hom(V, W) x QY(M; V) — QEH (M, W)
durch  ((@® F), (B ® o)) — (a A B) @ (F(0))

fiir alle a € QF(M), B € QYM), F € T(Homy(V, W)), o € T(V).

Analog definieren wir Produkte wie zum Beispiel QF (M) x QY (M; V) — QF(M; V) und QF(M;
End V) x QYM;End V) — Q¥ (M;End V). Das Symbol “A“ lassen wir mitunter weg.

4.17. PROPOSITION UND DEFINITION. FEs sei V. — M ein Vektorbiindel.

(1) Zu jedem Zusammenhang V auf V existieren Abbildungen V: QF(M;V) — QF1(M; V),
so dass

(Vo)(X)=VxoeI(V)
Via®o)=da®o+(—-1)*aA Vo
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fiir alle X € X(M), 0 € T(V) und a € QF(M). Insbesondere gilt fiir B € QY (M;V), dass

V(aAB) =daAB+ (-1)Fa AV
J4
und  (VB)(Xo, ..., X¢) = Z(— )V, (B(Xoy -, Xiy - X0))

+ Y (—U)B(XL X Ko, X X, X))
0<i<y<e
(2) Seien V, V' zwei Zusammenhdinge auf V, dann operiert V' — V durch Multiplikation
mit einer End V-wertigen 1-Form V' —V € QY(M;EndV). Falls V und V' metrisch
beziiglich einer Metrik g¥ auf V' sind, nimmt V' — N Werte in den schief-adjungierten
Endomorphismen an: fir alle X € X(M), und o, 7 € I'(V) gilt

g (V' = V)x0,7) + ¢ (0,(V' = V)x7) =0,

schreibe V! — V € QY(M;50(V)) firk =R und V' —V € QY(M;u(V)) firk = C.
(3) Das Quadrat V? operiert durch Multiplikation mit einer End V-wertigen 2-Form F =
V2 € Q?(M;EndV), der Kriimmung von V, mit

Fxyo=F(X,Y)(o)=VxVyoc—-VyVxo — Vix,y)o -
Falls V metrisch ist, gilt F € Q?(M;s0(V)) beziehungsweise F € Q*(M;u(V)). Fiir alle X,
Y eX(M) und o, 7 € I'(V) gilt also
9" (Fxyo,m) + 9" (0, FxyT) = 0.
(4) Fir ¥V, F wie oben gilt die zweite Bianchi-Identitét
VoF—-FoV=0: Q%M V)= Q"3 (M;V).

Als typische Anwendung von sei V ein Zusammenhang auf V, ¢: V|y — k" eine lokale
Trivialisierung und oy, ..., o0, die zugehorige Basis von I'(V|¢7). Insbesondere gilt do; = 0 fiir den
von ¢ induzierten trivialen Zusammenhang d. Dann existieren Formen w;; € Q1(U), so dass

Voj =(V—-d)o; = wa@@-

Die Form w € QY(U; M, (k)) heiBt Zusammenhangsform von V beziiglich ¢; ihre Komponenten
entsprechen den Christoffel-Symbolen der Riemannschen Geometrie.

Die Kriimmung F' verallgemeinert den Riemannschen Kriimmungstensor R. In lokalen Trivia-
lisierungen wird F' durch 2-Formen €);; beschrieben, so dass

T T
U]) :ZQij®Ui , wobei Qz‘j :dwij—i—Zwik/\wkj ,

j= k=1
kurz Q = dw + w A w. Die zweite Bianchi-Identitit gilt daher auch fir VI und R. Eine erste
Bianchi-Identitét ist fiir allgemeine Zusammenhéinge nicht sinnvoll.

Man beachte, dass F' nur den alternierenden Anteil der zweiten Ableitung eines Schnitts o sieht.

Dieser alternierende Anteil hangt nur vom Zusammenhang auf V' ab und ist tensoriell in o, hangt
also nicht von den Ableitungen von ¢ ab. Die gesamte zweite Ableitung

VoV 14
VXVYU - Vv;(MYU
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benétigt zusitzlich einen Zusammenhang V'™ auf TM, beispielsweise den Levi-Civita-Zusammen-

hang zu einer Riemannschen Metrik auf M. Die eigentliche Ableitungsinformation ist im sym-
metrischen Teil dieser zweiten Ableitung enthalten. Beispielsweise hingt die Konstruktion eines
Laplace-Operators auf I'(V) vom symmetrischen Anteil der zweiten Ableitung ab, und von einer
Riemannschen Metrik auf M.

BEWEIS. Wir miissen zunichst zeigen, dass V: QF(M;V) — QF1(M; V) wohldefiniert, also
mit den Relationen aus Bemerkung vertraglich ist. Sei dazu f € C*°(M;k), dann gilt

d(fa) Ao+ (~DrfaAVo=df N\aho+ f-daAo+ (-1)*a A Vo
=da A (fo)+ (-DFan(df Ao+ f-Vo)
=da A (fo)+ (-DFanV(fo).

Analog beweist man die Produktregel.
Um die Cartan-Formel zu verallgemeinern, seien Xy, ..., X € X(M). Dann gilt

(V(a®0))(Xo, ..., Xp) = da(Xo, ..., Xp) o + (=1)*(d A Vo) (Xos ..., Xz)

—

k
- Z(—l)i(Xi(oz(Xo, s Xiy Xp)) o

—i—a(Xo,...,X\i,...,Xk)-VX,O')

7

+ Z (—1)i+ja([Xi,Xj],X0,... ,E,...,Xj,...,Xk) ® o

—~

k
_ Z(_l)im((a ®0)(Xo, -, Xiy o, X))

+ Y (DM (a®0) (X, Xj], Xo, -, Xiy o X Xg)
0<i<j<k

Zu folgt auf Definition dass (V' — V)xo in beiden Argumenten C°°(M)-linear ist.
Somit gilt V/ — V € Q' (M;End V). Fiir o ® 0 € QF(M; V) folgt aus der Produktregel in (), dass

(V' =V)(a®o)=(-1)an(V -V)Ac)=(V -V)A(a®0).
Seien V und V’ metrisch, dann gilt aulerdem
0= X(g(o,7)) — X(9(o,7)) = g(Vxo — Vx0,7) + g(0,VxT —VxT) .
Um zu zeigen, benutzen wir die Cartan-Formel aus (I)). Fiir X, Y € X(M) und o € I'(V)
gilt
(V20)(X,Y) = Vx((Vo)(V)) = Vy (Vo) (X)) — (Vo) ([X, Y])
=VxVyo—-VyVxo — V[va]O' =Fo.
Fir =a® o € Q¥(M,V) folgt V(VB) = F A B aus der obigen Formel und der Produktregel:
Vi a®o)=V(Va)®o+ (—1)*a A Vo)
= (d*a) @ 0 + (—=1)*(da) A (Vo) + (=1)*(da) A (Vo) + a A (V30)
=aA(Fo)=Fla®o).

Sei V metrisch, dann ist F'xy schiefadjungiert.
Schliefllich ergibt sich unmittelbar aus , denn

VoF—-—FoV=VoVoV-VoVoV=0. O

96



4.18. BEMERKUNG. (1) Um einen Zusammenhang in einer lokalen Trivialisierung zu be-
schreiben, vergleichen wir ihn {iber U mit dem trivialen Zusammenhang aus Bemer-
kung ([2). Nach Proposition ist die Differenz ein Element w € Q'(U; Endk"),
die Zusammenhangs-1-Form. Fiir ein Vektorfeld X schreiben wir also

Yo (Vxs)=X(Wos)+w(X) (Yos),
beziehungsweise kurz ¢; o V = (d 4+ w;) o ¥;. Da Endk” = M, (k) gilt, konnen wir w; als
eine Matrix auffassen, deren Eintrige 1-Formen sind.
Wenn V' eine Metrik g trégt, wihlen wir lokale Trivialisierungen so, dass g(s,t) =
(Y o s,ot) gilt. In diesem Fall nimmt w Werte in o(r) = so(r) beziehungsweise u(r) an,
denn

(d+w)(Wos)pot)+ (dos, (d+w)(ot)) =vo(9(Vs,t)+g(s, V1))
=d((Yos,vot)) =(dos),pot)+ (Yos,d(ot)),
und somit 0 = (w -1, ¥) + (Y, w - ¥).

(2) Um die Zusammenhangs-1-Formen zu verschiedenen Trivialisierungen zu vergleichen, be-
nutzen wir die Ubergangsfunktionen g;;: U; NU; — G L, (k) mit ¢; = g;; - ¢; tiber U; N U;.
Wir berechnen v; o V auf zwei Arten und erhalten

YoV = gij-j oV =gj- (d+wj) o,
und ;0 V = (d+w;) ot = (d+wi)ogij ¥j = gij - dothj + (dgij + wi - giz) - ¥j -
Wir vergleichen die Koordinaten-1-Formen und erhalten
wj = gigl . (dgij + w; -gij) = Ql(Ui NU;; My (k)) .
(3) Wir berechnen die Kriimmung in der Trivialisierung v; und erhalten
i oV oV = (d+w;)o(d+w) ot = (dw; +w; Aw;) o .

Hierbei bedeutet w; A w;, dass wir die Matrix w; quadrieren und dabei die einzelnen 1-
Formen in den Eintrdgen mit dem Dachprodukt multiplizieren. Wir definieren die Krim-
mungsmatric
Q; = dw; +w; Aw; .
(4) Ahnlich wie in kann man nachrechnen, dass

Q; = 9131 Q- gi5 € Q2(Ui N Uj;Mr(k)) .
Wenn man die Matrizen w; und €2; noch in Karten darstellt, kommen zu den Formeln und

noch die Transformationsformeln fiir Differentialformen zwischen den Karten hinzu.

4.19. BEMERKUNG. Ein Zusammenhang V" heiit flach, wenn V2 = 0. In diesem Fall erhalten

wir den getwisteten de Rham-Komplex

S V) Y QR (M V) = QML MLV

Das Paar (V,VV) heiit flaches Vektorbiindel, und

Hi (M: V. V) = HY(Q*(M,V); V")

heiBt die getwistete de Rham-Kohomologie mit Koeffizienten in (V, V). Ein Beispiel ist die mit
dem Orientierungsbiindel o(T'M) getwistete de Rham-Kohomologie H3y (M;o(TM)).

Als néchstes konstruieren wir induzierte Metriken und Zusammenhénge auf den Vektorbiindeln

aus Proposition (4.8

4.20. PROPOSITION UND DEFINITION. Es seien V., W — M Vektorbiindel.
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(1) Seien g¥ und gV Metriken auf V und W, dann existieren eindeutige Metriken auf V &W,
V @k W, A¥V und Homy (V, W), so dass

VEBW(

g o1 B T1,02 B 02) (01702)+9W(T1772),

g" W =g"(o1,00) - ¢V (11, m2) ,

gAﬂ’gV(a,B)\U: Z aleqy, .-y €a)  Bleays---,e€a)

1<a1<--<ap<r

01 ® 71,02 ®Ty)

und g™ VI(EG) =D g (Flea), Glea))
a=1

wobei U C (e, ..., e,) eine Orthonormalbasis von T'(V|y) sei.
(2) Seien VYV und VW' Zusammenhinge auf V. und W, dann existieren eindeutige Zusam-
menhinge auf VOW, V @ W, V*, A*V und Homy(V, W), so dass
Vi (e @) = (Vo) @ (V7).
V¥V o) =(Vio)@r+oo (V¥7),

(3) Die Kriimmungen der Zusammenhinge aus werden gegeben durch
XYV (o @) = (FXyo) ® (FYyT),

Yy (o@T) = (FXyo)®7+0@ (FYyT),

k
ARV ; ~
(FX[,kY a)(al, e 7Uk) = Z(—l)za(Fgéydi,Ul, ey 04y e ,Jk) N
i=1

H VW
Py VW= FlV o f — foFYy .

(4) Falls die Zusammenhinge VV und V"W beziiglich gV beziehungsweise gV metrisch sind,
dann sind die in konstruierten Zusammenhdnge beziiglich der entsprechenden in
konstruierten Metriken metrisch.

BEWEISSKIZZE. In ist gVOW offensichtlich eine Metrik.
Um zu zeigen, dass ¢¥®" wohldefiniert ist, {iberlegen wir uns zunichst, dass die Abbildung
von I'(V)) x T'(W) nach C*°(M; k) mit

(g9, m2) = " (01, 09) - gV (11, 72)

bilinear ist, und sich daher ausdehnt zu einer Abbildung von I'(V ® W) nach C*°(M;k). Genauso

ist die Abbildung I'(V') x I'(W) — C>°(M, k) mit

N
(o1,7) = 36" (01,08 - g% (1, 7d)
=1
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fiir alle "N ob @ 74 € T(V @ W) = T(V) ®coo(mx) (W) bilinear, und wir erhalten eine bilineare
Abbildung

GV TV W) x (Ve W) 2T (Ve W) x T(V e W) = C®(M;k) ,
also eine sesquilineare Abbildung
gV DV @ W) x T(V @ W) = C®°(M;k) .

Seien ey,...,e, und fi,..., fm lokale Orthonormalbasen von I'(V|y) und I'(W|y), dann bildet
die Basis e1 ® f1,...,en ® [ aus der Konstruktion des Tensorproduktes in Proposition
eine g¥®W_Orthonormalbasis von I'(V ® W|y), denn

"W (ei® fi,er @ fo) = " (eirer) - 6" (f, fo) = Sindje -

Vew

Insbesondere ist g ein (Hermitesches) Skalarprodukt.

Analog iiberlegt man sich, dass ¢g*~ und gAﬂ? V' wohldefinierte Skalarprodukte sind, und zwar
unabhiingig von der Orthonormalbasis ei,...,e, von I'(V|y). Die Basen (et A --- A ) mit 1 <
i1 < --- <1 <n aus Proposition bilden fiir alle k& Orthonormalbasen von T'(AFV /).

SchlieBlich gilt gHom=(V:W) = ¢V*®W ynd daher ist auch gHom«(V:W) wieder eine Metrik. Damit

ist gezeigt.

Wir betrachten jetzt die induzierten Zusammenhinge. Die Konstruktion von VV®W liefert
offensichtlich einen Zusammenhang.

Als niichstes iiberlegen wir uns, dass VV®" mit den Relationen aus Bemerkung und
mit den Axiomen aus Definition [4.14] vertriglich ist. Die Additivitdt des Ausdrucks

(VXU) RQT+0o® (V)V}/T)

in X, in o und in 7 ist klar, genauso die C*° (M )-Linearitéit in X. Wir iiberpriifen die Vertriglichkeit
der Relation (fo) @ 7= f(oc ® 7): es gilt

vy(@kw((fa)@ﬂ:(X(f).U+f.vy(a)®7'+f-o®(vg(v7')
=X(f) (can) +f V"V (eor)
=V (flowT))

und analog fiir o ® (f7). Somit ist Vy(@)kw auf T'(V)) ®coo(arx) I'(W) wohldefiniert und ein Zusam-
menhang.
Analog priifen wir fiir V¥V~ = VAllcV, dass

(VX a)(f-0)=X(f-a(0)) —a(X(f) o+ f Vo)
=f-X(a(0)) = - a(V¥o)
=f- (VX a)(0),

somit ist (VY a) € I'(V*) = Homeoo (a1 (T(V),C>(M;k)). AuBerdem erfiillt V¥ die Leibnizregel,
denn

X(f - a(0) = fa(Vko)
X(f)-alo) + f+ (X(a(0) — (Vo))
(X(f) o+ f-VXa)o).

Somit ist auch VY ein Zusammenhang.
vA]ifV

(VX (f - @)(0)

vHomk (VW) — vV* QW

Analog iiberpriifen wir, dass auch und wohldefiniert sind und die

Zusammenhangsaxiome erfiillen, und haben gezeigt.

99



Fiir das Tensorprodukt gilt nach und Proposition , dass
F)‘é%kW(O' ®T)= V;®RW((V¥J) RT+0oR (V)V/VT))
- V¥®“‘W ((VB/(J) QT+o® (VI)/(VT))
— ((VE;QY]U) RT+o® (V&,Y}T))
= (VXVY0o) @1+ (Vo) ® (VY1) + (Vyo) @ (VR T) + o @ (VY VY T)
— (VWWVXo) @7~ (Vyo) @ (VX 1) = (VXo) @ (V') — 0 @ (VY V1)
- (V&Y]a) RT—0® (V&jy]r)
= (F)‘g,yff) XT+o® (F)VXYT)
Fiir das duale Biindel iiberpriifen wir ebenfalls. Analog zum obigen gilt
0= XY (a(0))) - Y(X(a0))) — [X,Y](a(0))
= (FYya)(o) + a(Fxyo) .
Wir {iberpriifen fiir das Tensorprodukt. Es gilt
X (9" (01 @ 1,00 @ 72)) = (X(g¥ (01,02))) - g™ (11, 72) + ¢V (01, 02) - (X (9" (11, 72)))
= (gV(V}/(m, o2) +¢" (o1, v}’m)) g™V (11, m)
+ 9" (01,02) - (QW(VE(VTlaTz) +g" (1, Vggﬁ))

= gv®”‘W (Vy(@kw(al & 7'1), o2 ® 7'2>

+ gVeW (01 ® 11, VW (0o ® 72)) .
Sei jetzt wieder ey, ..., ey, eine Orthonormalbasis von I'(V|), dann gilt

0=X(g"(eare5)) = 9" (ea, Vxes) + gV (es, Vxea) -
Durch Nachrechnen ergibt sich

N - _— *
= > (V¥ a)(ea) - Blea) +alea) - (VK B)lea)

N < —
+ 3" (e, Vea) + {ea, Viies))alen) - Blea)

a,b=1
=gV (V¥ o, 8) +¢" (o, V¥ B) .
Die anderen Fille werden dhnlich behandelt. O

Insbesondere ist Endg v = Homg(V, V') — M das Biindel der Endomorphismen. Fiir X € X(M),
F € I'(Endg V) und o € I'(V) folgt,

(VEVF)(0) = (V™ VF) (0) = VX (F(0)) = F(V¥(0)) |
also schreiben wir auch suggestiv
(VXU F) = [V, F].
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4.21. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei V. — M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang V"
und F: N — M eine glatte Abbildung. Dann existiert genau ein Zusammenhang VIV = F*VV
auf F*V, der zuriickgeholte Zusammehang, so dass fir alle o € T'(V) und alle Y € X(N) gilt

Vi (00 F)g = Vip,nyo € (F*V)g = Vi) - (1)
Fir die Krimmung gilt
(VF*V)g(,Y(U o F)q = (vv)in(xq),qu(Yq)UF(q) . (2)
Fiir die rechte Seite von schreiben wir auch kurz F*(VV)%(,Y(J o F), also gilt (VF'V)2 =
F*(VV)2.
BeEWwEIS. Hierzu stellt man Schnitte von F*V lokal dar als C°°(M )-Linearkombinationen von
Schnitten der Form o o F. O

4.22. BEISPIEL. Wir betrachten das tautologische Biindel 7 — kP™ aus Beispiel [£.4] Nach
Konstruktion kénnen wir es als Unterbiindel des trivialen Biindels k"T! — kP™ auffassen. Wir
versehen k"*! mit der Standardmetrik (-, -) und dem trivialen Zusammenhang V° = d, das heifit,
fiir konstante Schnitte e; fiir ¢ =0, ..., n gilt

(€i,e5) = d;j und V0%, =0.
Um einen Zusammenhang V7 auf 7 zu definieren, betrachten wir einen Schnitt s € I'(7) als Schnitt

von k™!, leiten ihn ab, und projizieren ihn dann zuriick in das Biindel 7 mit Hilfe der Metrik.
Der Einfachheit halber betrachten wir zunéchst die zuriickgeholten Biindel

¢ ={(z,0) € @T\{0}) x k" [vek -2} C gk = k"

Der zuriickgeholte triviale Zusammenhang auf k" ist wieder der triviale Zusammenhang. Auch die
orthogonale /unitéire Projektion auf 7 ist mit Zuriickholen vertréglich, folglich hat der zuriickgeholte

Zusammenhang die Gestalt
(z,ds)
sl, = 5 2
I2]]

fiir alle s € ['(¢*7) und alle z € k»™1\ {0}. Auf der anderen Seite ist das Biindel ¢* trivial, wobei

die Trivialisierung ¢ : ¢*7 — k so gewihlt wird, dass v = ¥(z,v) - z fiir alle (z,v) € ¢*7 wie oben.

Wir leiten den Schnitt z — z ab und erhalten
(z,dz)

= = w-z mit

d
oo ) (2, d2)
a1

G
Wir bestimmen die Kriimmung mit Bemerkung . Da w Aw = 0, erhalten wir
(2,dz)
2
1]

(dz,dz)  ({dz,z) + (z,dz)) A (z,dz)

e QK" {0}) .

Q=dw+wAhw=d

2 4
2] Izl
_ HZ||2 <dZ)dZ> — <dZ,Z> A <Z’d2>
I21*
Im Falle k = R folgt 2 = 0, da das Dachprodukt alternierend ist. Im Falle k = C hingegen

schreiben wir dz = dx+idy und benutzen die Konvention, dass ( -, - ) im ersten Argument antilinear
ist. Zerlegt man dz = 0z + 0Z in einen linearen und einen antilinearen Anteil, dann erhéilt man

[El
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Somit stimmt die Kriimmung bis auf einen Vorfaktor mit dem Imaginérteil der Fubini-Study-Metrik
auf CP"™ iiberein.

4.3. Chern-Weil-Theorie

In diesem Abschnitt wollen wir jedem Vektorbiindel V' — M mit Zusammenhang V" gewisse
Differentialformen P(V, VV) zuordnen, die stets geschlossen sind, und deren Kohomologieklassen
nur von V, aber nicht von V" abhéngen. Diese Klassen P(V) = [P(V,V")] € H3z(M) heifien
charakteristische Klassen von V. Mehr dazu finden sich im Buch [Z] von Zhang, Kapitel 1.

Im folgenden sei G C M, (k) stets eine Matriz-Lie-Gruppe, also eine Untermannigfaltigkeit
von M, (k) = k"g, die zugleich beziiglich Matrizenmultiplikation eine Gruppe bildet. Wichtigste
Beispiele sind

Gln(k> = {g - Mn(k) ‘ det g # 0}
und SO(n) = {g C M,(k) |detg=1 und g'g=e};

hierbei ist e die Einheitsmatrix und ¢’ die transponierte Matrix zu g. Fiir alle ¢ € G ist die
Abbildung
intg: G =+ G mit h+— ghg™!
ein Gruppenautomorphismus, der innere Automorphismus zu g.
Der Tangentialraum g = T, G heifit auch die Lie-Algebra von G. Sei v: (—¢,¢) — G eine Kurve
mit v(0) = e und 4(0) = X € g, dann ist auch int, o v eine Kurve in G mit intyy(0) = e. Das
Differential

. d A -
X = AdyX = d(intg)o(X) = 2| g-5(0) g7 =g- X g7 € g C My (k)

heilt die adjungierte Wirkung Ady: g — g von g € G auf g. Fiir Y € g liefert Ableiten von AdyY € g
nach g bei e die Lie-Klammer

(X,Y) — Ad,py)Y =4()- Y =Y -4() =[X,Y]€g.

il

dt lt=0
4.23. DEFINITION. Ein Polynom P € k[g] oder allgemeiner eine Potenzreihe P € k[g] in den

Matrixeintragen heit G-invariant, wenn P(Ad,X) = P(X) fiir alle g € G und alle X € g gilt.

4.24. BEISPIEL. Wir betrachten vor allem die folgenden Polynome und Potenzreihen.

(1) Es sei ¢(X) = dety(E, — X) fiir X € gl, (k) = M,,(k) wie in der Definition des charakteri-
stischen Polynoms, dann ist ¢ invariant.
(2) Die Spur tri(X) einer Matrix ist ebenfalls Gi,,(k)-invariant. Wir betrachten speziell

ch(X) = tryg (e*X) :

(3) Fiir schiefsymmetrische Matrizen X € so(2n) betrachten wir die alternierende 2-Form « €
AZR2?™ mit
a(v,w) = (v, Xw) .

Fiir eine orientierte Orthonormalbasis eq, ..., es, von R?" setzen wir

PE(X) = (aA---Na)(er,... ez) =27" Z sign(o) HXU(Qifl),a(Qi) ;
seS(n) i=1

und erhalten die SO(2n)-invariante Pfaffsche Determinante von X. Es gilt Pf(X)? =
det(X), und das Vorzeichen wird durch die Orientierung festgelegt.
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Mit Hilfe der Hauptachsentransformation fiir schiefsymmetrische Matrizen koénnen
wir X beziiglich einer orientierten Orthonormalbasis auf die Form

0 al
—a 0

bringen. In diesem Fall ist einfach Pf(X) = a; - - - ay.

4.25. BEMERKUNG. Invariante Polynome und Potenzreihen haben folgende Eigenschaften.
(1) Es seien X, Y € gund v: (—¢,¢) — G mit ¥(0) = X wie oben, dann gilt
d d

= Py =ar (G

(2) Da der Ring (A2*T,M, A) kommutativ ist, kénnen wir g-wertige Formen in P einsetzen.
Fiir ein k-Vektorbiindel V mit Zusammenhang V" gilt FV € Q2(M, gl, (k)) beziiglich
einer lokalen Trivialisierung, und wir setzen

P(V,VV) = P(FY) € Q*(M:;k)

Da die Matrixeintrige von F" in A2T'M liegen, verschwinden Produkte von mehr als
Faktoren. Insbesondere diirfen wir £V auch in invariante Potenzreihen einsetzen, ohne auf
den Konvergenzradius Riicksicht zu nehmen. Wenn P invariant ist, hdngt diese Form nicht
von der Trivialisierung ab, denn sei g: U — Gl,,(k) eine Basiswechselmatrix, so erhalten
wir gFV ¢! als Kriimmung beziiglich der neuen Trivialisierung, aber

P(gFVg™') = P(Ad,FV) = P(FV).
(3) Sei V' — M ein orientierbares R-Vektorbiindel vom Rang k& mit Metrik und metrischem Zu-
sammenhang V"', dann folgt V' € Q2(M;s0(V)) nach Proposition [@3). Fiir ein SO(k)-
invariantes Polynom P betrachten wir analog

P(V,VV) = P<FV> €O (M) .

OAdW(t)Y> = dPy([X,Y]) .

dim M
2

21

(4) Sei w € Q1(M;g). Da Elemente aus AT, M mit allen Elementen des Rings (A**T,M, A)
kommutieren, ergibt sich aus auch

dPpv (WY, F¥]) = 0.

4.26. SATZ UND DEFINITION (Chern-Weil). Sei V. — M ein k- Vektorbindel vom Rang r
mit lokalen Trivialisierungen, so dass die Ubergangsfunktionen Werte in einer Lie-Gruppe G C
GL,(k) annehmen. Sei VV' ein Zusammenhang VV mit Zusammenhangs-1-Formen mit Werten
in g beziiglich dieser lokalen Trivialisierungen. Sei FV' die Kriimmung von VV, und sei P € k[g]
ein invariantes Polynom. Dann ist die Form P(V,VV) = P(FY) € Q" (M;k) geschlossen
und definiert eine de Rham-Kohomologieklasse P(V) € H{E™ (M :k) unabhingig vom Zusammen-
hang VV. Sei schlieflich f: N — M glatt, dann gilt P(f*V,Vf"V) = f*P(V,V") und insbesonde-
re P(f*V) = f*P(V).

Auf diese Weise konstruierte Differentialformen und Kohomologieklassen heiflen Chern- Weil-
Formen beziehungsweise Chern- Weil-Klassen von Vektorbiindeln. Allgemeiner nennt man Koho-

mologieklassen zu Vektorbiindeln, die sich unter Zuriickholen natiirlich verhalten, auch charakteri-
stische Klassen.
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Wir haben in den Ubungen gesehen, dass je zwei Metriken auf einem Vektorbiindel isomorph
sind. Insbesondere héngt e(V') also auch nicht von der Metrik ab.

BEwEIS. Die Wohldefiniertheit der Formen P(V, V") € Q2*(M;k) haben wir bereits in Bemer-
kung geklért.

Um zu zeigen, dass P(V, V") geschlossen ist, wihlen wir eine Trivialisierung +: V|y — k*.
Auf U x k¥ schreiben wir den gegebenen Zusammenhang als V = d +w mit w € Q'(U; g). Aus der
Kettenregel folgt zunéchst

d(P(V,V")) = dPpv (dF"Y) = dPpv ([d, FV])
und wir schreiben dFY =do FV — FV od = [d, FV]: Q*(U;k*) — Q*+1(U; KkF).
Nach Bemerkung gilt auch
dPpv ([w, FV]) =0
wegen der G-Invarianz. Insgesamt folgt
d(P(V,V")) = dPpv([d+w, F']) = dPpv ([V,FV]) = 0
aufgrund der zweiten Bianchi-Identitét aus Proposition ). Also ist P(V,VV) tatsichlich

geschlossen.

Als niichstes folgt P(f*V,V/"V) = f*P(V,VV) aus Proposition Diese ,, Natiirlichkeit”
von P(V, V") bendtigen wir im folgenden Schnitt.

Es seien VY und V! zwei Zusammenhiinge auf V' — M. Wir betrachten das zuriickgeholte
Biindel

V=pV->M=Mx[0,1],

wobei p: M — M die Projektion sei. Auf XN/\MX[OJ) betrachten wir p*V?, auf V’Mx(o,l} den Zu-
sammenhang p*V!. Wie in Bemerkung interpolieren wir und erhalten einen Zusammen-
hang VY, der bei M x {0} mit p*V? und bei M x {1} mit p*V! iibereinstimmt. AuBerdem ist V"
nach (B) metrisch beziiglich der zuriickgeholten Metrik p*g¥ auf V, wenn VO, V! metrisch
beziiglich ¢ sind.

Wir betrachten Einbettungen i;: M — M mit i;(p) = (p,t) fiir ¢t € [0,1], dann folgt aus der
obigen Natiirlichkeit, dass

#P(V,VV)=P(V,V%) und i{P(V,VV)=P(V,V').
Aus der Homotopieformel aus Lemma, folgt, dass

P(V, VY — P(V, V") =d P(V,VY),
[0,1]
insbesondere folgt [P(V, V)] = [P(V,V°)] = H3p(M;k), also ist P(V) unabhingig vom Zusam-
menhang. O

Es folgt ein kleiner Exkurs iiber die topologische und geometrische Bedeutung der soeben kon-
struierten Chern-Weil-Formen und charakteristischen Klassen. Dabei setzen wir ab sofort £

- an-
stelle von F'V in P ein. Das #éndert freilich nichts an den Argumenten im Beweis von Satz &

4.27. BEMERKUNG. Es sei V' — M ein komplexes Vektorbiindel mit Zusammenhang V". Die
k-te Chern-Form c,(V,VV) = ¢(V, VV)2H € 2k (M) ist die homogene Komponente von ¢(V, VV) €
Q2*(M;C) vom Grad 2k. Insbesondere gilt co(V, V") =1 und

FY — VY e
det<e—z2m,) —kzoz c(V,VY) fiir alle z € C .
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Die k-te Chern-Klasse ist definiert als cx(V) = [cx(V,VV)] € H3% (M). Die Chern-Klassen haben
folgende Eigenschaften.

(1)
(2)

Chern-Klassen sind natiirlich.
Wegen der Formel fiir die Determinante von Block-Diagonalmatrizen gilt
e— LY 0
(Vo W, VVeW) = det ( 02m' ) = c(V, V) A e(W, V).
Fiir die einzelnen Chern-Klassen gilt also

(Ve Ww)= ch YA cp—j (W) .

Sei L — M ein Geradenbiindel, also ein C-Vektorbiindel vom Rang 1 mit Zusammen-
hang V¥, dann ist F¥ € Q?(M;Endc L) = Q?(M;C) eine komplexwertige 2-Form un-
abhéngig von der Wahl der Trivialisierung. Wir nehmen an, dass V* metrisch ist beziiglich
einer Metrik auf L, dann ist F¥ = ia imagindrwertig nach Proposition . Wir
konnen L dann als orientiertes, reelles Vektorbiindel Lgr vom Rang 2 mit metrischem
Zusammenhang VX® und Kriimmung

Fle = ( 2 _% > € Q*(M;s0(2))

auffassen. Es folgt

(L, VE)y=1- 2 =14+ Pf L =1+e(L,VE)
’ N o2 o ) ’ '

Wenn man die Eulerklasse e(L) bereits definiert hat, sind die Chern-Klassen durch (1)) — (3) bereits
eindeutig festgelegt. Dabei darf man sich sogar aussuchen, in welcher Kohomologietheorie man e(L)
definieren méchte. Am besten eignet sich ez(L) € H?(M;Z), und man erhélt Klassen c; z(V) €
H?!(M; Z). Chern-Weil-Theorie liefert allerdings nur cx(V) € H3% (M) = H?*(M;R).

4.28. BEMERKUNG. Zusitzlich zu den Axiomen aus der letzten Bemerkung haben Chern-
Klassen noch folgende Eigenschaften:

(1)

Es seien sq, ..., s, die elementarsymmetrischen Polynome

Sk(l’l,...,l’n): Z Ly« o Ty,

1<i1 < <ip<n

und es sei A € M, (C) diagonalisierbar mit Eigenwerten Ay, ..., A\, € C. Dann gilt
n n

det(e — zA) = > (=2)Fsp(Ar,... M) =2 > _(—2)F(4).

k=0 k=0

Man kann zeigen, dass jedes Gl,(C)-invariante Polynom auf M, (C) auf eindeutige Weise
als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen s1,...,s, geschrieben werden
kann. Da diagonalisierbare Matrizen in M, (C) dicht liegen und Polynome stetig sind,
reicht es dazu, nur diagonalisierbare Matrizen zu betrachten. Daraus folgt: jede Chern-
Weil-Klasse komplexer Vektorbiindel ist ein Polynom in den Chern-Klassen. Zum Beispiel
gilt

c1(v)? — 2¢a(v) N c1(v)3 = 3c1(v)ea(v) + 3e3(v) N

ch(V) =1k V +¢1 (V) + 5
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(2) Die Menge der komplexen Geradenbiindel L — M bis auf Isomorphie bildet eine abel-
sche Gruppe Pic(M) mit dem Tensorprodukt, und die erste Chern-Klasse liefert einen
Gruppenhomomorphismus, da

a(VeW)=c(V)+a(W)e H3z(M).

Im allgemeinen ist ¢; weder injektiv noch surjektiv. Geht man allerdings zu ganzzahligen
Chern-Klassen iiber, so erhélt man einen Isomorphismus

c17: Pic(M) — H*(M;Z) .
Biindel von hoherem Rang lassen sich im allgemeinen nicht so einfach klassifizieren.

4.29. BEMERKUNG. Wir mochten fiir reelle Vektorbiindel dhnliche , fundamentale® charakteri-
stische Klassen angeben wie in Bemerkung fiir komplexe Vektorbiindel.

(1) Seizunéchst P ein Gl,,(R)-invariantes Polynom mit reellen Koeffizienten. Es sei V' — M ein
reelles Vektorbiindel, dann betrachten wir das komplexifizierte Vektorbiindel Ve = V Qg C
mit Ve = Ve. Sei VV ein Zusammenhang auf V', dann induziert VYV Zusammenhinge
auf Ve und Ve mit FVe = FY @ ide = F'¢. Es folgt

P(l,FV) = P(Ve, V) = P(V,VV) = P(V¢,V'E) = P<1_FVC) = P(-l,FV> ,
211 271 21

insbesondere tragen nur Potenzen von (F")2 zu P(V, V") bei.
Wir definieren daher die Pontrijagin-Formen pp(V,VV) € Q* (M) durch

oo o
det (e — %Fv> => t*p(V,VY) = > (it e;(V, ASE
k=0 7=0
insbesondere gilt pr = (—1)*cop.
Die Pontrijagin-Formen erzeugen alle Chern-Weil-theoretischen Klassen reeller Vek-
torbiindel: jedes G, (R)-invariante Polynom kann auf eindeutige Weise als Polynom in py,
S5 D[z geschrieben werden. Zum Beispiel gilt

: pi(V) o1 (V)2 —dpa(V)
AV)=1— e
(V) Y 5760 T

(2) Fiir orientierte reelle Vektorbiindel ist die Situation etwas komplizierter. Jedes S Loy, +1(R)-
invariante Polynom kann auf eindeutige Weise als Polynom in den Pontrijagin-Klasse p1,
.., Pn geschrieben werden. Fiir Vektorbiindel von geradem Rang 2n wéihlen wir zunéchst
eine Metrik und einen metrischen Zusammenhang, so dass wir nur noch SO(2n)-invariante
Polynome auf so(2n) betrachten miissen. Jedes solche Polynom kann als Polynom in pq,

.., pn—1 und e geschrieben werden. Dabei gilt

FV\? Fv
e(V,VV)?2 = Pf<27r> = det<27r> = pa(V, V).

(3) AuBerdem gibt es fiir reelle Vektorbiindel sogenannte Stiefel- Whitney-Klassen wi(V) €
H¥(M;Z/2R). Sie verhalten sich dhnlich wie Chern-Klassen, insbesondere klassifiziert w;
reelle Geradenbiindel.
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4.4. Thom-Klasse und Euler-Klasse

In diesem Abschnitt wollen wir die Methoden aus den Kapiteln [2 und [3]in Verbindung bringen.
Unter anderem haben wir folgende Ziele.

(1)

Sei L eine orientierte, k-dimensionale Mannigfaltigkeit und F': L — N glatt. Es sei L
geschlossen im Sinne von Folgerung das heifit, L sei kompakt und ohne Rand. Sei [o] €
H C’fR(N ). Nach Folgerung konnen wir das Integral

/F*aeR
L

bilden. Falls sich F sich auf eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit W mit L = oW
fortsetzen lasst, verschwindet es.

Analog dazu sei M C N eine (n— k)-dimensionale geschlossene Untermannigfaltigkeit.
Wenn M und N orientiert sind, konnen wir die Schnittzahl #(F, M; N') betrachten. Falls
sich F' sich auf eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit W mit L = 0W fortsetzen
lasst, verschwindet sie.

Noch etwas allgemeiner sei M C N eine geschlossene (n + ¢ — k)-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit und [8] € Hiz(M). Wenn M und N orientiert sind und F zu M
transversal ist, ist F~!1(M) C L eine f-dimensionale kompakte, orientierte Untermannig-
faltigkeit. Sei f = F\FA(M), dann koénnen wir das Integral

/F_I(M) ff8eR

betrachten. Falls sich F zu F auf eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit W mit L =
OW fortsetzen lisst, konnen wir F transversal zu M wiihlen. Wie oben folgt wieder, dass
das Integral verschwindet.

Wir méchten daher gern der geschlossenen ¢-Form S auf M eine k-Form o = ¢ auf N

fiir alle F': L — N wie oben gilt. Insbesondere wollen wir fiir 8 = 1 eine Form a = 1
erhalten mit

/ F*a=#(F,M;N) .

L

Sei G: M — N eine glatte Abbildung zwischen orientierten, m- beziehungsweise n-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Poincaré-Dualitét liefert eine Abbildung

HYp o (M) —— HIF (M)

T |

Hh ™ (N)* —— H M(N) .
Wir suchen eine Abbildung Gi: H§R,0(M ) — Hgﬁ_k(N ), so dass die obige Abbildung
gerade die dazu duale Abbildung G ist.

Wir betrachten dazu den Graphen von G und zerlegen G in eine Verkettung aus
einer Inklusionsabbildung v: M — graph(G) € M x N mit v(p) = (p, G(p)) und einer
Projektion pry: (M x N) — N und erhalten

Grs Hijpo(M) =5 Hi{5(M x N) == Hg™" (N) .
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Die zweite Abbildung pry wird durch Integration iiber den Faktor M gegeben. Anstelle
der ersten betrachten wir eine beliebige Inklusion ¢t: M — N wie in , und verwenden
die dort konstruierte Abbildung.

(3) Wir werden unten zeigen, dass M C N eine offene Umgebung U besitzt, die diffeomorph
zum Totalraum des Normalenbiindel v — M von M in N ist. Es sei j: U — N die
Inklusion und j; die Fortsetzung durch 0 wie in Bemerkung . Wir zerlegen die
Abbildung ¢ aus weiter in

w: Hlp o(M) — HY$ (™™ (v) = HYG ™ (U) === Hig 5™ ™(N) -

Die erste Abbildung heifit Thom-Isomorphismus, ihre Umkehrabbildung ist Integrati-
on iiber die Fasern #hnlich wie die Abbildung pry in oben. Wir werden sie auf
Formen-Niveau konstruieren. Falls M kompakt ist, heifit das Bild der konstanten Form 1
in H(’%ﬁ_m(u) Thom-Klasse.

(4) Da jedes reelle Vektorbiindel V' — M als Normalenbiindel einer Untermannigfaltigkeit
auftreten kann, beispielsweise als Normalenbiindel des Nullschnitts M < V', konstruieren
wir Thom-Formen fiir alle orientierten, Fuklidischen Vektorbiindel V' — M. Die Thom-
Form ¢ = 9(V,VV,g") ist eng mit der Euler-Klasse e(V,V") = Pf(%) verwandt, denn
fiir jeden Schnitt s € T'(V) ist [s*0] = e(V) € Hjz(M). Auf diese Weise konnen wir eine
Verbindung zur Definition der Euler-Charakteristik in Satz herstellen, indem wir s
transversal zum Nullschnitt wihlen.

Wir beginnen mit und verallgemeinern dazu den Satz m

4.30. DEFINITION. Es sei M C N eine Untermannigfaltigkeit. Das Normalenbiindel v — M
von M in N ist definiert als Quotientenbiindel v = T'N |y /T M.

4.31. SATZ (Rohrenumgebungen, Teil 2). Es sei M C N eine Untermannigfaltigkeit mit Nor-
malenbiindel v — M. Dann existiert eine Umgebung U C N und ein Diffeomorphismus v = U.

BEWEIS. Wir betrachten N C R als Untermannigfaltigkeit nach dem Satz von Whitney.
Es seien V C R’ die Umgebung und r: V' — N die Rektraktionsabbildung aus Satz Wir
identifizieren v mit dem Unterbiindel

v TM**NTN = {(p,v) | pe M und v e T,N mit v L T,M}.

Wir kénnen eine Funktion e: M — (0, 00) so wihlen, dass p+v € V fiir alle (p,v) € v, also erhalten
wir eine Abbildung

{(pv)yev||v|<ep)}—N mit (p,v) = r(p+v).

Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Abbildung entlang des Nullschnittes von v bijektives Differen-
tial hat. Indem wir & nach Bedarf verkleinern, wird aus der obigen Abbildung ein Diffeomorphismus
mit Bild U C N. Schlief8lich erhalten wir auch einen Diffeomorphismus

{pv)ev]|p|<ep)} —v mit (pov)— <p’ 62_v||v”2> ‘

Die Verkettung dieser Abbildung liefert den gesuchten Diffeomorphismus v = U. 0

Als n#chstes konstruieren wir die in Punkt erwidhnte Integrationsabbildung. Man kann
die gleiche Konstruktion fiir beliebige Submersionen F': N — M durchfiihren, sofern Flgpp(a)
eigentlich ist. Diese Bedingung bedeutet, dass fiir alle kompakten Untermannigfaltigkeiten K C M
mit Rand die Form a|p-1 (k) kompakten Triiger hat.
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4.32. SATZ UND DEFINITION (Integration iiber die Faser). Es sei m: V. — M ein orientiertes
reelles Vektorbiindel vom Rang r. Dann gibt es eindeutige Abbildungen

/ o e QMT(V) | Tlsupp(a) ist eigentlich } — QF (M)
V/M

fiir alle k, so dass

Ll fo

Dabei sei F': N — M in glatt, und F: F*V — V sei die induzierte Abbildung auf den To-
talrdumen. Aufgrund von Bedingung induziert diese Abbildung auch eine Abbildung

e Hffgz(V) — H(?R,O(M)

Die Abbildung m ist in Wirklichkeit etwas allgemeiner definiert auf der Kohomologie mit eignt-
lichem Triger beziiglich der Abbildung =, das heifit, auf dem Komplex der oben betrachteten
Differentialformen.

BEWEIS. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Aufgrund der Natiirlichkeit diirfen wir V' auf
eine Trivialisierende Umgebung U C M einschrianken und annehmen, dass U = R™ und V|y =
R"™ x R™. Dann kénnen wir a darstellen als

o= Z ar Ady'
Ic{1,..,m}

so dass a verschwindet, sobald man einen horizontalen Vektor einsetzt, also einen Vektor aus R™.
Die Formen «j erfiillen die gleiche Triger-Bedingung wie a. Aus folgt dann

a= ar | Ady' .
/1RT’+’VVL /R’"L Z </I:Q'r'+m /Rm )

Ic{1,...m}

Schliefflich kénnen wir die Integrale an jedem Punkt mit Hilfe von (3)) und ausrechnen. Insgesamt
erhalten wir dadurch die Formel

Rrer/Rm D T

das heifit, wir integrieren komponentenweise im Vektorraum A®(R")* fiir jeden Punkt p € R™.

Zur Existenz miissen wir Wohldefiniertheit priifen und zeigen, dass die Eigenschaften f
gelten. Zur Wohldefiniertheit merken wir an, dass ein Trivialisierungswechsel F' dazu fiihrt, dass
eine vertikale k-Form «y, durch eine Form (F*a), = Fja;, + 8 ersetzt wird. Dabei hat 8 auch
Grad k, aber 3 verschwindet, wenn man alle vertikalen Vektoren el, ..., e” einsetzt, und trigt in
der obigen Formel daher nicht bei. Analog zeigt man Natiirlichkeit (3)).

Zu Eigenschaft merken wir an, dass d = dgr + dgm auf R™"™. Die Ableitung dg- liefert
faserweise exakte Formen, die daher nicht zum Integral beitragen, wihrend wir dgm vor das Integral
ziehen kénnen. Der Vorzeichenfaktor rithrt daher, dass wir in die ersten r Argumente von « ja bereits
vertikale Vektoren einsetzen miissen. ([l

109



Wir wollen eine Thom-Form ¥ € Q" (V') auf einem reellen, orientierten Vektorbiindel 7: V- — M
vom Rang r konstruieren. Bis auf exakte Formen mit eigentlichem Trager konnen wir Thom-Formen
axiomatisch beschreiben.

4.33. DEFINITION. Es sei m: V — M ein orientiertes, Euklidisches Vektorbiindel vom Rang r
mit Nullschnitt ¢: M — V. Eine Thom-Form fiir V ist eine geschlossene Form 9 € Q"(V), so
dass 7|supp(9) eigentlich ist, und so dass fiir alle p € M gilt

v=1.
Vo

Der Thom-Isomorphismus ist dann die Abbildung
u: Hig o(M) — H(;I;L";)(V) mit ula] =[N al .

Man beachte, dass supp(d A 7*a) C supp(¥) N7~ (supp(a)) kompakt ist, wenn o kompakten
Tréger hat. Zum jetzigen Zeitpunkt wissen wir freilich noch nicht, dass ¢; ein Isomorphismus ist;
das lernen wir erst in Satz Wenn das Biindel V' — M trivial ist, und ¢: V' — R" eine
Trivialisierung, kénnen wir einfach eine Form ¥y € Qf(R") wihlen, so dass

Jo=1.
R’l‘
Dann ist 1*¥ eine Thom-Form. Im allgemeinen setzen sich die fiir einzelne Trivialisierungen derart
konstruierten Formen jedoch nicht global zusammen. Das heift, man braucht weitere ,, Korrektur-
terme*. Zu zeigen ist, dass man insgesamt eine wohldefinierte und geschlossene Form konstruieren
kann.

Um das zu ermoglichen, wihlen wir einen metrischen Zusammenhang V" auf V. Wir betrachten
nur metrische Trivialisierungen von V iiber U C M und erhalten die zugehorige Zusammenhangs-
1-Form w € Q' (U;so0(r)) und die Kriimmungsform Q € Q%(U;s0(r)) wie in Bemerkung

Im Gegensatz zum letzten Abschnitt arbeiten wir jetzt aber nicht mehr auf U C M, sondern
auf ganz U x R” = 77 1(U) € V. Wir betrachten das Vektorbiindel

#V=n0V_—5V.

Dieses Vektorbiindel hat einen tautologischen Schnitt, den wir mit Y bezeichnen wollen. Es gilt

also Y(p,v) =v €V, = V(p,v)' Indem wir Y mit dem zuriickgeholten Zusammenhang VAR vi
ableiten, erhalten wir ein Element

VY e Q'(viV).
Einschrankung auf die Faser liefert die Identitét, das heifit V};/Y = v fiir alle v € Y. In einer lokalen
Trivialisierung v ist Y einfach die Projektion pr;: R” x U — R", und

VWY =(d+w)Y.

Aufgrund dieser Beschreibung miissen wir uns iiber Unabhéingigkeit von der Trivialisierung keine
Gedanken mehr machen.
Wir folgen [Z]. Die sogenannte Mathai-Quillen-Thom-Form auf V' wird durch die Formel

n= (2@7% PE(Q) oIV IP=((d+0) Y, 271 (d+w) V) (4.1)

gegeben, der wir aber erst noch einen Sinn geben miissen. Aulerdem hat n noch zu grofien Triger,
aber da 1 exponentiell abfillt, lasst es sich leicht auf das Scheibenbiindel von V' zuriickziehen und
zu einer glatten Form mit eigentlichem Trager fortsetzen.
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Wir betrachten zunéchst nur eine Matrix A € so(r) anstelle von 2. AuBerdem nehmen wir fiir
den Moment an, dass r = 2n gerade und A invertierbar ist. Wir schreiben wieder

0 aq
—al 0
A=
0 ap
—a, 0
beziiglich einer orientierten Orthonormalbasis. Dann ist Pf(A) = a1 ---ay,. Es sei v € QLU; R,
dann gilt v* Av* =0 fiir alle e = 1, ..., 2n. Folglich erhalten wir

_ -1 2 pl A2 2 2 A2
Pf(A) e AT = g; .. g, em an

= (a1 + 20 AV A A (an 4+ 20T AP
und diese Form l&sst sich auch definieren, wenn A nicht invertierbar ist. Damit haben wir 7 fiir den
Fall definiert, dass r gerade ist.
Im Fall, dass r ungerade ist, konstruieren wir i zunéchst auf V @ R. Anschliefflend integrieren

wir {iber die Faser R mit Satz [£.32] und erhalten nun auch eine Thom-Form fiir V.
Sei schlieBlich e: M — (0, 00) eine Funktion wie in Satz[4.31} Dann definieren wir

D, : {7(p7v)ev} HU||<5}—>V durch (p,v) — <P,m> :

Wegen des Termes e~IYI” in ([ 1)) fallen alle Ableitungen von ®*n im Grenziibergang ||v|| — (p)
rapide ab. Daher ldsst sich die Form ®Z7n durch 0 zu einer glatten Form ¢ auf V fortsetzen, so
dass 7: supp(¥) — M eigentlich ist.

4.34. SAatz (Mathai-Quillen). Die obige Form 9 ist eine Thom-Form.

BEWEIS. Nach Konstruktion ist ¥ geschlossen, wenn 7 geschlossen ist. Um das zu zeigen, be-
rechnen wir rein formal

d(|[Y]]° + ((d + w)Y, Q7 (d + w)Y))
= 2(Y, (d+w)Y) +(QV, Q1 (d + w)Y)
+{((d+w)Y, 0 ({d+w), QN d+ w)Y) — ((d +w)Y, Q7 tQY)
=2(Y,(d+w)Y) —2(Y,(d+w)Y)=0.
Dabei haben wir ausgenutzt, dass d4+w = V" ein metrischer Zusammenhang ist, dass ) schiefsym-
metrisch ist, und dass die zweite Bianchi-Identitét [(d + w), Q] = 0 gilt. Fiir einen ausfiihrlicheren
Beweis dieser Tatsache verweisen wir auf [Z].

Der vertikale Anteil der Form 7 an der Stelle (p,v) wird nach der obigen Herleitung gerade
gegeben durch

T 2 T
(2m)"2 e I7 23 gut .. do”
Das Integral iiber R" ist somit ein Gauflsches Integral mit Wert 1. Das gleiche gilt wegen der

Integraltransformationsformel auch fiir ¥. Aulerdem ist 7: supp(¥) — M eigentlich, also ist ¥ eine
Thom-Form nach Definition [4.33l O

4.35. SATZ (Thom-Isomorphismus). Es sei w: V. — M ein orientiertes, reelles Vektorbiindel
vom Rang r, und 9 € Q" (V) sei eine Thom-Form, dann erhalten wir einen Isomorphismus

L H§R70(M) — Hggj(")(V) mit [a] = [V AT ] .
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BEWEIS. Es sei ¥ € Q7(V) eine Thom-Form. Dann ist das Integral von 9 iiber die Faser
von V' — M eine Funktion. Wegen Definition [4.33] handelt es sich um die konstante Funktion 1.

Aus Satz und ergibt sich

/V/Mu(a):/v/Mﬁ/\ﬂ*a: (/V/Mﬁ> ANa=a.

Somit ist ¢ rechtsinvers zur Integration iiber die Faser. Es reicht also zu zeigen, dass Integration
tiber die Faser ein Isomorphismus ist.
Seien dazu a = [a] € Hé“;{’%(V) und b= [f] € Hgg’é(M). Dann gilt

/Va/\ﬂ*B:/M(/V/Ma>/\B

nach Satz @), ({). Wegen Homotopieinvarianz ist m: Hip ]S(M ) — Hig IS(V) ein Iso-
morphismus. Aulerdem gilt H§R,0(M)* = Hgg’é(M) und Hgg%(V) = Hggg(V) wegen Poincaré-
Dualitét Hieraus liest man leicht mit der obigen Gleichung leicht ab, dass Integration {iber
die Faser ebenfalls ein Isomorphismus ist. O

4.36. BEMERKUNG. Im obigen Beweis haben wir einen moéglicherweise nicht so bekannten Sach-
verhalt aus der linearen Algebra benutzt: ist f: V — W eine lineare Abbildung und f*: W* — V*
ein Isomorphismus, dann ist auch f ein Isomorphismus. Zur Injektivitéit sei f(v) = 0, dann existiert
fiir jedes a € V* ein g € W* mit a = F*f3, und es folgt

a(v) = (f*B)(v) = B(f(v)) =0.
Wire v # 0, so kénnte man v zu einer Basis von V' erweitern und ein Element « € V* konstruieren,
das auf allen Basiselementen aufiler v verschwindet, mit a(v) = 1, im Widerspruch zur obigen
Rechnung. Zur Surjektivitdt nehmen wir an, dass im f C W ein echter Unterraum ist. Indem wir
eine Basis von im f wéhlen und zu einer Basis von W ergénzen, finden wir ein Element 0 # SW™*,
das auf ganz im f verschwindet. Im Widerspruch zur Injektivitdt von F* gilt dann f*5 = 0, da fiir
alle v € V gilt
(f*B)(v) = B(f(v))=0.

Man beachte, dass dieses Argument den Basisergénzungssatz benutzt und daher nur fiir Vek-
torrdume funktioniert, nicht aber fiir abelsche Gruppen oder Moduln iiber Ringen.

Analog zeigen wir: wenn fiir lineare Abbildungen f, g: V — W gilt, dass f* = ¢*, dann gilt
auch f = g. Zum Beweis nehmen wir ¢* — f* = 0 an, und wollen g — f = 0 zeigen. Sei also v € V
und w = g(v) — f(v). Wére w # 0, so konnte man w zu einer Basis von W erweitern und ein
Element § € W* konstruieren, das auf allen Basiselementen aufier w verschwindet, mit f(w) = 1.
Das liefert einen Widerspruch, denn

1= B(w) = Bg(v)) = B(f(v)) = (g"B)(v) = (f*B)(v) = (¢" = f*)(B)(v) = 0.
Hieraus folgt beispielsweise: wenn f: V — W, g: U — V und h: U — W linear sind und h* =
g o f*=(fog)" gilt,dann ist h = fog.

4.37. FOLGERUNG. FEs sei m: V — M ein reelles, orientiertes Vektorbiindel vom Rang r. Dann
ist der Thom-Isomorphismus v: H3g o(M) — H3x'(V) die eindeutige Abbildung mit den Eigen-
schaften

u(aNb) = (na) AN7*b, uF*a = F*ua und / na = / a
1% M

fiir alle a € HJRO(M), b€ H3z (M), und alle glatten Abbildungen F: N — M, wobei F': F*V — V
die induzierte Abbildung sei.
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Wenn M kompakt ist, ist insbesondere die Thom-Klasse [J] = ¢yl € Hlg o(V) eindeutig be-
stimmt und natirlich. AufSerdem gilt

Ful=e(V) e€H"(M).

BEWEIS. Diese Eigenschaften ergeben sich aus Satz da ¢ invers zur Integration m iiber
die Faser ist. Sie charakterisieren (| eindeutig, denn die letzte Eigenschaft zusammen mit Satz
impliziert umgekehrt, dass ¢; zu 7 invers, und somit eindeutig bestimmt ist.

Die Thom-Klasse 11 hat kompakten Trager in V', wenn M kompakt ist, und sie ist eindeutig
bestimmt. Falls F: N — M eine glatte Abbildung zwischen kompakten Mannigfaltigkeiten ist,
ergibt sich

F*Lyl =ul e H5R7O(F*V) R
also ist die Thom-Klasse natiirlich. Fiir die spezielle Wahl von 9 = ®Zn mit n wie in folgt

Y = = (21) 73 PESQ) = e(V) . O
Die letzte Formel oben gilt tatsédchlich auch, wenn M nicht kompakt ist. Dazu wéahlen wir eine
beliebige Euklidische Metrik auf V' und betrachten das Scheiben- und das Sphdarenbiindel
DV ={veV]||v]|<1} und SV={veV||v=1}.

Wenn wir @, mit ¢ < 1 konstruiert haben, erhalten wir (¢,0) € Q"(DV,SV) und definieren den
Thom-Isomorphismus als Abbildung

H3R (M) = H3"(DV,SV) .
In diesem Zusammenhang gilt dann nach wie vor (1 = e(V).
4.38. BEMERKUNG. Mit der Formel ¢*111 haben wir bereits Punkt am Anfang des Abschnitts

erklirt. Diese Formel ist tatséchlich iiberraschend. Anhand unser Herleitung kénnen wir sie uns erst
einmal wie folgt erklédren. Wir wollten 9 so definieren, dass fvp ¥ =1 fiir alle p € M gilt, und haben

gesehen, dass der naive Ansatz "y mit lokalen Trivialisierungen ¢ keine global wohldefinierte

Form liefert. Daher haben wir die Form VVY e QY(V;V) mit V/Y = v fiir alle vertikalen Vek-
toren v eingefiihrt, die aber auch noch horizontale Anteile enthélt (lokal dargestellt als w - Y).
Um insgesamt einen wohldefinierten und geschlossenen Ausdruck zu erhalten, mussten wir auch

die Kriimmung F" ins Spiel bringen, denn beim Ableiten von Ausdriicken in VVY erhalten wir
automatisch auch Terme der Form F"Y. So lisst sich technisch erkliren, dass wir am Ende eine
nicht-triviale charakteristische Klasse des Biindels V' erhalten.

Wir versuchen jetzt, die Punkte f am Anfang des Abschnitts zu erkldren.

4.39. BEMERKUNG. Wir hatten in f eine beliebige glatte Abbildung F': M — N zwischen
orientierten Mannigfaltigkeiten in eine Hintereinanderschaltung

F:M-5U- MxN 22N
von drei Typen von Abbildungen zerlegt. Dabei ist U eine Rohrenumgebung des Graphen von F

in M x N wie in Satz und ¢ und j sind die zugehérigen Inklusionsabbildungen. Die letzte
Abbildung ist die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann konstruieren wir I als

Fi: Hlpo(M) 5 HY(U) 25 B (M x N) 225 HES=m(N)

Fiir jede dieser Abbildungen, nennen wir sie f, wollen wir jetzt zeigen, dass fi* = f* beziiglich Poin-
caré-Dualitéit gilt. Denn dadurch sind die Abbildungen ¢, ji und pry wegen Bemerkung [4.30]
unabhéngig von ihrer Konstruktion eindeutig beschrieben. Es folgt weiter, dass

F* =u"oji"opry” .
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Daher ist F'* dual zur Verkettung

Fi=pryojiou.

Man kann auch Funktorialitdt zeigen, dass heifit, sei G: L — M eine weitere glatte Abbildung
zwischen orientierten Mannigfaltigkeiten, dann gilt

(1)

(FoG)*=(FoG)*=G" o F*=G"o [{* und daher (FoG)=FoG).

Wir beginnen mit der Abbildung pry. Formal definieren wir pry durch

(przla)p(w17~--7wk) 2/ al--+  wy, ..., wg) -
Mx{p}

Aus dem Satz von Fubini folgt zunéchst fiir Kartengebiete und dann global fiir alle o €

Q8(M x N) und alle g € Q°(N), dass

Jurrweo= [({fyonmsa) = [ (fye) 2= fomanrns,

somit ist pry* dual zu pry.

Wir betrachten jetzt die Fortsetzung ji durch 0 fiir offene Inklusionsabbildungen j, hier
fiir die Abbildung j: U — M x N. Bereits in Abschnitt haben wir ausgenutzt, dass j*
dual zu j ist, das heifit hier, dass fiir alle o € Q§(U) und alle g € Q*(M x N) gilt

/aAm: fang.
U MxN

Zu guter Letzt sei m: v — M das Normalenbiindel von M 2 graph(F) in M x N vom
Rang n mit Nullschnitt «: M — v, und sei v 2 U C M x N eine Rohrenumgebung wie
in Satz Wegen Homotopieinvarianz gilt 7*.* = id auf H*(v), fiir eine geschlossene
Form 3 € Q°*(v) existiert daher v € Q*~!(v) mit

B =pF+dy.
Fiir alle o € Qf (M) mit da = 0 gilt

/Ma/\L*,BZ/Vﬁ/\TF*Oé/\(T(*L*ﬁ):/‘/L!a/\ﬁ+(—1)k+n/‘/d(bya/\’7)

:/‘/L!a/\ﬂ—f—(—l)kd/vbga/\’y.

Also ist ¢* zu ¢ in der de Rham-Kohomologie dual.

4.40. BEMERKUNG. Zum Schluss kommen wir zu Punkt , das heifit, wir interpretieren die
Schnittzahl in der de Rham-Kohomologie. Allgemeiner sei L eine geschlossene Mannigfaltigkeit,
F: L — N glatt und M C N eine geschlossene Untermannigfaltigkeit. Wir nehmen an, dass F
zu M transversal ist, und bezeichnen die Einschriankung von F' auf das Urbild von M mit f =

Flp-1m

) F~Y (M) — M. Aus

fiir alle p € =1 M folgt mit dem Homomorphiesatz der linearen Algebra, dass

Tp(p)N/TF(p)M = 1m(de)/(1rn(de) N TF(p)M) = TpL/Tp(F_l(M)) 5

wobei der letzte Isomorphismus von dFj,: T,L — T, N induziert wird. Seien vy und vp-1(yp die
Normalenbiindel von M in N und von F~}(M) in L, dann folgt

I/F—l(M) = f*VM .
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Man kann Rohrenumgebungen U = vy und V' = vp-1(5) so konstruieren, dass man ein kom-
mutatives Diagramm der Form

Wp—1(a) > v

F_l(M)% VF_l(M) e V(H-

d o b

tvpyg = Ju
Mc Vg Uc N

erhdlt. Wir schreiben ¢y; = ji 0 ¢y, und Lp-1(M) = JV © Wt (ay

Da L kompakt ist, ist die Abbildung F|y: V — U eigentlich: sei K C U kompakt, dann
ist K C N abgeschlossen, wegen Stetigkeit von F also auch F~}(K) C L. Aber dann ist F~!(K)
auch kompakt. Auf kompakten Mannigfaltigkeiten ersetzen wir H d°R70 durch H3p. Wir diirfen daher
das Diagramm

L 1
YE—1(ay

- - = — Jvi _
Hip(F (M) Hig o " (vp-ran) —= Hgty " (V)& Hg" ™™ (L)
f T dFT T r TF
Hk M)C Lups! HkJrnfm vy ; Hk+n7m U (& H]ngn,m N
dR dR,0 dR.0 iy

betrachten, und wollen zeigen, dass es kommutiert. Das rechte Quadrat kommutiert aufgrund der
Konstruktion der Fortsetzung durch 0 in Bemerkung .

Fiir das linke Quadrat wahlen wir dazu eine Metrik und einen metrischen Zusammenhang
auf vy — M, und verwenden auf vp-1n = ffvy — F~1(M) die zuriickgeholte Metrik und
den zuriickgeholten Zusammenhang. Auflerdem konstruieren wir ®. mit einer ausreichend kleinen
Konstante ¢ fiir beide Biindel. Die Abbildung dF': vp-1(3y) — vas entspricht der induzierten Ab-
bildung f: f*va — var aus Folgerung in der wir auch gesehen haben, dass das linke Quadrat
kommutiert. Insgesamt folgt

F*o Ly = LF_l(M)! o f* .

Jetzt konnen wir die Behauptungen in Punkt am Anfang des Abschnitts iiberpriifen. Wir
nehmen zunichst an, dass dimL = k und m = dimM = n — k gilt. Sei p € F~1(M), dann
trigt TpL = vp-1aplp = f*vam zam einen die Orientierung von L und zum anderen die zuriick-
geholte Orientierung von vy;. Wenn diese Orientierungen gleich sind, ist {p} positiv orientiert,
ansonsten negativ. Daher gilt

#(F,M;N) = > sign(dpF):/ 1:/LF—1(M)!f*1=/F*LM!1.
peF—L(M) F=1(M) L L

Wir kénnen also der Untermannigfaltigkeit M die Form ¢jn11 zuordnen, um die Schnittzahl mit M
in der de Rham-Kohomologie auszurechnen.
Allgemeiner sei 3 € Q¥™m=" (M) geschlossen. Fiir die Form ¢y 3 € QF(N) gilt dann

/F*LM[,B:/LF—I(M)!F*BZ/ f*ﬁ
L L F-1(M)
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