(Korrigierte) Losungen zur linearen Algebra, Blatt 11
Aufgabe 1: Wir sehen, dass die duale Basis (a1, s, a3) zu (v1,v2,v3) gegeben ist durch a =
(-1,2,-1), ag =(1/2,-1/2,1/2), a3 = (—1,1,0); und die duale Basis (81, 82) zu (wy, ws)
besteht aus 8; = (—1,0), B2 = (4,1). Damit erhalten wir

Bi(F(v)) = (-1 0)- (é : i’) . ( ) — (-1 0)- (g) = -3,

B (F(v2)) = (-1 o).(é g = (-1 o).G;):_lz,
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und ebenso
ﬂQ(F(’Ul)) = 17, ﬁQ(F(UQ)) = 60, ﬂQ(F(’Ug)) = 6

Die Matrix von F beziiglich der Basen (v1, vz, v3) und (wq, ws) ist damit

(51(F(v1)) B1(F(v2)) m(F(vg))):(_?, ~12 _2>
Bo(F(v1)) B2(F(v2)) Ba(F(v3)) 17 60 6 )

() -6t ()-8
() -6t () - ()
61 (38)- 1 () ()

Diese Spalten stellen die Bilder G(e1), G(ez) und G(es) als Koordinaten beziiglich der Basis
(w1, ws) dar, also gilt
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s = () + () ()

Glez) = 9-wi +11/2 - wy = <_69> * (110/2) B (8532>
und

Glea) = —3-wi = 3/2-wp = <—§2> * (—3?/2) - <—237/2> '

Das zeigt, dass G fiir die Standardbasen gegeben ist durch die Matrix

(—3%9/2 8;?2 —2?;/2> '



Aufgabe 2: Wir bringen die Matrix, deren Determinante zu berechnen ist, durch elementare
Zeilen- und Spaltenumformungen auf obere Dreiecksgestalt, so dass auf der Diagonale nur
noch die Zahlen 1 und 0 iibrig bleiben. Das liefert

3 70 2 0 -7 3 2 1 -1 -2 2
2 1 1 2 1 -1 -2 2 0 -7 3 2
detl o 3 g [Ty 5 o [Ty 3 2
3 8 29 2 8 03 9 2 8 -3 9
1 —2 -2 2 | =2 —2 2
o =7 3 2| 0 1 -3/7 —2/7
=detly g o [T g g 937 13)7
010 1 5 0 0 37/7 557
1 -2 —2 2
- 0 1 37 27| _
=aedet 0o Y | =2
0 0 0 112/23

Aufgabe 3: Fiir jede Permutation o € S(n) sei X (o) = {(4,4)|i < j,o(i) > o(j)} die Menge
der Fehlstinde und s(o) = (—1)#X(?). Die erste Teilaufgabe folgt aus der zweiten. Wir
beweisen die zweite und die dritte Aussage durch vollstindige Induktion nach der Anzahl
der Elemente in X (o).

Induktionsanfang: Ist X (o) leer, so ist o die identische Abbildung und sign(c) = 1 = s(o).

Induktionsvoraussetzung: Sei k£ > 1, und die Behauptungen seien bewiesen fiir alle Permu-
tationen mit weniger als k Fehlstédnden.

Induktionsschluss: Sei o € S(n) eine Permutation mit k& Fehlsténden. Dann gibt es ein
j€{l,...,n—1} mit o(j) > o(j + 1), denn andernfalls ist o die identische Abbildung.
Die Transposition 7; ;41 erfillt #X (o - 7 j41) = #X (o) — 1. Also ist k — 1 die Anzahl
der Fehlstédnde von o - 7; j41, und nach Induktionsvoraussetzung hat diese Permutation
eine Darstellung id - o7 - - - 07 als Produkt von Transpositionen benachbarter Elemente.
Damit ist 0 =id - oy - - - 07 - 7j j+1 ebenfalls ein solches Produkt. Weiterhin folgt aus der
Induktionsvoraussetzung

s(0) = (=1)* = s(omj,541) - (=1) = sign(07,5+1) - sign(7),j+1)
= Sign(UTj’j+1Tj’j+1) = Sigl’l(()’)7
denn das Signum einer Transposition ist —1, und sign ist mit dem Produkt vertraglich.
Aufgabe 4: Wir beweisen die Formel fiir die Determinante der Vandermonde-Matrix durch eine
vollstdndige Induktion iiber n.

Fir n = 0 ist sie offensichtlich richtig. Wegen der Scherungsinvarianz der Determinante
diirfen wir die folgende Umformung an der Matrix V' vornehmen, ohne die Determinante zu
dndern: Fiir jedes j € n,n — 1,...,1 wird das zg-fache der Spalte j von der Spalte j + 1
abgezogen, beginnend mit 5 = n. Wir erhalten eine Blockmatrix
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und die Determinante dieser Matrix ist nach der Vorlesung die Determinante des unteren
rechten Blocks. Da die Determinante in jeder Zeile linear ist, erhalten wir

n—1
" 1 x4 Ty
H(a:k — xp) - det
k=1 1 =z xn—l
n n

Die Matrix hier ist nun eine Vandermonde-Matrix mit n Spalten, auf die wir die Indukti-
onsvoraussetzung anwenden kénnen. Also gilt

detV = H(.’ﬂk — iL'()) . H (CL']‘ — 1’1) = H (mj - mi)v

k=1 1<i<j<n 0<i<j<n

womit die erste Teilaufgabe gelost ist.

Im zweiten Teil betrachten wir fiir jedes j € {0,...,n} die Funktion p;: K — K, = — x.

Um die lineare Unabhéngigkeit der p; zu beweisen, setzen wir voraus, dass Ag,..., A, € K
die Gleichung
n
> Xp=0
j=0

erfilllen. Geméafl der Aufgabenstellung kénnen wir in K paarweise verschiedene Elemente
xg,. .., T, wihlen. Es gilt

0 n [N pi(xo) Ao

=2 ¢ =V

0 J=0 )‘j p](,fbn) An

wobei V' die Vandermonde-Matrix aus der ersten Teilaufgabe ist. Da die x; paarweise ver-
schieden sind, ist det V' # 0, das Gleichungssystem hat also nur die Losung Ag = ... = A\, = 0.



