Mathe-11-Skript

Markus Junker

18. Juli 2014






Abschnitt 0.0

Wichtiger Hinweis

Dieses Skript ist noch im Entstehen: es kann Liicken und Fehler enthalten und wird
nach und nach korrigiert und ergénzt werden. Bitte teilen Sie mir Korrekturen oder
Verstdndnisschwierigkeiten mit!

Genese

Das Skript basiert auf der in den Sommersemestern 2012 und 2013 gehaltenen Vorle-
sung ,Mathematik II fiir Studierende der Informatik®. Im Sommersemester 2012 hat Lisa
Schiittler eine Mitschrift angefertigt; auf der Grundlage dieser Mitschrift und meiner ei-
genen Notizen ist im Sommersemester 2013 ein unvollstdndiges Skript entstanden, das
von David Zschocke ergéinzt und in schone Form gebracht wurde. Dieses Skript werde
ich nun im Laufe des Sommersemesters 2014 iiberarbeiten und zur Verfiigung stellen.

Beiden — Lisa Schiittler und David Zschocke — gilt mein herzlicher Dank!

»Plagiats-Disclaimer"

Das Skript ist nach in der Mathematik géngiger Vorgehensweise angefertigt. Dies bedeu-
tet, dass es keinen Anspruch auf eine eigene wissenschaftliche Leistung erhebt und keine
eigenen Ergebnisse wiedergibt, sondern die Ergebnisse anderer darstellt. Diese Ergebnis-
se sind iiber Jahrhunderte gewachsen; da Mathematik weitgehend ahistorisch betrieben
wird, ldsst sich in der Regel nicht mehr zuriickverfolgen, von wem welche Fragestellungen,
Begriffe, Sétze, Beweise oder Beweistechniken stammen. Vereinzelt gibt es iiberlieferte
Zuweisungen von Sétzen oder von Beweisen zu Mathematikern (die aber nicht immer
historisch exakt sein miissen).

Die Darstellung des Stoffes orientiert sich an den von mir selbst gehdrten Vorlesungen,
an Skripten von Kollegen und an Biichern. Diese verschiedenen Einfliisse sind nicht zu
trennen und konnen daher nicht einzeln dargelegt werden. Fehler dagegen sind von mir zu
verantworten. Insbesondere bei Formeln empfiehlt sich eine kritische Lektiire, da kleine
Tippfehler aufgrund mangelnder Redundanz gleich massive Fehler bewirken.
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1. Grundlegende algebraische Strukturen

1.1. Strukturen

Informelle Definition

Eine algebraische Struktur besteht aus einer nicht-leeren Grundmenge M mit einer oder
mehreren Operationen (oder Verknipfungen), die gewisse ,schone” Eigenschaften haben.
Die Operationen koénnen innere Operationen sein, das sind Funktionen/AbbildungenE]
M™ — M, oder dufiere Operationen, dies sind z. B. Abbildungen R x M — M fiir eine
feste Struktur R, etwa den Korper R der reellen Zahlen. Auflerdem kann eine Struktur
ausgezeichnete Elemente (,, Konstanten‘) besitzen.

Bei inneren Operation « : M™ — M heiflt n die Stelligkeit der Operation. Es ist also
a : M — M eine einstellige oder undre Operation, a : M? — M eine zweistellige
oder bindre Operation; o : M3 — M eine dreistellige oder terndre Operation, usw.
Der mathematische Formalismus erlaubt es auch, nullstellige Operationen « : M? — M
zu betrachten, Da M° = {(} eine einelementige Menge ist, kann man eine nullstellige
Operation mit dem Bild dieses Elementes, also mit einer Konstanten identifizieren.

In den wichtigen mathematischen Strukturen werden in der Regel ein- und zweistellige
Operationen sowie Konstanten betrachtet. Drei- und hoherstellige Operationen, die nicht
aus einfacheren Operationen zusammengesetzt sind, kommen selten vor.

Beispiele

1. Die Struktur (Z,+): Hier bilden die ganzen Zahlen M = Z die Grundmenge; die
Addition ,, 4+ : M x M — M ist darauf eine zweistellige innere Operation.

2. Die Struktur (Z,-,1): die ganzen Zahlen M = Z mit der Multiplikation ,-“ : M x
M — M und der Konstanten 1 als ausgezeichnetem Element.

3. Die Struktur (Z, +, -): Hier betrachtet man die ganzen Zahlen Z mit zwei zweistel-
ligen Operationen (Addition und Multiplikation) gleichzeitig.

4. Die Menge der Funktionen von R nach R als Grundmenge M mit der zweistelligen
Operation ,,0, d. h. der Hintereinanderausfiihrung von Funktionen, als zweistelliger
innerer Operation.

5. Die Menge M = A* aller Worter {iber einem Alphabet A. Worter sind endliche
Folgen von Symbolen. Eine zweistellige Verkniipfung auf A* ist die Konkatenation,
das Hintereinanderschreiben zweier Worter.

'beide Begriffe benutzte ich synonym
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Teil I, Kapitel 1

Definition: Wichtige Eigenschaften von Operationen

Folgende wichtige Eigenschaften von zweistelligen Operationen % : M? — M und o :
M? — M werden wir betrachten:
e x heilst kommutativ, wenn fir alle mq, mo € M gilt: my * mo = mo * my.
e x heillt assoziativ, wenn fiir alle my, ma, ms € M gilt: myx(maxmg) = (my*meo)xms.
e x heiflt distributiv dber o, wenn fir alle my, mo, mg € M gilt: my * (mg o m3) =
(mq * ma) o (mq *mg) und (mg o mg) * my = (ma *mq) o (mg x my).
e x besitzt ein neutrales Element, falls es ein mg € M gibt, so dass fiir alle m € M
gilt: mg * m = m * mg = m.
e Falls * ein neutrales Element mg € M besitzt, so heifst mo € M inverses Element
von m; € M (beziiglich x), falls mj %« mg = mg * m; = my.

Beispiele

Die zweistelligen Operationen in den Beispielen 1, 2 sind kommutativ, in 4 und 5 nicht;
alle vier sind assoziativ. Im Beispiel 3 ist - distributiv tiber +; die Zahl 0 ist neutrales
Element beziiglich der Addition und die Zahl 1 neutrales Element beziiglich der Multi-
plikation. Im Beispiel 4 ist die identische Abbildung idg neutrales Element beziiglich der
Komposition; die Funktion z + %x ist inverses Element der Funktion z — 2z.

Bemerkung:

Wichtige Strukturen sind Vektorrdume (engl. vector spaces), Gruppen (groups), Ringe
(rings) und Korper (fields). Diese werden nun in den weiteren Kapiteln Thema sein:
Vektorrdume vor allem in Teil I, die anderen Strukturen in Teil II der Vorlesung.

1.2. Monoide

Definition: Monoid
Ein Monoid besteht aus einer nicht-leeren Grundmenge M und einer assoziativen, zwei-
stelligen Verkniipfung o mit einem neutralen Element e € M. Es gibt also eine Abbildung
o: M x M — M, die
e assoziativ ist, d. h. (m1 omg)oms = myo(mgoms) fiir alle my, mg, mg € M erfiillt,
e und ein neutrales Element e € M besitzt, d.h. es gilt eom = m oe = m fir alle
m € M.
Ein Monoid (M, o) heift kommutatives Monoid, wenn die Verkniipfung o zusétzlich

e kommutativ ist, d.h. my o mo = mg o my fiir alle my, mg € M gilt.

Erlduterung

,Monoid* ist séchlich (,das Monoid“) und wird ,Mono-id“ mit Betonung auf der letzten
Silbe ausgesprochen. Das Zeichen o ist ein Platzhalter fiir die Verkniipfung; in einem kon-

10 Fassung von 18. Juli 2014



48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

84

85

86

87

Abschnitt 1.2

kreten Monoid kann dafiir auch ein anderes Zeichen stehen, etwa + im Monoid (N, +,0)
der natiirlichen Zahlen beziiglich der Addition.

Bemerkung:

Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt, d.h. es konnen nicht zwei oder mehre-
re neutrale Elemente fiir die gleiche Operation existieren. Denn falls e und ¢’ neutrale
Elemente sind, so gilt per Definition e = eo e’ = ¢€’.

Verschiedene Operationen haben dagegen in der Regel auch unterschiedliche neutrale
Elemente. So sind die natiirlichen Zahlen N sowohl beziiglich der Addition ein Monoid
— mit neutralem Element 0 — als auch beziiglich der Multiplikation — mit neutralem
Element 1.

Notation: Weglassen von Klammern

Wegen der Assoziativitdt kann man bei iterierten Verkniipfungen Klammern weglassen.
Hterierte Verkniipfung” bedeutet, dass ein durch eine Verkniipfung gegebenes Element
erneut verkniipft wird.

Im einfachsten Fall steht also mj omgoms fiir einen der beiden Ausdriicke (m; omg)oms
oder my o (mg o mg), falls es nur auf das Ergebnis der Verkniipfung ankommt, da dann
beide Ausdriicke das gleiche Ergebnis liefern.

Beispiele

e Die natiirlichen Zahlen N bilden mit der Addition + ein kommutatives Monoid mit
neutralem Element 0.

e Die natiirlichen Zahlen N bilden mit der Multiplikation - ein kommutatives Monoid
mit neutralem Element 1.

e Die echt positiven natiirlichen Zahlen N\ {0} bilden mit der Multiplikation - ein
kommutatives Monoid mit neutralem Element 1.

e Die Abbildungen Abb(A, A) einer Menge A in sich selbst bilden unter der Kompo-
sition o, d. h. der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen, ein Monoid, dessen
neutrales Element die identische Abbildung id4 ist. Wenn A mindestens zwei Ele-
mente a # b besitzt, ist diese Monoid nicht kommutativ, wie man an den konstanten
Abbildungen x + a und x > b sieht, die nicht miteinander vertauschen.

e Wenn A eine Menge ist (in diesem Kontext auch Alphabet genannt), bildet die
Menge A* der endlichen Folgen von Elementen aus A (die ,, Worter diber A“) mit
der Konkatenation (d.h. dem Hintereinandersetzen) ~ ein Monoid. Mit A = {a, b, ¢}
ist also z. B. abaac ccb = abaaccch. Das neutrale Element ist das leere Wort, d.h.
die Folge der Lénge 0, das oft mit A oder ¢ bezeichnet wird. Wenn A mindestens
zwei Elemente enthélt, ist A* nicht kommutativ.

Gegenbeispiele
e Die echt positiven natiirlichen Zahlen N\ {0} bilden mit der Addition + kein Mo-
noid, da es kein neutrales Element gibt.

e Die natiirlichen Zahlen N bilden mit der Exponentiation kein Monoid, da die Expo-
nentiation nicht assoziativ ist, denn z. B. ist 23%) = 29 = 512, aber (2%)? = 8% = 64.

Fassung von 18. Juli 2014 11
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Teil I, Kapitel 1

Zudem gibt es zwar ein ,rechtsneutrales Element“ (da n! = n fiir alle n € N), aber
kein ,linksneutrales Element®.

Notation: Weglassen von Teilen der Definition

Wenn die Menge M mit der Verkniipfung o und dem neutralem Element e ein Monoid
bildet, schreibt man dafiir iiblicherweise (M, o, e) oder (M, o), da e durch o festgelegt ist.
Wenn man sauber arbeitet, unterscheidet man notationell zwischen der Struktur und der
zugrundeliegenden Menge und schreibt dann gerne fiir die Struktur den entsprechenden
Buchstaben in einem anderen Schriftart, also z. B. M oder 9 fiir ein Monoid mit Grund-
menge M. Oft erlaubt man sich aber die notationelle Unsauberkeit, fiir die Struktur und
die Grundmenge das gleiche Symbol (hier z. B. M) zu verwenden.

Bei der Angabe eines Monoids entféllt bisweilen die Angabe der Verkniipfung, wenn aus
dem Kontext heraus offensichtlich ist, welche gemeint ist, oder wenn es eine besonders
natiirliche Verkniipfung gibt. Wenn man z.B. vom Monoid der Wérter {iber einem Al-
phabet spricht oder dem Monoid der Abbildungen einer Menge in sich selbst, meint man
die oben angegebenen Standardbeispiele. Das doppelte Beispiel der natiirlichen Zahlen
— einmal mit Addition und einmal mit Multiplikation — zeigt aber, dass man i.a. auf
die Angabe der Verkniipfung nicht verzichten kann und selbst eine natiirlich wirkende
Operation nicht unbedingt einen Alleinstellungsanspruch hat.

Wenn mehrere (abstrakte) Monoide gleichzeitig betrachtet werden, werden oft die glei-
chen Notationen fiir die Verkniipfungen und neutralen Elemente gebraucht. Es kann also
vorkommen, dass man Monoide (M,o,e) und (N, o,e) betrachtet. Zur Verdeutlichung
schreibt man dann manchmal oy fiir Verkniipfung und ey fiir das neutrale Element von
M und analog ox und ey fiir die Verkniipfung und das neutrale Element von N.
Analoge Bemerkungen zur Notation gelten fiir alle weiteren betrachteten algebraischen
Strukturen!

1.3. Gruppen

Definition: Gruppe

Ein Gruppe besteht aus einer nicht-leeren Grundmenge G und einer zweistelligen Ver-
kniipfung o auf G (der ,,Gruppenoperation‘), die

e assoziativ ist,
e ein neutrales Element e € G besitzt
e und beziiglich der es inverse Elemente gibt, d. h. zu jedem g € G gibt es ein Element
he€Gmit hog=goh=c.
Eine Gruppe (G, o) heifst kommutative Gruppeﬂ, wenn die Verkniipfung o zusétzlich kom-
mutativ ist.

2oder auch Abelsche Gruppe, nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829)

12 Fassung von 18. Juli 2014
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Abschnitt 1.3

Bemerkung:
Jede (kommutative) Gruppe ist also insbesondere ein (kommutatives) Monoid.

Bemerkung:

In einer Gruppe hat jedes Element g ein eindeutig bestimmtes inverses Element, denn
sind h1, he invers zu g, so gilt

h1=h1062h10<g0h2):(hlog)ohgzethZhQ.

Notation: inverses Element
Das beziiglich der Gruppenoperation zu g € G inverse Element wird mit g~! bezeichnet.

Notation: gebriuchliche Notationen fiir Gruppen
Es gibt drei gebrauchliche Notationen fiir Gruppen:

Verkniipfung | neutrales Element | inverses Element

allgemein: o e gt
multiplikativ: . 1 g !
additiv: + 0 —g

Die additive Schreibweise ist im allgemeinen kommutativen Gruppen vorbehalten. Bei
der multiplikativen Schreibweise ldsst man den Multiplikationspunkt auch gerne weg.

Beispiele

e (Z,+,0) ist kommutative Gruppe.

e (Q,+,0), (Q\{0},-,1) und (Q>°,-,1) mit Q% = {qg € Q | ¢ > 0} sind kommutative
Gruppen.

e (R,+,0), (R\{0},-,1) und (R>?,- 1) mit R>? = {r € R | » > 0} sind kommutative
Gruppen.

e (C,+,0) und (C\{0},-,1) sind kommutative Gruppen.
e Ein wichtiges Beispiel einer Gruppe ist die ,yverallgemeinerte Uhren-Arithmetik®,
d.i. die kommutative Gruppe Z,, = ({07 ceo,mo— 1} +m,0), wobei

T4y falls zx +y < m

T +m y = ,,Rest von x 4+ y bei Division durch m* =
x+y—m fallsz+y>m

Fiir n = 12 ist dies die Art, wie man mit Uhrzeiten rechnet (,8 Uhr + 5 Stunden
= 1 Uhr").

e (Sym(A),o,id) ist eine Gruppe, die symmetrische Gruppe iber A. Hierbei bezeich-
net Sym(A) die Menge der Permutationen von A, d.h. der Bijektionen von einer
Menge A in sich selbst, und o ist die Komposition von Abbildungen. Wenn A
mindestens drei Elemente enthélt, ist die symmetrische Gruppe iiber A nicht kom-
mutativ.

Fassung von 18. Juli 2014 13
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Teil I, Kapitel 1

e Die triviale Gruppe besteht nur aus einem Element, ihrem neutralen Element. Ge-
nau genommen gibt es viele verschiedene Realisierungen der trivialen Gruppe: Zum
Beispiel besteht (Zp,+1) nur aus einem Element und auch Sym(A) fiir eine ein-
elementige Menge A. Alle diese Realisierungen sind aber untereinander isomorph,
d.h. (informell) nur verschiedene Bezeichnungen fiir dieselbe Gruppe. Die mathe-
matische Préazisierung der ,Isomorphie* folgt in Teil II.

e Zu jeder Struktur M gibt es die Automorphismengruppe Aut(M), welche aus den
,strukturerhaltenden“ Permutationen von M besteht mit der Komposition von
Funktionen als Gruppenoperation. Was genau ,strukturerhaltend* bedeutet, wird
noch an Beispielen klar werden.

Gegenbeispiele

Die folgenden Strukturen sind keine Gruppen:
e (Z\{0},-,1): Alle Elemente bis auf 1 und —1 haben keine Inverse.
e (Q,-,1): 0 hat kein Inverses.

Definition: Gruppentafel

Die Gruppentafel ist eine Tabelle, in der alle méglichen Verkniipfungen zweier Elemente
der Gruppe aufgefiihrt sind. Eine Gruppe ist kommutativ, wenn die Gruppentafel mit
der Diagonale von links oben nach rechts unten eine Symmetrieachse besitzt. Bei nicht-
kommutativen Gruppen muss man klarstellen, in welcher Reihenfolge die Verkniipfung
in der Tabelle naufzufassen ist.

Beispiele

e Zu Z4 ist die Gruppentafel:

+10 1 2 3
0(0 1 2 3
111 2 3 0
212 3 0 1
313 0 1 2

e Allgemeiner kann man natiirlich fiir jede zweistellige Verkiipfung solch eine Ver-
kniipfungstafel aufstellen. Wenn man etwas das Monoid Abb(A, A) fir die zwei-
elementige Menge A = {a,b} betrachtet, so besteht Abb(A, A) aus den folgenden
vier Abbildungen: idg :x — x, ¢p :x+—a, ¢y : x — bund 7 : a+— b, b— a. Hierfiir
ist die Verkiipfungstafel:

o ‘ id A Cq Cp T

idg |idg ¢co & T
Ca | Ca Ca Cq Cq
Cp Cp Cp Cp Cp
T T ¢y cq 1idg
mit der Konvention, dass in der Tafel fog dargestellt ist, wobei f in der ersten Spalte
und ¢ in der obersten Zeile angegeben ist. Dieses Monoid ist nicht kommutativ, was

14 Fassung von 18. Juli 2014



164

165

166

167

168

169

170

171

172

173

174

176

177

178

179

180

181

182

Abschnitt 1.4

man an der fehlenden Symmetrie der Verkiipfungstafel sieht. Daher ist es wichtig
anzugeben, in welcher Reihenfolge die Verkiipfung aufzufassen ist.

e Die kleinste nicht-kommutative Gruppe ist Sym(B) fiir eine drei-elementige Men-
ge B. diese Gruppe hat sechs Elemente. Als Ubung kann man die Gruppentafel
aufstellen.

Bemerkung:

Man sieht bei genauerem Hinschauen, dass manche der in den Beispielen angegebenen
Gruppen von einfachen Beispielen fiir Monoide herstammen. Diese Monoide wurden so
verdndert, dass sie auch die Anforderungen an Gruppen erfiilllen. Man kann zum einen
versuchen, fehlende inverse Elemente hinzuzunehmen (Beispiel: Konstruktion von (Z, +)
aus (N, +)). Dies ist aber nicht immer moglich. Manchmal geniigt es dann, wenige sto-
rende Elemente wegzulassen (Beispiel: Konstruktion von (Q>Y,-) aus (N, ) unter Weglas-
sen der Null). Zum andern erhélt man manchmal aus Monoiden interessante Gruppen,
indem man die Elemente herausgreift, die bereits Inverse haben (Beispiel: Sym(A) in
Abb(A, A)).

Zur Zahl 0 in (N, -) kann man kein inverses Element hinzunehmen, ohne die Assoziativitét
aufzugeben. Denn giibe es in einer Erweiterung ein Element 07!, miisste z. B.

1=0-0'=(2-00-0'=2-(0-00H)=2-1=2

gelten.

Ahnlich sieht man bei Abbildungen, dass es kein (Links-)Inverses fiir & geben kann, wenn
hogy = ho gy fiir g1 # go gilt, und kein (Rechts-)Inverses, wenn g; o h = g9 o h gilt.

1.4. Ringe

Definition: Ring

Ein Ring besteht aus einer nicht-leeren Menge R, zwei zweistelligen Verkniipfungen +
und - auf R (in der Regel Addition und Multiplikation genannt) und Elementen 0 und 1
(in der Regel Null und Eins genannt), fir die gilt:

e (R,+,0) ist eine kommutative Gruppe;
e (R,-,1) ist ein Monoid;
e - ist distributiv liber +, d. h. es gelten die Distributivgesetze:

(ri+mry)-s=(r1-s)+(ra-s)
s-(r1+mr2)=(s-r1)+(s-r2)

fiir alle r1,79,s € R.

Ein Ring (R, +, ) heifit kommutativer Ring, wenn die Multiplikation zusétzlich kommu-
tativ ist.

Fassung von 18. Juli 2014 15
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Teil I, Kapitel 1

Erlauterung

Genauer handelt es sich hier um Ringe mit Eins oder unitdre Ringe. Es gibt ein allge-
meineres Konzept von ,Ring*, bei dem es kein neutrales Element der Multiplikation zu
geben braucht. Bei der Lektiire anderer Skripte oder Biicher muss man daher vorsichtig
sein, da eine andere Definition benutzt sein konnte.

In einem kommutativen Ring folgt natiirlich jedes der beiden Distributivgesetze aus dem
anderen.

Notation: Weglassen von Klammern

Zur Ersparnis von Klammern fiihrt man die iiblichen ,Vorfahrtsregeln* ein, also ,,Punkt
vor Strich®. Den Multiplikationspunkt lasst man gerne weg. Das erste Distributivgesetz
kann man also kurz als (r1 + r2)s = 718 + ros schreiben.

Bemerkung: Vertraute Rechenregeln

Aus den Axiomen fiir Ringe ergibt sich, dass r- 0 =0-r = 0 fiir alle r € R ist. Denn es
giltr-0=7r-(0+0)=r-0+r-0. Also ist

0=r-0+(~(r-0)=r-04r-0+(~(r-0)=r-04+0=r-0,

und analog fiir die vertauschte Reihenfolge.

Ahnlich sieht man, dass (—7)-s =7 (—s) = —(r-s) fiir alle r, s € R gilt. Auch hier kann
man daher Klammern einsparen.

Vorsicht: Nicht alle aus dem Ring der ganzen Zahlen vertrauten Rechenregeln gelten
in beliebigen Ringen. Zum Beispiel gilt im Ring Zg (siehe in den folgenden Beispielen)
263 =0, ohne dass 2 = 0 oder 3 = 0 gelten wiirde.

Beispiele

e Die Definition verbietet nicht, dass 0 = 1 ist. In diesem Fall folgt aber r =r -1 =
r-0 =0 fir alle r € R, und es liegt der sogenannte triviale Ring vor, der nur aus
einem einzigen Element besteht.

e Z, Q, R und C — jeweils mit der iiblichen Addition und Multiplikation — sind
kommutative Ringe.

e Die Gruppe Z,, (siehe Beispiele zu kann durch eine analog definierte Multi-
plikation -, zu einem kommutativen Ring gemacht werden: z -, y rechnet man
dadurch aus, dass man von dem normalen Produkt in Z den Rest bei der Division
durch m nimmt, also solange m abzieht, bis man im Bereich {0,...,m — 1} landet.

e Die Polynome mit Koeffizienten in einem Ring R und der Unbekannten X bilden
mit der bekannten Polynomaddition und -multiplikation den Polynomring R[X],
also z. B. R[X]: Polynome mit einer Unbekannten X und Koeffizienten in R, oder
Z[X]: Polynome mit einer Unbekannten X und Koeffizienten in Z.

Nimmt man mit einer neuen Unbekannten Y z. B. den Polynomring R[X] als Koef-

fizientenbereich, erhélt man den Polynomring mit zwei Unbekannten X und Y mit
Koeffizienten in R, also R[X][Y] = R[X,Y].
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1.5. Korper

Definition: Korper

Abschnitt 1.5

Ein Kérper besteht aus einer nicht-leeren Menge K, zwei zweistelligen Verkniipfungen +
und - auf K (Addition und Multiplikation) und Elementen 0 und 1 (Null und Eins), fiir

die gilt:
o 0#£1,;

o (K,+,0) und (K \{0},-,1) sind kommutative Grupperﬂ;
e es gelten die Distributivgesetze wie bei Ringen.

Erlduterung

Mit der gleichen Rechnung wie bei Ringen zeigt man, dass 0 - k = 0 fiir alle k£ € K ist.
Damit sieht man, dass die Multiplikation auf ganz K assoziativ ist und 1 als neutrales
Element hat, d.h. dass (K,-,1) ein kommutatives Monoid ist. Jeder Korper ist also

insbesondere ein kommutativer, nicht-trivialer Ring:

Beispiele

e Q, R und C mit der iiblichen Addition und Multiplikation sind Koérper.
e ['iir Primzahlen p ist Z, mit den definierten Operationen +,, und -, ein Kérper

und wird dann oft mit I, bezeichnet.

e R(z) ist der Korper der rationalen Funktionen iiber R,

Definition: Fq

R(z)

{

P(x)
Q(z)

‘P,QE]R[:E],Q;&O}.

Besonders interessant fiir die Informatik ist der Korper Fo, der aus den beiden Elementen
0 und 1 besteht mit folgenden Verkniipfungen:

+]0 1 1
0[]0 1 0[0 0
11 0 1/0 1

3Es gibt auch das allgemeineres Konzept eines Schiefkérper, bei dem die Multiplikation nicht kommu-

tativ zu sein braucht.
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1.6. Exkurs: Aquivalenzrelation

Definition: bindre Relationen

Sei M eine Menge. Eine zweistellige Relation (oder bindre Relation) R auf M ist eine
Eigenschaft von Paaren von Elementen von M. Sie kann mit der Teilmenge der Paare
von M x M identifiziert werden, auf die die Eigenschaft zutrifft.

Fiir a,b € M schreibt man aRb (oder auch Rab), wenn R auf (a,b) zutrifft.

Beispiele

e Auf M = N sind die Ordnungsrelationen <, <, > und > vier Beispiele binédrer
Relationen. Zum Beispiel gilt 2 < 3, d.h. die durch < ausgedriickte Eigenschaft
wKleiner als* trifft auf das Paar (2,3) zu, wéhrend 2 < 2 nicht gilt, d. h. die Kleiner-
Eigenschaft, trifft auf das Paar (2,2) nicht zu. Man kann die Kleiner-Relation durch
die (manchmal Graph der Relation genannte) Menge {(a,b) € N x N | a < b}
beschreiben.

e Ein weiteres Beispiel einer bindren Relation auf N ist die Teilbarkeitsrelation, die
mit einem senktrechten Strich | bezeichnet wird: a | b ist genau dann wahr, wenn
die Zahl a die Zahl b ohne Rest teilt. Es gilt also zum Beispiel 3 | 15, aber nicht
3| 14. dafiir schreibt man 3 f14.

e Eine besondere Relation ist die Gleichheitsrelation =, die genau auf die Paare
zutrifft, deren beiden Komponenten gleich sind. Zu beachten ist hier, dass links und
rechts des Gleichheitszeichens in der Regel nur Namen fiir Elemente stehen (z. B.
Rechenausdriicke) und nicht die Elemente selbst. So gilt z. B. in den natiirlichen
Zahlen 3 + 5 = 8, weil darin sowohl ,,3 + 5¢ als auch ,,8 Bezeichnungen desselben
Elements sind. Ist man dagegen in {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,+}*, so sind ,,3 + 5 und
,8¢ verschiedene Worter iiber der gegebenen Symbolmenge.

Definition: Eigenschaften binirer Relationen
Sei R eine bindre Relation.
o R heifit ,reflexiv®, falls Rmm fiir alle m € M gilt.
e R heifit ,symmetrisch®, falls fiir alle mi, mo € M gilt: Rmimo < Rmaom,.

e R heifst ,transitiv®, falls fiir alle mq,mo, mg € M gilt: wenn Rmimso und Rmsoms,
dann auch Rmims.

Beispiele

Von den oben betrachteten Relationen auf N sind =, <, > und | reflexiv, < und > sind
nicht reflexiv. Abgesehen von = ist keine der Relationen symmetrisch. Alle betrachteten
Relationen sind transitiv.

18 Fassung von 18. Juli 2014
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Abschnitt 1.6

Definition: Aquivalenzrelation und Aquivalenzklassen

Eine Aquivalenzrelation ~ auf M ist eine reflexive, symmetrische und transitive binére
Relationen auf M. Die Aquivalenzklasse von m € M bzgl. ~ist m/ :={n € M | m ~

n} ]

Erlduterung

Fiir Aquivalenzklassen gibt es keine Standardnotation. Andere verbreitete Schreibweisen
sind [m|~, [m]~ oder auch kurz [m], [m] oder m, falls aus dem Kontext klar ist, um
welche Relation es sich handelt.

Bemerkung:
Die Aquivalenzklassen bilden eine Partition von M, d.h.

i UmEM m/N = M;

e zwei verschiedene Aquivalenzklassen sind disjunkt.
Die Aquivalenzklassen von Elementen my, ms sind also entweder gleich (némlich genau
dann, wenn mj ~ mgy) oder disjunkt (wenn my % mg).
Umgekehrt liefert jede Partition von M eine Aquivalenzrelation, deren Aquivalenzklassen
gerade die Teilmengen der Partition sind: Zwei Elemente sind genau dann dquivalent,
wenn sie in derselben Teilmenge der Partition liegen.

Definition: Reprasentant, Repriasentantensystem

Falls K C M eine Aquivalenzklasse ist und m € K, dann heilt m Vertreter (oder Repri-
sentant) der Klasse. Ein Vertreter- oder Reprisentantensystem von ~ ist eine Teilmenge
von M, die aus jeder Aquivalenzklasse genau einen Vertreter enthélt.

Erlduterung

Ein in der Mathematik sehr hiufiges Verfahren besteht darin, Aquivalenzklassen als neue
mathematische Objekte einzufithren. Darin kann man einen Abstraktionsprozess sehen:
Die Aquivalenzrelation driickt eine gemeinsame Eigenschaft aus; die Aquivalenzklasse
steht fiir das jeweils Gemeinsame. Als nicht-mathematisches Beispiel konnte man sich ei-
ne Menge von Gegenstinden vorstellen, auf denen man die Aquivalenzrelationen ,gleiche
Form“ oder ,gleiche Farbe“ betrachtet. Die Aquivalenzklassen entsprechen dann den For-
men bzw. Farben, fiir die man u. U. (noch) keine Namen hat. Mathematisch gesprochen
koénnte man dann die Aquivalenzklassen als die Formen bzw. Farben definieren.

Im mathematischen Kontext kommt es hiufig vor, dass man die Menge der Aquivalenz-
klassen selbst wieder als eine Struktur auffassen moéchte und darauf Operationen definie-
ren will. Dies geschieht in der Regel dadurch, dass man die Operationen auf Vertretern

4Achtung: Fiir Aquivalenzklassen gibt es keine Standardnotation. Andere Schreibweisen sind [m]~,
[m]~, [m], [m], m, wobei die letzten Notationen voraussetzen, dass die Aquivalenzrelation aus dem
zusammenhang bekannt ist.
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der Aquivalenzklassen definiert, und zwar entweder auf einem ausgewéhlten Vertretersys-
tem oder auf beliebigen Vertretern. In letzterem Fall muss man zeigen, dass die Definition
vertreterunabhdingig (,,wohldefiniert) ist, d. h. nicht von der Wahl der Vertreter abhéngt.
Ein bekanntes Beispiel soll dies verdeutlichen:

Beispiele

Briiche, d.h. die rationalen Zahlen Q, werden als Aquivalenzklassen von Paaren gan-
zer Zahlen eingefiihrt. Genauer betrachtet man auf der Menge M = Z x (Z \ {0}) die
Aquivalenzrelation

(ml,nl) ~ (MQ,TLQ) I My N = Mo - Ng.

Die Aquivalenzklasse von (m,n) entspricht dabei dem Bruch 2. Ein Beispiel fiir ein
Vertretersystem ist {(m,n) | n > 0,m und n teilerfremd}, was der gekiirzten Darstellung
von Briichen mit positivem Nenner entspricht.

Wenn man nun die Addition von Briichen defineren will, kann man das auf diesem Ver-
tretersystem tun durch

() + (') o=

mn' +m'n nn' >

ggT(mn' + m'n,nn’)” ggT(mn’ +m/n,nn’)

(wobei ,,ggT* fiir den positiven grofiten gemeinsamen Teiler steht) oder auf beliebigen
Représentanten durch

(m,n) + (m',n) == (mn’ +m/n,nn’).

Letzteres ist als Definition viel einfacher, aber iiberhaupt nur sinnvoll, wenn das Ergebnis
nicht von der Wahl der Représentanten abhéngt. Dies bedeutet: Falls (mq,n1) ~ (ma, ng)
und (m},n}) ~ (mfh,ny), dann muss (mq,n1) + (mf,n}) ~ (ma, n2) + (mfh, nh) gelten.

Man kann nun nachrechnen, dass dies stimmt! Denn nach Voraussetzung ist mine =
meni und minf = mhn}. Also ist

! ! li / / ! !
(miny +mini) - nany = miningny + miningng

/ / / / / / /
= mangning + mongniny = (Mang + mana) - n1ng

20 Fassung von 18. Juli 2014
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2. Vektorraume

2.1. Vektorraume

Sei K ein Korper, also z.B. K = R oder K = Fy (dies werden die hauptséchlichen
Beispiele in dieser Vorlesung sein). Zur Verdeutlichung sind die Korperelemente und
-operationen voriibergehend mit einem Index K gekennzeichnet, also +x, — g, 'k, 0K, 1 k.

Definition: Vektorraum

Ein K-Vektorraum V besteht aus einer nicht-leeren Menge V' zusammen mit einer zwei-
stelligen inneren Verkniipfung + : V' x V' — V (der Addition) und einer duferen Ver-
kniipfung - : K x V' — V (der Skalarmultiplikation), fiir die gilt:

e (V,+) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0y ;
e cs gelten folgende Regeln fir die Skalarmultiplikation:

k-(v1+v2):(k‘-vl)+(k-vg)
(k1 +x k2) -v=(k1-v)+ (k2 - v)
(kil'Kk‘Q)'U:k‘l'(k‘Q"U)

lg-v=2

fir alle k, k1, ko € K und v,vq,v9 € V.
Falls aus dem Kontext klar ist, um welchen Korper K es geht, spricht man auch kurz

von ,Vektorraum‘ statt von ,, K -Vektorraum®. Elemente von V heiften Vektoren, Elemente
von K Skalare.

Bemerkung;:

Im Unterschied zu einem Ring kann man Vektoren in einem allgemeinen Vektorraum
nicht miteinander multiplizierenE]. Manche Rechenregeln gelten aber wie in Ringen und
lassen sich analog beweisen, so gilt fiir alle kK € K und v € V:

k . OV - OV

OK sV = OV

k- (=vv) = (—xk) v=—v(k-v)

Hier steht der Klarheit halber — &k fiir das additive Inverse von k& im Koérper K und — v
fiir das additive Inverse von v im Vektorraum V.

'In speziellen Fillen gibt es allerdings Vektorprodukte

21
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Notation:

In Vektorrdumen benutzt man die gleichen notationellen Kurzformen wie bei Ringen
(Klammersparregeln und Weglassen des Multiplikationspunktes). Auch werde ich von nun
an die Indizes K und V in der Regel weglassen. Dadurch bekommen 0, 4, — und - zwar
eine doppelte Bedeutung; es sollte aber aus der Situation immer klar werden, welche Null
gemeint ist bzw. in welcher Struktur gerade gerechnet wird. Eine Skalarmultiplikation
liegt immer dann vor, wenn links ein Korperelement und rechts ein Vektor steht. Wenn auf
beiden Seiten ein Korperelement steht, handelt es sich um die Multiplikation im Korper.
Die Addition kann nur zwischen zwei Vektoren oder zwischen zwei Korperelementen
stehen.

Beispiele

e R” also die Menge der n-Tupel reeller Zahlen, ist ein R-Vektorraum mit kom-
ponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation. Die Tupel koénnen als z. B. als
Zeilenvektoren (r1,...,ry) geschrieben werden. Dann ist also

(riy.oyrmn) + (S1,..+y8n) = (r1+ 81, , 7 + Sp)

(P, ) = (rr1, .o, Ty)

e Spezialfille hiervon:
Fiir n = 2 erhélt man die koordinatisierte reelle Ebene: Wenn man zwei verschiedene
Koordinatenachsen in der Ebene wahlt, kann man jeden Punkt der Ebene mit dem
Paar (x,y) seiner Koordinaten identifizieren.
Fiir n = 3 erhélt man analog den koordinatisierten reellen Raum: Die Wahl drei-
er nicht in einer Ebene liegender Koordinatenachsen erlaubt es, jeden Punkt des
Raumes mit dem Tripel (z,y, z) seiner Koordinaten identifizieren.
Fir n = 1 erhilt man die koordinatisierte reelle Gerade: Die Wahl des Koordi-
natensystems reduziert sich in diesem Fall auf die Wahl des Ursprungs und des
Mafstabes.
Ein Element von R!, also ein 1-Tupel (r) mit 7 € R, kann man mit der reellen Zahl
T identiﬁzierenﬂ in diesem Fall sind also Vektorraum und Skalarenkorper gleich.
Fiir n = 0 erhiilt man den einelementigen Vektorraum R° = {0}.

e Allgemeiner kann man Folgen reeller Zahlen betrachten, also den R-Vektorraum
R := {(7“0,7"1,7“2, on) ! r; € R}, ebenfalls mit komponentenweisen Operationen,
also

(TO,T’l,T‘Q,.--)+(50,81,52,.--) = (T0+SO7T1+517TQ+527"')

7 (ro, 1,72, ... ) = (T 1o, 7T, T T2, )

2Man kann n-Tupel auf verschiedene Weise definieren, z. B. n-Tupel iiber R als Funktionen {1,...,n} —
R. In diesem Fall haben Elemente von R* formal einen anderen Typ als Elemente von R und das Weg-
lassen der Klammer von (r) nach r steht tatsichlich fiir eine Identifikation. Bei anderen Definitionen
ist u. U. R' tatsichlich gleich R; dann sind (r) und 7 nur zwei Notationen fiir dasselbe Element.
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Abschnitt 2.1

Die Polynome mit Koeffizienten aus R bilden ebenfalls einen R-Vektorraum mit
der iiblichen Addition und der Skalarmultiplikation - > "1 ;7 X" = 3" (r-r;) X"
Wenn man Skalare mit konstanten Polynomen identifiziert, ist dies gewissermafsen
ein Teil der Ringstruktur auf R[X].

All die bisherigen Beispiele funktionieren fiir beliebige Korper, d. h. fiir jeden Kérper
K erhélt man K-Vektorraume K", K>, K[X].

Da R ein Teilkérper von C ist, kann man jeden C-Vektorraum auch als R-Vektorraum
betrachten, indem man die Skalarmultiplikation auf reelle Skalare einschrinkt. Ins-
besondere ist C selbst sowohl C-Vektorraum als auch R-Vektorraum. Als R-Vek-
torraum kann man ihn mit R? identifizieren (,Gaufische Zahlenebene).

R ist dagegen kein Fao-Vektorraum. R enthélt zwar ebenfalls Elemente 0 und 1 wie
Fy; diese verhalten sich aber in Fo anders als in R (d.h. Fy ist kein Teil- oder
Unterkorper von R), denn 1y, 45, 1p, = Os,, aber 1z 45 1 # Og.

Sogilt z.B. 2v2=(1-v2) +2 (1-v2) # (1 +¢,1) - vV2=0-v2=0.

Die aus der Schule als ,Pfeile in der Ebene® (oder analog im Raum) betrachteten
Vektoren kann man auf mehrere Weisen in den Begriff des Vektorraums einsortieren.

1. Man betrachtet Pfeile als orientierte Geradenstiicke in der Ebene und definiert
darauf die Aquivalenzrelation der ,Parallelitét: Zwei Pfeile sind parallel, falls
sie gleiche Lange und Richtung (inklusive Orientierung) haben, also durch ei-
ne Parallelverschiebung der Ebene ineinander iibergehen. Vektoren sind nun
Parallelitdtklassen von Pfeilen: Die Skalarmultiplikation eines Pfeiles mit ei-
ner reellen Zahl r besteht dann aus der Streckung um das r-fache (de facto
eine Stauchung, falls |r| < 1, und orientierungsumkehrend, falls » < 0); die
Addition durch ,Dreiecksbildung: man wéhlt einen Représentanten vg aus der
Klasse von v, den Reprisentanten wg aus der Klasse von w, dessen Anfangs-
punkt der Endpunkt von vy ist, und setzt fiir v + w die Aquivalenzklasse des
Pfeils vom Anfangspunkt von vy zum Endpunkt von wg. Natiirlich muss man
dann zeigen, dass diese Operationen repriasentantenunabhingig sind.

2. Man wihlt ein Reprisentantensystem der Aquivalenzklasse der Pfeile, nimlich
diejenigen, welche von einem festgewahlten Ursprung ausgehen. Die Streckung
bei der Skalarmultiplikation geht dann immer vom Ursprung aus; bei der Ad-
dition muss man beide Pfeilen zu einem Parallelogramm ergénzen und die vom
Ursprung ausgehende Diagonale wiahlen (man muss dies passend interpretie-
ren, falls beide Vektoren in die gleiche Richtung gehen).

3. Man kann durch ein fest gewéihltes Koordinatensystem jeden Punkt (x,y) von
R? mit dem Pfeil von (0,0) nach (x,y) identifizieren.

All dies sind verschiedene Betrachtungsweisen der gleichen Struktur. Die vielleicht
am umstidndlichsten erscheinende erste Version hat den Vorteil, unabhéngig von
der Wahl eines Koordinatensystems oder Ursprungs zu sein.

Notation: Zeilen- und Spaltenvektoren

Fiir Elemente v aus dem K-Vektorraum K™ gibt es zwei Standardschreibweisen:
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e als Zeilenvektor (k1,ke,...,k,) oder (k1 k2 ... ky) (die Kommata dienen nur der
Lesbarkeit und haben keine Bedeutung)
k1
ko

e als Spaltenvektor
kn
Beides sind nur verschiedene Schreibweisen desselben Objekts. In den kommenden Ab-

schnitten wird es aber, abhéngig von der Situation, gilinstiger sein, die eine oder die
andere Variante zu wahlen.

2.2. Untervektorraume und Erzeugende

In diesem Abschnitt sei V stets ein K-Vektorraum.

Definition: Untervektorraum

U C V heifst K-Untervektorraum von V, falls U unter den eingeschrénkten Operationen
selbst ein K-Vektorraum ist, d. h. falls 0 € U und fiir alle w,u;,us € U und k € K die
Elemente u; + us, —u und £ - w in U liegen. Man schreibt dafiir U < V.

Wenn der Korper K durch den Kontext bekannt ist, sagt man auch kurz ,,Untervektor-
raum” statt ,, K-Untervektorraum®. Aufserdem verkiirzt man bisweilen ,,Untervektorraum
zu ,,Unterraum®.

Bemerkung:

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass sich Regeln wie Assoziativitdt, Kommu-
tativitdt und Distributivitdt oder die Neutralitdt von 0 automatisch auf Teilmengen
iibertragen.

Die Abgeschlossenheit beziiglich Negation folgt aus den anderen Regeln, da —u = (—1)-u.
Wenn U # (), etwa u € U, folgt 0 = u+ (—u) € U. Untervektorrdume sind also genau die
nicht-leeren, beziiglich Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossenen Teilmengen.

Beispiele
Sei K = R und V = R?. Die R-Untervektorrdume von V sind dann:
e der triviale Untervektorraum {0y };

e alle Teilmengen der Form {(z,y) € R? | ax + by = 0} fiir feste a,b € R — dies sind
die Geraden durch den Ursprung (0, 0);

e der ganze Vektorraum R?.
Gegenbeispiele
Keine Untervektorraume sind:

e Die Punkte eines Kreises bilden keinen Untervektorraum des R? (weder abgeschlos-
sen unter Addition, noch unter Skalarmultiplikation).
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e Die Flache zwischen zwei sich schneidenden Geraden ist kein Untervektorraum des
R? (abgeschlossen unter Skalarmultiplikation, aber nicht unter Addition).

e Die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, also das ,Gitter Z? (abgeschlossen unter
Addition, aber nicht unter Skalarmultiplikation).

Satz 1 Der Schnitt von beliebig vielen K-Untervektorrdumen von V ist wieder ein K-
Untervektorraum von V.

Beweis zu 1:

Man priift leicht anhand der Definition nach, dass dies gilt. Falls zum Beispiel u,v €
(Nicr Ui fiir Untervektorrdume U, so sind u, v € U; fiir alle 4 € I, also ist auch u+v € U;
fir alle ¢ € I und mithin u + v € (,.; U;. Analog fiir die anderen Eigenschaften.

il
Definition: erzeugter Untervektorraum

Sei X C V. Der von X in V erzeugte Untervektorraum (X) ist der Schnitt aller Untervek-
torrdume von V, die X enthalten. Wegen dem vorangehenden Satz ist dies der beziiglich
Inklusion kleinste Untervektorraum von V', der X enthélt.

Sprech- und Schreibweisen
Fir ({v; | ¢ € I}) schreibt man auch kurz (v; | @ € I) und fir ({vy,...,v,}) kurz
<’U17 ce ,Q}n>.
Der von X erzeugte Untervektorraum heifst auch das Erzeugnis von X.
Ist V.= (v; | i € I), so sagt man
o die v; (i € I) ,erzeugen V* oder
e die v; (1 € I) ,sind Erzeuger (oder Erzeugende) von V* oder
o {v; | i€ I} st ein Erzeugendensystem von V*
oder Varianten hiervon.

V heifst endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt.

Definition: Linearkombination

Sei X C V. Eine Linearkombination von X ist ein Ausdruck der Form kiz1 +- -+ k,2n
mit k; € K und z; € X. Die Linearkombination heiflt nicht trivial, wenn mindestens ein
k; nicht null ist.

Notation:

Falls X unendlich ist, soll fiir Ausdriicke )y k.2 gelten, dass alle k, bis auf endlich
viele null sind und die Summe nur iiber die endlich vielen k,z gebildet wird, fiir die
kx # 0 ist. Damit bezeichent ) __ k,x also eine Linearkombination von X.
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Satz 2 Der von X C V erzeugte Untervektorraum besteht aus allen durch Linear-
kombinationen von X beschriebenen Elemente von V. Insbesondere ist (vy,...,v,) =
{kl’l)l—l-”-—i-kn’l)n ’ ki,....kn EK}.

Beweis zu 2:

Da jeder Untervektorraum unter Summen und Skalarmultiplikation abgeschlossen ist,
enthalt er mit vy, ..., v, auch jedes durch eine Linearkombination von vy, ..., v, gegebe-
ne Element. Dies gilt also insbesondere fiir das Erzeugnis einer vy, ..., v, enthaltenden
Menge. Also gilt die Inklusion ,, O im Satz.

Fiir die umgekehrte Inklusion ,,C“ reicht es zu sehen, dass die Menge der durch Linear-
kombinationen von X beschriebenen Elemente unter Addition und Skalarmultiplikation
abgeschlossen ist und alle Elemente von X enthilt: Dies gilt, da D v kzz+) k.o =

zeX Vx
Yovexke Hhx, k- cxkr = cx(k-ky)rund x =1 2.

Erlduterung

Falls X = () ist nach Definition (#) = {0}. Satz 2 stimmt auch in diesem Fall, da der
Wert der ,leeren Summe* ) k2 als 0 definiert wird.

Beispiele

e (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) erzeugen R3, da sich jedes Element (x,y, z) € R? schreiben
lasst als - (1,0,0) +y - (0,1,0) + z - (0,0, 1).

e Ebenso ist (—1,0,0),(0,2,0),(0,0,1),(1,1,1) ein Erzeugendensystem von R3.

e (0,1,0),(0,0,2), (0,3, —2) dagegen erzeugen einen echten Untervektorraum von R3,
namlich {(0,r,s) | r,s € R}.

e Die Folgen (1,0,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),... erzeugen einen echten
Untervektorraum von R*°, namdlich den Untervektorraum der Folgen von endli-

chem Trager, das sind Folgen (rg,71,72,...), bei denen alle 7; b is auf endlich viele
null sind.

2.3. Lineare Unabhangigkeit, Basis, Dimension

Sei wieder stets V' ein K-Vektorraum, und sei X C V eine Menge von Vektoren.

Definition: Lineare Abhéngigkeit

Ein Vektor v € V ist linear abhdngig von X, falls v € (X), d.h. falls es 1, ..., 2, € X
und ki, ..., k, € K gibt mit v = k21 + - - - + kpxy.
X ist linear unabhdngig, falls kein x € X linear abhéngig von X \ {z} ist.
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Satz 3 Eine Menge von unendlich vielen Vektoren ist genau dann linear unabhéngig,
wenn jede endliche Teilmenge linear unabhéngig ist.

Beweis zu 3:
Folgt unmittelbar aus der Definiion.
Vorsicht

vor den Tiicken der Mengenschreibweise bei Doppelnennungen:

Angenommen die Menge {v1, v} ist linear unabhéngig und vy = v3. Dann ist {v1, ve,v3} =
{v1, v2} linear unabhéngig, aber vs ist linear abhéngig von {v1,v2}. Dies liegt daran, dass
hier {v1} = {v1,v2,v3} \{vz} # {v1,v2}. Diese Schwierigkeit wird mit der folgenden De-
finition umgangen.

Definition: Menge ohne Doppelnennungen

{vi | i € I} heikt Beschreibung einer Menge ohne Doppelnennungen, falls v; # v; fiir
i # j, also falls die Elemente v; fiir 7 € I paarweise verschieden sind.

Anders ausgedriickt: die Abbildung I — V, i — v; ist injektiv, oder, noch einmal anders
ausgedriickt, v; ¢ {v; | i € I'\ {j}} fiir alle j € I.

Der Kiirze halber spreche ich von ,Menge ohne Doppelnennungen®, obwohl es sich nicht
um eine Eigenschaft der Menge, sondern ihrer Beschreibung handelt.

Satz 4 {vy,...,v,} ist genau dann linear unabhéngig und ohne Doppelnennungen, wenn
nur die triviale Linearkombination Null ergibt, d. h. wenn kv + - - - + k,v, = 0 nur fir
k1=0,...,k, =0 gilt.

Beweis zu 4:
Wenn die Menge linear abhingig ist oder Doppelnennungen vorliegen, gilt etwa v, €

(vg, ..., vn( (sonst Umindizieren!), also v(—1) - v1 + kovg + - - + kv, = 0.

Wenn es umgekehrt eine Darstellung kivy + - - + kpv, = 0 gibt, bei der etwa ki # 0,
so folgt v; = *%Ug 4+ o+ (—%)vn, also ist entweder v; € {va,...,v,} und es gibt
Doppelnennungen oder die Menge {v1,...,v,} ist linear abhéngig.

Aus Satz 4 folgt unmittelbar eine allgemeine Version auch fiir unendliche Mengen:

Satz 5 Eine Menge {v; | ¢ € I'} ist genau dann linear unabhéngig und ohne Doppelnen-
nungen, wenn keine nicht-triviale Linearkombination der Menge 0 ergibt.

Fassung von 18. Juli 2014 27



447

448

449

450

451

452

453

454

455

456

457

458

459

460

461

462

463

464

465

466

467

468

469

470

471

Teil I, Kapitel 2

Definition: Basis
Eine Basis eines Vektorraums V ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

Satz 6 {v; | i € I'} ist eine Basis von V
<= {v; | i € I} ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V/
<= {v; | i € I'} ist ein minimales Erzeugendensystem von V'

(,maximal“ und ,minimal“ sind beziiglich der Teilmengenbeziehung)

Beweis zu 6:

Sei zunédchst B = {v; | i € I} eine Basis. Da B linear unabhéngig ist, gilt fiir jedes
b € B, dass b ¢ B\{b}, also ist keine echte Teilmenge von B ein Erzeugendensystem
von V. Da umgekehrt B Erzeugendensystem von V ist, gilt fiir beliebiges v € V' \ B,
dass v € (B) = ((B U {v})\{v}), also ist keine echte Obermenge B U {v} von B linear
unabhéngig.

Sei nun B maximal linear unabhéngig und v € V'\ B. Dann ist B U {v} linear abhén-
gig, also existiert eine nicht-triviale Linearkombination kivy + --- + knv, + kv = 0 mit
paarweise verschiedenen v; € B. Es kann nicht £ = 0 sein, da sonst eine nicht-triviale
Linearkombination von Elementen von B null wére, im Widerspruch zur linearen Unab-
hangigkeit von B, also ist v = —%vl +ot —%vn € (B) und B ist Erzeugendensystem.
Sei nun B minimales Erzeugendensystem und b € B. Dann it b ¢ (B\ {b}), mithin ist B
linear unabhéngig.

Satz 7 Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt Basen; jedes endliche Erzeugenden-
system enthélt eine Basis und jede linear unabhéngige Teilmenge lésst sich zu einer Basis
vergrofsern.

Beweis zu 7:

Die erste und die zweite Aussage folgen unmittelbar aus dem vorigen Satz, da sich ein
endliches FErzeugendensystem zu einem minimalen Erzeugendensystem verkleinern lasst.
Ist eine linear unabhéngige Teilmenge X gegeben und ein endliches Erzeugendensystem
E, so ist auch X U E ein Erzeugendensystem. Nun kann keine echte Teilmenge X’ von X
ein Erzeugendensystem sein, weil X’ sonst als linear unabhéangiges Erzeugendensystem
zwar eine Basis wére, aber nicht maximal linear unabhingig. Also muss es unter den
Teilmengen ¥ mit X C Y C X U E ein minimales Erzeugendensystem geben, das also
eine Erweiterung von X zu einer Basis darstellt.

Erlduterung

Dieser Satz gilt auch fiir unendlich dimensionale Vektorrdume, ist aber langwieriger zu
beweisen und beruht auf einem etwas komplizierteren mengentheoretischen Axiom.
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Satz 8 Je zwei Basen eines Vektorraums haben die gleiche Anzahl von Elementen (im
unendlichen Fall: die gleiche Méachtigkeit, d. h. es gibt eine Bijektion zwischen zwei Ba-
sen).

Definition: Dimension

Die Anzahl der Elemente der Basen eines K-Vektorraums V' heiftt Dimension von V' (iiber
K). Man schreibt dafiir dimgx V' oder kurz dim V', wenn K im Kontext festgeschrieben
ist.

Beweis zu 8:

Dieser Satz bleibt vorerst ohne Beweis. Fiir endlich erzeugte Vektorrdume folgt der Beweis
spater aus dem Gauk-Verfahren (man muss sich aber davon tiberzeugen, dass der Satz
fiir das Gaufs-Verfahren nicht gebraucht wird). Fiir Vektorrdume mit unendlichen Basen
wird der Satz nicht bewiesen.

Beispiele

e R™ hat eine Basis {ej,...,e,} mit e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), etc. Diese
Basis heifst Standardbasis des R™. Man sieht, dass dimg R™ = n.

e Im Fall n = 1 besteht die Standardbasis also aus 1; im Fall n = 0 ist die Standard-
basis (wie jede andere Basis) die leere Menge.

e {(1,2,3),(4,5,6),(7,8,0)} ist eine Basis des R3. Ein Verfahren zum Uberpriifen,
ob gegebene Elemente des R™ eine Basis bilden, wird das Gauf-verfahren liefern.

e R[X] besitzt (gewissermafen per Definition) die Basis {1, X, X2, X3,...} = {X? |
i € N}. Auch diese Basis heifst Standardbasis von R[X]. Man sieht, dass R[X]
unendliche Dimension hat.

e R hat ebenfall unendliche Dimension; es ist aber keine explizite Basis des Vek-
torraums bekannt. Die Folgen (1,0,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),... sind
zwar linear unabhéangig, bilden aber kein Erzeugendensystem.

e Alle voranstehenden Beispiele gelten entsprechend fiir andere Koérper wie Fo oder
C, insbesondere hat % die Dimension n.

e C hat als C—Vektorraum die Dimension 1 (mit Standardbasis 1), als R—Vektorraum
die Dimension 2, z.B. mit der Basis {1,i}. Allgemeiner ist dim¢ C" = n und
dimg C" = 2n. Eine R-Basis von C" ist {(1,0,0,...,0),(i,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),
(0,i,0,...,0),...,(0,0,...,0,1),(0,0,...,0,1)}.

Satz 9 Seien vy, ..., v, paarweise verschiedene Elemente. Dann ist {vy,...,v,} genau
dann eine Basis von V', wenn es fiir jedes v € V eine eindeutige Darstellung v = kjv; +
-+ kv, gibt.
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Definition: Koordinaten

Die eindeutig bestimmten Skalare k1, ..., k, aus Satz 9 werden die Koordinaten von v
beziiglich der Basis genannt.

Bewelis zu 9:

Zunéchst ist klar, dass genau dann fiir jedes v € V solch eine Darstellung existiert,
wenn {v1,...,v,} ein Erzeugendensystem ist. Angenommen nun v = kyvy +-- -+ k, v, =
lvi+---+kl,v,. Dann gilt 0 = (k; —k})vi+- - -+ (k, —k],)vp, d. h. es gibt genau dann zwei
verschiedene Darstellungen fiir einen Vektor, falls es eine nicht-triviale Linearkombination
der Null gibt, was nach Satz {4| genau dann der Fall ist, wenn {v1,...,v,} nicht linear
unabhéangig ist.
Auch fiir diesen Satz kann man eine ,unendliche Version“ angeben, die unmittelbar aus
Satz 9 folgt:

Satz 10 Eine Teilmenge {v; | i € I} von V ohne Doppelnennungen ist genau dann eine
Basis von V, wenn es fiir jedes v € V eine eindeutige Darstellung v = . ; kjv; mit
k; € K gibt.

2.4. Lineare Abbildungen

Seien V und W K-Vektorraume.

Definition: Lineare Abbildung/Vektorraumhomomorphismus

Eine Abbildung ¢ : V. — W ist eine K-lineare Abbildung oder ein K-Vektorraumhomo-
morphismus, falls ¢ mit der Gruppenstruktur und der Skalarmultiplikation vertraglich
ist, d. h. falls fir alle v,v1,v2 € V und k € K giltﬁ

o d(v1 +v v2) = ¢(v1) +w d(v2), ¢(0y) = Oy und ¢(—vv) = —wo(v)

o ¢(k-vv) =k wo(v).
Falls aus dem Kontext klar ist, um welchen Korper K es sich handelt, spricht man auch
kurz von ,linearen Abbildungen* bzw. ,Vektorraumhomomorphismen‘.

Bemerkung:

Man kann zeigen, dass die beiden Bedingungen ¢(0) = 0 und ¢(—v) = —¢(v) aus der
Additivitat ¢(v) + v2) = ¢(v1) + ¢(ve2) folgt, da (V,+) eine Gruppe ist.
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Definition: Isomorphismus und Isomorphie
Eine Abbildung ¢ : V' — W ist ein K-Vektorraumisomorphismus, falls ¢ eine bijektive
Abbildung ist und sowohl ¢ als auch die Umkehrabbildung ¢~! K-linear sind.

V und W heifen isomorph (als K-Vektorrdume), falls ein K-Vektorraumisomorphismus
¢ : V. — W existiert. Man schreibt dafiir V = W.

Bemerkung;:

Man kann zeigen, dass die Umkehrabbildung einer bijektiven K-linearen Abbildung au-
tomatisch K-linear ist.

Erlauterung

Der Begriff ,isomorph* und die Notation V' = W werden auch bei anderen Strukturen
eingesetzt (z. B. Gruppen, Ringe). Wenn sie ohne néhere Spezifikation verwendet werden,
setzen sie voraus, dass aus dem Kontext klar ist, welche Art von Strukturen betrachtet
werden, hier also K-Vektorrdume. Ebenso verkiirzt man dann auch ,Vektorraumisomor-
phismus” und ,Vektorraumhomomorphismus“ zu ,Isomorphismus” bzw. ,Homomorphis-

mus".

Satz 11 Sei {v; | i € I} eine Basis von V ohne Doppelnennungen, und seien w; beliebige
Elemente von W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : V' — W mit ¢(v;) = w;
fiir alle ¢ € I. Auferdem ist ¢ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn {w; | i € I} eine
Basis von W ohne Doppelnennungen ist.

Beweis zu 11:

Wenn es iiberhaupt solch eine lineare Abbildung gibt, muss ¢(kivi, + -+ + kpvi,) =
kiwi, + -+ + kpw;, gelten. Da nach Satz [J] jedes v eine eindeutige Darstellung v =
Z?Zl kjvi; besitzt mit n € N, paarweise verschiedenen i; € I und k; € K, kann man
durch ¢(v) := »7%_, kjw;; auch tatsichlich eine Abbildung V' — W definieren. Man sieht
dann auch leicht ein, dass diese Abbildung tatséchlich linear ist.

Das Bild von ¢ besteht dann aus den Vektoren Z?:l kjw;,, also ist ¢ genau dann sur-
jektiv, wenn {w; | i € I} ein Erzeugendensystem ist. Wenn ¢ nicht injektiv ist, gibt es
zwei verschiedene Vektoren kiv;, + --- + knv;, und Kjvj, + --- + kj, v, mit gleichem
Bild kyw;, + - -+ + kpw;, = kKjwj, +--- + kj,w;,.. Dann ist {w; | ¢ € I} keine Basis ohne
Doppelnennungen, da die Eindeutigkeit der Darstellung aus Satz [9] verletzt ist.

Wenn umgekehrt ¢ bijektiv ist, also ein Isomorphismus ist, gilt w = Z?l kjwi; genau
dann, wenn ¢~ 1(w) = > kio~t(wi;) = > 7 kjvi;. Aus der Eindeutigkeit der Darstel-
lung beziiglich der Basis {v; | i € I} folgt damit die Eindeutigkeit der Darstellung
beziiglich {w; | ¢ € I'}. Mit Satz [J] folgt dann, dass {w; | ¢ € I'} eine Basis ohne Doppel-
nennungen ist.
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Erlauterung

Ein Isomorphismus ist soviel wie eine Umbenennung der Elemente des Vektorraums und
tibertragt alle aus der Vektorraumsstruktur definierbaren Eigenschaften. Insbesondere
bildet er ein Erzeugendensystem auf ein Erzeugendensystem, eine linear unabhéngige
Menge auf eine linear unabhéngige Menge und eine Basis auf eine Basis ab, und kann
also nur zwischen Vektorrdumen gleicher Dimension bestehen!

Folgerung 12 Eine lineare Abbildung ¢ : V' — W ist durch die Bilder einer Basis
festgelegt.

Folgerung 13 Genau dann gibt es einen K-Vektorraumisomorphismus ¢ : V. — W,
wenn dimg V = dimg W.

Beweis zu 13:

Wenn ¢ : V' — W ein Isomorphismus ist und B eine Basis von V', dann ist {¢(b) | b € B}
eine Basis von W der gleichen Machtigkeit.

Wenn B und B’ Basen gleicher Michtigkeit von V' bzw. W sind, angezeigt durch eine
Bijektion 8 : B — B’, dann setzt sich 3 zu einer bijektiven linearen Abbildung V — W,
also einem Isomorphismus, fort.

Definition: angeordnete Basis

Eine angeordnete Basis (v1,...,vy,) ist eine Basis {vi,...,v,} ohne Doppelnennungen
zusammen mit einer festen Reihenfolge der Elemente (ndmlich der Anordnung, in der die
Elemente als Komponenten des n-Tupels auftreten)El

Satz 14 Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann wird durch jede angeordnete
Basis B = (vy,...,v,) ein Vektorraumisomorphismus ip : V. — K", v; — e; festgelegt.
Dabei wird v = kjv; + - - - + kpvy, auf seine Koordinaten (ki, ..., ky) beziiglich der Basis
B abgebildet.

Umgekehrt bestimmt jeder Vektorraumisomorphismus ¢ : V' — K" eine angeordnete
Basis B von V, nimlich (i~!(e1),...,i '(ey)), und es ist i = ip.

Beispiele

Sei nun stets K = R (wobei die Uberlegungen, abgesehen von der geometrischen An-
schauung, ebenso fiir jeden anderen Korper K gelten) und ¢ : V' — W eine R-lineare
Abbildung zwischen endlich-dimensionalen R-Vektorraumen V' = R und W = R™. Dann
ist ¢ festgelegt durch die Bilder der Standardbasis {eq,...,e,}. Es ist nun iiblich und
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553 giinstig, die Elemente von V und W als Spaltenvektoren zu schreiben. Wir betrachten
ssa  zundchst drei Spezialfille:

e Sei zundchst n =m = 1. Dann ist e; = 1. Mit A := ¢(e1) = ¢(1) € R gilt dann:
Br) = 6(r-1) =r-§(1) = A-r.

555 Die linearen Abbildungen R — R sind also genau die Multiplikationen mit einer
556 festen reellen Zahl.

e Sei nun n beliebig und m = 1. Mit Ay := ¢(e1), ..., A\p := ¢(en) gilt dann:

1

n n
(| : ):¢(Z7’i-€i) :Zn-tb(ei):)q~T1+--~+/\n-7’n
- i=1 i=1
557 Die Urbilder der Elemente der Bildraums R bilden parallele, zu (A1,...,\,) senk-
558 rechte Hyperebenen im R™. Man kann die Abbildung geometrisch verstehen als die
559 Projektion auf die Gerade durch den Ursprung in Richtung (\q,...,\,), die noch
560 um die Linge von (A1,...,\,), also um den Faktor /A + - -- 4+ A2, skaliert (d. h.
561 gestreckt oder gestaucht) wird.
M
e Sei nun n = 1 und m beliebig. Mit | @ | := ¢(e1) = ¢(1) gilt dann:
227
M1 Hy-T
pr)=o(r-1)=r-o(l)=r- : | =] :
Hp, M - T
562 Das Bild von ¢ ist also die Gerade durch den Punkt ¢(1); die Abbildung ¢ bildet
563 R unter Streckung bzw. Stauchung (Skalierung um die Lénge von ¢(1)) auf diese
564 Gerade ab.
e Seien schlieflich im allgemeinen Fall n und m beliebig. Mit
M1 Hi2 Hin
Hay Hag Ha
. = ¢(€1) ) . = ¢(62) IR :n = ¢(€n)
K1 Hm2 Homn
gilt dann:
T1 n n
¢( ):QS(ZTi'ei)—Z""Z gb(ez):
- i=1 i=1
F11 Pin Hap-T1+ ot gy T
Hm1 Homn o1 71t g - T
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Um diese Abbildungen besser beschreiben zu kénnen, fiihrt man Matrizen ein.

Definition: Matrix
Eine (m X n)-Matriz iiber eine Koérper K ist eine rechteckige Anordnung von mn Kor-
perelementen a;; fiir i = 1,...,m (,Zeilenindex”) und j = 1,...,n (,Spaltenindex”) in m
Zeilen und n Spalten:

ail a1 00 A1n
any aso 000 aon
Aml Am2 ... Gmn

Die Menge aller (m xn)-Matrizen mit Eintrédgen aus K wird mit Mat,, x, (K ) bezeichnet.

Notation:

Wenn nicht explizit anders angegeben, werden die Eintrdge einer mit einem Grofsbuch-
staben bezeichneten Matrix durch die entsprechenden Kleinbuchstaben beschrieben. Es
hat also z. B. die Matrix C' in der Regel Eintrige c¢;;, d.h.. C = (¢ij) i=1,....m -

7j=1,...,n
Eine (m x n)-Matrix A besteht aus
e m Zeilenvektoren 21 = (ai1,a12,...,a10)s -+ -5 Zm = (@m1, Gm2, - - - Gmn)
aii a1n
e und aus n Spaktenvektoren s; = : ey Sp =
am1 Gmn
21
Dies deute ich bei Bedarf durch die Schreibweisen A = | : | bzw. A = (s1]...|sp) an.
Zm

Definition: Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Man definiert die Multiplikation einer (m x n)-Matriz mit einem Spaltenvektor aus K"
durch die Formel:

ail aipa ... Qip 71 a1 == Aq1972 G oocF A1,Tn
a1 G2 ... Q2p T2 Q9171 + AgoT2 + -+ - + A9, T
Aml Am2 .- Qmn Uiy A1 T1 + QpoT2 + - + QT
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Satz 15 Durch diese Definition ergibt sich, dass die linearen Abbildungen K™ — K™
genau die Multiplikationen (von links) mit (m x n)-Matrizen sind. Zur linearen Abbildung
¢ K™ — K™ gehort dabei die (m x n)-Matrix

(gle) ... [¢lem))

Man sagt dafiir auch, dass die lineare Abbildung durch die Matrix dargestellt wird.

Erlauterung

In Zukunft werde ich oft die (m x n)-Matrix A mit der linearen Abbildung K™ — K™,
v = A - v identifizieren und zum Beispiel von der ,,Abbildung A“ sprechen.

2.5. Matrixmultiplikation

Satz 16 Seien ¢ : K” — K™ und 1 : K™ — K! beides K-lineare Abbildungen. Dann
ist 1o ¢ : K® — K'! ebenfalls K-linear.

Beweis zu 16:

Man rechnet nach, dass (¢ o ¢)(v1 +v2) = ¥(d(v1+v2)) = Y(p(v1) + (v )) = ¢( (Ul)) +
V(p(v2)) = (Yo @)(v1) + (Y 0 @)(v2) und (¢ 0 @)(k - v) = P(d(k - v)) = =
k(o) =k (og)(v).

Frage

Die Abbildungen ¢, ¥ und % o ¢ aus Satz 16 werden durch eine (m x n)-Matrix A, eine
(I x m)-Matrix B und eine (I x n)-Matrix C' dargestellt. Wie héngt nun C' mit A und B
zusammen? Wie kann man C' aus A und B ausrechnen?

Dazu rechnet man C-v = (B-A)-v aus (siche Formelkasten in Abbildung und stellt
fest, dass der (i, k)-Eintrag der Matrix C sich berechnet als

7-te Spalte
" alk - Ak

Cik = E bz’jajk = (bil ... b1m> . = i-te Zeile bz’l cee bim : . : : ’
. mk e e - Gmk

wobei hierfiir die i-te Zeile von B mit der k-ten Spalte von A so multipliziert wird, wie
im letzten Abschnitt definiert (dies heiftt auch Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors von
B mit dem k-ten Spaltenvektor von A, siche Defintion [2.9)).
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V1 V1 U1

m n m n n
> aiv; > bui )0 ajivg >_ 2 buiagivi Z(Z b1jaji)vi
7j=1 =1 j=1:=1 i=1 j=
n m n m n
Z QiU 2 bli Z A53Vq Z Z bllajlvl Z ( Z blja]z
i=1 j=1 =1 j=1li=1 =1 j=
m m
E bljaﬂ e Z blja]n
j=1 j=1 U1
m m ’U-
Z bljajl . Z bljajn n
j=1 j=1

Abbildung 2.1.: Matrizenmultiplikation

Definition: Matrixprodukt
Das Matrizprodukt B - A einer (I x m)-Matrix B mit einer (m x n)-Matrix A ist die
m

(I x n)-Matrix C' mit Eintragen c;x = Y bijajg.
f=

Erlduterung

Das Matrixprodukt B - A ist also dann und nur dann definiert, wenn die Anzahl der
Spalten von B gleich der Anzahl der Zeilen von A ist. Als Merkregel fiir die Dimensionen
der Matrizen kann man sich ,,(I x m) - (m x n) = (I x n)* einprigen; der gemeinsame
mittlere Term verschwindet also.

Das Matrixprodukt wurde genau so definert, dass folgendes gilt:

Satz 17 Wenn A eine (m X n)-Matrix iiber K ist und B eine (I x m)-Matrix iiber K
und v € K™, so gilt
(B-A)-v=B-(A-v).

Erlduterung
Im letzten Abschnitt wurde das Produkt B - v einer (I x m)-Matrix B mit einem Spal-
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tenvektor v € K™ definiert. Nun ist solch ein Spaltenvektor v nichts anderes als eine
(m x 1)-Matrix A. Somit ist also das Produkt B - v eigentlich doppelt definiert, aber
man kann sich leicht anhand der Formeln davon iiberzeugen, dass beide Definitionen
iibereinstimmen.

Dass dies kein Zufall ist, sieht man folgendermafien ein: Man kann einen Vektor v € K™
mit der linearen Abbildung K' — K™, 1 +— v identifizieren, deren Matrix gerade der
Spaltenvektor v ist. (Die Abbildung ist also die Multiplikation eines Skalars mit v.) Die
Verkiipfung dieser Abbildung mit der durch B beschriebenen linearen Abbildung ist dann
die lineare Abbildung K' — K*, welche 1 auf B-v abbildet. Die Matrix dieser Abbildung
berechnet sich als das Matrixprodukt von B und v, ist aber andererseits der Spaltenvektor
B-w.

Man hétte sich aber auch umgekehrt die Matrixmultiplikation aus der Multiplikation
einer Matrix mit einem Vektor herleiten konnen. Wenn A die lineare Abbildung ¢ :
K™ — K™ darstellt und B die Abbildung 1 : K™ — K*, so gilt (10 ¢)(e;) = ¥(d(e;)) =
P(A-e;) = B-(A-e;), d h. der i-te Spaltenvektor der Matrix zu ¢ o ¢ ist B - s;, wobei s;
der i-te Spaltenvektor von A ist. Wenn A nur aus einer Spalte besteht, ist dies also die
schon bekannte Multiplikation der Matrix B mit dem Spaltenvektor.

Man sieht also, dass das Matrixprodukt B- A ,spaltenweise in A“ funktioniert, d. h. wenn
A= (s1]|...|sn),soist B-A = (B-s1|...|B-sy). Ungekehrt funktioniert es ,zeilenweise
21 z1- A

in BY, dh. wenn B=| : |,soist B-A = : , woebi hier in den Zeilen also

Zm Zm A
das Matrixprodukt der Zeilenvektoren von B, aufgefasst als (1 x m)-Matrixzen, mit der
(m x n)-Matrix A steht.

Beispiele

e Ein Beispiel fiir eine (willkiirlich gewéhlte) Matrixmultiplikation:

12 3\ _01 g _(1-(=1)+2-04+3-1 1-0+2-2+3-3\ (2 13
45 6 L 3/ 4 (-D+5046-1 4:0+5-246-3) (2 28

e Die Verkiipfung ,Spiegelung an der y-Achse o Spiegelung an der x-Achse* wird

beschrieben durch
-1 0 ‘ 1 0\ (-1 0
0 1 0o -1/ \o0o -1/’

ergibt also die Matrix der Punktspiegelung am Ursprung.

e Eine Drehung um den Winkel o mit anschlieffender Drehung um den Winkel 3
ergibt insgesamt eine Drehung um a + 3. Aus der Berechnung des Matrixprodukts
ergeben sich dadurch die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus:
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cosf —sinf [cosa —sina
sinf cospf sina  cosa
_ [cos(a+B) —sin(a+ B)
~ \sin(a+ ) cos(a+ B)
_ (cosacosff —sinasinfS —sinacos 3 — cos asin 3
~ \cosasinfS +sinacosS —sinasin 3 + cosa cos 8

Definition: Einheitsmatrix

Die zur Identitatsabbildung id : K™ — K" gehorige Matrix ist die Finheitsmatriz ge-
nannte (n x n)-Matrix I,,, deren Spalten (bzw. Zeilen) gerade die Standardbasisvektoren
sind.

Die zur konstanten Nullabbildungen K™ — K™, v — 0, gehorige Matrix ist die Nullma-
triz, deren Eintrage alle 0 sind. Sie wird meist ebenfalls mit 0 bezeichnet.

1 0 ... 0 00 ... O
01 ... 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

Exkurs zur Komplexitat der Matrizenmultiplikation

Matrizenmultiplikationen spielen in vielen algorithmischen Anwendungen eine grofse Rol-
le; es ist daher interessant und niitzlich, méglichst schnelle Verfahren zu finden. Das Ver-
fahren, das der Definition folgt, lduft fiir zwei (n x n)-Matrizen in O(n3): pro Eintrag
n Multiplikationen und n — 1 Additionen. Fiir groffe Matrizen gibt es aber schnelle-
re Verfahren: Das erste solche wurd 1969 von Volker Strasser| entwickelt und lauft in
O(n?897). Er wurde nach und nach verbessert; den letzten groken Schritt lieferte 1990
der Coppersmith—Winograd—Algorithmusﬁ mit O(n*377). Etwas iiberraschend kam 2010
nochmals eine Verbesserung durch Andrew Stothers; der derzeit letzte Stand ist ein Al-
gorithmus von Virginia Vassilevska Williams aus dem Jahre 2011 mit einer Laufzeit von
O(n?377). Als untere Schranke hat man sicher O(n?), da n? Eintriige auszurechnen sind;
einige Forscher vermuten, dass diese untere Schranke optimal ist, also dass es Algorith-
men in O(n?) gibt.

(Zu bedenken ist dabei, dass kleinere Exponenten wegen der in der O-Notation versteck-
ten Konstanten evtl. nur fiir sehr grofe Matrizen Verbesserungen bringen; auferdem
sagt die Laufzeit nichst iiber die Giite des Algorithmus hinsichtlich Stabilitét (Fehleran-
falligkeit) aus. Die Verbesserung des Exponenten in der dritten Nachkommastelle scheint

"Volker Strassen (x 1936), ehemaligere Student der Universitit Freiburg, zuletzt Professor in Konstanz.
nach Don Coppersmith (* ca. 1950) und Shmuel Winograd (* 1936), damals IBM.
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zunichst vernachlissigbar, es ist aber bereits 100023737 — 100023727 ~ 10°; bei vielen
Multiplikationen grofter Matrizen kann sich also ein spiirbarer Effekt ergeben.)

Satz 18 Die Matrizenmulitplikation ist assoziativ, aber i.a. nicht kommutativ, auch bei
(n x n)-Matrizen untereinander. Die Einheitsmatrizen sind neutrale Elemente in dem
Sinn, dass [, - A = Aund A - I,, = A fiir jede (m x n)-Matrix A gelten. Nullmatrizen
sind absorbierende Elemente, d.h. es gilt 0- A = 0 und A -0 = 0 (fiir die Nullmatrix
passender Grofe, so dass also die Multiplikationen definiert sind).

Beweis zu 18:

Alle Eigenschaften folgen daraus, dass sie auf Seite der zugehorigen Abbildungen gelten.
Die nicht vorhandene Kommutativitdt sieht man z. B. an

o)) =60 6606

Eine (1 x 1)-Matriz (a11) kann man mit der Zahl a;; identifizieren. Die Multiplikation
von (1 x 1)-Matrizen ist also kommutativ.

Bemerkung;:

Abgesehen von der fehlenden Kommutativitit gibt es noch andere Eigenschaften, welche
die Matrizenmultiplikation von der Multiplikation z. B. reeller Zahlen unterscheidet. So
gibt es sogenannte ,nilpotente* Elemente, das sind Matrizen A # 0 mit A™ = 0 fir ein
n > 0. Zum Beispiel gilt:

0 1\*_ (0 1\ (0 1\ _ (0 0
0 0/ \0 O 0 0/ \0 O
Insbesondere folgt fiir Matrizen aus A - B = 0 nicht A =0 oder B = 0!

Definition: Vektorrdume Abb(K", K™) und Lin(K", K™)
Abbildungen ¢,7¢ : K™ — K™ kann man addieren durch (¢ + ¢)(v) = ¢(v) + ¢(v)
und skalar multiplizieren durch (k- ¢)(v) := k - ¢(v). Die Menge der Abbildungen wird
dadurch zu einem K-Vektorraum Abb(K", K'™). Die Teilmenge der linearen Abbildungen
K™ — K™ bildet darin einen Untervektorraum Lin(K", K™).

Man kann nun die Addition und Skalarmultiplikation mittels der Identifikation von li-
nearen Abbildungen und Matrizen in Satz [I5] auf Matrizen ausdehnen, so dass die Menge
Maty,xn (K) zu einem zu Lin(K™, K™) isomorphen K-Vektorraum wird. Man kann nun
leicht nachrechnen, dass die folgende Definition die Matrizenaddition und die Skalarmul-
tiplikation von Matrizen beschreibt:
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Definition: Vektorraumstruktur auf Mat,, «, (K)
Seien A und B (m x n)-Matrizen tiber K und k € K. Dann ist

ay ... Qin bii ... bin a1 +b11 ... ain+bin
A+B=1 : N = : :
Aml --- Amn bml 000 bmn am1 + bml cee Qmp T+ bmn
ail ... Qin kajx ... kai,
k-A=k =
aml .- Qmn kam1 ... kamn

Satz 19

(a) Die (m x n)-Matrizen iiber K bilden einen mn-dimensionalen, zu Lin(K"™, K™) iso-
morphen K-Vektorraum Mat,, x, (K ). Das neutrale Element der Addition ist die (m xn)-
Nullmatrix.

Die Matrizen Ej;j, deren (4, j)-Eintrag jeweils 1 ist und alle anderen Eintrdge 0, bilden
eine Basis, die Standardbasis von Mat,,x,(K) genannt wird. Jede Aufzéhlung der Stan-
dardbasis liefert einen Vektorraum-Isomorphismus Mat,,x,(K) — K™" der die Stan-
dardbasis von Mat,, x,(K) in der gewéhlten Reihenfolge auf die Standardbasis von K™
in der natiirlichen Reihenfolge abbildet.

(b) Es gelten die Distributivgesetze, d. h. immer dann, wenn die Operationen definiert
sind, gelten A - (Bl a4 Bg) = (A . Bl) aF (A . Bg) und (Bl aF Bg) A= (Bl . A) aF (B2 . A)

(c) Die quadratischen (n x n)-Matrizen Mat,x,(K) bilden mit Matrizenaddition und
-multiplikation einen (fiir n > 2 nicht-kommutativen) Ring mit Eins I,,.

(d) k- I, ist die ,,(n x n)-Diagonalmatrix mit Eintragen k auf der Hauptdiagonale von
links oben nach rechts unten und Eintrdgen 0 an allen anderen Stellen. Es gilt dann
k-A=(k-I,)-A=A-(k-I,). Es folgt daraus, dass die Skalarmultiplikation mit der
Matrizenmultiplikation vertauscht, d. h. es gilt k- (A-B) = (k- A)- B = A- (k- B), sofern
das Produkt A - B definiert ist.

Beweis zu 19:

Die Matrizen E;; bilden eine Basis, da sich jede Matrix eindeutig schreiben lasst als
A =}, ;aijE;;. Die Distributivgesetze und Teil (d) gelten, weil es auf der Seite der
linearen Abbildungen gilt. Alles andere folgt aus der bisher entwickelten Theorie.
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2.6. Basiswechsel

Die in diesem Abschnitt betrachteten Vektorraume seien alle endlich-dimensional.

Definition: invertierbare Matrizen
Eine (n x n)-Matrix A iiber K heiftt invertierbar, wenn die zugehérige lineare Abbildung
K™ — K™ invertierbar ist, d.h. wenn eine (n x n)-Matrix A~! existiert (nimlich die
Matrix zur Umkehrabbildung) mit

A-A1=A1.A=1,.

Bemerkung:

Wegen der Eindeutigkeit der Umkehrabbildung (alternativ durch die gleiche Uberlegung
wie in Gruppen) sieht man, dass die Matrix A~! durch die Eigenschaft A- A~ = I, oder
A1 A = I, bereits eindeutig bestimmt ist.

Satz 20 A ist genau dann invertierbar, wenn die Spaltenvektoren A-eq,..., A e, von A
eine Basis von K™ bilden. Die Umkehrabbildung ist dann durch die Zuordnung A-e; — ¢;
festgelegt.

Offensichtlich ist A™1 selbst wieder invertierbar und es gilt (A71)~! = A.

Falls A und B invertierbare (n x n)-Matrizen sind, so ist auch B - A invertierbar und es

gilt (B-A)~1=pB-1.4°1,

Beweis zu 20:
Der erste Teil folgt direkt aus Satz Die anderen Teile gelten in beliebigen Monoiden:

Es ist per Definition von A~! klar, dass A auch invers zu A~! ist, und man rechnet nach,
dass B~ - A~! invers zu B - A ist.

Erlauterung

Ziel dieses Abschnitts ist es nun, lineare Abbildungen zwischen beliebigen endlich dimen-
sionalen Vektorrdumen durch Matrizen zu beschreiben. Da beliebige Vektorrdume keine
ausgezeicheten Basen haben, wird es — abhéngig von gewéhlten Basen — verschiedene
darstellenden Matrizen geben. Eine Hauptfrage wird darin bestehen zu verstehen, wie
diese Matrizen miteinander zusammenhéngen. Als Spezialfall erhdlt man dann auch die
Darstellung linearer Abbildungen K™ — K™ beziiglich anderer Basen als den Standard-
basen.
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Definition: Basiswechsel

Sei V' ein n-dimensionaler und W ein m-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ : V. — W
eine K-lineare Abbildung. Sei auferdem (vy,...,v,) eine angeordnete Basis B von V
und (wi,...,w,,) eine angeordnete Basis B’ von W. Nach Satz legen B und B’
Isomorphismen i : V — K" und ig/ : W — K™ fest, so dass sich folgendes Diagramm
ergibt:

v 2 ow
ip | L ip
K" K™

Die Matriz von ¢ beziiglich der Basen B und B’ wird nun definiert als die Matrix der
Abbildung igr o ¢ o i]_31 : K™ — K™ und wird mit g/¢p bezeichnet.
Im Spezialfall V = W und B = B’ schreibt man kurz ¢p fiir gép.

Bemerkung:

Die Spaltenvektoren der Matrix p/¢p sind also die Koordinaten von ¢(v1),. .., d(vy,)
beziiglich der angeordneten Basis B’.

Satz 21 Seien V, W, X endlich-dimensionale K-Vektorraume mit angeordneten Basen
B,B’,B” und seien ¢ : V. — W und 1 : W — X lineare Abbildungen. Dann gilt

p(Yod)p = (BYp) - (B¢B)

Beweis zu 21:

(o) p ist nach Definition die Matrix von igr o () o) oigl =ipgn owoig,l oip o¢oi§1,
was gerade das Produkt der Matrix von igr oo z];l mit der Matrix von ig/o¢o z’l;l ist,
also (p¢p') - (B'9B).

Satz 22 Sei ¢ : V — W linear, seien Bj, By angeordnete Basen von V und B}, B)
angeordnete Basen von W. Dann gilt:

By 9B, = (Byidw ;) - (B1¢8,) - (Bidv B,)

Die Matrizen Béidw B und g,idy p, heifien Basiswechselmatrizen.
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Im Spezialfall V' =W und B} = B; gilt:

¢B, = (B,idv p,) - ¢, - (Bidv p,) = (B,idvp,) " - éB, - (BidvE,).

Insbesondere sind Basiswechselmatrizen stets invertierbar mit (p,idy g,) ™! = B,idv g, -

Beweis zu 22:

Der erste Teil folgt direkt aus dem Satz, da ¢ = idw o ¢ oidy. Wegen (p,idv p,) -
(Bidy B,) = B,(idy oidv)B, = B,idv B, = Iaim v folgt auch die rechte Seite der Gleichung
im Spezialfall.

Wie rechnet man die Basiswechselmatrizen aus?

Ist die Basis By = (v1,...,v,) von V gegeben und ist v} der j-te Vektor in Bs, so muss
man also die Koeffizienten a;; mit v} = aijv1 + - - + an;v, berechnen; diese stehen als
J-te Spalte in der Basiswechselmatrix p,idy p,. Wenn die Basiselemente als Vektoren in
K™ gegeben sind (also mit ihren Koordinaten beziiglich der Standardbasis), dann ergibt
die Gleichung ein lineares Gleichungssystem, das z. B. nach dem Gauf-Verfahren (siehe
folgender Abschnitt) gelost werden kann. Auch das Invertieren von Matrizen geschieht
am besten mit dem Gauf-Verfahren.

Besonders einfach ist es, wenn V' = K™ und B; die Standardbasis ist: Dann sind die
Spaltenvektoren der Basiswechselmatrix p,idy g, gerade die Vektoren von Bs.

Beispiele
e Sei V = R? mit der Basis B; = (e1,e9,€3), also der Standardbasis und der Basis
By = (v1,v2,v3) mit v; = (0,0,1), vo = (0,1,2) und vz = (1,1, 1).
Sei W = R? mit den Basen B = (wy,ws), wobei wy = (1,1) und wy = (1, 1),
und B) = (w], w}), wobei w] = (1,0) und w) = (1,1).
Die eine Basiswechselmatrix von V' ergibt sich aus den Vektoren von Bs als Spalten
der Matrix, da Bj die Standardbasis ist:

B idp, =

_= o O

0 1
11
2 1

Die andere Basiswechselmatrix erhalt man als Inverse:

2 1
Bidp, = (B,idp,) '=[-1 1 0
0 0

Man kann zum einen durch Ausmultiplizieren nachpriifen, dass die angegebene Ma-
trix tatsdchlich die Inverse ist, also dassp,idp, - B,idp, = I3. Zum andern kann man
nachrpiifen, dass p,idp, tatsichlich die Koeflizienten der Standardbasis beziiglich
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44

Bj beinhaltet, also dass gilt:

etr= l-vy—1-v94+1-v3
eo=—2-v14+1-v94+0-v3
es= 1l-v14+0-v904+0-v3

Analog sieht man fiir die Basiswechselmatrizen von W, dass

1 1
wy =0-w) +1-w) w’lzi-w1+§~w2
wo = 2w — 1w wy=1-w; +0-wsy

und folglich

. 0 2 . o
BgfldBi:<1 —1> und  p,idp, = (p,idp;) 12(

1
0
Sei nun die lineare Abbildung ¢ : V' — W beziiglich der Basen Bj, B} beschrieben

durch die Matrix
3 1 2
Bom=\o 5 1)

Dies bedeutet also, dass ¢(e1) = 3wy, ¢(ez) = wy + dbwy und ¢(e3z) = 2wy + 4ws.
Die Matrix von 1 beziiglich der Basen Bs, B, errechnet sich dann als

[N NI

By Vs = (B,idp) - (B1¥B,) - (5,1dB,)
0 N1 (PO o0 s (00!
= 21)lo 5 o) |0 P =1y 2y o) (0 L1
121 L2 1

/8 26 18
“\-2 -8 -3

Dies bedeutet nun, dass ¢(vy) = 8w| — 2wh, ¢(ve) = 26w| — 8wh und ¢(vs) =
18w — 3wj. Exemplarisch kann man dies nachrechnen; so gilt z. B.

d(v2) = P(ea + 2e3) = P(ea) + 2¢(e3) = wi + Hwa + 2 - (2wy + 4wy)
= bwy + 13w = bwh + 13(2w] — wh) = 26w] — 8w

Ein weiteres Beispiel fiir die Berechnung eines Basiswechsels findet sich bei der
Diagonalisierung einer Drehung iiber den komplexen Zahlen auf Seite

FEin Spezialfall eines Basiswechsels liegt vor, wenn es sich um die gleichen Ba-
siselemente in anderer Anordnung handelt, wenn der Basiswechsel also in einer
Umordnung der Basis besteht:
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Wenn B die Basis (vy,...,v,) ist, wird eine Umordnung beschrieben durch eine
Permutation der Indizes, also eine Bijektion o : {1,...,n} — {1,...,n}, wobei die
neu angeordnete Basis B? dann (vg(l), e ,va(n)) ist

Definition: Permutationsmatrix

Die Basiswechselmatrix M (o) := goidp hat Eintrdge 1 an den Stellen (i,0(7)) und
0 an allen anderen Stellen. Solche Matrizen heifen Permutationsmatriz: Sie sind
quadratische Matrizen, die in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1 haben
und sonst tiberall 0.

Die Inverse zu M (o) ist M(c~!), also die Permutationsmatrix mit Eintrigen 1
an den Stellen (i,01(4)). Da jedes i von der Form o(j) ist, ist dann (i,01(3)) =
(7(j), ), d.h. M(c~1) entsteht, indem man M (o) an der Hauptdiagonalen spiegelt.
Dies heift auch die Transponierte M (o)™ von M (o).

Beispiel: Sein =3 und o(1) = 2,0(2) = 3,0(3) = 1. Dann ist
010 00 1
M(o) =psidg= {0 0 1] und M(c™')=pidg, =1 0 0
1 00 01 0

(Kleiner Vorgriff auf Abschnitt Die Abbildung o — M(o) ist ein Gruppen-
homomorphismus von der Symmetrischen Gruppe Sym(n) der Permutationen von
{1,...,n} in die multiplikative Gruppe GL(n, K) der invertierbaren (n x n)-Ma-
trizen.)

Spezialfall: Transpositionen sind spezielle Permutatione, die nur zwei Elemente ver-
tauschen (und damit selbst-invers sind). Die Transposition 7, welche die Elemente
i und j vertauscht, schreibt man auch (ij). Der Lesbarkeit halber schreibe ich
My fiir M((ij)). Es gilt dann (alle nicht aufgefiihrten Eintrige sind gleich 0 und
o.B.d. A.ist i < j):

1 i-te Zeile

_ -1 .
Miijy = M) '1

1 j-te Zeile

-

"Bei dieser Version gibt o also an, welcher Vektor an die jeweilige Stelle gesetzt wird, d.h. ¢(2) = 3
bedeutet, dass vs in der neu angeordneten Basis an zweiter Stelle steht. Alternativ kénne man als
neu angeordnete Basis ('UU—1<1), ceey 'Uo.—l(n)) nehmen. Dann wiirde o angeben, an welche Stelle der
jeweilige Vektor geschoben wird, d.h. ¢(2) = 3 wiirde bedeuten, dass v2 in der neu angeordneten
Basis an dritter Stelle kdme.
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Es ist also etwa (zweite und dritte Zeile und Spalte jeweils vertauschen!)

1 2 3 4 1 3 2 4
56 7 8 9 1 0 2
Mas)- g g 1 9| Me2= |5 7 ¢ s
345 6 35 4 6

Erlauterung

Ein Ziel der linearen Algebra besteht darin, zu einer gegebenen linearen Abbildung ¢ :
V — V eine Basis B zu finden, so dass die Matrix ¢p moglichst ,schon® ist. Hierzu
gibt es eine ganze Reihe von Ergebnissen iiber sogenannte Normalformen von Matrizen.
,Besonders schon“ ist eine Matrix in Diagonalgestalt, also von der Form

A1 0
0 An
(alles aufserhalb der von A\; bis A, gebikldetetn Diagonalen hat den Eintrag 0).

Fiir die Basisvektoren vy, ..., v, gilt dann ¢(v;) = Av; und fiir beliebige Vektoren ¢(ajvi+
s apvy) = Aaqvr + -+ Aapuy.

Definition: Eigenvektor

Ein Vektor v # 0 heifst Figenvektor der linearen Abbildung ¢ : V' — V zum Figenwert
A € K, falls ¢(v) = M.

Der Idealfall besteht also darin, dass man zu einer linearen Abbildung eine Basis aus
Eigenvektoren findet. (Wenn man weif, dass A ein Eigenwert ist und ¢ durch die Matrix
A beschrieben ist, kann man die Eigenvektoren durch Losen des linearen Gleichungssys-
temes A - x = Az mit unbekannten Koeffizienten fiir x finden. Jedes skalare Vielfache
eines Eigenvektors (# 0) ist wieder ein Eigenvektor. Die Eigenwerte wiederum kann man
als Nullstellen des sogenannten charakteristischen Polynoms bestimmen.)

Im Allgemeinen findet man aber keine Basis aus Eigenvektoren. Es gibt zwei Hinderungs-
griinde:

(1) Drehungen im R? haben i.a. keine Eigenvektoren. Dies ist geometrisch sofort er-
sichtlich. Nur wenn der Drehwinkel ein ganzzahliges Vielfaches von 180° ist, gibt es
Eigenvektoren in R2.

Diese Problem ldsst sich dadurch beheben, dass man den Korper erweitert, hier zu den
komplexen Zahlen C. So hat z. B. die Drehung um 90° beziiglich der Standardbasis die
Matrix (? _01) — ohne Eigenvektoren in R? — aber als Matrix iiber den komplexen Zahlen
sind ( 1 ), ( 1-) zwei linear unabhéngige Eigenvektoren zu den Eigenwerten —i und ¢, d. h.

—1
beziiglich der aus diesen beiden Vektoren gebildeten Basis ergibt sich die Diagonalform

(0'%)-
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Man kann an diesem Beispiel noch einmal schon den Basiswechsel nachvollziehen: Da
eine der Basen die Standardbasis ist, besteht eine der beiden Basiswechselmatrizen aus
den Vektoren der anderen Basis als Spalten und die andere Basiswechselmatrix ist deren

Inverse: )
- 1 1
(1 1>und(1 1> _<2 2@>
7 7 7 7 5 —%

man kann auch nachrechnen, dass diese Matrix tatsdchlich die Koeffizienten der Stan-
dardbasis beziiglich der neuen Basis enthélt, da

(o) =2 () =2 (8) e ()2 () - ()

Auch den Basiswechsel ldsst sich nachrechnen; es gilt:

OG0 A)-C
o (FA)0D0 )G

(2) Scherungen im R? haben i. a. nur einen Eigenvektor (bis auf skalare Vielfache) .

—_

~.
D= N[

N |= D=

Diese Problem kann nicht durch Vergrofserung des Korpers behoben werden; eine Sche-
rung wie z. B. ([1) %) bildet einen Vektor v = ae; + bey auf ae; + b(ez + e1) ab. Man kann
leicht nachrechnen, dass nur die skalaren Vielfachen von e; Eigenvektoren sind, also wenn
b=0.

Man kann nun zeigen, dass dies iiber C der einzige Hinderungsgrund ist: Durch geeignete
Basiswahl erreicht man die sogenannte Jordan’sche Normalform, bei der die Matrix aus
Teilmatrizen der folgenden Form ausgebaut ist, die gewissermafen hoherdimensionale
Scherungen beschreiben:

A1 0 ... 0
0. :
s 0
: 1
0...... 0 A

2.7. Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten hat die Form

ain-r1 + aprxe 4o+ apcxy, = by

Am1-T1 + am2-T2 + 4 QpnTn = by
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wobei a;; aus einem Kérper K (in der Regel R) stammen und die x; Unbekannte sind.
Dies entspricht in Matrixschreibweise:

ail e QA1n I b1

Ami -+ Qmn Tn, bm

Dabei wird die erste Matrix als A bezeichnet, die zweite als x und die dritte als b. Das
Gleichungssystem ist folglich A -z = b. Falls ¢ : K™ — K™ die durch A beschriebene
lineare Abbildung ist, dann sind die Losungen des Gleichungssystems genau die v € K™

mit ¢(v) = b.

Definition: Kern und Bild

Sei ¢ : V' — W eine lineare Abbildung. Das Bild von ¢ ist definiert als Bild(¢) := {¢(v) |
v € V}; der Kern von ¢ als Kern(¢) := {v € V | ¢(v) = 0}.

Das Bild wird ebenso fiir beliebige Abbildungen definiert. Bild und Kern werden auch
(nach dem englischen image und kernel) als im(¢) und ker(¢) bezeichnet.

Notation: Urbilder

Ist f : A — B eine beliebige Abbildung und b € B, so bezeichnet f~![b] die Menge
{a € A| f(a) = b}. Meist wird dafiir f~1(b) geschrieben. Falls f bijektiv ist und die
Umkehrfunktion f=': B — A existiert, so wird die Schreibweise mit runden Klammern
aber zweideutig. Mit der exakteren Schreibweise gilt f~1[b] = {f~1(b)}.

Satz 23 (a) Kern und Bild einer linearen Abbildung ¢ : V' — W sind Unterrdume von
V bzw. W.

(b) Falls wy = ¢(vo) € Bild(¢), so ist ¢~ [wg] = vo + Kern(¢) := {vg+v | v € Kern(¢)}.
Mit anderen Worten, es gilt g ¢p(v) = ¢p(v') <= v —v' € Kern(¢).

Beweis zu Eigenschaften von Kern und Bild:

(a) Da ¢(0y) = Ow ist Oy € Kern(¢) und Oy, € Bild(¢).

Seien w1 = ¢(v1) und wy = @(v2) in Bild(¢). Dann sind wy + we = ¢(v1 + v2) und
k-w; = ¢(k - v1) ebenfalls in Bild(¢), also ist Bild(¢) ein Untervektorraum.

Seien v, v2 € Kern(¢). Dann ist ¢(v1 +v2) = ¢(v1) + ¢(v2) =0+ 0=0 und ¢(k-v1) =
k- ¢(v1) = k- == 0. Also ist auch Kern(¢) ein Untervektorraum.

(b) Es ist ¢(v) = ¢(v') <= ¢(v —1") = ¢p(v) — d(v') =0 <= v —v' € Kern(¢).

Erlduterung
Fiir ein w € W gibt es also zwei mogliche Fille: Entweder w ¢ Bild(¢) und ¢~ ![w] = 0;
oder w € Bild(¢) und ¢~ ![w] ist eine sogenannte ,Nebenklasse v+ Kern(¢) von Kern(¢)
mit ¢(v) = w.
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Natiirlich ist ¢ surjektiv, wenn Bild(¢) = W (gilt fiir beliebige Abbildungen ¢ : V' —

Folgerung 24 ¢ ist injektiv <= Kern(¢) = {0} <= dim Kern(¢) = 0.
Wenn W endlich-dimensional ist, so ist ¢ surjektiv <= dim Bild(¢) = dim W.

Beweis zu 24:

Der erste Teil folgt direkt aus Satz[23] Der zweite Teil folgt, weil ein echter Untervektor-
raum eines endlich-diemnsionalen Vektorraums kleinere Dimension hat: Fine Basis B des
Untervektorraums ist noch keine Basis von W, kann aber zu einer Basis von W ergénzt
werden, hat also weniger Elemente.

Beispiele

Betrachte die lineare Abbilung ¢ : R? — R?, welche die senkrechte Projektion auf die
(blaue) Gerade y = 1,5z darstellt. Diese Gerade ist das Bild von ¢; die im Ursprung
dazu senkrecht stehende (fette rote) Gerade ist der Kern von ¢. Die Parallelen dazu
sind die Nebenklassen des Kerns, und zwar ist jede dieser Geraden das volle Urbild ihres
Schnittpunktes mit der blauen Geraden.

Nebenklassen __,
von Kern(¢p) —

~— Kern(¢)

Satz 25 Sei ¢ : V. — W linear. Dann gilt dim Kern(¢) + dim Bild(¢) = dim V.

Beweis zu Dimensionssatz:

784 ﬁSei | = dimKern(¢) und n = dim V' und wéhle eine Basis {v1,...,v;} von Kern(¢).

785

786

787

788

Diese ist eine lineare unabhéngige Teilmenge von V', kann also zu einer maximal linear
unabhéngigen Teilmenge {v; ..., v, vj41,...,v,} ergdnzt werden, d. h. zu einer Basis von
V. Zu zeigen ist also n — | = dim Bild(¢), indem gezeigt wird, dass ¢(viy1), ..., d(vn)
eine Basis ohne Doppelnennungen von Bild(¢) ist.

8Fiir endlich-dimensionales V; der Beweis funktioniert mit den entsprechenden Modifikationen aber
auch fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume.
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780 Sel w = ¢(aivy + -+ + apvy) € Bild(¢). Dann ist w = a1d(v1) + -+ + and(vy) =
790 ap410(vVi41) + -+ anp(vy), da ¢(v1) = -+ = ¢(v;) = 0. Also ist ¢(vi41), ..., P(vy) ein
791 Erzeugendensystem von Bild(¢).

792 Zu zeigen bleibt die lineare Unabhéngigkeit, mit Lemma [4} Sei also 0 = by 1d(vi1) +
793 -+ bpd(vn) = O(bip1vi41 + - -+ byvp) € Kern(¢). Da vy, ..., v; eine Basis von Kern(¢)
704 ist, gibt es by, ..., by mit bjqviey + -+ bpvy = byvr + -+ + by, oder (=by)vy + -+ +
795 (—=b)v 4+ biy1vi41+ -+ - + bpv, = 0. Aus der linearen Unabhéngigkeit der Basis vy, ..., v,
796 folgt nun aber by =--- =5, = 0.

Satz 26 Wenn ¢ : V — W bijektiv ist, dann gilt dim V' = dim W. Wenn dim V' = dim W
endlich ist, dann ist ¢ genau dann injektiv, wenn surjektiv (und damit genau dann, wenn
bijektiv).

797 Beweis zu Dimension und bijektive Abbildungen:

798 Wenn ¢ : V. — W bijektiv ist, so ist dim Kern(¢) = 0, da ¢ injektiv, und dim Bild(¢) =
799 W, da ¢ surjektiv, also Bild(¢) = W. Es folgt dim V' = dim Kern(¢) + dim Bild(¢)
sgoo 04 dimW.

s Wenn dim V' = dim W endlich und ¢ injektiv, dann ist dim W = dim V' = dim Kern(¢) +
sz dimBild(¢) = 0 + dim Bild(¢), also ¢ surjektiv.

so3  Wenn dim V' = dim W endlich und ¢ surjektiv, dann ist dim Kern(¢) = dim V' —dim Bild(¢)
sos = dim W — dim Bild(¢) = 0, also ¢ injektiv.

Definition: Lineares Gleichungssystem

Ein lineares Gleichungssystem (iiber einem Korper K, meist K = R) besteht aus linearen
Gleichungen

a1 + a12°T2 +---+ AT = by

Am1"T1 + Gm2 T2 +:+ QunTn = bp
mit a5, b; € K und Unbekannten x4, ..., z,. Eine Losung des Gleichungssystems besteht
aus Werten k1, ..., k, € K, welche gleichzeitig alle m Gleichungen erfiillen.

Das zugehorige homogene (lineare) Gleichungssystem ist

a1+ + a@2-z2 +---+ ap-Tp, = 0

am1 -1 + am2 -2 +:+ amp-Tp = 0
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Erlauterung

Offenbar kann man das lineare Gleichungssystem in einer Matrix zusammenfassen als

aill ai19 e Ain I b1

Ami Om2 .. Gmn Tn, bm

Eine Losung des homogenen Gleichungssystems A - z = 0 ist dann ein Vektor aus dem
Kern von A; die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems (d. h. die Menge aller
Losungen) ist genau Kern(A).

Erlauterung

Fiir das allgemeine Gleichungssystem A -z = b gibt es die beiden bereits besprochenen
Méglichkeiten: Entweder b ¢ Bild(A) und es gibt keine Losung, oder b € Bild(A) und die
Losungsmenge besteht aus einer Nebenklasse ¢+ Kern(A), wobei ¢ irgendeine Losung des
Gleichungssystems ist. Um die Losungsmenge des Gleichungssytems zu bestimmen, muss
man also eine sogenannte spezielle Lisung ¢ finden — sofern sie existiert! — und den Kern
von A bestimmen. Ist vy, ..., v; eine Basis des Kerns, so besteht die Losungsmenge also
aus allen Vektoren der Form ¢+ kjvy + - - -+ kol mit k; € K (,die allgemeine Losung).

Definition: Rang einer Matrix

Der Rang einer (m x n)-Matrix A, rg(A), ist die Dimension des Bildes von A als linearer
Abbildung K™ — K™, d.h. die Dimension des von den Spalten A -ej,..., A e, von A
erzeugten Unterraums.

Satz 27 Nach Definition ist rg(A) < m und = m genau dann, wenn A surjektiv ist.
AuRerdem gilt n = dim Kern(A) + rg(A) nach Satz [25]

Satz 28 Falls A die Matrix eines homogenen linearen Gleichunssystemes mit m Glei-
chungen und n Unbekannten ist, dann ist die Dimension des Losungsraums n — rg(A).

2.7.1. Das GauB-Verfahren zum Lésen linearer Gleichungssysteme

Erliuterung

Die Idee des Verfahrens besteht darin, das Gleichungssystem bzw. die Matrix durch eine
Reihe ,elementarer Umformungen®, die die Losungsmenge nicht oder in einer kontroli-
ierten Weise édndern, in eine ,schone Form“ zu bringen, aus der man die Losungsmenge
leicht errechnen kann.
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Definition: elementare Umformungen

Hier betrachten wir drei Arten von elementaren Umformungen. Jede der Umformungen
entspricht der Multiplikation von links mit einer invertierbaren Matrix M. Dann gilt

A v=M"MA-v=b < MA-v=M-b

und wegen M -0 = 0 ist insbesondere Kern(M A) = Kern(A), d.h. die Losungsmenge
andert sich nicht, wenn A und c gleichermafsen umgeformt werden.

(1) Vertauschung der i-ten mit der j-ten Gleichung bzw.
Vertauschung der i-ten mit der j-ten Zeile der Matriz A und des Vektors b.

Dies entspricht der Multiplikation von links mit der Matrix M;;) = M(;jl) (siehe
Seite .

(2) Addition des k-fachen der j-ten Gleichung zur i-ten Gleichung bzw.
Addition des k-fachen der j-ten Zeile der Matriz A und des Vektors b zur i-ten
Zeile.

Dies entspricht der Multiplikation von links mit der Matrix Ej;(k) = I, + k - Ej;.

(E;j ist die Standardbasenmatrix aus Satz[19). Man sieht leicht ein, dass E;; (k)™ =
(3) Multiplikation der i-ten Gleichung mit k # 0 bzw.

Multiplikation der i-ten Zeile der Matrix A und des Vektors b mit k # 0.

Dies entspricht der Multiplikation von links mit der Matrix F;(k) = I, +(k—1)-Ej;.
Man sieht wiederum leicht ein, dass F;(k)~! = E;(k=1).

Erlduterung

Ergénzend konnen auch Operationen auf den Spalten der Matrix vorgenommen wer-
den (z.B. Vertauscheungen der Spalten, die dann den entsprechenden Vertauschungen
der Unbekannten entsprechen). Diese sind aber nur zur Verbesserung von Algorithmen
hinsichtlich Stabilitdt notwendig.

Definition: Zeilenstufenform einer Matrix, Pivot-Elemente

Eine Matrix A ist in Zeilenstufenform, falls es j; < --- < j, gibt, so dass a1j, #
0,...,arj, # 0 und i > i und j <
a;; = 0, falls { oder j < j;

. . . oder @ > i, L
Die Elemente a;;;, heifien Pivot-Elemente, die Spalten ji, ..., j, Pivot-Spalten.

Erlduterung
Schematisch angedeutet sieht eine Zeilenstufenform (mit » = 3) wie folgt aus; * steht fiir
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beliebige Elemente:

829

Satz 29 (a) Jede Matrix kann durch elementare Umformungen der Art (1) und (2) in
Zeilenstufenform gebracht werden.

(b) Jede invertierbare Matrix kann durch elementare Umformungen der Art (1) und (2)
in eine Diagonalmatrix und durch elementare Umformungen der Art (1), (2) und (3) in
die Identitdtmatrix {iberfithrt werden.

s30 Beweis zu Méichtigkeit der elementaren Umformungen (Gauf-Verfahren, Gauft-
sa1  Jordan-Verfahren):

sz Fir (a) gibt es den in Abbildung dargestellten Algorithmus, das sogenannte Gauf-

g3z Verfahren. Die Matrix wird spaltenweise von links nach rechts und zeilenweise von oben

83« nach unten so abgearbeitet, dass die gewiinschten Nullen auftreten. Betrachtet wird im-

s3s  mer nur der Teil unterhalb der aktuellen Stelle: Ein eventuell vorhandener Eintrag # 0 in

836 der Spalte wird ggf. durch Zeilenvertauschung an die betrachtete Stelle gebracht; durch

837 die Addition eines passenden Vielfachens der Zeile werden unterhalb der betrachteten
Stelle Nullen erzeugt. (Ein formaler Korrektheitsbeweis unterbleibt hier).

Input: (m x n)-Matrix A. Setze i = 1,j = 1.

Ist a;; #0°7
Ja: ersetze Zeile k =i+ 1,...,n durch ,Zeile k — ‘%’ Zeile i +~—
ersetze ¢ durch ¢ + 1 und j durch j + 1 —
Nein: | Gibt es ein [ > ¢ mit a;; #0 7
Ja:  vertausche Zeile i mit Zeile [ (fir das kleinste [) —

Nein: ersetze j durch j + 1

Falls ¢ > m oder j > n: Ende

Abbildung 2.2.: Gaufs-Verfahren

838
830 (b) Durch das Gauf-Verfahren bringt man zunéchst die Matrix in Zeilenstufenform. Sie
sa0 ist genau dann invertierbar, wenn die Zeilenstufenform Dreiecksform hat, d.h. wenn die
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Pivot-Elemente die Diagonalelemente a11, . .., Gy, sind. Man kann auf diese Matrix nun
das Gauf-Verfahren gewissermafien ,punktgespiegelt”, also spaltenweise von rechts nach
links und zeilenweise von unten nach oben anwenden, und erhélt eine Diagonalmatrix
(d.h. as # 0, aber a;; = 0 fiir alle ¢ # j.) Durch Umformungen der Art (3) kann man
schliefslich die Diagonaleintrage auf 1 bringen. diese Verfahren heifst manchmal auch
Gaufs-Jordan- Verfahren.

Abbildung 2.3.: Gaufs—Jordan-Verfahren

Beispiele
(Fehlender Inhalt: Beispiel)

Satz 30 Was kann mit dem Gaufi-Verfahren berechnet werden?
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Sei stets E eine invertierbare Matrix, die A in Zeilenstufenform bringt, d.h. E ist eine
Matrix Ej-...-Eq, wobei E1, ..., E; Matrizen zu elementaren Umformungen sind, welche
nach dem Gauf-Verfahren A in eine Matrix Ej,-. . .- E7 - A in Zeilenstufenform umformen.

e Den Rang einer Matriz berechnen:
Der Rang der Matrix ist die Anzahl der Pivot-Elemente in der Zeilenstufenform.
e Testen, ob eine Matrix invertierbar ist:

Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn sie quadratisch ist und der Rang
mit der Anzahl der Zeilen/Spalten iibereinstimmt.

o Fine spezielle Losung eines linearen Gleichungssystems ausrechnen:
Man bringt das Gleichungssystem in Zeilenstufenform FA -z = E - b und 16st
die Gleichungen von unten nach oben auf (,,Riickwérteinsetzen®). Sind Unbekannte
durch eine Gleichung und die vorherigen Festsetzungen nicht eindeutig bestimmt,
setzt man einen beliebigen Wert (z.B. 0) ein.

e Fine Basis des Kerns bestimmen:
Man bringt das homogene Gleichungssystem in Zeilenstufenform EA-xz = E-0 = 0.
Ist der Rang der Matrix gleich n (= Anzahl der Unbekannten), so ist Kern =
{0}, die Basis also die leere Menge. Andernfalls 16st man die Gleichungen von
unten nach oben durch Riickwérteinsetzen auf. Fiir jede Unbekannte, die nicht
eindeutig festgelegt ist, bekommt man einen Basisvektor des Kerns, indem man
diese Unbekannte auf 1 setzt und alle andern dann nicht festgelegten Unbekannten
auf 0.

e Fine Basis des Bilds bestimmen:
Spalten Ae;,, ..., Ae; von A sind genau dann linear unabhéngig, wenn die entspre-
chenden Spalten FAe;,, ..., EAe; der Matrix in Zeilenstufenform linear unabhén-
gig sind. Also bilden die Spalten von A, die Pivot-Spalten von E A sind, eine Basis
des Bildes.

o Fine Menge linear unabhdingiger Vektoren zu einer Basis erginzen:
Man fiigt die Vektoren als Spalten zu einer (m x n)-Matrix A zusammen und be-
stimmt eine Basis des Bildes der (m x (n+m))-Matrix (A | I,,,) wie oben beschrieben.
alternativ: Man fiigt die Vektoren als Zeilen zu der (n x m)-Matrix AT zusammen
und bringt sie in Zeilenstufenform. Diejenigen Standardbasisvektoren e;, fiir die ¢
keine Pivot-Spalte ist, ergdnzen die gegebenen Vektoren zu einer Basis.

o Das Inverse einer Matriz berechnen:
Die elementaren Umformungen, welche A nach dem Gaufs-Jordan-Verfahren in die

Identitatsmatrix umformen, formen gleichzeitig die Identitdtsmatrix in die Inverse
von A um: falls E-A=1,,soist E-I, = A"
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Mathematische Folgerungen

Definition: Transponierte Matrix
Die Transponierte AT einer (m x n)-Matrix A = (a;;)

i=1,...n 1st die ,an der Diagonalen
gespiegelte (n x m)-Matrix (aj;) j=1,....m - j=1,...m
i=1,...,n
Beispiele
1 4
(2 b
3 6

Satz 31 Man sieht auch leicht aus der Multiplikationsformel, dass (4 - B)T = BT . AT.
Insbesondere ist die Transponierte einer invertierbaren Matrix selbst invertierbar mit

(AT)—l —_ (A—I)T_

Satz 32 rg(A) = rg(AT).

Beweis zu Rang der transponierten Matrix:

Man sieht, dass der Satz fiir Matrizen in Zeilenstufenform gilt. Da Isomorphismen die
Dimension bewahren, dndert die Multiplikation von rechts oder links mit einer invertier-
baren Matrix nicht den Rang einer Matrix. Sei also E - A in Zeilenstufenform fiir ein
invertierbares E. Dann gilt: rg(A4) = rg(E - A) = rg((E- A)T) = rg(AT - ET) = rg(A").
Beweis zu Beweis Dimensionssatz (alternativ):

Aus dem Gaufk-Verfahren gewinnt man auch einen Beweis fiir Satz 77 im endlich-dimen-
sionalen Fall. Allerdings miisste man sich noch davon iiberzeugen, dass der Satz fiir
das Gauk-Verfahren nicht gebraucht wurde (und man muss aufpassen, dass man keine
Begriffe oder Argumente verwendet, welche bereits auf der Dimension beruhen, wie z. B.
den Rang).

Satz 33 Wenn ein Vektorraum V eine Basis mit endlich vielen Elementen besitzt, dann
haben alle Basen von V' die gleiche Anzahl von Elementen.

Beweis zu Grolte der Basen:

Angenommen V hat Basen mit m und mit n Elementen, m < n. iiber die eine Basis ist V'
isomorph zu K™; man kann also annehmen, dass V' = K™. Nun stellt man die (m X n)-
Matrix A auf, deren Spalten die Vektoren der Basis mit n Elementen sind. Diese sind
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nach Annahme linear unabhéngig, also miissen auch die Spalten der in Zeilenstufenform
gebrachten Matrix linear unabhéngig sein. In der Zeilenstufenform sieht man aber, dass
maximal m Spalten linear unabhéngig sein kénnen: Widerspruch.

2.8. Determinanten

Erlduterung

Idee: Wie kann man die Volumenénderung auf einen Quader durch eine lineare Abbildung
R3 — R3 messen?

mathematische Vorgehensweise in diesem Fall: Man méchte das Problem mit einem neu-
en Konstrukt, den Determinanten 16sen. Man stellt die Eigenschaften fest, die die De-
terminante (= orientierte Volumenénderung) haben soll und stellt fest, dass es nur eine
Funktion mit diesen Eigenschaften geben kann. Dann kann man Formeln angeben.

Notation: Determinante

Die Determinante det(A) einer Matrix A wird auch dadruch beschrieben, dass man bei
der Angabe der Matrix die dufferen Klammern durch senkrechte Striche ersetzt, also

alr ... A1n (AN QAn
det(| D=

Apl --- Gpn Apl --- Gpn

Satz 34 Eigenschaften der Determinante (A sei eine n x n—Matrix):
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Satz

o8

det(A) = 0 < A nicht invertierbar
det(id) =1

det(A - B) = det(A) - det(B)

Vertauscht man in einer Matrix die Zeilen ¢ und j oder die Spalten ¢ und j, so
ist die zugehorige Determinante das negative der Determinante der urspriinglichen
Matrix.

Addiert man auf eine Spalte oder Zeile der Matrix eine Zeile oder Spalte so kann
man das Ergebnis auf als die Addition der beiden Determinanten der Matrizen,
die sich nur in der entsprechenden Spalte/Zeile unterscheiden berechnen: z.B..

1 2 3 1 1 3 1 1 3
det(14 5 6])=det(|4 1 6))+det(|{4 4 6])
7T 8 9 7T 1 9 7T 79

Multipliziert man eine Zeile/Spalte einer Matrix mit einem Skalar kann die Deter-
minante auch als Multiplikation der urspriinglichen Determinante mit dem Skalar
berechnet werden.

det(A) = det(AT)

det(A - B) = det(A) - det(B)

35 Berechnung der Determinante
fiir kleine n lasst sich eine einfache Formel angeben:
— n=1:det(a;1) = a1l
ai; @
- n=2 det(( 1 12)) = ai1 - Gz — a21 - A12
az1 a2
ail a2 a3
—n=3: det( a21 agy a3 )
azyp az2 ass
= (12022033 + 012023031 + 013021031 — 431022013 — 132023011 — 433021012
Formel von Lagrange (A quadratisch) det(A) = > sgn(o) - a1y
o=Sym({1,...,n})
A15(2) - - - Ano(n)
n . .
Entwicklungssatz det(4) = Y (—1)""a;jdet(A;;), wobei A;; die (n — 1) x (n —
j=1
1)—Matrix ist, die aus A durch Streichen der ¢ — ten Zeile und j — ten Spalte
entsteht.
Mit Gaukverfahren auf Dreiecksmatrix bringen und Diagonale multiplizieren (Bei
Vertauschen von zwei Zeilen dndert sich das Vorzeichen), Addition des k-fachen
einer Zeile auch eine andere dndert die Determinante nicht.

(Fehlender Inhalt: Formel fiir Inverse)
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2.9. Langen, Winkel, Skalarprodukt

Erlauterung

In diesem Abschnitt soll stets ' = R sein; alle betrachteten Vektorrdume seien iiber R. Es
sollen nun die geometrisch anschaulichen Begriffe der Lange eines Vektors, des Abstandes
zweier Vektoren und des Winkels zwischen zwei Vektoren eingefiihrt werden. Dabei ist das
Vorgehen — dhnlich wie schon bei der Determinante — wie folgt: Man findet eine Formel
fiir die Berechnung, die in den Féllen der Dimension 1, 2 und 3 das Richtige tut und die
Eigenschaften besitzt, die man von den Begriffen erwartet. In den héherdimensionalen
Fillen, wo eine direkte geometrische Anschauung fehlt, definiert man die Begriffe dann
durch diese Formel.

Lange und Abstand
Definition: Lange, Abstand
Die Linge eines Vektors v = (v1,...,v,) € R™) ist
flol| := /v + -+ v2.

Der Abstand (oder die Distanz) zweier Vektoren ist

d(v, w) = ||lv —w].

Erlduterung
Es gilt also ||v]| = d(v,0). Im R! ist ||v]| = |v|; in R? und R3 sieht man mit dem Satz von
Pythagoras, dass die Definition den gewohnlichen Langenbegriff wiedergibt.

Satz 36 Eigenschaften von Liange und Abstand Fiir alle u,v,w € R” und £ € R
gilt:

Positivitat: ||v|| >0 d(v,w) >0
lv| =0 v=0 dv,w)=0v=w
Symmetrie: ||v|| = ||—v|| d(v,w) = d(w,v)
Dreiecksungleichung: [|v + w|| < ||v]| + ||w]] d(v,w) < d(v,u) + d(u,w
Skalierung: ||r - v|| = |r| - ||v]] d(r-v,r-w) = |r|-d(v,w

Fassung von 18. Juli 2014 59



896

897

898

899

900

901

902

903

904

905

906

907

908

909

910

911

912

913

914

915

916

917

Teil I, Kapitel 2

Erlauterung

Neben diesem gewohnlichen Langenbegriff (der auch ,euklidische Norm* oder ,,2-Norm*
||v|, genannt wird), gibt es im Mehrdimensionalen auch weitere Léngenbegriffe, etwa die
»1-Norm* |Jv[|; = |v1]|+- -+ v | oder die ,Maximumsnorm* |[v]|o, := max {|v1],...,|vn|},
die ebenfalls alle oben aufgefiihrten Eigenschaften aufweisen.

Skalarprodukt, Winkel, Orthogonalitit

Erlauterung

Der Winkel zwischen zwei Vektoren wird iiblicherweise iiber das Skalarprodukt ausge-
rechnet. Das Skalarprodukt selbst misst keine ganz elementare geometrische Grobe wie
Linge oder Winkel, sondern beides in Kombination. Im R? wird das Skalarprodukt von
v = (v1,v2) und w = (wy,ws) durch die Formel (v, w) = vjw; 4+ vows berechnet; die
geometrische Interpretation dieser Grofe ist: ,||v|| mal ||w| mal Cosinus des Winkels
zwischen v und w*.

Da in diesem Fall die geometrische Interpretation der Formel viel weniger ersichtlich
ist als bei der Lange von Vektoren, soll sie auf zwei Arten erklart werden (die zwar im
wesentlichen tibereinstimmen, aber Verschiedenes voraussetzen).

Erlauterung

Erste Methode Da es bei dem Winkel nicht auf die Langen der Vektoren ankommt,
kann man o.E. annehmen, dass v und w Lénge 1 haben (indem man sie durch ﬁ bzw. m
ersetzt; den Fall v = 0 oder w = 0 kann man aufier Acht lassen, da (0, w) = (v,0) =0

Falls v = e; = (1,0), so ist w; gerade der Cosinus des eingeschlossenen Winkels zwischen
e1 und w (und ws ist die (orientierte) Hohe der von es und w aufgespannten Raute,
also im wesentlichen deren Fldcheninhalt, da die Grundseite e; Lénge 1 hat). Winkel
sollten unter Drehungen invariant sein; man kann daher den allgemeinen Fall auf diesen
speziellen Fall durch die Drehung von v auf e; zuriickfithren. Also ist der Cosinus des

Winkels zwischen v und w die erste Koordinate von

vy vz (w1 _ (viwy + vawe
—vV2 U1 w2 - V1w — VW1 '
Man sieht auch, dass die zweite Komponente die orientierte Hohe der Flache der von v
und w aufgespannten Raute ist, also die Volumenverinderung der Abbildung (51 Zl)
2 W2
angibt. Also stimmt neben der Formel fiir das Skalarprodukt auch die Determinanten-
formel im R2.

Erlduterung

Zweite Methode Geht man von der gewiinschten geometrischen Interpretation des Ska-
larprodukts aus, so ist klar, dass (v, k-v) = k- ||v||* sein muss und dass (v, w) = 0 gelten
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muss, wenn v und w senkrecht aufeinander stehen. Sicher steht v = (v1, v2) senkrecht auf
(—v2,v1) und allen seinen Vielfachen. Nun schreibt man (nachrechnen durch Ausmulti-
plizieren!)
VW1 + Vw2
2 2
vy + V3

V1w2 — V2w

. (Ul, UZ) +
v%—kv%

(w17w2) = : (—1)2,1)1).

Der linke Summand gibt dann gerade die orthogonale Projektion von w auf v an; die
Lange dieses Vektors mal die Lange von v ist dann gerade viw; + vows.

dhnliche {iberlegungen kann man fiir den R? anstellen (oder man fiihrt, indem man die
beiden Vektoren zunéchst in die {ej, ea}-Ebene dreht, den dreidimensionalen auf den
zweidimensionalen Fall zurtick).

Definition: Standardskalarprodukt
Das (Standard-)Skalarprodukt im Vektorraum R™ ist die folgende Abbildung (-,-): R™ x
R" - R:
w1 n
(v,w) := (v1,...,p) - : :v1w1+v2w2+~-+vnwn:Zviwi.

Wy =1

Satz 37 Eigenschaften des Skalarprodukts Fiir alle v,v',w,w’ € R™ und r € R gilt:

= |lo]* =>0
=0<v=0

Positivitat:

Bilinearitit: (v + v, w) = (v, w) + (v, w) (v,w+w') = (v,w) + (v,w')

(
(
Symmetrie: (v, w) = (w,v)
(
(r-v,w) =r-(v,w) (v,r-w) =71 (v,W)

d. h. das Skalarprodukt ist sowohl im ersten als auch im zweiten Argument eine lineare
Abbildung.

Satz 38[Cauchy-SchwarzE|| Seien v, w € R™, dann gilt

[ (v, w)] [l - [lwll

(o)

IN

oder (quadriert)

VAN

§ 2 E : 2
'Ul * wl .
=1 =1
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Satz 39 Fiir v # 0 und w # 0 gilt

_1<<”7_“)>:<Li><1.
= ol - flwll [oll" [lwll / —

somit findet man einen eindeutigen Winkel a@ € [0, 7] mit
(v, w) = [lv]l - [[wl]] - cos(e).

Per Definition nennt man « den zwischen v und w eingeschlossenen Winkel Z(v, w)f'_vl

Beweis zu eingeschlossener Winkel:
Der Fall w = 0 ist klar (beide Seiten ergeben 0); sei also w # 0. Dann ist

0% (0 )

v, w v, w 2
<uiu||2> (v, w) + <||;U,|Z (w,w)

= (v,v) —2-

— Hw1‘|2(<v,v> A(w,w) —2- (v, w)? + (v,w>2) — leH?((U’U) (w, w) — (v,w>2>

Daraus folgt also 0 < (v,v) - (w, w) — (v, w)? bzw. (v, w)? < (v,v) - (w,w) = ||v|? - ||w]|?,
also nach Wurzelziehen das gewiinschte Ergebnis.

Satz 40 Insbesondere gilt also:

(v,w) =0 <= cos Z(v,w) ist g oder gﬂ' (d.h. 90° oder 270°)

<= v und w stehen senkrecht aufeinander.

Erlduterung

In den Dimensionen 1, 2 und 3 stimmt dies also mit dem anschaulichen geometrischen
Begriff iiberein; in den héheren Dimensionen ist es eine sinnvolle Verallgemeinerung. In
abstrakten n-dimensionalen Rdumen gibt es dagegen kein Standard-Skalarprodukt, also
auch keinen natiirlichen Winkelbegriff. Durch die Wahl einer Basis kann man aber das
Skalarprodukt des R™ iibertragen. Das Standard-Skalarprodukt geht axiomatisch davon
aus, dass die Standardbasis eine sogenannte Orthonormalbasis ist, also die Basisvektoren
Lange 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen. Darauf beruhen alle weiteren

9 Augustin Louis Cauchy (1789-1857), Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
ODjeser Begriff ist nicht orientiert, d.h. der Winkel zwischen v und w ist gleich dem Winkel zwischen
w und v. Dem entspricht, dass der Cosinus eine gerade Funktion ist, also cos(a) = cos(—a) ist.
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Langen- und Winkelbestimmungen. Die iibertragung des Standard-Skalarprodukts des
R™ auf einen abstrakten n-dimensionalen Vektorraum durch Wahl einer Basis bedeutet,
dass man diese Basis zur Orthonormalbasis erklért.

Satz 41 Sei v # 0, dann ist die orthogonale Projektion von w auf v gleich

0, = (wo) v _(wv)
ol lloll  (v,v)
Wenn vy, . .., v, eine Orthonormalbasis ist, dann gilt
n
w= Z(w,w) - V;.
i=1

Beweis zu Orthonormalbasis:

Wenn man w = > rjv; ansetzt und (w,v;) = (3, r5v;, v;) mit Hilfe der Bilineari-
tat des Skalarprodukts ausrechnet, ergibt sich unmittelbar r; = (w,v;). Der erste Teil
folgt aus der geometrischen Interpretation des Skalarprodukts (bzw. durch Skalieren und
Ergénzen von v zu einer Orthonormalbasis).

Satz 42[Verallgemeinerter Satz des Pythagoraﬂ Cosinussatz|
Fir v, w € R" gilt:
[l +wlf? = |ol® +2 - (v, w) + [Jw]*.
Insbesondere gilt ||v+wl|? = ||v]|? + ||w||? genau dann, wenn (v, w) = 0, also wenn v und
w senkrecht aufeinander stehen.

Beweis zu Cosinussatz:
Einfach ausrechnen:

n

n n n
o+ wl =Y (i +w)(vi+wi) =D 07 +> wi+2-> vaw; = ||v]* + 2(v, w) + [|w]”
=1 i=1 i=1 i=1

Orthogonale Abbildungen

Definition: orthogonale lineare Abbildung

"Pythagoras (ca. 570 bis ca. 510 v. Chr.)
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Eine lineare Abbildung ¢ : R™ — R™ heifst orthogonal, wenn ¢ das Skalarprodukt erhélt,
wenn also (¢(v), p(w)) = (v, w) fir alle v,w € R" giItH

Eine (n x n)-Matrix A heifit orthogonal, wenn die zugehorige lineare Abbildung ortho-
gonal ist.

Definition: Orthonormalbasis

Eine Basis vy, ..., v, des R ist eine Orthonormalbasis, wenn
1 fallsi=j
</U’L'7 U]> = . .
0 fallsi # j.
Erlauterung

Man rechnet leicht nach, dass

(Av,w) = 2"2 (i ajivz) Swj = En:vi . f:ajiwj = (v, ATw).
i=1 j=1

j=1 \i=1

Satz 43 Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir eine (n x n)-Matrix tiber R™:
(a) A ist orthogonal,

(b) A ist invertierbar und A7! = AT;

(c) Aey,...,Ae, ist eine Orthonormalbasis.

Beweis zu Orthoganalitdt und Matrizen:

Klar ist, dass eine orthogonale Abbildung eine Orthonormalbasis auf eine Orthonormal-
basis abbilden muss, also gilt (a)=>(c). Der (i, j)-Eintrag von AT A ist genau (Ae;, Ae;),
also ist Aeq, ..., Ae, genau dann eine Orthonormalbasis, wenn AT - A = Id, also wenn
(b) gilt. Schlieklich folgt aus (b), dass (Av, Aw) = (v, ATAw) = (v,w), also dass A
orthogonal ist.

Beispiele

Drehungen im R? sind orthogonal:

. -1 .
cosa —sina cosa sina
sina  cosa —sina cos o
Spiegelungen orthogonal. Drehungen und Spiegelungen sind die einzigen orthogonalen

) . Ebenso sind

12 Achtung: Die orthogonale Projektion aus Satz [41|ist keine orthogonale Abbildung.
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Abbildungen der Ebene (dabei sind die Drehungen orientierungserhaltend, die Spiege-
lungen nicht).

Erlduterung

Orthogonale Abbildungen sind ldngentreu, d.h. |[Av|| = ||v| fir alle v, und winkeltreu,
d.h. Z(Av, Aw) = Z(v,w) fiir alle v,w. Aus A~ = AT folgt det(A4)~! = det(AT) =
det(A) und somit det A = 1. Orthogonale Abbildungen sind also zudem volumentreu,
allerdings nur im unorientierten Sinn; die Orientierung kann sich dndern (wie man am
Beispiel der Spiegelungen sieht).

Scherungen sind Beispiele von volumenerhaltenden Abbildungen, die weder langen- noch
winkeltreu sind; Streckungen (aller Vektoren um den gleichen Faktor) sind Beispiele von
winkeltreuen Abbildungen, die weder langen- noch volumentreu sind. Man kann aber
zeigen, dass langentreue Abbildungen bereits orthogonal sind (dies folgt unmittelbar aus
dem verallgemeinerten Satz von Pythagoras). Ebenso sind Abbildungen, die winkel- und
volumentreu sind, schon orthogonal [’

3Winkelerhaltend heifit, dass Aey, ..., Ae, eine Orthogonalbasis ist, also AT - A eine Diagonalbasis ist.
Betrachtet man den Winkel zwischen e; und e; + e;, sieht man schnell, dass alle Diagonaleintrége
gleich sein miissen. Da die Abbildung Determinante +! hat, miissen die Diagonaleintrage = 1 sein.
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3. Lineare Codes

3.1. Codes

Erlduterung

In der Codierungstheorie geht es um folgende Situation bzw. Problematik: Informationen
werden als Folgen von Symbolen aufgeschrieben bzw. festgehalten. Man sagt dazu auch,
dass die Informationen ,codiert’ werden, z. B. durch Morse-Zeichen, durch Zahlenfolgen
im ASCII-Code oder, wie in diesem hier, durch Buchstabenfolgen des um Zeichen und
Ziffern angereicherten lateinischen Alphabets. Bei der Ubermittlung von Nachrichten
(z. B. Ubertragung durch Funk oder Kabel oder Speicherung der Information iiber linge-
re Zeitraume) konnen Ubertragungsfehler passieren oder Teile der Information verloren
gehen. Kann man nun die Codierung so wihlen, dass Ubertragungsfehler erkannt und
teilweise korrigiert werden kénnen, und die Informationsiibermittlung dennoch méglichst
effizient geschieht?

Es geht also darum, in die Codierung eine Redundanz einzubauen. Die einfachste Art
der Redundanz besteht darin, die Nachricht mehrfach zu wiederholen. Stimmen die emp-
fangenen Informationen nicht iiberein, so weik man, dass Ubertragungsfehler eingetreten
sein. Indem man gegebenenfalls die am h&ufigsten empfangene Version als die richtige
ansieht, kann man u. U. auch Ubertragungsfehler ausgleichen. Die Codierung durch Wie-
derholung ist aber insofern ineffizient, als sich die Lénge der ibermittelten Nachricht (und
damit Zeit und Kosten) vervielfacht. Die Anforderung der Effizienz bezieht sich aber auch
auf die Durchfiihrung von Codierung, Decodierung und die eventuelle Fehlerkorrektur:
hierfiir sollen schnelle Algorithmen vorliegen.

Konkret betrachtet man folgende Situation:

Definition: Hamming-Raum

Man verfiigt tiber ein endliches Alphabet (d.h. eine Symbolmenge) A mit ¢ Elemen-
ten und betrachtet Worter der festen Lange n tiber A, d.h. Elemente (a1, ...,a,) von
A™ um Nachrichten zu codieren. Die Menge dieser n-Tupel wird auch der Hamming-
Raum[l H(n, A) genannt, bzw. H(n,q), wenn es nur auf die Anzahl der Elemente von A
ankommt.

Oft nimmt man als Alphabet eine endliche Gruppe oder einen endlichen Koérper, etwa
[F,, da die algebraische Struktur beim Ver- und Entschliisseln helfen kann und geschickte
Codierungen erméglicht. H(n,F;) = Fy ist dann ein n-dimensionaler Vektorraum iiber
dem Korper F,. Besonders haufig ist der Fall ¢ = 2 mit Fy = {0, 1}. Der Hamming-Raum
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H(8,F9) ist zum Beispiel die Menge der moglichen Bytes. Den Hamming-Raum H (4, Fa)
kann man mit den hexadezimalen Ziffern identifizieren.

Beispiele
e Im urspriinglichen ASCII-Code wurden Zeichen durch ein Byte (aq,...,as), also
ein 8-Tupel iiber Fy, codiert. Dabei bildeten die ersten sieben Ziffern aq,...,ar

die eigentliche Information: als Bindrzahl gelesen geben sie die Stelle des codierten
Zeichens (Buchstabe, Ziffer, Satz- oder Steuerungszeichen) in der Liste der ASCII-
Zeichen an. Die letzte Ziffer ag war eine Kontrollziffer, welche den sogenannten
parity check durchfithrt: ag war so gewéahlt, dass a; 4+ -+ 4+ ag = 0 in Fy gilt. Der
Code ,erkennt”, wenn an einer Stelle ein Ubertragungsfehler passiert, da dann die
Priifrechnung nicht mehr stimmt. Geht bei der Ubertragung eine Stelle verloren,
kann man sie errechnen.

e Der alte ISBN-Code bestand aus einer neunstelligen Dezimalzahl, die man als 9-
Tupel (b1, ...,bg) iiber Fy; aufgefasst und um eine Priifziffer b1y € Fi; so ergénzt
hat, dass Z}gli -b; = 0 in Fq; gilt. (Das Element 10 in F;; wurde iibrigens X
geschrieben.)

Dieser Code erkennt eine falsche Ziffer und auch Vertauschungen von zwei Ziffern,
d. h. die Priifrechnung stimmt dann nicht mehr.

e Der aktuelle ISBN-Code ist ein 13-Tupel iiber Z/10Z, wobei wieder die letzte Ziffer
eine Priifziffer ist, die so gewéhlt wird, dass by + 3bs + b3 + 3bg + --- + b13 = 0 in
Z./10Z gilt. Dieser Code erkennt wieder eine falsche Ziffer, aber nur noch gewisse
Vertauschungen.

e Bei der neuen internationale Bankkontonummer IBAN folgen nach der anfanglichen
Lénderkennung (zwei Buchstaben) zwei Priifziffern, die so gewéhlt sind, dass fiir
eine gewisse, aus der IBAN gebildete Zahl z die Zahl z — 1 durch 97 teilbar ist. z
entsteht aus der IBAN, indem man zunéchst den Lindercode mit den Priifziffern
ans Ende setzt und dann die Buchstaben des Léndercodes durch zweistellige Zahlen
ersetzt (A = 10, B=11, ...).

Fehler und die Hamming-Metrik

Anschaulich gesprochen ist ein Code gut, wenn er besonders viele Fehler erkennt oder
sogar deren Korrektur zuldsst. Um dies zu prézisieren, muss man festlegen, was Fehler
sind und wie man ihre Anzahl misst. Im {iblichen Setting legt man dazu fest, dass es
nur um die Anzahl der Stellen geht, die nicht {ibereinstimmen. Eine Vertauschung von
zwei (verschiedenen) Ziffern zahlt also als zwei Fehler, da anschlieftend zwei Stellen nicht
mehr stimmen. Insbesondere werden alle Stellen als gleichwertig gezahlt (wiahrend man
z. B. bei Dezimalzahlen Fehler in den héheren Stellen als gewichtiger ansehen wiirde als
in den niederen Stellen) und alle Elemente des Alphabets werden ebenfalls untereinander
als gleichwertig gezéhlt (d.h. es ist gleichermafen ein einziger Fehler, ob z. B. 2 statt 1
empfangen wird oder 9 statt 1).
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Mathematisch wird dies durch das Konzept der Hamming-Metrik prazisiert:

Definition: Hamming-Distanz/Hamming-Metrik
Fir v = (v1,...,v,) und w = (wi,...,wy,) in H(n,A) definiert man den Hamming-
Abstand (oder Hamming-Metrik) als

d(v,w) = }{1 | v; # w;} ’

Satz 44 Die Hamming-Metrik ist eine Metrik auf H(n, A), d.h. es gilt:
e Positivitit: d(v,w) > 0 und d(v,w) =0 <= v=w
e Symmetrie: d(v,w) = d(w, v)
e Dreiecksungleichung: d(u,v) < d(u,v) + d(v, w).
Falls (A, +) eine (kommutative) Gruppe ist, dann gilt zusétzlich:
e Translationsinvarianz: d(v, w) = d(v + u,w + u),
insbesondere d(v, w) = d(v — w,0) = d(—w, —v)
Falls A ein K-Vektorraum ist, dann gilt auerdem:
e Invarianz unter Skalarmultiplikation: d(v,w) = d(kv, kw) fir k € K\ {0}

Beweis zu 44:

Die ersten beiden Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition. Die Dreiecks-
ungleichung sieht man aus der Transitivitdt der Gleichheit: Wenn u; # w;, dann gilt
u; # v; oder v; # w;. Offensichtlich gilt d(v,w) > d(f(v), f(w)) fiir eine beliebige Abbil-
dung f: H(n, A) = H(n, A), also d(v,w) > d(f(v), f(w)) = d(f~(f(v)), [~ (f(w))) =
d(v,w) fiir bijektive f. Damit folgt die Invarianz unter Translationen und unter Skalar-
multiplikation, da die Abbildungen v — v + v und v — k - v fiir k # 0 bijektiv sind
(Umkehrabbildungen sind v + v — v und v + k=1 - v).

Bemerkung;:

Wiéhrend die iibliche euklidische Metrik ||v — w| im R"™ ebenfalls translationsinvariant
ist, gilt dort ||rv — rw|| = |r| - ||v — w||. Die Invarianz der Hamming-Metrik unter Skalar-
multiplikation ist also eine ,,ungeometrische Eigenschaft.

Satz 45 Falls (A, +) eine kommutative Gruppe ist und p eine Primzahl, dann ist A genau
dann ein F)-Vektorraum, wenn a + - -- 4 a = 0 fiir alle a € A gilt. Die Skalarmultiplika-
—_——

p mal
tion ist dann durch m-a =a+ -+ + a gegeben und es gilt —a = (p—1) - a.
————
m mal
Insbesondere folgt daraus: Wenn C' C ]Fg unter Addition abgeschlossen ist, dann ist C
bereits ein Untervektorraum!
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Beweis zu 45:
Nachrechnen. Der Beweis folgt auch aus Satz [62] im Kapitel II.

Definition: Codes und ihre Eigenschaften

(a) Ein Code ist eine Teilmenge von H (n, A) bzw. H(n,q). Man spricht von einem ,, Code
der Lange n tber A“ bzw. einem ,,q-dren Code der Ldange n“. Der Minimalabstand des
Codes ist min {d(v,w) ‘ v,w € C,v # w}.

(b) Ein linearer Code ist ein Untervektorraum von Fy. Das Gewicht von v € C'ist d(v, 0)
und das Minimalgewicht des Codes ist min {d(v,0) | v € C,v # 0}.

(c) Ein Code C' erkennt (mindestens) e Fehler, falls der Minimalabstand grofer als e ist.
(d) Ein Code C korrigiert (mindestens) e Fehler, falls es zu jedem v € H(n, A) hochstens
ein ¢ € C gibt mit d(v,c) < e.

Notation: Beschreibung linearer Codes

Lineare Codes werden meist durch zwei oder drei Parameter beschrieben: als ,,(g-ére)
[n, k]-Codes* oder ,(g-dre) [n, k, d]-Codes*“. Dabei ist n die Lange der Worter, k = dim C
und d das Minimalgewicht. Es gilt dann |C| = ¢* bzw. k = log, ]C|

Bemerkung:

Wegen d(v, w) = d(v — w,0) ist das Minimalgewicht eines linearen Codes gleich seinem
Minimalabstand. Unmittelbar aus der Definition sieht man auch:

Satz 46

(a) Ein Code mit Minimalabstand d erkennt d — 1 Fehler und korrigiert L%J Fehler.
(b) Ein Code, der e Fehler korrigiert, erkennt 2e Fehler und hat Minimalabstand min-
destens 2e + 1.

Beispiele
e Der alte ISBN-Code ist ein 11-drer Code der Lange 10, der einen Fehler erkennt

und keinen korrigiert.

e Der urspriingliche ASCII-Code ist ein binérer linearer [8,7,2]-Code, der also einen
Fehler erkennt und keinen korrigiert.

e Der Wiederholungscode {(z,z,z) | z € F,} C H(3, q) ist ein g-érer linearer [3,1, 3]-
Code, der zwei Fehler erkennt und einen korrigiert.

2Manche Autoren bevorzugen, statt der Dimension eines Codes C' an zweiter Stelle die Anzahl der
Elemente von C' anzugeben.
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Definition: Ball
Der Ball vom Radius e um v ist Fl

Be(v) :={w € H(n, A) | d(v,w) < e}.

Satz 47 Die Anzahl der Elemente eines Balls kann man ausrechnen durch

B =3 (5@

=0

Fiir ¢ = 2 gilt insbesondere

Beweis zu 47:

i durchlduft die méglichen Absténde zu v; der Binomialkoeffizient gibt die Anzahl der
Moglichkeiten fiir die 7 Stellen, an denen die Abweichungen auftreten; g — 1 ist fiir jede
Stelle die Anzahl der alternativen Elemente des Alphabets.

Satz 48 Es gilt nun offensichtlich:

e C erkennt genau dann e Fehler, wenn ¢ ¢ Be(c) fiir ¢, € C, ¢ # (.

e ( korrigiert genau dann e Fehler, wenn die Bélle B.(c) fiir ¢ € C' paarweise disjunkt
sind.

3.2. Gutekriterien und Schranken fur Codes

Zur Motivation: Zwei Beispiele fiir einen 1-fehlerkorrigierenden Code
Ausgangslage: Man hat als eigentliche Information Worter der Lénge 4 iiber Fy (also
etwa die Bindrdarstellung von hexadezimalen Zeichen). Man méchte den Code nun z. B.
durch Anhéngen von Priifziffern so verédndern, dass er einen Fehler korrigiert.

Erster Code Die ,naive Methode besteht darin, das Ausgangswort dreifach zu sen-
den. Worter aus H(4,F2) werden also codiert als Worter in H(12,Fg), ndmlich v =
(U1>U27U37U4) akSUhUdU:::(Ul,UQ,Ug,U4,U1,U2,U3,U4,U1,UQ,U3,U4)

3In der Analysis sind Bille iiblicherweise als offene Bille definiert, d. h. man fordert ,,< ¢ statt ,,< e
Dies ist in der diskreten Situation hier nicht besonders sinnvoll.
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C1 = {vwv | v € H(4,F;)} ist dann ein bindrer [12,4, 3]-Code: Die Wortlénge ist 12, die
Dimension 4 und das Minimalgewicht 3, d. h. der Code erkennt zwei Fehler und korrigiert
einen.

Dieser Code ist aber nicht besonders effizient: die Raumgréfe ist |H(12,Fo)| = 212 =
4.096. Es gibt 16 Codeworter, die mit IThren ,Korrekturbereichen“ einen Platz von 16 -
|Bi(c)| = 16-13 = 208 einnchmen. Es gibt also einen ,verschwendeten Platz* von 4.096 —
208 = 3.888 Wortern.

Zweiter Code (3 besteht aus folgenden Wortern in H(7,Fs):

(0,0,0,0,0,0,0) (0,1,0,0,1,0,1) (1,0,0,0,0,1,1) (1,1,0,0,1,1,0)
(0,0,0,1,1,1,1) (0,1,0,1,0,1,0) (1,0,0,1,1,0,0) (1,1,0,1,0,0,1)
(0,0,1,0,1,1,0) (0,1,1,0,0,1,1) (1,0,1,0,1,0,1) (1,1,1,0,0,0,0)
(0,0,1,1,0,0,1) (0,1,1,1,1,0,0) (1,0,1,1,0,1,0) (1,1,1,1,1,1,1)

Ein Wort v aus H(4,F3) wird codiert durch dasjenige Wort aus H(7,F2) in der Liste,
dessen Anfangsstiick gerade v ist. Man kann nun tiberpriifen, dass Co ein binérer [7,4, 3]-
Code ist. Der Code erkennt also ebenfalls zwei Fehler und korrigiert einen, bei gleicher
Anzahl von Codewdrtern (d. h. bei gleicher Dimension 4).

Die Raumgréfe ist hier aber |H(7,F3)| = 27 = 128. Die 16 Codewdrter nehmen mit Thren
HKorrekturbereichen” einen Platz von 16 - |Bi(c)| = 16 - 8 = 128 ein, d. h. es gibt keinen
verschwendeten Platz. Solche Codes heiften perfekte Codes.

Cy ist {librigens ein Beispiel fiir einen Hamming-Code. Im folgenden wird erkléart wer-
den, wie man Cy systematisch konstruieren kann und wie Codierung und Decodierung
funktionieren. Denn C] hat gegeniiber C zunéchst den Vorteil, dass die Codierungs- und
Decodierungsschritte offensichtlich sind, wihrend man bei Cs in der Tabelle nachschauen
muss.

Definition: Anforderungen an einen guten Code
Ein guter Code sollte
e moglichst viele Fehler erkennen und korrigieren, d.h. groffen Minimalabstand ha-
ben;
e moglichst viele Codewdrter im Verhéltnis zur Wortldnge n haben;
e und dabei eine effiziente Codierung (Verschliisselung), Decodierung (Entschliisse-
lung) und ggf. Fehlerkorrektur gestatten.

Erlauterung

Fiir Codierung und Decodierung gibt es immer die Moglichkeit, eine Codierungstafel
aufzustellen. Fiir die Entschliisselung eines fehlerhaft {ibertragenen Worts muss dann in
der Tafel nach dem Wort im Code gesucht werden, das den kleinsten Hamming-Abstand
zum ibertragenen Wort hat (wenn man davon ausgeht, dass hochstens so viele Fehler
aufgetreten sind, wie der Code korrigieren kann). Bei einem grofsen Hamming-Raum ist
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dies aber ein eher langwieriger Algorithmen. Schnelle Algorithmen setzen voraus, dass
der Code eine interne Struktur besitzt. Daher sind lineare Codes interessant.

Die ersten beiden Anforderungen laufen einander zuwider: Redundanzen (Priifziffern)
erhohen die Wortlédnge. Es gibt daher Schranken fiir das Verhéltnis von Codegréfse und
Minimalabstand bei gegebenen Hamming-Raum.

Satz 49 [Die Hamming-Schranke| Die Anzahl der Codewdrter eines g-dren Codes der
Lange n mit Mindestabstand > d ist hochstens

Beweis zu 49:

Die Schranke folgt sofort aus der Formel fiir die Anzahl der Elemente von |B.(c)| und
der Grofe des Hamming-Raumes |H (n, ¢)| = ¢".

Definition: perfekter Code
Ein Code heifst perfekt, wenn er die Hamming-Schranke erreicht.

Beispiele

e g =2,n = 7d = 3: Hier ergibt die Hamming-Schranke 27/(1 + 7) = 16. Der
Hamming-Code Cs im Beispiel oben erreicht als perfekter Code diese Schranke.

e ¢ = 2,n = 6: Die Folge der Binomialkoeffizienten (?) ist 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1. Keine
der Summen (g) +... (S) ist ein Teiler von 26 = 64 aufer fiir e = 0 und e = 6. Diese
entsprechen den sogenannten trivialen Codes: es sind alle Worter Codeworter (bei
Minimalabstand 1) oder es gibt tiberhaupt nur ein Codewort (bei Minimalabstand
o0). Beide Codes sind perfekt, aber aus Sicht der Codierungstheorie vollkommen

uninteressant. Fiir die Lange 6 gibt es also keine nicht-trivialen perfekten binéren
Codes.

Satz 50 [Die Gilbert-SchrankeEII Gegebenen ¢, n, d, so gibt es einen g-dren Code der
Lange n und vom Minimalabstand mindestens d mit mindestens

d—1 '
> (1) (g—1)

=0

Codewortern. Ist g eine Primzahlpotenz, so kann man den Code linear iiber [F, wahlen.
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Beweis zu 50:

Sei C' ein Code vom Minimalabstand > d, so dass |C| kleiner als die Gilbert-Schranke
ist. Dann gibt es ein z € H(n, q), welches zu allen ¢ € C' mindestens Abstand d hat, denn
nach Annahme gilt |C| - |Bg—1(c)| < ¢" = |H(n,q)|. (Die Grofe der Bélle By_1(c) héngt
nicht von ¢ ab!) Dann ist C' U {z} ein groferer Code vom Minimalabstand > d. Durch
sukzessives Vergrofsern erhélt man also einen Code, der die Gilbert-Schranke erfillt.
Fiir den linearen Fall nimmt man an, dass C' C H(n,[F,) bereits ein linearer Code ist
(z.B. der triviale Code {0}) und wéhlt « wie oben. Statt C'U {z} betrachtet man nun
den erzeugten linearen Code (z,C), muss aber noch zeigen, dass dieser weiterhin Min-
destgewicht > d hat.

Ein typisches Element darin hat die Form kx + ¢ mit k € F, und c € C.

— Falls k =0, so ist d(kx + ¢,0) = d(¢,0) > d nach Annahme an C.

— Falls k # 0, so ist d(kz + ¢,0) = d(z, —¢) > d nach Wahl von z, da 1c € C.

Beispiele

Fiir ¢ = 2,n = 7,d = 3 ergibt die Gilbert-Schranke 27/(1 + 7 4 21) = 4, 41. Die Gilbert-
Schranke stellt also die Existenz eines Codes C' vom Minimalabstand 3 mit mindestens
5 Codewdrtern sicher. Im linearen Fall weifs man, dass die Anzahl der Element von C
als Untervektorraum von F} eine Zweierpotenz sein muss, also erhiilt man |C| > 8. Aus
dem obigen Beispiel wissen wir aber, dass es sogar den Hamming-Code mit 16 Woértern
gibt.

3.3. Erzeuger- und Prifmatrizen

Sei C' nun ein g-drer [n, k]-Code, also ein k-dimensionaler Unterraum von H(n,q) = Fy.

Definition: Erzeugermatrix

Eine Erzeugermatriz G fir einen linearen [n, k]-Code C' ist eine (k x n)-Matrix, deren
Zeilen eine Basis von C bilden.

Erlauterung

Eine Erzeugermatrix eines Codes ist nicht eindeutig bestimmt. Man kann sie aber durch
elementare Umformungen auf die Form

(Lde[4)

bringen, wobei A eine (k x (n—k))-Matrix ist. Im allgemeinen wird der Code durch solche
Umformungen verdndert und durch einen dgquivalenten Code ersetzt (d. h. man betrachtet
das Bild des Codes unter einem Automorphismus des Vektorraums H(n, q)). Aquivalen-
te Codes haben zwar u.U. andere Codewoérter, aber dieselben Parameter: Anzahl der
Codewoérter, Dimension, Minimalabstand.

“Edgar Gilbert (*1923)

74 Fassung von 18. Juli 2014



1149

1150

1151

1152

1153

1154

1155

1156

1157

1158

1159

1160

1161

1162

1163

1164

1165

1166

1167

1168

1169

1170

1171

Abschnitt 3.3

Wir werden auch sehen, dass diese spezielle Form der Erzeugermatrix einer Codierung
durch Anhéngen von Priifziffern entspricht, also einer sehr iiblichen Art von Codes.

Beispiele
Der im vorherigen Abschnitt angegebene [7, 4, 3]-Hamming-Codes hat mit

o~ O O
—_ oo O O
— = = O

1
0
1
1

O O O =
S O = O
[ R

eine Erzeugermatrix in der Form (Idy | A).

Bemerkung:

Man sieht hier leicht, dass die Basisvektoren ein Gewicht und paarweise einen Abstand
von mindestens 3 haben. Dies ist natiirlich eine notwendige Bedingung fiir einen Minimal-
abstand von mindestens 3, aber keine hinreichende: Es reicht nicht um zu folgern, dass
der erzeugte Code Minimalabstand mindestens 3 hat. Zum Beispiel haben die Vektoren
(1,1,1,0,0,0), (0,0,0,1,1,1) und (1,1,0,1,1,0) Gewicht und paarweisen Abstand > 3,
der von ihnen erzeugte Code hat aber nur Minimalgewicht 2 (betrachte die Summe der
drei Vektoren!). Man kann nur, wie im Beweis der Gilbert-Schranke, von einem Vektor
v, der zu einem Untervektorraum U einen Minimalabstand hat, auf den Minimalabstand
des von v und U erzeugten Untervektorraums schlieffen.

Notation:

Elemente eines Hamming-Raums fasse ich als Zeilenvektoren auf; vT ist dann der zum
Zeilenvektor v gehorende Spaltenvektor.

Definition: Codierung mit Hilfe der Erzeugermatrix:
Die Codierung eines (Zeilen-)Vektors v € H(k, q) erfolgt nun durch

v-G = (GT-v")T € H(n,q).

Hat G die besondere Form (Idj, | A), so entsteht der Codevektor also durch das Anhéngen
der n — k Prifziffern v - A, da v - G die Form (v - Idg) (v - A) = v"w fiir einen Vektor w
der Lange n — k hat. Die Priifziffern erhdlt man als Linearkombination der Priifziffern
der Basiselemente.

Beispiele

Im angegebenen Beispiel des [7, 4, 3]-Hamming-Codes wird etwa der Vektor v = (1,0, 1,1),
den man als Darstellung der Binédrzahl 1011 bzw. der Hexadezimalzahl B auffassen kann,
durch (1,0,1,1) -G = (1,0,1,1,0,1,0) codiert. Der Vektor schreibt sich als e; + e3 + ey,
demgemaéfs ergeben sich die Priifziffern fiir v als die analoge Linearkombination (0,1, 1)+
(1,1,0) + (1,1, 1) der Prifziffern der Standardbasisvektoren.
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Satz 51 Die Codierungsabbildung ist injektiv.

Beweis zu 51:

Im Falle des Anhéngens von Priifziffern ist dies trivialerweise gegeben; da jeder Code zu
einem solchen dquivalent ist, also durch Isomorphie dazu iibergeht, gilt es auch allgemein.

Alternativ: Die Zeilen von G sind linear unabhéngig, also gilt
rg(G) = rg(GT) = dim Bild(GT) = k

und somit dim Kern(G"') = dim H(k, q¢) — dim Bild(GT) =k — k = 0.

Definition: Priifmatrix

Eine Prifmatriz oder (Kontrollmatriz) H fir einen [n, k]-Code C' ist eine ((n — k) X n)-
Matrix, fiir die C' = Kern(H) gilt.

Erlduterung

Mit der Priifmatrix kann man also die Kontrollrechnung ausfithren: Gilt H - v = 0, so
liegt v im Code, andernfalls nicht.

Satz 52 Die folgenden Aussagen iiber einen linearen [n, k]-Code C und eine ((n—k) xn)-
Matrix H sind aquivalent:

(a) H ist eine Priifmatrix von C.

(b) Es gilt H - ¢' = 0 fiir alle ¢ € C und die Zeilen von H sind linear unabhingig.

(c) Es gilt G- H' = 0 und die Zeilen von H sind linear unabhingig.

Beweis zu dquivalente Definitionen der Priifmatrix:

G- HT = 0 ist dquivalent mit H - GT = 0 und impliziert H - ¢¥ = 0 fiir alle ¢ € C, da
jedes ¢ € C Linearkombination von Zeilen von G ist. Beides bedeutet also, dass C' im
Kern von H liegt.

Die lineare Unabhéngigkeit der Zeilen von H ist gleichbedeutend mit n — k = rg(H) =
dim Bild(H) und damit, wegen dim Kern(H) = n — dim Bild(H), gleichbedeutend mit
dimKern(H) =n— (n—k) =k =dimC.

Zusammen sind beide Bedingungen dquivalent mit C' = Kern(H).

Satz 53 Genau dann sind G und H Erzeuger- und Priifmatrix eines [n, k]-Codes, wenn
G eine (k x n)-Matrix vom Rang k und H eine ((n — k) x n)-Matrix vom Rang (n — k)
ist, fiir die G - HT = 0 ist.
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Beweis zu 53:

Erzeuger- und Priifmatrix haben nach Definition und Satz [52] diese Eigenschaften. Um-
gekehrt kann es eine (k x n)-Matrix G vom Rang k nur fiir £ < n geben; solch eine
Matrix ist dann per Definition Erzeugermatrix des Codes Bild(G™T). H ist dann wieder
nach Satz 52| eine zugehorige Priifmatrix.

Folgerung 54 Wenn eine Erzeugermatrix G die Form (Idy | A) hat, so ist
H=(-AT"|Idp— )

eine zugehdrige Priifmatrix.

Beweis zu 54:

Wenn also
0 ...... 0 ailr ... Qinpn—k
0 Do :
G = : 5 ,
: 0 :
0 ...... 0 1 ag1 ... Ggp—k
dann ist
—ail e —ag1 1 0 ... 0
: 0 :
H = : R
: : : . .0
—Alpn—k --- —akn_kO 0 1

denn man sieht leicht, dass dann G- HT = 0, und durch die jeweiligen Identititsmatrizen
in G und H sieht man auch, dass die Bedingungen an den Rang erfiillt sind.

Bemerkung:

Der Code C ist jeweils durch G und durch H festgelegt; umgekehrt sind G und H aber
nicht eindeutig durch C' bestimmt. In der speziellen Form sind sie zwar durch C' festgelegt,
fiir &quivalente Codes sind sie aber im allgemeinen verschieden.

Beispiele
Im Falle des [7, 4, 3]-Hamming-Codes und der Erzeugermatrix G von oben ist

011110
H=1101101
110100

= o O

die passende Priifmatrix.
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Decodierung mit Hilfe der Priifmatrix
Angenommen w € H(n,q) wird empfangen. Als Decodierung wird dasjenige ¢ € C
gesucht, welches minimalen Hamming-Abstand zu w hat, und dann das Urbild von ¢
unter der Codierung (die ja injektiv ist) bestimmt.
Um die Existenz von ¢ sicherzustellen, nehmen wir an, dass entweder ein perfekter, e-
fehlerkorrigierender Code vorliegt, oder dass hochstens e Ubertragungsfehler vorgekom-
men sind, wobei 2e + 1 hochstens so groft wie das Minimalgewicht d des Codes sein darf.
Es gilt aufgrund dieser Annahmen, dass sich w als w = ¢ + f schreiben lasst mit ¢ € C
und einem Fehler f mit d(f,0) <e.
Man berechnet nun zunichst das sogenannte Syndrom von w, das ist H - wT. Es gilt
dafiir

Huwl'=H (¢c+)'=H-"+H - fT=0+H - fT=H- T,

d. h. das Syndrom von w ist gleich dem Syndrom des Fehlers f.
Fiir zwei mogliche Fehler f, f/ gilt zudem

d(f = f,0) =d(f, /) <d(f,0)+d(0, /') <e+e<d,

also ist f — f’ ¢ C und somit H - fT — H - f" = H-(f — f")* # 0. Verschiedene Fehler
haben also verschiedene Syndrome.

Man kann nun eine Liste der Syndrome der méglichen Fehler aufstellen. Dies sind | B, (0)]
viele; eine im Vergleich mit |H (n, ¢)| deutlich kleinere Zahl. Die Decodierung geht dann
folgendermaken: Man berechnet das Syndrom H - w™, schaut in der Tabelle nach, wel-
chem Fehler f es entspricht, korrigiert den Fehler und erhélt so das zugehorige Codewort
¢ € C. Zu diesem Codewort kann man nun das Urbild unter der Codierungsabbildung
bestimmen; hat G die besondere Form (Id; | A), dann erhélt man das Urbild einfach
durch das Weglassen der Priifziffern.

Im Falle der Hamming-Codes ist das Decodierungsverfahren sogar noch einfacher: siehe
unten.

Auf dem Weg zur Definition der Hamming-Codes ist der folgende Satz essentiell, der
aussagt, dass man das Minimalgewicht des Codes unmittelbar der Priifmatrix ablesen
kann:

Satz 55 Ein linearer Code C' hat genau dann Minimalgewicht mindestens d, wenn je
d — 1 Spalten der Priifmatrix linear unabhingig sind.

Beweis zu Priifmatrix und Minimalgewicht des Codes:

Eine Linearkombination 0 = Z?:o a;S; der Spalten S; von H entspricht gerade einem
Vektor a = (aq,...,ay,), fir welchen H - a = 0 gilt, also einem a € Kern(H) = C. Die
Anzahl der Komponenten a; # 0 in a, also der tatsdchlich vorkommenden Spalten in der
Linearkombination, ist gerade das Gewicht von a.
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Folgerung 56 Insbesondere hat also ein Code Minimalgewicht mindestens 3, wenn je
zwei Spalten der Priifmatrix linear unabhéngig sind, d. h. wenn keine null ist und keine
das skalare Vielfache einer anderen ist.

Definition: Hamming-Code

Ein Hamming-Code ist ein linearer Code C' vom Minimalgewicht 3, dessen Priifmatrix
zu gegebener Zeilenanzahl die maximale Anzahl von Spalten hat.

Erlauterung

Die zu einem gegebenen Vektor v linear abhéngigen Vektoren sind gerade die Elemente
des von v erzeugten Untervektorraums. Ist m die Anzahl der Zeilen der Priifmatrix H, so
bilden die Spalten von H ein den Nullvektor nicht enthaltendes Représentantensystem der
eindimensionalen Untervektorrdume von Fg*, d. h. keine Spalte von H ist die Nullspalte
und fiir jeden Vektor v € Fy',v # 0 gibt es genau einen Spaltenvektor von H, der ein
skalares Vielfaches von v ist.

Die Anzahl der Vektoren # 0 in Fg* ist ¢ — 1. Da es ¢ — 1 Skalarfaktoren # 0 gibt, gibt

gr-1

es also =

eindimensionale Untervektorraume von Fg*, d. h. der zugehdrige Hamming-

qm—
q—1

m

Code besteht aus Wortern der Lange n = ! Die Dimension des Hamming-Codes ist

qgn=1
= m.

dann k =

Satz 57 Hamming-Codes sind perfekt.

Beweis zu 57:

. mo__ mo__
Es ist also n = qq_ll und k = €= — m und man rechnet nach, dass

q—1
™1 m_ ¢™-1_ g —1 m_
‘C||Bl(0)|:q q—1 m'(1+qq,11'(q_1)):q q—1 mqm:q q—1 :|H(%,Fq)‘

Spezialfall ¢ = 2:

Hier ist die Situation besonders einfach: Da die eindimensionalen Untervektorrdume je-
weils aus zwel Vektoren bestehen — dem Nullvektor und einem anderen Vektor — treten
simtliche Vektoren in Fi* \ {0} als Spaltenvektoren von H auf. Ihre Anzahl n ist 2™ — 1,
die Dimension des Codes ist 2" — (m + 1). Alle bindren Hamming-Codes fester Linge
sind aufferdem &quivalent.

Auch die Decodierung ist im Falle ¢ = 2 besonders einfach: Die moéglichen Fehler sind
gerade die Standardbasisvektoren ey, ..., e, in 3. Das Syndrom H - eiT von e; ist dann
gerade die i-te Spalte von H. Zur Decodierung von w berechnet man also das Syndrom
H -wT. Ist das Syndrom 0, so ist kein Fehler aufgetreten. Andernfalls schaut man nach,
in welcher Spalte ¢ von H das Syndrom auftritt, &ndert das i-te Bit von w und ldsst die
Priifziffern, d. h. die letzten n — k Stellen von w, weg.
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3.4.

Liste der perfekten Codes

Ist ¢ eine Primzahlpotenz, so gibt es die folgenden perfekten g-dren Codes (wobei e die
Anzahl der korrigierbaren Fehler bezeichnet):

Triviale Codes, die nur aus einem Wort bestehen.
(nimmt man dafiir den Nullvektor, so ist es ein [n, 0, oo]-Code mit e = n)
Der trivialen [n,n, 1]-Code mit e = 0 (alle Wérter sind im Code).

qﬂl——l qnm__l
q—1> ¢—1

Die ¢g-dren Hamming-Codes: [ —m, 3]-Codes mit e = 1.
Aufserdem einige nicht-lineare Codes mit gleichen Parametern wie Hamming-Codes.

Die bindren Wiederholungscodes ungerader Léange:

zu jedem e € N der [2e + 1, 1, 2e + 1]-Code, der nur die beiden Wérter (0,0, ... ,0)
und (1,1,...,1) enthélt.

Der binére Golay—Cod(ﬂ ein [23,12,7]-Code mit e = 3.

Der ternire Golay-Code: ein [11,6,5]-Code mit e = 2.

Der binédre Wiederholungscode stimmt fiir e = 0 mit dem trivialen [1, 1, 1]-Code und fiir
e =1 mit dem [3, 1, 3]-Hamming-Code tiberein.

Falls ¢ keine Primzahlpotenz ist, so weiff man nicht, ob es perfekte nicht-triviale g-are
Codes gibt. Nur fiir einige wenige Werte weifs man, dass keine perfekten g-édren Codes
existieren aufser den trivialen. Im allgemeinen weifs man auch wenig dariiber, welches die
(hinsichtlich der ,Packungsdichte’) ,besten* Codes sind.

SMarcel Golay (1902-1989)
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4. Gruppen

4.1. Gruppen

Zur Erinnerung:

Definition: Gruppe

Eine Gruppe besteht aus einer nicht-leeren Menge G und einer zweistelligen Operation
o: G x G — G auf G, die assoziativ ist, ein neutrales Element e hat, und in der jedes
Element g € G ein inverses Element g~! besitzt.

G heilst kommutative Gruppe, wenn o zusétzlich kommutativ ist.

Notation: Weglassen von Teilen der Definition

Neutrale Elemente und die jeweiligen Inversen sind eindeutig bestimmt; insbesondere gilt
(g7t =gund (goh)~! = h~log~!. Esreicht also, wenn man eine Gruppe beschreiben
mochte, die Grundmenge und die Operation anzugeben. Bei Standardbeispielen ldsst man
die Operation auch weg (so ist z. B. klar, dass mit Z die Gruppe (Z, +) gemeint ist, und
nicht eine etwaige andere Operation.)

Notation: Schreibweisen fiir die Teile der Definition
Es gibt drei gebrauchliche Schreibweisen:

‘ Operation neutrales Element inverses Element

allgemeine Schreibweise o e g !
multiplikative Schreibweise . 1 gt
additive Schreibweise + 0 —qg

Multiplikationspunkte (und manchmal auch das Zeichen o) werden gerne weggelassen;
die additive Schreibweise ist {iblicherweise kommutativen Gruppen vorbehalten.
Beispiele
Erinnerung auch an wichtige Beispiele:

e die kommutative Gruppe (Z, +,0);

e die kommutative Gruppe Z, = ({0,...,m — 1}, 4,,0), wobei
r+y falls  +y <m

T +m y =, Rest von = +y bei Division durch m* = ;
r+y—m fallsz+y>m
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e die Gruppen (Sym(M), o,id) der Permutationen von M, d. h. der Bijektionen M —
M;

e die Gruppe der Vektorraumisomorphismen V — V mit der Hintereinanderausfiih-
rung von Abbildungen als Operation;

e die Gruppe GL(n, K) der invertierbaren (n x n)-Matrizen iiber einem Korper K,
d.h. der (n x n)-Matrizen mit Determinante # 0.

Bemerkung:

Fir n = 0,1 ist GL(n,R) kommutativ, ebenso Sym(M) fiir ein- oder zweielementige
Mengen M. In allen anderen Féllen sind diese Gruppen nicht kommutativ.

Definition: Gruppenhomomorphismus
Eine Abbildung ¢ : G — H zwischen zwei Gruppen (G,oq,eq) und (H, o, ep) heifit
Gruppenhomomorphismus, falls

® $(g910G g2) = ¢(g1) o P(ge) fiir alle g1, g2 € G;

e d(ec) = em;

o ¢(g7h) = ¢(g)~! fiir alle g € G.

Satz 58 Man kann zeigen, dass es ausreicht, die erste Bedingung zu priifen, da die zweite
und dritte dann automatisch erfiillt sind.

Notation: Homomorphismus
Wenn klar ist, dass es um Gruppen geht, spricht man auch kurz von ,,Homomorphismus®.

Beispiele
Beispiele fiir Gruppenhomomorphismen:

e Die ,Rest-Abbildung” Z — Z,,, die den Rest bei der Division durch m angibt, also
eine Zahl n = gm + r mit 0 < r < m auf r abbildet.

e Die Determinante det : GL(n,R) — (R\ {0}, ).

e Die Abbildung M : S, — GL(n,R), die einer Permutation o die zugehorige Per-
mutationsmatrix M (o) zuordnet.

e Das Signum (oder Vorzeichen) sgn : S, — ({£1},-) mit sgn = det o M.

Definition: Gruppenisomorphismus

Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H heilt (Gruppen-)Isomorphismus, falls ¢ bi-
jektiv ist und die Umkehrabbildung ¢! ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus ist.

Zwei Gruppen G und H heifsen isomorph zueinander, G = H, falls es einen Gruppeniso-
morphismus G — H gibt.
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Satz 59 Man kann zeigen, dass ein bijektiver Gruppenhomomorphismus stets ein Iso-
morphismus ist, also dass die Umkehrabbildung, falls sie existiert, automatisch ein Ho-
momorphismus ist.

Beispiele

e Die Gruppe der Vektorraumisomorphismen R"™ — R" ist isomorph zu der Matrix-
gruppe GL(n,R): jede Basiswahl liefert einen Isomorphismus.

e Sind M und N zwei gleichméchtige Mengen, so liefert jede Bijektion 8 : M — N
einen Gruppenisomorphismus 3 : Sym(M) — Sym(N), o+ fooo L
Bis auf Isomorphie ist Sym(M/) also durch die Anzahl der Elemente von M fest-
gelegt; fir |[M| = n schreibt man dann auch S, fiir eine zu Sym(M) isomorphe
Gruppe.

e 71 =2 S; = GL(0,R) sind drei Realisierungen der trivialen Gruppe, die nur aus
einem Element besteht.

e Bis auf Isomorphie gibt es auch nur eine zweielementige Gruppe; sie tritt z. B. als
Zs, So oder als die Gruppe ({+1,—1},-) auf.

e Es gibt auch ,zufillige“ Isomorphien, so kann man etwa zeigen, dass die beiden
Gruppen S3 und GL(2,F2) isomorph zueinander sind.

Definition: Untergruppe

Eine Untergruppe U von G, U < G, ist eine Teilmenge U C G, die abgeschlossen bzgl.
der Gruppenoperation ist, das neutrale Element enthélt und zu jedem seiner Element
auch dessen Inverses.

Eine Untergruppe ist also eine Teilmenge U, die bzgl. der auf U eingeschrankten Opera-
tionen selbst wieder eine Gruppe ist.

Beispiele

e Die Gruppe G selbst und die triviale Gruppe {e} sind stets Untergruppen von G.

e Untergruppen von Untergruppen sind Untergruppen: Falls U < V und V < G, so
ist U < G.

e Jeder Untervektorraum eines Vektorraums ist insbesondere auch eine Untergruppe.
(Untervektorrdume sind die unter Skalarmultiplikation abgeschlossenen Untergrup-
pen.)

e Falls G eine Gruppe ist, so bildet das Zentrum Z(G) := {9 € G | goh = ho
g fiir alle h € G} eine Untergruppe von G.

Es ist z. B. Z(S3) = {e} und Z(GL(n,R)) = r € R\{0}
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e Die Gruppe der Vektorraumisomorphismen V' — V ist eine Untergruppe von Symy,.

e N C Z ist ein Beispiel einer unter der Gruppenoperation abgeschlossenen Teilmen-
ge der Gruppe (Z,+), die das neutrale Element enthélt, aber keine Untergruppe
ist, da sie nicht unter (additiven) Inversen abgeschlossen ist. Dies im Gegensatz zu
Vektorrdumen, bei denen der Abschluss einer nicht-leeren Teilmenge unter Additi-
on und Skalarmultiuplikation bereits ausreicht fiir einen Untervektorraum, da die
Skalarmultiplikation mit —1 auch die Abgeschlossenheit unter additiven Inversen
sicherstellt.

Definition: Kern eines Gruppenhomomorphismus
Wenn ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus ist, so ist der Kern definiert als

Kern(¢) := {g € G | ¢(g) = e}.

Satz 60 Wenn ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus ist, so ist der Kern von ¢ eine
Untergruppe von G und das Bild von ¢ eine Untergruppe von H.

Beweis zu Kern und Bild sind Untergruppen:

Es gilt nach Definition ¢(eq) = em, also ist e € Kern(¢) und ey € Bild(¢). Wenn
g1, 92 € Kern(9), s0 ist ¢(g1 © g2) = ¢(g1) 0 ¢(g2) = eoe = ¢, und ¢(g; ') = d(g1) ™' =
e~! = e, also ist Kern(¢) eine Untergruppe. Wenn hy = ¢(g1),h2 = ¢(g2), so sind

hiohy = ¢(g1) o #(g92) = ¢d(g1 © g2) und h;l =¢(g1) ! = gzb(gfl), also ist Bild(¢) eine
Untergruppe.

Definition: erzeugte Untergruppe

Der Schnitt einer Menge von Untergruppen von G ist, wie man sich schnell tiberlegt,
wieder eine Untergruppe von G. Also existiert zu jeder Teilmenge A C G die ,kleinste
Untergruppe von G, die A enthéalt”“. Diese Untergruppe wird die von A erzeugte Unter-
gruppe genannt wird und mit (A) bezeichnet wird.

Satz 61 Es gilt
(A) = {alilo...oanjEl | a; EA,nEN}

mit der Konvention, dass a*! fiir jede Auswahl der Moglichkeit von a*!' := @ und a~!
steht.

Beweis zu 61:

Zum einen muss jede A enthaltende Untergruppe auch jedes der Produkte a;*'o. . .0a,*!

enthalten. Zum andern bildet die Menge dieser Produkte eine A enthaltende Untergruppe:
fiir n = 0 enthélt man das neutrale Element (,leeres Produkt®); mit n = 1 enthélt man
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jedes Element von A. Die Menge ist zudem offensichtlich unter der Gruppenoperation

abgeschlossen und ebenso unter Inversen, da (a1jEl 0...0 anjﬂ)_1 =a,Tlo...oa L.

Notation: Kurzschreibweise der erzeugten Untergruppe
Statt ({g1,...,gxr}) schreibt man kurz (g1, ..., gx), statt ({g; | i € I}) kurz {(g; | i € I).

4.2. Zyklische Gruppen

Definition: Potenz eines Gruppenelements
Sei G eine Gruppe und g € G. Man definiert fiir n € Z:

E] O-+++0 57 n :> 1
~—
n mal
g" = e n=>0
glo-iog7t n<i1
—_—
|n| mal

1

Insbesondere gilt g = ¢, und g~ ! stimmt mit dem bisher schon damit bezeichneten

Inversen von g iiberein.

Definition: alternative Definition der Potenz eines Gruppenelements
Man kann die Definition auch in induktiver Form angeben:

g =e
n

gTli=gog" firneN
g" = (g™~ fir n € Z\N

Notation: Potenz eines Gruppenelements bei additiver Gruppe
Ist die Gruppe (G, +) additiv geschrieben, so schreibt man ng statt g”.

Satz 62 Es gelten die Potenzgesetze, wie man sie vom Spezialfall der Gruppe (R\ {0}, -)
her kennt, d. h.:

gn+m — gn Ogm und (gn)m — gnm

fiir alle g € G und n,m € Z.

Beweis zu Giiltigkeit der Potenzgesetze:

Man sieht zuniichst an der Definition, dass g=" = (g") L.
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Fiir die erste Regel sollte man Fallunterscheidungen nach den Vorzeichen von n und m
machen; jeder einzelne Fall ist aber nach Definition klar. Die zweite Regel ist ebenfalls
unmittelbar einsichtig fiir n, m > 0. Falls n = 0 oder m = 0 kommt nach Definition von
g% auf beiden Seiten e heraus. Ist mindestens einer der beiden Exponenten negativ, so
kann man sich durch g=™ = (¢™)~! auf den positiven Fall zuriickziehen.

Erlduterung

1 1

Die Regel go g™ = g7 o g = e ist ein Spezialfall des ersten Potenzgesetzes; die Regel
(971 7! = g ein Spezialfall des zweiten Potenzgesetzes. Ebenso als Spezialfall des zweiten
Potenzgesetzes erhilt man (¢~ 1) = (¢") "' =g

Das erste Potenzgesetz besagt, dass es fiir jedes g € G einen Homomorphismus gibt:

g9-: (Z,+) = (G,0), n— g".

Das Bild dieses Homomorphismus ist die von g erzeugte Untergruppe (g).

Definition: Zyklische Gruppe, Ordnung einer Gruppe, Ordnung eines Grup-
penelements

(a) Eine Gruppe heift zyklisch, wenn sie von einem Element erzeugt ist.

(b) Die Ordnung einer Gruppe G ist die Anzahl der Elemente von G (eine natiirliche
Zahl oder c0).

(c) Die Ordnung eines Gruppenelements g € G, ord(g), ist die Ordnung der von g
erzeugten Untergruppe (g).

Beispiele

e In jeder Gruppe ist e das einzige Element mit Ordnung 1.

e Die Gruppe (Z,+) ist zyklisch; sie hat zwei Erzeuger: 1 und —1. Die Ordnung der
Gruppe ist co; alle Elemente aufser 0 haben Ordnung oo.

e Die Gruppe Zqo ist zyklisch: 1, 5, 7 und 11 haben jeweils Ordnung 12 und sind
daher Erzeuger. Die Ordnung aller Element sicht man in der folgenden Tabelle:
Element [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Ordnung‘l 12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12

e Die Gruppe S5 hat die Ordnung 6. Die Identitdt hat Ordnung 1, die drei Transpo-
sitionen (Spiegelungen) jeweils Ordnung 2 und die beiden ,,3-Zykel* (Drehungen)
Ordnung 3. Man sieht insbesondere, dass die Gruppe nicht zyklisch ist.

Allgemeiner hat die Gruppe S,, Ordnung n! und ist fiir n > 2 nicht zyklisch, da
nicht kommutativ.
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Satz 63 Zyklische Gruppen sind kommutativ, denn es gilt

gm Ogn — gm+n — gn—i-m — gn o gm.
Allgemeiner gilt, dass homomorphe Bilder kommutativer Gruppen wieder kommutativ
sind, d. h. falls ¢ : G — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist und G kommu-
tativ, dann ist H kommutativ, da hy o hy = ¢(g1) © ¢(g2) = d(g91092) = ¢(g2091) =
¢(g2) 0 P(g1) = ha o hy.

Satz 64 Untergruppen und homomorphe Bilder zyklischer Gruppen sind wieder zyklisch.

Beweis zu Untergruppen, homomorphe Bilder und zyklische Gruppen:

Sei ¢ : G = (g) — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Dann ist H = Bild(¢) =
{o(g") [ n € Z} = {d(g9)" | n € Z} = (¢(9))-

Sei nun U < (g). Falls U = {e}, ist U natiirlich zyklisch. Andernfalls gibt es ein e #
g" € U, und dann ist auch g~" = (¢")~! € U. Wihle nun m > 0 minimal mit der
Eigenschaft, dass ¢"* € U. Dann ist offensichtlich (¢™) C U. Falls g™ € U, so schreibt man
n=gm+r mitr € {0,...,m—1} (Division mit Rest) und sieht mit den Potenzgesetzen:
g =g" I =g" o (¢g"™) 7 € U. Aus der Minimalitat von m folgt also » = 0, und somit
g =g eg™ =U.

Bemerkung;:

Allgemein gilt bei einem Homomorphismus ¢ : G — H mit X C G, dass ¢[(X)] = (¢[X]),
d. h. die Bilder von Erzeugern sind Erzeuger des Bilds.

Satz 65 Eine zyklische Gruppe ist entweder von unendlicher Ordnung und isomorph zu
(Z,+) oder von endlicher Ordnung m und isomorph zu (Z,, +m).

Beweis zu 65:

Sei G = (g) zyklisch, und betrachte den surjektiven Homomorphismus g- : Z — G, n
g". Falls g~ injektiv ist, so ist es ein Isomorphismus und somit G = Z. Andernfalls gibt
es k # | mit ¢* = ¢'. Es gilt nun

l -1

=g = & =g"o(d) " =dog) T =e < k—1cKem(g)

also ist Kern(g-) # {0}. Nach dem vorherigen Satz ist Kern(g-) eine zyklische Un-
tergruppe von Z, also von der Form mZ = {mz | z € Z} mit m > 0, und es gilt
g =¢' < m|k—1 Somitist G = {¢°g',...,¢™ '} mit |G| = m, denn mit der Di-
vision mit Rest n = gm + 7 ist ¢" = ¢" und die Elemente ¢°, ¢', ..., g™ ! sind paarweise
verschieden. Auflerdem gilt ¢" o g° = ¢"™™°, d.h. die Abbildung G — Z,,,g" + r ist ein

Gruppenisomorphismus.
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Erlauterung

Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dass im zweiten Fall aus dem Homomorphiesatz
unmittelbar G = Z/mZ folgt, wobei Z/mZ eine abstrakt gewonnenen, zu Z,, isomorphe
Gruppe ist.

Folgerung 66 Die Ordnung von g € G ist das kleinste m > 0 mit ¢g"* = e, sofern es
existiert; und oo sonst. Es gilt genau dann g* = e, wenn m ein Teiler von k ist.

Erlduterung

Wenn G = (g) = Z eine unendliche zyklische Gruppe ist und H eine beliebige Gruppe,
dann existiert zu jedem h € H ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus G —
H mit g — h, ndmlich die Abbildung ¢" — h". In diesem Aspekt dhnelt also der Erzeuger
einer unendlichen zyklischen Gruppe der Basis eines Vektorraums.

Wenn G = (g) & Z,, eine endliche zyklische Gruppe ist und H eine beliebige Gruppe,
dann existiert nicht unbedingt ein Gruppenhomomorphismus G — H mit g — h, denn
es gilt g™ = e, also muss auch ™ = ¢(g)™ = ¢(g") = ¢(e) = e gelten. Dies ist aber
das einzige Hindernis, d. h. man kann zeigen, dass ein (eindeutig bestimmter) Gruppen-
homomorphismus G — H mit g — h genau dann existiert, wenn A" = e, also wenn
ord(h) | ord(g).

Anders als bei Vektorrdumen kann man bei Gruppen also nicht Homomorphismen be-
liebig auf minimalen Erzeugendensystemen vorschreiben, Das liegt daran, dass in Vek-
torrdumen Basen ,frei“ sind, also keine besonderen Abhingigkeiten vorweisen konnen,
wahrend in Gruppen zusétzliche Gleichungen gelten kénnen.

Definition: Automorphismus, Automorphismengruppe

Ein Automorphismus einer Gruppe G ist ein Isomorphismus G — G. Die Menge der
Automorphismen von G bildet unter der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen die
Automorphismengruppe von G, Aut(G).

Satz 67 Sei G = (g) zyklisch. Dann sind die Automorphismen von G genau die Homo-
morphismen ¢ : G — G, fiir die ¢(g) ein Erzeuger von G ist.

Beweis zu 67:

Bild(¢) = (¢(g)), ist ein Homomorphismen ¢ : G — G genau dann surjektiv, wenn ¢(g)
ein Erzeuger ist. Im endlichen Fall sind surjektive Abbildungen zwischen gleichméchtigen
Mengen automatisch injektiv. Im Fall G = Z gibt es die beiden Erzeuger 1 und —1; die
zugehorigen Abbildungen id und n — —n sind ebenfalls beide injektiv.

Beispiele
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Z12 hat also vier Automorphismen: die Identitét, die ,Spiegelung” n — —n(+12) (die auf
der Uhr der Spiegelung an der Mittelsenkrechten entspricht) und zwei durch 1 — 5 und
1 — 7 bestimmte Automorphismen, mit folgenden Wertetabellen:

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1—11(0 11 10 9 8 7 6 4 3 2 1
l1—5 |0 5 10 3 8 1 6 11 4 9 2 7
l—=7 10 7 2 9 4 11 6 1 8 3 10 5

Dies sind, neben der Identitdt, also die einzigen mit der Addition 419 vertrdglichen
Permutationen von {0, ...,11}.

Zusammenfassung der Ergebnisse iiber zyklische Gruppen

1. Fall: unendliche Ordnung

Z ist bis auf Isomorphie die einzige zyklische Gruppe unendlicher Ordnung.
Die Ordnung von 0 ist 1, die Ordnung aller anderer Elemente ist oo.
1 und —1 sind Erzeuger.

Die Untergruppen von Z sind von der Form (n) =nZ:={k-n |k € Z} fir n € N.
Es ist dabei 0Z = {0} die triviale Untergruppe und 1Z = Z.

Die homomorphen Bilder von Z sind Z selbst und alle Z,,.
Aut(Z) = ({id,n — —n}, o) = Zs.

2. Fall endliche Ordnung

4.3.

Zy, ist bis auf Isomorphie die einzige zyklische Gruppe der Ordnung m
Die Ordnung von k in Z,, ist , denn dies ist die kleinste Zahl [, so dass m

ein Teiler von [ - k ist.

_m
ggT(k,m)

Die Erzeuger sind also die zu m teilerfremden Zahlen k.

Die Untergruppen von Zy,, sind von der Form

1

(n) =nZpy, = {O,n, 2n, ..., (% — 1)n} Z

s3

fiir alle Teiler n von m, wobei 1Z,, = Z,, und mZ,, = {0}. Die von einem belie-
bigen Element k erzeugte Untergruppe ist von ggT(k, m) erzeugt und zu Z S
isomorph.

Die homomorphen Bilder von Z,, sind die Z;, fiir Teiler k& von m.

Aut(Z,,) wird im Abschnitt naher bestimmt.

Nebenklassen und Faktorgruppen

Definition: Gruppenoperationen auf Teilmengen
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Sei (G, -, e) eine multiplikativ geschriebene Gruppe. Es ist zunéchst niitzlich, die Grup-
penoperation notationell auf Teilmengen von G auszudehnen, indem man fiir X, Y C G
definiert:

XY ={z-ylzeX yeV}
X1 ={z7tzeX}

Auferdem schreibt man zg - Y fiir {z¢} - Y und analog X - yo fiir X - {yo} und lasst die
Multiplikationspunkte auch weg.

Bemerkung:

Man kann sich leicht davon {iberzeugen, dass gewisse Rechneregeln auch fiir die Multipli-
kation von Teilmengen gelten; beispielsweise ist sie assoziativ und es gilt g71gX = eX =
X. Es ist aber Vorsicht geboten; zum Beispiel ist X - X~ .Y im allgemeinen verschieden
von Y!

Fiir additiv geschriebene Gruppen definiert man analog X + Y und —X.

Definition:
Sei U C G. Man definiert zweistellige Relationen gy~ und ~gy durch

glu~geie= g g el
gi~Ugaie= g9 €U

Satz 68 ;~ und ~y sind genau dann Aquivalenzrelationen, wenn U eine Untergruppe
von G ist.

Beweis zu 68:

Der Beweis wird nur fiir y~ gezeigt; fiir ~y muss man die Seiten vertauschen. Wegen
gu~gee=gt-gecU ist die Relation genau dann reflexiv, wenn e € U.

Weiterhin gilt g y~ h < gV -h e U s hl-g= (¢t -h)tecUl & hyai~yg
Umgekehrt hat man: u € U @ e luc U e ep~uundu e U s ulec U s up~e.
Die Relation ist also genau dann symmetrisch, wenn U = U~

Schlieklich: Falls ¢ y~ h und h y~ 4, so hat man ¢~'h € U und h~™% € U, also
g Y =g 'hh™' € U-U, d.h. g yy~ i. Umgekehrt: sind g,h € U, so ist g~! y~ e
und e y~ h, und aukerdem gilt gh € U < g~! y~ h. Die Relation ist also genau dann
transitiv, wenn U = U - U.
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Definition: Links- und Rechtsnebenklassen

Wenn U < G, so heifen die Aquivalenzklassen von p~ Linksnebenklassen von U in G.
Die Aquivalenzklasse von g € G ist dabei von der Form gU := {gu | u € U}. Die Menge
der Linksnebenklassen von U in G wird mit G/U bezeichnet

Die Aquivalenzklassen von ~y Rechtsnebenklassen von U in G. Die Aquivalenzklasse von
g € G ist dabei von der Form Ug := {ug | u € U}. Die Menge der Rechtsnebenklassen
von U in G wird mit U\G bezeichnet.

Erlduterung

e Es gilt also
gU=hU < gy~h < g 'helU < ¢ 'hU=U

und
Ug=Uh < g~y h < hg ' eU < Uhg ' =U

e Die Rechts- wie Linksnebenklasse von einem u € U, insbesondere also von e, ist
wlU =Uu="U.

e In kommutativen Gruppen sind stets Rechtsnebenklassen gleich Linksnebenklas-
sen, d.h. es gilt gU = Ug. Im allgemeinen sind sie verschieden (z.B. in S5 die
Nebenklassen einer Untergruppe der Ordnung 2).

Notation: Nebenklassen bei additiven Gruppen

Im additiven Fall schreibt man natiirlich g4 U fiir die Links- und U + g fiir die Rechtsne-
benklasse, wobei man die additive Schreibweise iiblicherweise fiir kommutative Gruppen
reserviert, in denen beide iibereinstimmen.

Satz 69 Sei U < G.

(a) Alle Nebenklassen haben die gleiche Anzahl von Elementen wie U.
(b) Es gibt ebenso viele Rechts- wie Linksnebenklassen.

Beweis zu Eigenschaften der Nebenklassen:

(a) U — Ug,u + ug ist offenbar eine Bijektion mit, da  + z¢g~! die Umkehrabbildung
ist. Ebenso ist U — gU, u — gu eine Bijektion.

(b) G/U — U\G, gU + Ug~! ist eine Bijektion: Es gilt
gU=hU <= U=g 'h <= g 'helU < Ug'h=U < Ug '=Un"!

also ist die Abbildung wohldefiniert und injektiv, und Ug — ¢~ 'U ist die ebenso wohl-
definierte Umkehrabbildung.
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Satz 70 [Satz von Lagrange|] Wenn G endlich ist und U < G, dann gilt
G| =|U]-|G: U,

wobei |G : U| := |G/U| = |[U\G| der Indezx von U in G ist.
Die Ordnung einer Untergruppe teilt also die Gruppenordnung; insbesondere teilt die
Ordnung eines Gruppenelementes die Gruppenordnung.

Beispiele

Wenn G eine Gruppe ist, deren Ordnung |G| = p eine Primzahl ist, und g € G\ {e},
dann ist die Ordnung von g ungleich 1 und teilt p, ist also gleich p. Also ist G zyklisch
= Zp und jedes Element # e ist ein Erzeuger von G.

Bis auf Isomorphie gibt es also nur eine Gruppe von jeder Primzahlordnung. Fiir zu-
sammengesetzte Zahlen gibt es i.a. mehrere nicht isomorphe Gruppen, z. B. gibt es die
kommutative Gruppe Zg und die nicht-kommutative Gruppe S3 der Ordnung 6. Auch fiir
Ordnung 4 gibt es zwei nicht-isomorphe Gruppen; fiir Ordnung 8 bereits fiinf. (Allerdings
gibt es bis auf Isomorphie auch nur eine Gruppe der Ordnung 15.)

Sei nun ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann induziert ¢, wie jede Abbildung,
eine Aquivalenzrelation auf G, namlich

g1~ g2 = &(g1) = 9(g2).

Es gilt nun

GL~ega = e=¢(g1) 7 dg2) =91 92) = 91 Kem(e)™~ 91

— €= ¢(92) ’ ¢(gl)_2 = ¢(92 ’ gl_l) <= g1 ~Kern(¢) 92

Die Aquivalenzklassen von ~¢ sind also die Rechts- wie Linksnebenklassen des Kerns von

o.

Definition: Normale Untergruppe

Eine Untergruppe U von G heift normale Untergruppe (oder Normalteiler), falls g~
und ~g die gleiche Relation sind, also falls Linksnebenklassen und Rechtsnebenklassen
ubereinstimmen. Man schreibt dafiir U < G.

Beispiele
e Kerne von Homomorphismen sind also normale Untergruppen.

e {e} und G sind stets normale Untergruppen einer Gruppe G.

e In kommutativen Gruppen sind offenbar alle Untergruppen normal.
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e Eine Untergruppe U vom Index 2 ist normal, denn da U eine Rechts- wie Linksne-
benklasse ist, ist G\ U die jeweils andere Nebenklasse, also auch eine Rechts- und
Linksnebenklasse.

e Das Zentrum einer Gruppe ist stets eine normale Untergruppe.

e Die von einer Transposition erzeugten Untergruppen der S3 vom Index 2 sind die
kleinsten Beispiele von nicht normalen Untergruppen.

Definition: Kongruenzrelation

Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Gruppe G heift Kongruenzrelation, falls die Menge
G/~ der Aquivalenzklassen so zu einer Gruppe gemacht werden kann, dass die natiirliche
Abbildung G — G/, g — g/~ ein Homomorphismus ist.

Bemerkung:

Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Gruppe G ist genau dann eine Kongruenzrelation,
wenn die Festlegung

(9/~) - (h/~) = (g-h)/~

wohldefiniert ist, wenn also die Aquivalenzklasse des Produktes unabhingig von der Wahl
der Représentanten ist. Die Operation ist dann automatisch assoziativ (da die durch die
assoziative Gruppenoperation auf G definiert ist), e/, ist neutrales Element und (g/.) "
inverses Element zu (¢71/~.

Satz 71 Die Kongruenzrelationen fiir Gruppen sind genau die Nebenklassenrelationen
normaler Untergruppen.

Beweis zu 71:

~ ist genau dann eine Kongruenzrelation, wenn die natiirliche Abbildung G — G/~ ein
Homomorphismus ist; also ist sie nach den Uberlegungen oben die Nebenklassenrelation
des Kerns.

Sei umgekehrt N eine normale Untergruppe und g1 N = go N, hi N = haoN, also ga = g1n
und ho = hin' mit n,n’ € N. Wegen hiN = Nhq ist nho = hin” fiir ein n” € N. Es
folgt goho = g1nhin’ = g1hin”n’ € gth1 N und somit goho N = g1h1N.

Definition: Faktorgruppe, Quotientengruppe

Ist N eine normale Untergruppe von G, so heifft die Gruppenstruktur auf der Menge
G/N der Nebenklassen von N in G die Faktorgruppe oder Quotientengruppe von G nach
N.
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Satz 72 [Homomorphiesatz] Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so kann
man ¢ zusammensetzen als Komposition der folgenden Homomorphismen:

o

G — G/Kem(¢) — Bild(¢) — H
g = gKem(¢) =  ¢(g) = ¢(9)

surjektiv bijektiv injektiv
Erlauterung
Bild(¢)}—.
gnKern<¢) = ¢<gn) L4
G — H
g1Kern(¢) = d(gr)| e
Kern(¢) — e | e
Beispiele

96

e Die Restklassenabbildung” Z — Z,,, die den Rest bei der Division durch m angibt,

ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kern mZ. Die Faktorgruppe Z/mZ ist so-
mit isomorph zu Z,,. Der Unterschied zwischen den beiden Gruppen besteht darin,
dass die Gruppenelemente von Z/mZ Mengen von ganzen Zahlen sind, wobei die
Addition die gewohnliche Addition von Z auf den Représentanten ist; die Elemente
von Z,, dagegen sind die ganzen Zahlen 0,...,m — 1, die Addition darauf ist aber
die ,,Addition modulo m*.

Notation: Man schreibt a = b mod m (oder Varianten davon wie a = b (mod m)
oder a = b mod m) dafiir, dass a + mZ = b + mZ. Manchmal schreibt man auch
a mod m fiir den ,Rest von a modulo m®, d.h. fiir das Bild von a unter der Rest-
klassenabbildung Z — Z,.

Das Signum sgn : S, — ({£1},-) = Zs ist ein Homomorphismus, dessen Kern die
Alternierende Gruppe A, ist. Es gilt also S, /A, = Zs.

Die Drehgruppe D des Wiirfels permutiert die vier Raumdiagonalen des Wiirfels;
dadurch erhélt man einen Homomorphismus D — S, von dem man sich iiberzeu-
gen kann, dass er injektiv ist. Da beide Gruppen die gleiche Anzahl von Elementen
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haben, ist also D = S4. Aufserdem permutiert D die drei Mittelsenkrechten des
Wiirfels; dadurch erhélt man einen Homomorphismus Sy =2 D — S3, der surjektiv
ist und dessen Kern die sogenannte Kleinsche Vierergruppe ist.

Fiir n > 5 hat die S,, keine anderen normalen Untergruppen aufer {e}, A, und S,,.
Damit héngt zusammen, dass es fiir Polynomgleichungen vom Grad mindestens 5
keine allgemeine Losungsformel mit Wurzelausdriicken gibt.

e det : GL(n,R) — (R\{0},) ist ein surjektiver Gruppenhomomorphimus, dessen
Kern die Gruppe SL(n,R) der Matrizen der Determinante 1 ist. Die Determinante
liefert also auch einen Homomorphismus der linearen Abbildungen R™ — R” in die
multiplikative Gruppe von R, dessen Kern die orientierungs- und volumenerhalten-
den Abbildungen sind.

e Normale Untergruppen der S sind {e}, As und Ss; die drei zu Zy isomorphen
Opiegelungsgruppen” sind nicht normal.

Erliuterung

Untergruppen und homomorphe Bilder bieten die Moglichkeit, aus einer Gruppe ,klei-
nere Teile“ zu gewinnen und u. U. die Struktur der Gruppe zu verstehen, indem man
z. B. die Struktur eines Normalteilers und der zugehorigen Faktorgruppe analysiert. Die
einfachste Moglichkeit, wie eine Gruppe aus zwei oder mehreren Bausteinen zusammenge-
setzt werden kann, ist durch die folgende Konstruktion des sogenannte direkten Produkts
beschrieben:

Definition: Direktes Produkt

Das direkte Produkt Gi x --- x Gy, von Gruppen (G1,-),...,(Gp,-) ist das kartesische
Produkt der zugrundeliegenden Mengen mit der komponentenweise Operation

(917---79n)’(h1>-~-7hn) = (gl’hlu"'agn'hn)-

Man sieht leicht, dass das direkte Produkt wieder eine Gruppe ist mit neutralem Ele-
ment (eq,,...,eq,) und Inversem (gi,...,g,) " = (gl_l, ooy g7 D). Sind alle Gruppen
kommutativ, so ist auch das direkte Produkt kommutativ.

Erliuterung

Es gibt ,natiirliche” Isomorphismen zwischen (G1 x G2) x G3, G1 x (G2 x G3) und
G1 x G x (I3, die notationell im Verschieben bzw. Weglassen der Klammern bestehen.
iblicherweise unterscheidet man in der Mathematik daher nicht zwischen diesen drei
Objekten (und analog fiir grofere n), d. h. man begeht hier oft eine Art , Typenfehler®.

Beispiele
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98

e Die Gruppentafel von Zy X Zs ist:

Man sieht, dass alle Elemente # (0,0) die Ordnung 2 haben. Diese Gruppe ist
also nicht isomorph zu Z4. (Man kann zeigen, dass es keine weiteren Gruppen der
Ordnung 4 gibt: jede ist entweder zu Z4 oder zu Zg X Zg isomorph.)

In Zy x Z3 dagegen sieht man leicht, dass das Element (1,1) die Ordnung 6 hat,
dass also Zs X Z3 zyklisch ist und damit zu Zg isomorph.

Allgemein gilt, dass die Ordnung eines Elementes (g1,...,9,) in G1 X -+ X G,, das
kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen der g; ist.

Die Symmetriegruppe Dy eines Quadrats hat eine normale, zu Z,4 isomorphe Unter-
gruppe, namlich die Drehungen des Quadrats, und zu Zs isomorphe Untergruppen,
die von jeweils einer Spiegelung erzeugt werden. Dy ist also von einer Drehung (um
90° bzw. um 270°) und von einer (beliebigen) Spiegelung erzeugt (denn die davon
erzeugte Untergruppe enthélt mit den Drehungen und einer Spiegelung mindestens
5 Elemente, und es gibt keinen echten Teiler von 8 = |Dy|, der mindestens 5 ist).
D, ist aber nicht isomorph zu Z4 x Zo, da D4 nicht kommutativ ist. Dies ist also ein
Beispiel einer Gruppe, die auf kompliziertere Weise aus zwei Bausteinen aufgebaut
ist. (Analog gilt dies auch schon fiir S3, die Symmetriegruppe eines gleichseitigen
Dreiecks).
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= 9. Ringe

s 5.1, Ringe

1585 Zur Erinnerung:

Definition: Ringﬂ

Ein Ring besteht aus einer nicht-leeren Menge R und zwei zweistelligen Operationen +
und - auf R mit neutralen Elementen 0 bzw. 1, fiir die (R, +, 0) eine kommutative Gruppe
ist, (R, -, 1) ein Monoid und die Distributivgesetze fiir - iiber + gelten.

R heifst kommutativer Ring, wenn - zusatzlich kommutativ ist.

1586 Beispiele

1587 o (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring, ebenso die Ringe (Zy,, +m, -m) mit Addition
1588 und Multiplikation modulo m (hierbei ist die a -y, b definiert als ,,a - b mod m*, also
1589 als der Rest von a - b bei der Division durch m).

1590 e Alle Korper sind kommutative Ringe, insbesondere Q, R, C, Fs.

1501 e Der Polynomring R[X] ist ein kommutativer Ring. Allgemeiner: ist R ein unitérer
1502 Ring, so ist auch R[X] ein unitdrer Ring.

1503 e Der Matrizenring Mat,, x,,(R) ist ein Ring, der fiir n > 1 nicht kommutativ ist.

Definition: Unterring, Ringhomomorphismus

e Ein (unitdrer) Unterring U von R ist eine Teilmenge, die beziiglich der einge-
schrinkten Operationen selbst ein unitdrer Ring ist, d.h. eine Teilmenge, die 0
und 1 enthéalt und unter 4+, — und - abgeschlossen ist.

e Sind R und S Ringe mit Eins, soist ¢ : R — S ein (unitérer) Ringhomomorphismus,
falls

!Genauer: unitdrer Ring oder Ring mit Fins. Es gibt auch ein allgemeineres Konzept von Ring, in dem
es nicht unbedingt ein neutrales Element der Multiplikation geben muss.
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Bemerkung:

Jeder Ringhomomorphismus ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus fiir die ad-
ditiven Gruppen, also sind die zweite und dritte Bedingung automatisch erfiillt, wenn die
erste gilt. Die fiinfte dagegen ist unabhéngig von den restlichen, wie das folgende Beispiel

zeigt.
Beispiele
Fiir die Abbildung ¢ : R — Ma,a(R), 7+ ( 8

sind die Eigenschaften 1 bis 4 erfiillt, 5 aber nicht. Das Bild von ¢ ist zwar bzgl. + und
- ein Ring, aber kein (unitdrer) Unterring, da es ein anderes Einselement als Max2(R)
hat.

Satz 73 Das Bild eines (unitdren) Ringhomomorphismus ¢ : R — S ist ein (unitérer)
Unterring von S.

Beweis zu 73:
Wie im Fall von Gruppen.

Definition: Kern, Ideal
e Der Kern eines Ringhomomorphismus ¢ : R — S ist der Kern von ¢ als Gruppen-
homomorphismus, d.h. Kern(¢) := {r € R | ¢(r) = 0}.

e Ein (beidseitiges) Ideal von R ist eine additive Untergruppe I mit folgender Eigen-
schaft: fiir alle r € R und éinl gilt r-i€ lund i-r € 1.

Beispiele

e mZ sind Ideale von Z

e Allgemeiner: ist R ein kommutativer Ring und a € R, so ist aR := {ar | r € R}
ein Ideal. Solche Ideale heiffen Hauptideale.

Satz 74 Die Kerne von Ringhomomorphismus sind genau die Ideale, d.h. die Kon-
gruenzrelationen von Ringen sind genau die Nebenklassenzerlegungen bzgl. Idealen:

Ker(4) = {r € R|$(r) = 0}

Bewelis zu 74:

Zunichst sind Kerne Ideale, denn falls r € R und s € Kern(¢) fiir einen Ringhomomor-
phismus ¢, so gilt ¢(r-s) = ¢(r) - ¢(s) =r-0 =0, d.h. r-s € Kern(¢). Analog fiir

ST
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Abschnitt 5.1

Falls I ein Ideal ist, so ist I insbesondere (normale) Untergruppe, also trigt R/I eine
Gruppenstruktur, so dass die Nebenklassenabbildung R — R/I, r — r+ I ein Gruppen-
homomorphismus ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass sie zu einem Ringhomomorphismus
gemacht werden kann, indem durch (r 4+ I) - (' + I) := r’ + I eine Multiplikation auf
R/I definiert wird. Wenn diese wohldefiniert ist, also reprisentantenunabhéngig, dann
gelten die die Multiplikation betreffenden Ringaxiome (Assoziativitat der Multiplikation,
Distributivitdt und Neutralidt von 1+ I), da sie in R gelten.

Seialsori +I =ro+Tund i+ 1 =rb+ 1 alsora—ri=i€lTundr),—r] =4 € I.
dann ist

/ / / / / / / / / -/ - !
ToTy — TT] = ToTy — rory + rory — riry = 1o(ry — 7)) + (ro —r1)ry = 1roi’ +iry € 1,

da I ein Ideal ist. Also ist r7r] + I = rorh + I.

Satz 75 [Homomorphiesatz] Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so kann man
¢ zusammensetzen als Komposition der folgenden Homomorphismen:

R — R/Kemn(¢) — Bild(¢) — S
r +— r+Kemn(¢) — o(r) = o(r)

surjektiv bijektiv injektiv

Beweis zu 75:
Wie im Fall von Gruppen.

Folgerung 76 Z/mZ ist ein Ring. Uber die Resteabbildung, die z € Z den Rest in
{0,...,m — 1} bei der Division durch m zuordnet, ist er isomorph zu Z,.

Beispiele

Analog zum Fall Z/mZ gibt es fiir ein Polynom P € R[X] das von P erzeugte Hauptideal
P -R[X] der Vielfachen von P und also auch den Ring R[X]/P - R[X].

Fiir P = X2 — 1 kann man zeigen, dass dieser Ring sogar ein Kérper ist. (Jedes Poly-
nom (, das kein Vielfaches von P ist, ist teilerfremd zu P. Daher kann man, wie in Z,
Polynome R und S finden mit R- P+ S -Q =1 und S + P - R[X] ist dann Inverses von
Q + P-R[X] in R[X]/P-R[X].)

Aufserdem erhélt man aus der Abbildung R — R[X], die jede Zahl r auf das konstante
Polynom r abbildet, und der Nebenklassenabbildung einen injektiven Ringhomomorphis-
mus R — R[X]/P - R[X]. Damit ist R[X]/P - R[X] ein Erweiterungskérper von R. Man
sieht nun, dass die Nebenklasse des Polynoms X in diesem Erweiterungskorper die Glei-
chung 22 — 1 = 0 erfiillt, also eine Wurzel aus —1 ist. Tatséichlich ist R[X]/P - R[X]
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Teil II, Kapitel 5

isomorph zu C und dies eine Moglichkeit, den Kérper der komplexen Zahlen auf eine
strukturierte Art algebraisch zu konstruieren.

Auf dhnliche Weise erhilt man die endlichen Korper IF,» von echter Primzahlpotenzord-
nung. Zum Beispiel ist Fy = Fo[X]/(X? 4+ X + 1) - Fo[X].

Definition: Teiler, Einheiten, Nullteiler
Sei R kommutativer Ring mit Eins.

e a,b € R: a teilt b (oder alternativ: ,a ist ein Teiler von b, b ist Vielfaches von
a“), wenn ein ¢ € R existiert mit a - ¢ = b. Man schreibt a | b.

e Eine FEinheit in R ist ein Element » € R, das ein multiplikatives Inverses besitzt,
d.h. ein Element r—! mit r-7~! = 1. Die Menge der Einheiten von R wird mit R*
bezeichnet.

e Ein Nullteiler in R ist ein Element a € R\{0}, so dass ein b € R\{0} existiert mit
a-b=0.

Bemerkung:

Die Einheiten sind also genau die Teiler der Eins. Dagegen sind die Nullteiler nur die
Elemente, die die Null ,nicht trivial“ teilen. Jedes Ringelement ist ein Teiler der Null, da
r-0=0.

Beispiele
Einheiten:
o 7ZF={1,-1}
o 7/127* = {1,5,7,11}
e R[X]* = R\{0} als konstante Polynome
Teiler:
e InZgilt 2|6, —2]6,2|—6 und —2 | —6.
Allgemeiner ist es so, dass wenn a | b und r, s Einheiten sind, dann ist auch ra ein
Teiler von sb.

e In R[X] ist zum Beispiel X + 1 ein Teiler von X2 — 1 = (X + 1)(X —1).
Es gilt auch (—5X +5) | (X? —1) = —(-5X +5)(X — 1).
Nullteiler:
e 7/127,:3-4=12=0,6-4=24=0
e Z und R[X] haben keine Nullteiler!

Satz 77 Wenn R ein (kommutativer) Ring mit Eins ist, dann ist (R*,-, 1) eine (kommu-
tative) Gruppe.

Beweis zu 77:
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1 ist neutrales Element der Multiplikation in R, also ist 1 = 17! eine Einheit und damit
auch neutrales Element in R*. Da (r~1)~! = r ist R* unter Inversen abgeschlossen, da
(r-s)~t =s71.r~! auch unter Produkten.

Definition: Einheitengruppe
(R*,-,1) heift Einheitengruppe von R.

Beispiele
o (Z%,) = ({#1},") = Z2
o (RIX], ) = (R\{0},0)
o ((Zz)1272)*,-) = Za x Zs

5.2. Die endlichen Ringe Z/mZ

Erliuterung

Die endlichen Ringe Z/mZ bzw. Z,, bestehen aus der zyklischen additiven Gruppe
(Z,, +), deren Struktur bereits im Abschnitt iiber Gruppen vollsténdig analysiert wurde,
und der Multiplikation mit insbesondere der Einheitengruppe (Z},,-). Aus dem Zusam-
menspiel von Addition und Multiplikation ergibt sich eine interessante Struktur mit u. a.
Anwendungsen in der Kryptografie. Das néchste Ziel besteht darin, die Einheitengruppe
(Z},,-) zu analysieren: Welche Elemente liegen darin, wie grof ist sie und welche Struktur
hat sie?

Satz 78 Sei R ein endlicher kommutativer Ring und 0 # a € R. Dann sind dquivalent:
1. a ist Einheit;
2. a ist kein Nullteiler;
3. die Multiplikation mit 7 ist eine bijektive Abbildung p, : R — R, r — ar;
4. (falls R = Zy,:) a und m sind teilerfremd.

Beweis zu 78:

Da R endlich ist, ist die Multiplikation p, genau dann bijektiv, wenn injektiv oder surjek-
tiv. Injektiv ist pu, genau dann, wenn Kern(u,) = {0}. Andererseits ist Kern(u,) # {0}
genau dann, wenn es ein 0 # b € Kern(u,) gibt, also a - b = 0 ist, d.h. wenn a ein
Nullteiler ist.

Wenn p, surjektiv ist, ist inbesondere 1 € Bild(u4), d. h. es gibt ein ¢ € R mit a-c =1,
d. h. a ist Einheit. Ist umgekehrt a Einheit, dann ist u, surjektiv, denn jedes Ringelement
r=a-(a"!-7r) liegt im Bild von .

Ist R = Z/mZ und sind a und m teilerfremd, so findet man mit dem Euklidischen
Algorithmus Zahlen p,q € Z mit 1 = ggT(a,m) = pa + gm. Es ist dann p + mZ ein
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Inverses von a+mZinZ/mZ = L. Ist 1 # g := ggT(a,m), so gilt (a+mZ)- (7 +mZ) =
%m +mZ = 0+mZ, also ist a+mZ Nullteiler in Z/mZ, somit auch a Nullteiler in Z,,.

Folgerung 79 Z/mZ ist genau dann ein Korper, wenn eine m Primzahl ist.

Beweis zu 79:

Genau dann, wenn m eine Primzahl ist, sind alle Zahlen in {1,...,m — 1} teilerfremd zu
m, also invertierbar in Z,, = Z/mZ.

Erlauterung

Damit ist die Frage beantwortet, welche Elemente in Z7, liegen. Die néchste Frage, ndm-
lich wieviele Elemente es sind, braucht eine Vorbereitung.

Definition und Satz: direktes Produkt von Ringen

Seien Ry, ..., R, (unitdre) Ringe. Dann wird Ry x- - - X R,, durch komponentenweise Addi-
tion und Multiplikation zu einem (unitdaren) Ring, dem direkten Produkt von Ry, ..., R,.
Alle komponentenweise definierten Eigenschaften bleiben erhalten, insbesondere ist
Ry X - -+ X R, kommutativ, wenn alle R; kommutativ sind, und es gilt (Ry x--- X R,,)* =
R} x--- X Ry.

Bemerkung:

Im Gegensatz zu allen Ringaxiomen ist die Eigenschaft, ein Kérper zu sein, keine kompo-
nentenweise definierte Eigenschaft. Zwar sind die Inversen komponentenweise definiert,
die Eigenschaft ungleich 0 zu sein aber nicht. Es gilt sogar: Sind K1, ..., K, Korper und
ist n > 2, dann ist K X --- x K,, kein Korper. Denn es ist (1,0,...,0) # O, x...xk,, =
(0,...,0), aber (1,0,...,0) hat kein Inverses.

Satz 80 [Chinesischer Restsatz]
Seien my, ..., my, paarweise teilerfremde Zahlen. Dann ist

Z/(my-...-mp)Z — Z/miZ X --- X L/mpZ
a+(my-... - mp)Z — (a+miZ,...,a+m,7Z)

ein Ringisomorphismus.

Beweis zu 80:

Seim :=mq-... -my. Zundchst ist die Abbildung wohldefiniert, da aus a+mZ = b+mZ,
also m | b — a folgt, dass jedes m; ein Teiler von b — a ist und somit a + m;Z = b +
m;Z. Sie ist damit auch ein Ringhomomorphimus, da sie komponentenweise von dem
Restklassenhomomorphismus Z — Z/m;Z, a — a + m;Z herriihrt.
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Sei nun @ + mZ aus dem Kern der Abbildung, d.h. a + m;Z = 0 + m;Z bzw. m; | a

fir alle 4. Somit ist kgV(mq,...,my,) | a, und da die m; paarweise teilerfremd sind, ist
kgV(mi,...,my) =m. Es ist also m | a bzw. a + mZ = 0+ mZ, d. h. die Abbildung ist
injektiv. Da |Z/mZ| =m =my ... - my = |Z/m1Z X - -+ X Z/m,7Z| ist sie automatisch

surjektiv, also ein Isomorphismus.
Die folgende Umschreibung der Surjektivitdt des Homomorphismus aus Satz 80 ist vor
allen als ,Chinesischer Restsatz“ bekannt:

Folgerung 81 Fiir paarweise teilerfremde ganze Zahlen my, ..., m, und vorgegebene
Reste rq,...,r, existiert stets ein a € Z mit

a=7r1 modmy

a=r, modm,

Falls a eine Losung ist, sind a +mq - ... m,Z sdmtliche Losungen!

Verfahren zum Finden einer Lésung

e Im Fall n = 2 gibt es a1,a2 € Z mit aymi + agms = 1.
Dann ist a = reaymq 4+ riaome eine Losung des Kongruenzssystem.

e Fiir n > 2 konstruiert man eine Losung per Induktion. Sei b, mit

b1 =11 mod my

bp—1 =7rp—1 mod my,_1
bereits konstruiert. Dann ist a mit (Fall n = 2)

a=b,-1 modmq-...-Mmpy_1

a=r, mod m,,

eine Losung des Kongruenzssystem.
Beweis zu dem Verfahren:
n = 2: Es gilt, modulo m; gerechnet: a = roa;my + riagmg = riagmg = r1(1 —aymy) =
r1 — r1a1mq = 71, und entsprechend durch symmetrische Rechnung a = ro mod meo.

n>2: Firi>nista=b,_1 =r; modb; und a = r, mod m,, nach Konstruktion.

Definition: Eulersche ¢-Funktion

o(m) :=|(Z/mZ)*| ist die Anzahl der zu m teilerfremden Zahlen in {1,...,m — 1}. Die
Funktion ¢ heifst die Fulersche ¢-Funktion.
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Beispiele

Fiir eine Primzahl p ist klarerweise ¢(p) = p — 1.

Ferner ist ¢(p™) = p" 1(p — 1) = p” — p"~!, weil es genau p"~! Zahlen unter den p"
Zahlen in 1,...,p" gibt, die nicht teilerfremd zu p sind, ndmlich die Vielfachen von p,

also p,2p,3p, ..., p" - p.

Satz 82 Sei p{* - ... p.* die Primfaktorzerlegung der natiirlichen Zahl n. Dann gilt
¢(n) =pf T (pr—1) - P (k= 1),

Beweis zu 82:

Die Zahlen p{*,...,pS* sind paarweise teilerfremd (da die p; paarweise verschiedene

Primzahlen sind), also ist Z/nZ ging Z/p{*Zx- - -xZ/p*Z und damit (Z/nZ)* Zgruppe

(Z)pTZ)* x -+ x (Z[pR*Z)*. Also ist ¢(n) = ¢(pI*) - ... - ¢(pp*) und das Ergebnis er-

gibt sich, wenn man die Berechnung ¢(p{?) = p' i=1(p; — 1) aus dem vorherigen Beispiel
einsetzt.

Beispiele
e p(12)=21.(2-1)-3-1)=2-1-2=4,dan=12=2%.3
e $(155) =4-30 =120, dan =531 =155
e $(72) =23(2—-1)-3-(2—1)=24,da 72 =23-32
Erinnerung

Sei G eine endliche Gruppe. dann sagt der Satz von Lagrange, dass fiir jedes g € G die
Ordnung von g ein Teiler von |G| ist. Insbesondere folgt daraus !¢ = e. Fiir Z,, ergibt
sich daraus:

Satz 83 [Satz von Euler] Fiir a € Z%, gilt a®™ = 1, d. h. fiir alle zu m teilerfremden
a € Z ist a®™ =1 mod m.

Satz 84 [Kleiner Satz von Fermat] Ist m = p eine Primzahl, so gilt a?~! = 1 fiir
a € Zy, d.h. fiir alle a € Z mit p 1t a ist a’! =1 mod p.
Hieraus folgt: Fiir alle a € Z ist a? = a mod p.

Beispiele

° 51000000 mod 7 = (52)50000 mod 7 = 4500000 mod 7 = (42)250000 mod 7 = 2250000 mod
7

o 51000000 1od 7 = 579" mod 7 = 577-5" mod 7 = 57 5" = 541"
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Satz 85 Wie berechnet man a® mod n?
e 100" mod 7
a) 100 mod 7 = 2 = 100" mod 7 = 2! mod 7
b) 229t mod 7= (22)°-2mod 7=4°-2=(4?)2-4-2mod 7=2%2-4-2mod 7 =
2-2mod 7=4mod 7

51000000 1od 7, ¢(7) =7 — 1 = 6:
(5%)166666 - 5+ = 1166666 . 54 (Kleiner Satz von Fermat) = (52)2 = 4% =2
51000000 164 7 = (57)142857 . 5 — 5142858 . 5 mod 7 etc.

51000000 104 127 ¢(12) = 4
(54)250000 — 1250000 — 1 104 12

Anwendung: Primzahltest

Gegeben ist n und es soll gepriift werden, ob n eine Primzahl ist. Man kann die Definition
anwenden und fiir alle Zahlen von 2 bis /n testen, ob sie Teiler von n sind. dies dauert
bei grofsen Zahlen aber zu lange.

Der kleine Satz von Fermat liefert folgenden Test: Man priift fiir ausgewihlte Zahlen
a < n, ob a® ! = 1 mod n. Falls nein, handelt es sich um keine Primzahl. Falls ja, ist
keine Aussage moglich.

Es gibt unendlich viele Zahlen, sogenannte Carmichael-Zahlen, die diesen Test immer
bestehen, aber keine Primzahlen sind (die kleinste ist 561). Daher kann man aus die-
sem Test keinen sicheres Verfahren ableiten. Aufterdem kann man die Wahrscheinlichkeit
nicht quantifizieren, dass eine zusammengesetzte Zahl den Test besteht. In der Praxis
angewandte Primzahltests sind in der Regel probailistische Tests, die mit einer vorgeb-
baren Wahrscheinlichkeit ein richtiges Ergebnis liefern (z. B. Solovay-Strassen-Test). Der
kleine satz von Fermat ist in der Regel ein Ingredienz solcher Tests.

Anwendung: RSA-Verschliisselung

RSA ist ein kryptografisches Verfahren, das 1977 von Rivest, Shamir und Adleman ent-
wickelt wurde. Es ist ein Beispiel einer Public Key-Verschliisselung: Eine Nachricht soll
zwischen von einer Person (dem ,Sender S) einer anderen Person (dem ,Empfanger E)
in verschliisselter Weise iibermittelt werden, ohne dass ein Spion (,,Lauscher®), der sie
auf dem Ubertragungsweg abfingt bzw. mitliest, mit einem brauchbaren Zeitaufwand
entschliisselt werden kann. Sender und Empfanger haben dabei keine Moglichkeit, sich
vorher unter geheimen Umstédnden iiber eine Verschliisselungsart zu verstdndigen. Die
Grundidee besteht nun darin, dass der Empfanger die Verschliisselungsmethode zur Ver-
fiigung stellt: Er macht den Teil davon 6ffentlich (den ,6ffentlichen Schliissel®), der zum
Verschliisseln dient, und behélt einen anderen Teil davon fiir sich (den ,privaten Schliis-
sel“), der zum Entschliisseln notig ist. Da das Entschliisseln die Umkehrabbildung des
Verschliisselns darstellt, kann ein solches Verfahren nur funktionieren, wenn es Funktio-
nen gibt, deren Anwendung einfach zu berechnen ist, deren Umkehrfunktion ohne Zu-
satzinformation aber rechnerisch viel aufwendiger ist. Ob es solche Funktionen (in einem
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1771 prézisen komplexistiidtstheoretischen Sinn) tatsdchlich gibt, ist ein offenes Problem der
1772 theoretischen Informatik. Es gibt schnell berechenbare Funktionen, fiir deren Umkehr-
1773 prozess man bislang keine schnelle Verfahren kennt. Beim RSA-Verfahren besteht es im
1774 Multiplizieren von Primzahlen, was leicht zu berechnen ist, wogegen fiir die Umkehrung,
1775 das Faktorisieren von Zahlen, bisher kein schneller Algorithmus bekannt ist (aber auch
1776 nicht bewiesen ist, dass es keinen solchen Algorithmus gibt).

1777 Hier wird nun der mathematische Kern der RSA-Verschloiisselung dargestellt. Bei der
1778 konkreten Umsetzung sind noch viele Punkte zu beachten, auf die hier nicht eingegangen
1779 werden kann.

1rso  Vorgehen:

1781 1. E wahlt zwei grofe, verschiedene und unbekannte Primzahlen p und ¢ und rechnet
1782 n=p-qsowie ¢(n) = (p—1)(¢—1) aus.

1783 2. E wihlt ein zu ¢(n) teilerfremdes, ,zufélliges* e (das weder zu kelin noch zu grof
1784 sein darf und insbesondere keine Riickschliisse auf ¢(n) erlauben darf, also nicht
1785 etwa ¢(n) — 1 sein darf).

1786 3. E verdffentlicht n und e als 6ffentlichen Schliissel und behélt ¢(n) (und p und q)
1787 aks privaten Schliissel.

1788 4. Eine Nachricht wird ,,geschickt” in Z,, kodiert, d.h. eine Nachricht ist ein Tupel

1789 (ai,...,ax) € ZE. (Zum Beispiel darf die Codierung nicht Zeichen fiir Zeichen ge-
1790 schehen, indem man etwa den ASCII-Code nimmt, da sonst eine Haufigkeitsanalyse
1791 den Code knacken wiirde).

1792 5. Srechnet nun als Geheimverschliisselung der Nachricht komponentenweise (af, ..., af)
1793 in ZF aus (mit Hilfe der schnellen Exponentiation modulo n) und schickt dies dem
1794 Empféanger.

1795 6. Zur Entschliisselung rechnet E ein multiplikatives Inverses d = e~! in Ly(n) aus
1796 (mit Hilfe des euklidischen Algorithmus) und berechnet ((a$)?,...,(af)?) in ZE.
1797 Dies ist die Originalnachricht (a1, ..., ax), wie der folgende Satz zeigt:

Satz 86 Im RSA-Verfahren gilt (a®)? = 1 fiir alle a € Z,.

179s  Beweis zu 86:

1799 Da d ein Inverses zu e in Zgy,) ist, gilt e - d =1 - ¢(n) + 1 fiir eine Zahl | € Z.

1800 1.Fall: @ = 0. Dann ist a® = 0 und (a®)% = 0 =0 = a.

101 2.Fall: @ ist teilerfremd zu n. Dann gilt nach dem Satz von Euler a¢? = @l®(m+1 =
w02 (a?™) . a = a.

1803 3. Fall: In den anderen Fillen wird a von genau einer der beiden Primzahlen p und ¢
1804 geteilt, sagen wir p. Es ist also a = m - p und m und ¢ sind teilerfremd. Dann teilt
1805 p auch a®?, d.h. p teilt auch a®? — a. Andererseits ist ¢(q) = ¢ — 1 ein Teiler von
106 Pp(n) = (p—1)(¢ — 1) und damit sind e und d auch invers zueinander in Zy,): Es gilt
o7 e-d=1-¢(n)+1=1p-—1)-¢(q) + 1. Also ist, wieder nach dem Satz von Euler,
108 a®? = (a® D)= . g = g mod ¢, d.h. ¢ teilt ebenfalls a®? — a. Da p und ¢ teilerfremd
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sind, ist somit auch n = p - ¢ = kgV(p, q) ein Teiler von a®?—a, d.h. a®? = a in Z,.

Bemerkung;:

Satz 86 gilt allgemeiner fiir alle ,quadratfreien Zahlen n, also Zahlen, bei denen in der
Primfaktorzerlegung keine Primzahl mehrfach vorkommt.

Anwendung: Codes

Auch viele Codes nutzen Eigenschaften der endlichen Ringe Z,,,. Im alten ISBN-Code zum
Beispiel bestand die ,eigentliche Information“ aus einer neunstelligen Dezimalzahl. Diese
wurde als 9-Tupel (ay ..., ag) tiber dem Korper Z1; = F1; aufgefasst, wobei das Element
10 € Z11 als X geschrieben wurde. Als Prifziffer wurde ein a19 € F11 so angefiigt, dass

10
E z’-aizo
i=1

in [F1; gilt, ndmlich a9 = 10_1-2?:1 i-a;, denn in F1; sind alle Elemente # 0 invertierbar.
/

io» dann

Dieser Code erkennt einen Fehler, d.h. wenn a = q; fiir alle ¢ # ip und a;, # a
ist Zilgli -a; # 0. Denn

10 10 10 10
Zi-aézZﬁa;—Zi-ai:Z%(ag—ai) = io(aj, — ai,) #0,
i=1 i=1 i=1 i=1

0
da 0 # iy € 1 ein invertierbares Element ist und insbesondere keion Nullteiler sein
kann.
Ebenso erkennt der Code beliebige Vertauschungen von zwei (verschiedenen) Ziffern, d. h.
wenn aj = a; fiir alle 7 # i1,z und af, = a;, # a;, = af, dann ist S0 i - a # 0. Dies
wird durch eine dhnliche Rechnung gezeigt.
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